
vThere is no permanent place in the world for ugly mathematics ... . It may
be very hard to define mathematical beauty but that is just as true of

beauty of any kind, we may not know quite what we mean by a
beautiful poem, but that does not prevent us from recognising

one when we read it. — G. H. Hardy v

1.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)

ïÅç Õð¯ ÇÕ ÜîÅå XI Çò¼Ú, Ã¿ì¿è Áå¶ ëñé, êÌ»å, ÃÇÔêÌ»å Áå¶
ÇòÃæÅð ÁÅÇç çÆ èÅðäÅò» çÅ ò¼Ö-ò¼Ö åð·» ç¶ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ» ç¶
ëñé» Áå¶ À°Ôé» ç¶ Áñ¶Ö» ÃÇÔå ÜÅä±¿ ÕðòÅÇÂÁÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔËÍ
×Çäå Çò¼Ú ôìç ÒÃ¿ì¿è (Relation)* çÆ Ã¿ÕñêéÅ ù Á³×ð¶÷Æ
íÅôÅ Çò¼Ú ÇÂÃ ôìç ç¶ Áðæ å¯º ÇñÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË, ÇÜÃç¶ Áé°ÃÅð ç¯
òÃåÈÁ» ÁÅêÃ Çò¼Ú Ã¿ì¿Çèå Ô¹¿çÆÁ» Ôé, Ü¶Õð À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð
ÇÂ¼Õ î³é ÃÕä ï¯× (Recognisable) ÕóÆ Ô¯ò¶Í î³é ñÀ° ÇÕ A,
ÇÕÃ¶ ÃÕ±ñ çÆ ÜîÅå XII ç¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» çÅ ÃîÈÔ ÔË Áå¶ B À°Ã
ÃÕ±ñ çÆ ÜîÅå XI ç¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ Ô¹ä ÃîÈÔ A å¯º
ÃîÈÔ B å¼Õ ç¶ Ã¿ì¿è» çÆÁ» Õ°Þ À°çÅÔðä» Ô¶á ÇñÖÆÁ» Ôé :

(i) {(a, b) ∈ A × B: a, b çÅ íðÅ ÔË},
(ii) {(a, b) ∈ A × B: a, b çÆ íËä ÔË},
(iii) {(a, b) ∈ A × B: a çÆ À°îð b çÆ À°îð å¯º ò¼è ÔË},
(iv) {(a, b) ∈ A × B: ÇêÛñÆ Á³Çåî êÌÆÇÖÁÅ Çò¼Ú a ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ b ç¹ÁÅðÅ

êÌÅêå å¯º Ø¼à ÔéÍ},
(v) {(a, b) ∈ A × B: a À°Ã æ» å¶ ðÇÔ³çÅ ÔË ÇÜ¼æ¶ b ðÇÔ³çÅ ÔËÍ}.

Üç¯º ÇÕ A å¯º B å¼Õ ç¶ ÇÕÃ¶ Ã¿ì¿è R ù ÁîÈðå ðÈê (Abstracting) Çò¼Ú ÁÃÆº ×Çäå Çò¼Ú
A × B ç¶ ÇÂ¼Õ ÇÕÃ¶ òÆ ÃòË-ÇÂ¼Ûå À°êÃîÈÔ çÆ åð·» êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í
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Ü¶Õð  (a, b) ∈ R, ÔË å» ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ Ã¿ì¿è R ç¶ Áé°ÃÅð  a, b  éÅñ  Ã¿ì¿Çèå ÔË Áå¶ ÁÃÆº
ÇÂÃ ù a R b ÇñÖç¶ Ô»Í ÁÅî å½ð Óå¶, Ü¶Õð (a, b) ∈ R, ÔË å» ÁÃÆº ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÇøÕð éÔÆº Õðç¶
Ô» ÇÕ a Áå¶ b ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ÂÆ î³éäï¯× ÕóÆ ÔË Ü¶Õð éÔÆº ÔË ÇÜò¶º ÇÕ ÜîÅå XI Çò¼Ú ò¶Ö Ú¹¼Õ¶ Ô»,
ëñé ÇÂ¼Õ ÖÅÃ êÌÕÅð çÅ Ã¿ì¿è Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú, ÁÃÆº ò¼Ö ò¼Ö êÌÕÅð ç¶ Ã¿ì¿è» Áå¶ ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé (composition)]
À°ñÅäï¯× (Invertible) ëñé» Áå¶ ç¯ ÁèÅÇðå Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í

1.2  Ã¿ì¿è» ç¶ êÌÕÅð (Types of Relations)
ÇÂÃ ÇÔ¼Ã¶ Çò¼Ú ò¼Ö-ò¼Ö êÌÕÅð ç¶ Ã¿ì¿è» çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÇÕÃ¶ ÃîÈÔ A Çò¼Ú
Ã¿ì¿è A × A çÅ ÇÂ¼Õ À°ê-ÃîÈÔ Ô¹ ¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÖÅñÆ ÃîÈÔ φ ⊂ A × A ÔË Áå¶
A × A Ö¹ç ç¯ Úðî Ã¿ì¿è ÔéÍ ÃêôàÆÕðé ñÂÆ,  R = {(a, b): a – b = 10} ðÅÔÆº Çç¼å¶ ÃîÈÔ A
= {1, 2, 3, 4} å¶ êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ÖÅñÆ ÃîÈÔ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ
Õ¯ÂÆ òÆ Ü¯óÅ (pair) éÔÆº ÔË ÇÜÔóÅ a – b = 10 ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð
R′ = {(a, b) : | a – b | ≥ 0}] Ã¿êÈðé ÃîÈÔ A × A ç¶ ÃîÅé ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ A × A ç¶ ÃÅð¶ Ü¯ó¶ (a,
b), | a – b | ≥ 0 ù Ã¿å°ôà Õðç¶ ÔéÍ ÇÂÔ ç¯ò¶º Úðî À°çÅÔðé ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅò» ñÂÆ êÌ¶Çðå
Õðç¶ ÔéÍ
êÇðíÅôÅ A. ÃîÈÔ A å¶ êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R ÇÂ¼Õ ÖÅñÆ Ã¿ì¿è ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð A çÅ Õ¯ÂÆ òÆ ÇÔ¼ÃÅ
A ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ÇÔ¼Ã¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔË, íÅò R = φ ⊂ A × A.ÔËÍ
êÇðíÅôÅ B. ÃîÈÔ A å¯º êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R, ÇÂ¼Õ ÃðòÇòÁÅêÆ (universal) Ã¿ì¿è ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË
Ü¶Õð A çÅ Ôð¶Õ å¼å A ç¶ ÃÅð¶ å¼å» éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔË, íÅò R = A × A.ÔËÍ
ÖÅñÆ Ã¿ì¿è Áå¶ ÃðòÇòÁÅêÆ Ã¿ì¿è ù Õç¶ Õç¶ å°¼Û (trivial) Ã¿ì¿è òÆ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä A. î³é ñú ÇÕ A  ÇÕÃ¶ î¹¿ÇâÁ» ç¶ ÃÕ±ñ ç¶ ÃÅð¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ çðÃÅÀ° ÇÕ
R = {(a, b) : a, b çÆ íËä ÔËÍ} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è ÇÂ¼Õ ÖÅñÆ Ã¿ì¿è ÔË Áå¶ R′ = {(a, b) :
a Áå¶ b  çÆ À°ÚÅÂÆÁ» çÅ Á³åð C îÆàð å¯º Ø¼à ÔËÍ} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è ÇÂ¼Õ ÃðòÇòÁÅêÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ
Ô¼ñ :  êÌôé ç¶ Áé°ÃÅð, ÇÕÀ°ºÇÕ ÃÕ±ñ î¹¿ÇâÁ» çÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÃÕ±ñ çÅ Õ¯ÂÆ òÆ ÇòÇçÁÅðæÆ ÃÕ±ñ
ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ÇòÇçÁÅðæÆ çÆ íËä éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ R = φ] ÇÜÃ å¯º ÇÂÔ ÇîñçÅ ÔË ÇÕ R ÇÂ¼Õ
ÖÅñÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÂÔ òÆ Ãêôà ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ òÆ ç¯ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» çÆ À°ÚÅÂÆ çÅ Á³åð C îÆàð å¯º Ø¼à
Ô¯äÅ ÔÆ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ R′ = A × A ÇÂ¼Õ ÃðòÇòÁÅêÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ
Çà¼êäÆ :  ÜîÅå XI Çò¼Ú ÇòÇçÁÅðæÆ ÇÃ¼Ö Ú¹¼Õ¶ Ôé ÇÕ ÇÕÃ¶ Ã¿ì¿è ù ç¯ êÌÕÅð åº̄ ÇéðÈÇêå ÕÆåÅ ÜÅ
ÃÕçÅ ÔË, é» ç¶ å½ð å¶ ð¯Ãàð ÇòèÆ Áå¶ ÃîÈÔ ÇéðîÅä ÇòèÆÍ ÇÂÃ ñÂÆ ñ¶ÖÕ» ðÅÔÆº ÃîÈÔ
{1, 2, 3, 4}å¯º êÌíÅÇôå Ã¿ì¿è  R = {(a, b) : b = a + 1} ù a R b ðÅÔÆº òÆ ÇéðÈÇêå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË,
Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð  b = a + 1 Ô¯ò¶Í Üç¯º ÁÃÅé Ô¯ò¶, ÁÃÆº òÆ ÇÂÃ Ã¿Õ¶å (notation) çÅ
ÇÂÃå¶îÅñ Õð»×¶Í
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Ü¶Õð (a, b) ∈ R, å» ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ ÒÒa,b éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔËÓÓ Áå¶ ÇÂÃ ×¼ñ ù ÁÃÆº a R b
ðÅÔÆº çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

ÇÂ¼Õ ìÔ¹å îÔ¼åòêÈðé Ã¿ì¿è, ÇÜÃ çÆ ×Çäå Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÖÅÃ íÈÇîÕÅ ÔË,  Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è (Equivalence
Relation) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ Ã¿ì¿è çÅ ÁÇèÁËé Õðé ñÂÆ ÁÃÆº êÇÔñ» Çå¿é åð·» ç¶ Ã¿ì¿è», éÅî» ç¶
å½ð å¶ Çé¼ÜòÅÚÕ (Reflexive)] ÃîÇîåÂÆ (Symmetric) Áå¶ ÃÕðîÕ (Transitive) Ã¿ì¿è» å¶
ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í
êÇðíÅôÅ C. ÃîÈÔ A å¶ êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R;

(i) Çé¼ÜòÅÚÕ (reflexive) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð Ôð¶Õ a ∈ A ñÂÆ (a, a) ∈ R, Ô¯ò¶Í
(ii) ÃîÇîåÂÆ (symmetric) ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔË,  Ü¶Õð ÃÅð¶ a1, a2 ∈ A  ç¶ ñÂÆ (a1, a2) ∈ R Áå¶

(a2, a1) ∈ R êÌÅêå Ô¯ò¶Í
(iii) ÃÕðîÕ (transitive) ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔË,  Ü¶Õð ÃÅð¶ a1, a2, a3 ∈ A ç¶ ñÂÆ (a1, a2) ∈ R

Áå¶ (a2, a3) ∈ R å¯º (a1, a3) ∈ R êÌÅêå Ô¯ò¶Í
êÇðíÅôÅ D.  A å¶ êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð R Çé¼ÜòÅÚÕ,
ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔËÍ

À°çÅÔðä B. î³é ñÀ° ÇÕ T ÇÕÃ¶ Ãîåñ Çò¼Ú ÃÇæå Çåzí¹Ü» çÅ ÇÂ¼Õ ÃîÈÔ ÔËÍ ÃîÈÔ T Çò¼Ú a  R =
{(T1, T2) : T1, T2 ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔË} ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ

Ô¼ñ : Ã¿ì¿è R Çé¼ÜòÅÚÕ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ Ôð¶Õ Çåzí¹Ü ÁÅêä¶ ÁÅê å¯º Ãðì¿×Ãî Ô¹¿çÅ ÔËÍ ç¯ìÅðÅ
(T1, T2) ∈ R ⇒ T1 , T2 ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔË ⇒ T2 , T1  ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔË ⇒ (T2, T1) ∈ R.  ÇÂÃ ñÂÆ
R  ÃîÇîåÂÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ (T1, T2), (T2, T3) ∈ R ⇒ T1 , T2  ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔË Áå¶
T2, T3 ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔËÍ ⇒ T1, T3  ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔË ⇒ (T1, T3) ∈ R. ÇÂÃ ñÂÆ R ÃÕðîÕ Ã¿ì¿è
ÔËÍ ÇÂÃ åð·» R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ
À°çÅÔðä C. î³é ñÀ° ÇÕ L ÇÕÃ¶ Ãîåñ Çò¼Ú ÃÇæå ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÅ ÇÂ¼Õ ÃîÈÔ ÔË Áå¶
R = {(L1, L2) : L1, L2  Óå¶ ¦ì ÔËÍ} ÃîÈÔ L Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R
ÃîÇîåÂÆ ÔË êð¿å± ÇÂÔ éÅ å» Çé¼ÜòÅÚÕ ÔË Áå¶ éÅ ÃÕðîÕ ÔËÍ
Ô¼ñ : R  Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ Õ¯ÂÆ ð¶ÖÅ L1 ÁÅêä¶ ÁÅê Óå¶ ¦ì éÔÆº Ô¯ ÃÕçÆ ÔË, íÅò
(L1, L1) ∉ R- R  ÃîÇîåÂÆ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ (L1, L2) ∈ R
⇒ L1,  L2  Óå¶ ¦ì ÔË
⇒ L2 , L1 Óå¶ ¦ì ÔË
⇒ (L2, L1) ∈ R
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R ÃÕðîÕ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÔ ÷ðÈðÆ ÔË ÇÕ Ü¶Õð L1, L2 Óå¶ ¦ì ÔË Áå¶ L2
, L3 Óå¶ ¦ì ÔË å»  L1 , L3 Óå¶ Õç¶ òÆ ¦ì éÔÆº Ô¯ ÃÕçÆ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú
ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ çôÅ Çò¼Ú L1 , L3 ç¶ Ãî»åð Ô¯ò¶×ÆÍ íÅò, (L1, L2) ∈ R,
(L2, L3) ∈ R êð¿å± (L1, L3) ∉ R

À°çÅÔðä D. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3} Çò¼Ú R = {(1, 1), (2, 2),

(3, 3), (1, 2), (2, 3)} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è Çé¼ÜòÅÚÕ ÔË êð¿å± ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ : R  ÇéÜòÅÚÕ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ (1, 1), (2, 2) Áå¶ (3, 3), R ç¶ å¼å ÔéÍ R ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔË,
ÇÕÀ°ºÇÕ (1, 2) ∈ R êð (2, 1) ∉ R.ÔËÍ ÇÂÃ åð·»  R ÃÕðîÕ éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ (1, 2) ∈ R Áå¶ (2,
3)∈R êð¿å± (1, 3) ∉ R ÔËÍ
À°çÅÔðä E. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ Z Çò¼Ú R = {(a, b) : Ã¿ÇÖÁÅ 2, (a – b) ù
ÇòíÅÇÜå ÕðçÆ ÔËÍ} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è ÇÂ¼Õ Ãîå°ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ

Ô¼ñ : R Çé¼ÜòÅÚÕ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ ÃÅð¶ a ∈ Z  ç¶ ñÂÆ 2] (a – a) ù ÇòíÅÇÜå ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
(a, a) ∈ R. ÔËÍ ç¹ìÅðÅ, Ü¶Õð (a, b) ∈ R, å» 2] a – b ù ÇòíÅÇÜå ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÕðÕ¶ b – a
ù òÆ B ÇòíÅÇÜå ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ (b, a) ∈ R, ÇÜÃ åº̄ ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R ÃîÇîåÂÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·»,
Ü¶Õð (a, b) ∈ R Áå¶  (b, c) ∈ R, Ôé å»  a – b Áå¶  b – c Ã¿ÇÖÁÅ B éÅñ íÅÜ ÔËÍ  Ô¹ä
a – c = (a – b) + (b – c) ÇÜÃå (even) ÔË (ÇÕÀ°º\)A ÇÂÃ ñÂÆ (a – c) òÆ B å¯º íÅÜ ÔËÍ ÇÂÃ
å¯º ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R ÃÕðîÕ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÃîÈÔ Z Çò¼Ú R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ

À°çÅÔðä E Çò¼Ú, é¯à Õð¯ ÇÕ ÃÅðÆÁ» ÇÜÃå Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» éÅñ  Ã¿ì¿Çèå ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ (0, ± 2),
(0, ± 4), ---ÁÅÇç R Çò¼Ú Ôé Áå¶ Õ¯ÂÆ òÆ à»Õ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ÇÃøð éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ
(0, ± 1),(0, ± 3), ---ÁÅÇç R Çò¼Ú éÔÆº ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ÃÅðÆÁ» à»Õ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» 1 éÅñ  Ã¿ì¿Çèå
Ôé Áå¶ Õ¯ÂÆ òÆ ÇÜÃå Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ A éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð, ÃÅðÆÁ» ÇÜÃå Ã¿êÈðé
Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ E Áå¶ ÃÅðÆÁ» à»Õ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ O ÃîÈÔ Z ç¶ À°ê ÃîÈÔ Ôé, Ü¯ Ô¶á
ÇñÖÆÁ» ôðå» ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ôé :

(i) E ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé Áå¶ O ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔéÍ
(ii) E çÅ Õ¯ÂÆ òÆ å¼å O ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔË Áå¶ À°ñà¶ å½ð å¶ O çÅ Õ¯ÂÆ òÆ å¼å

E ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔËÍ
(iii) E Áå¶ O éÅ-Ü¹ó¶ ÃîÈÔ Ôé Áå¶ Z = E ∪ O ÔËÍ

À°ê ÃîÈÔ E, ÇÃøð ù ôÅÇîñ Õðé òÅñÆ Ãîå°ñéÅ-ô¶ÌäÆ (Equivalence Class) ÁÖòÅÀ°ºçÆ
ÔË, ÇÜÃ ù [0] éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÔÆ O, 1 ù ÃÇîÇñå Õðé òÅñÆ Ãîå°ñåÅ-ôÌ¶äÆ
ÔË ÇÜÃù [1] ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ é¯à Õð¯ ÇÕ [0] ≠ [1], [0] = [2r] Áå¶ [1]= [2r + 1],

ÇÚ¼åð A.A
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r ∈ Z Í ÁÃñ Çò¼Ú, ÇÜÔóÅ Õ°Þ ÁÃÆº ò¶ÇÖÁÅ, À°Ô ÇÕÃ¶ òÆ ÃîÈÔ X Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå Ãîå°¼ñ
Ã¿ì¿è R ñÂÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕÃ¶ òÆ Çç¼å¶ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå  ÃîÈÔ X Çò¼Ú Çç¼å¶ ÇÂ¼Õ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå Ãîå°¼ñ
Ã¿ì¿è (arbitrary) R, X ù ÁÅêÃ Çò¼Ú éÅ-Ü¹ó¶ À°ê-ÃîÈÔ» a Ai Çò¼Ú ÇòíÅÇÜå Õð Çç³çÅ ÔË, ÇÜÔé»
ù a X çÅ ÇòíÅÜé (Partition) ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ ÇÜÔóÅ Ô¶á» ÇñÖÆÁ» ôðå» ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ôé :

(i) ÃÅð¶ i ñÂÆ Ai ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
(ii) Ai çÅ Õ¯ÂÆ òÆ å¼å Aj ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº Ô¹¿ç¶ Ôé, ÇÜ¼æ¶ i ≠ jÍ
(iii) ∪ Aj = X Áå¶ Ai ∩ Aj = φ, i ≠ j

À°ê ÃîÈÔ Ai Ãîå°ñåÅ-ôÌ¶äÆ ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ×¼ñ çÅ ð¯ÚÕ ê¼Ö ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÁÃÆº À°ñà ÇÕÇðÁÅ
òÆ Õð ÃÕç¶ Ô»Í À°çÅÔðä ñÂÆ Z ç¶ À°Ôé» À°êÖ³â» Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯, ÇÜÔóÅ Z ç¶ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ Çå¿é
ÁÅêÃ Çò¼Ú éÅ-Ü¹ó¶ À°ê-ÃîÈÔ» A1, A2 Áå¶ A3 ÇÜÔé» çÅ Ã¿Çîñä (Union) Z ÔËÍ

A1 = {x ∈ Z : x Ã¿ÇÖÁÅ C çÅ ×¹äÜ ÔË} = {..., – 6, – 3, 0, 3, 6, ...}
A2 = {x ∈ Z : x – 1 Ã¿ÇÖÁÅ C çÅ ×¹äÜ ÔË} = {..., – 5, – 2, 1, 4, 7, ...}
A3 = {x ∈ Z : x – 2 Ã¿ÇÖÁÅ C çÅ ×¹äÜ ÔË } = {..., – 4, – 1, 2, 5, 8, ...}

Z Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R = {(a, b) : 3, a – b ù ÇòíÅÇÜå ÕðçÅ ÔËÍ} êÇðíÅÇôå Õð¯Í À°çÅÔðä E
Çò¼Ú Çç¼å¶ åðÕ ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ ÇÂñÅòÅ A1, Z
A2 Z çÆÁ» À°Ôé» ÃÅðÆÁ» Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ ç¶ ìðÅìð Ôé, ÇÜÔóÅ ÇÃøð éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔË, A3,
Z  çÆÁ» À°Ôé» ÃÅðÆÁ» Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ ç¶ ìðÅìð Ôé, ÇÜÔóÆÁ» A éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔË Áå¶  A3 ,
Z ç¶ À°Ôé»  ÃÅð¶ Ã¿êÈðé Á³Õ» ç¶ ÃîÈÔ ç¶ ìðÅìð ÔË, ÇÜÔóÅ B éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔéÍ  ÇÂÃ ñÂÆ A1 = [0], A2

= [1] Áå¶ A3 = [2] ÔéÍ ÁÃñ Çò¼Ú A1 = [3r], A2 = [3r + 1] Áå¶ A3 = [3r + 2], ÇÜ¼æ¶ r ∈ Z.

À°çÅÔðä F. î³é ñÀ° ÇÕ ÃîÈÔ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} Çò¼Ú a R = {(a, b) : a Áå¶ b ç¯ò¶º ÔÆ Ü»
å» à»Õ Ôé Ü» ÇÜÃå ÔéÍa} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ éÅñ
ÔÆ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ À°ê ÃîÈÔ {1, 3, 5, 7} ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé Áå¶ À°ê ÃîÈÔ {2, 4, 6}
ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé, êð¿å± À°ê ÃîÈÔ {1, 3, 5,7} çÅ Õ¯ÂÆ òÆ å¼å À°ê ÃîÈÔ {2, 4,
6} ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔËÍ
Ô¼ñ : A çÅ Çç¼åÅ Õ¯ÂÆ å¼å a Ü» å» à»Õ ÔË Ü» ÇÜÃå ÔË, ÇÂÃ åð·» (a, a) ∈ R ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ
(a, b) ∈ R ⇒ a Áå¶ b ç¯ò¶º ÔÆ à»Õ Ôé Ü» ÇÜÃå Ôé a ⇒ (b, a) ∈ R ÔËÍ ÇÂÃ åð·»
(a, b) ∈ R Áå¶ (b, c) ∈ R ⇒ å¼å a, b, c, ÃÅð¶ Ü» å» à»Õ Ôé Ü» ÇÜÃå Ôé ⇒ (a, c) ∈ R.
ÇÂÃ ñÂÆ R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ ç¹ìÅðÅ {1, 3, 5, 7} ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé, ÇÕÀ°ºÇÕ
ÇÂÃ À°êÃîÈÔ ç¶ ÃÅð¶ å¼å à»Õ ÔéÍ ÇÂÃ êÌÕÅð {2, 4, 6,} ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé,
ÇÕÀ° ºÇÕ ÇÂÔ ÃÅð¶ ÇÜÃå ÔéÍ éÅñ ÔÆ À°ê ÃîÈÔ{1, 3, 5, 7}  çÅ Õ¯ÂÆ òÆ å¼å
{2, 4, 6} ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅ, ÇÕÀ°ºÇÕ {1, 3, 5, 7} ç¶ å¼å à»Õ Ôé, Üçº̄ ÇÕ
{2, 4, 6}, ç¶ å¼å ÇÜÃå ÔéÍ
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ÁÇíÁÅÃ A.A
1.  ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ ÕÆ Ô¶á ÇñÖ¶ Ã¿ì¿è» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ÇéÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ Ôé :

(i)  ÃîÈÔ A = {1, 2, 3, ..., 13, 14}  Çò¼Ú Ã¿ì¿è R,  ÇÂÃ åð·» êÇðíÅÇôå ÔË ÇÕ
R = {(x, y) : 3x – y = 0}

(ii) êÌÅÇÕÌåÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ N  Çò¼Ú R = {(x, y) : y = x + 5 Áå¶ x < 4} ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R.

(iii) ÃîÈÔ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}  Çò¼Ú R = {(x, y) : y  íÅÜ ÔË x  éÅñ} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
Ã¿ì¿è R  ÔËÍ

(iv) ÃÅðÆÁ» Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ Z  Çò¼Ú R = {(x, y) : x – y  ÇÂ¼Õ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ
ÔË} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R-

(v)  ÇÕÃ¶ ÖÅÃ Ãî» å¶ ÇÕÃ¶ é×ð ç¶ ÇéòÅÃÆÁ» ç¶ ÃîÈÔ Çò¼Ú Ô¶á ÇñÖ¶ Ã¿ì¿è R
(a)  R = {(x, y) : x  Áå¶ y  ÇÂ¼Õ ÔÆ ÃæÅé Óå¶ ÕÅðÜ Õðç¶ ÔéÍ}
(b)  R = {(x, y) : x  Áå¶ y  ÇÂ¼Õ ÔÆ î¹Ô¼ñ¶ Çò¼Ú ðÇÔ³ç¶ ÔéÍ}
(c)  R = {(x, y) : x, y  å¯º áÆÕ áÆÕ G ÃË: îÆ: ¦ìÅ ÔËÍ}
(d)  R = {(x, y) : x , y  çÆ êåéÆ ÔËÍ}
(e)  R = {(x, y) : x, y  çÅ ÇêåÅ ÔËÍ}

2. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ R Çò¼Ú R = {(a, b) : a ≤ b2},  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
Ã¿ì¿è R]  éÅ å» ÇéÜòÅÚÕ ÔË, éÅ ÃîÇîåÂÆ Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÕðîÕ ÔËÍ

3. Ü»Ú Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4, 5, 6}  Çò¼Ú R = {(a, b) : b = a + 1}  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è
R  ÇéÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Ü» ÃÕðîÕ ÔËÍ

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R  Çò¼Ú R = {(a, b) : a ≤ b},  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R ÇéÜòÅÚÕ Áå¶
ÃÕðîÕ ÔË êð¿å± ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔËÍ

5. Ü»Ú Õð¯ ÇÕ  R  Çò¼Ú R = {(a, b) : a ≤ b3}  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è ÇéÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ
Ü» ÃÕðîÕ ÔË?

6. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3}  Çò¼Ú R = {(1, 2), (2, 1)}  ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R ÃîÇîåÂÆ ÔË êð¿å±
éÅ å» ÇéÜòÅÚÕ ÔË Áå¶ éÅ ÃÕðîÕ ÔËÍ

7. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÕÃ¶ ÕÅñÜ ç¶ ñÅÇÂìð¶ðÆ çÆÁ» ÃÅðÆÁ» ê¹ÃåÕ» ç¶ ÃîÈÔA Çò¼Ú
R = {(x, y) : x Áå¶ y Çò¼Ú ê³ÇéÁ» çÆ Ç×äåÆ ÃîÅé ÔËÍ} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ
Ã¿ì¿è ÔËÍ
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8. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ A = {1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú] R = {(a, b) : |a – b| ÇÜÃå ÔË} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R
ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ êÌîÅÇäå Õð¯ ÇÕ {1, 3, 5} ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ
Ã¿ì¿Çèå Ôé Áå¶ ÃîÈÔ {2, 4} ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé êð¿å± {1, 3, 5} çÅ Õ¯ÂÆ
òÆ å¼å {2, 4} ç¶ ÇÕÃ¶ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔËÍ

9. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ A = {x ∈ Z : 0 ≤ x ≤ 12}, Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ô¶á ÇñÖ¶ Ã¿ì¿è» R Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ
ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔË :

(i) R = {(a, b) : |a – b|, 4 çÅ ÇÂ¼Õ ×¹äÜ ÔËÍ},

(ii) R = {(a, b) : a = b},

Ôð¶Õ ÔÅñå Çò¼Ú A éÅñ Ã¿ì¿Çèå å¼å» ù êåÅ Õð¯Í
10. ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ Ã¿ì¿è» çÅ À°çÅÔðä Ççú, ÇÜÔó¶ :

(i) ÃîÇîåÂÆ Ô¯ä êð¿å± éÅ å» Çé¼ÜòÅÚÕ Ô¯ä å¶ éÅ ÔÆ ÃÕðîÕ Ô¯äÍ
(ii) ÃÕðîÕ Ô¯ä êð¿å± éÅ å» Çé¼ÜòÅÚÕ Ô¯ä å¶ éÅ ÔÆ ÃîÇîåÂÆ Ô¯äÍ
(iii) Çé¼ÜòÅÚÕ Áå¶ ÃîÇîåÂÆ Ô¯ä êð ÃÕðîÕ éÅ Ô¯äÍ
(iv) Çé¼ÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ Ô¯ä êð ÃîÇîåÂÆ éÅ Ô¯äÍ
(v) ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ Ô¯ä êð Çé¼ÜòÅÚÕ éÅ Ô¯äÍ

11. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÕÃ¶ Ãîåñ Çò¼Ú ÃÇæå Çì³çÈÁ» ç¶ ÃîÈÔ Çò¼Ú, R = {(P, Q) : Çì³çÈ P çÆ îÈñ Çì³çÈ
åº̄ çÈðÆ, Çì³çÈ Q çÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ ç¶ ìðÅìð ÔËÍ} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ
ç¹ìÅðÅ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ P ≠ (0, 0) éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» çÅ ÃîÈÔ P å¯º Ô¯ Õ¶ ¦Øä òÅñ¶ ÇÂÔ¯
ÇÜÔ¶ Ú¼Õð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÜÃçÅ Õ¶ºçð îÈñ Çì³çÈ Óå¶ ÔËÍ

12. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃÅð¶ Çåzí¹Ü» ç¶ ÃîÈÔ A Çò¼Ú] R = {(T1, T2) : T1, T2  ç¶ ÃîðÈê ÔËÍ} ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è  R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ í¹ÜÅò» C, D,E, òÅñ¶ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü T1 ] í¹ÜÅò» E,
AB, AC òÅñ¶ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü T2 Áå¶ í¹ÜÅò» F, H, A@ òÅñ¶ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü T3  Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í
T1, T2 Áå¶ T3 Çò¼Ú¯º ÇÕÔó¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú Ã¿ì¿Çèå Ôé?

 13. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃÅð¶ ìÔ¹í¹Ü» ç¶ ÃîÈÔ  A Çò¼Ú, R = {(P1, P2) : P1 Áå¶ P2 çÆ í¹ÜÅò» çÆ Ç×äåÆ
ìðÅìð ÔËÍ} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ  C, D, Áå¶ E ¦ìÅÂÆ òÅñ¶ ÃîÕ¯ä
Çåzí¹Ü éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÃîÈÔ A ç¶ ÃÅð¶ å¼å» çÅ ÃîÈÔ êåÅ Õð¯Í

14. î³é ñÀ° ÇÕ  XY- åñ Çò¼Ú ÃÇæå ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÅ ÃîÈÔ L ÔË Áå¶ L Çò¼Ú R = {(L1,L2)
: L1 Ãî»åð ÔË L2 éÅñ} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ
ð¶ÖÅ y = 2x + 4 éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÅ ÃîÈÔ êåÅ Õð¯Í
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15. î³é ñÀ° ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4} Çò¼Ú] R = {(1, 2), (2, 2), (1, 1), (4,4),
(1, 3), (3, 3), (3, 2)} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿¿ì¿è ÔËÍ Ô¶á ÇñÖ¶ Çò¼Ú¯º ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯Í
(A) R ÇéÜòÅÚÕ Áå¶ ÃîÇîåÂÆ ÔË êð¿å± ÃÕðîÕ éÔÆº ÔËÍ
(B) R ÇéÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔË êð¿å± ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔËÍ
(C) R ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔË êð¿å± ÇéÜòÅÚÕ éÔÆº ÔËÍ
(D) R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ

16. î³é ñÀ° ÇÕ ÃîÈÔ N Çò¼Ú] R = {(a, b) : a = b – 2, b > 6} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ Ô¶á» ÇñÖ¶
Çò¼Ú¯º ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯ :
(A) (2, 4) ∈ R (B) (3, 8) ∈ R (C) (6, 8) ∈ R (D) (8, 7) ∈ R

1.3  ëñé» ç¶ êÌÕÅð (Types of Functions)
ëñé» çÅ Ã¿Õñê, Õ°Þ ÖÅÃ ëñé ÇÜò¶º ååÃîÕ ëñé, ÁÚñ ëñé, ìÔ¹êçÆ ëñé, êÇðî¶ï ëñé,
îÅê Á³Õ ëñé, ÇÚ¿é·, ëñé ÁÅÇç çÅ òðäé À°Ôé» ç¶ ÁÅñ¶Ö» éÅñ ÜîÅå XI Çò¼Ú ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ
ÔËÍ

ç¯ ëñé» ç¶ Ü¯ó, Á³åð, ×¹äÅ Áå¶ íÅ× çÅ òÆ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ëñé çÅ
Ã¿Õñê ×Çäå Áå¶ ÁÇèÁËé çÆÁ» Ô¯ð ôÅÖÅò» (Disciplines) Çò¼Ú ò¼è îÔ¼åòêÈðé ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ
ÁÃÆº ëñé ç¶ ìÅð¶ ÁÅêäÅ ÁÇèÁËé Á¼×¶ òèÅÀ°äÅ ÚÅÔ¹¿çÅ Ô», ÇÜ¼æ¶ ÇÂÃù êÇÔñ» Öåî ÕÆåÅ ÃÆÍ ÇÂÃ
íÅ× Çò¼Ú, ÁÃÆº ò¼Ö-ò¼Ö êÌÕÅð ç¶ ëñé» çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í
Ô¶á Çç¼å¶ ÇÚ¼åð ðÅÔÆº çðÃÅÂ¶ ëñé f1, f2, f3 Áå¶ f4 Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

ÇÚ¼åð A.B Çò¼Ú ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ X1 ç¶ ò¼Ö  (distinct) å¼å» ç¶, ëñé f1 ç¶ Á³åð×å, êÌÇåÇì³ì
òÆ ò¼Ö Ôé, êð¿å±  f2 ç¶ ìÅìå ç¯ ò¼Ö å¼å» A Áå¶ B ç¶ êÌÇåÇì³ì ÇÂ¼Õ ÔÆ Ôé, é» ç¶ å½ð Óå¶ b ÔËÍ ç¹ìÅðÅ
X2 Çò¼Ú Õ°Þ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ å¼å Ôé ÇÜò¶º ÇÕ e Áå¶ f  ÇÜÔó¶ f1  ç¶ ìÅìå X1 ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å ç¶ êÌÇåÇì³ì
éÔÆº Ôé, Üç¯º ÇÕ f3 ç¶ ìÅìå X3   ç¶ ÃÅð¶ å¼å X1 ç¶ ÇÕÃ¶ éÅ ÇÕÃ¶ å¼å ç¶ êÌÇåÇì³ì ÔéÍ
À°êð¯Õå ÚðÚÅ å¯º ÃÅù Ô¶á ÇñÖÆÁ» êÇðíÅôÅò» êÌÅêå Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ
êÇðíÅôÅ E : ÇÂ¼Õ ëñé f : X → Y ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ (one-one) Ü» ÇÂéÜËÕÇàò (injective) ëñé
ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð f  ç¶ Á³åð×å X  ç¶ ò¼Ö-ò¼Ö å¼å» ç¶ êÌÇåÇì³ì òÆ ò¼Ö-ò¼Ö Ô¹¿ç¶ Ôé, íÅò Ôð¶Õ
 x1, x2 ∈ X,  ñÂÆ  f (x1) = f (x2)  çÅ Áðæ ÔË ÇÕ x1 = x2, éÔÆº å» f   ÇÂ¼Õ ìÔ¹-ÇÂ¼Õ (many-
one) ëñé ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÇÚ¼åð A.B (i) Çò¼Ú ëñé f1  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé ÔË Áå¶ ÇÚ¼åð A.B (ii) Çò¼Ú a f2 ÇÂ¼Õ ìÔ¹-ÇÂ¼Õ ëñé
ÔËÍ
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ÇÚ¼åð A.B
êÇðíÅôÅ F.  ëñé f : X → Y (Á¯éàÈ) (onto) Ü» ÃðÜËÕÇàò (surjective) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð
f  ç¶ Á³åð×å Y çÅ Ôð¶Õ å¼å, X ç¶ ÇÕÃ¶ éÅ ÇÕÃ¶ å¼å çÅ êÌÇåÇì³ì Ô¹¿çÅ ÔË, íÅò Ôð¶Õ y ∈ Y, ñÂÆ
X Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ x çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÕ f (x) = y.

ÇÚ¼åð A.B (iii) Çò¼Ú, ëñé f3 À°µå¶ ÔË Áå¶ ÇÚ¼åð 1-2 (i) Çò¼Ú, ëñé f1 À°µå¶ éÔÆº ÔË,
ÇÕÀ°ºÇÕ X2 ç¶ å¼å e, Áå¶  f,  f1 ç¶ ìÅìå X1 ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å ç¶ êÌÇåÇì³ì éÔÆº ÔËÍ

Çà¼êäÆ :  f : X → Y ÇÂ¼Õ (Á¯éàÈ) ëñé ÔË, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð f  çÅ ÇòÃæÅð (range)= Y.

êÇðíÅôÅ G.  ÇÂ¼Õ ëñé f : X → Y ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ (one-one and onto) Ü»
ìÅÂÆÜËÕÇàò (bijective) ëñé ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð f ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ç¯ò¶º Ô¯ò¶Í

ÇÚ¼åð A.B (iv) Çò¼Ú ëñé f4 ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé ÔËÍ

À°çÅÔðä G.  î³é ñÀ° ÇÕ ÜîÅå X ç¶ ÃÅð¶ E@ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» çÅ ÃîÈÔ A ÔËÍ î³é ñÀ°
f : A → N ]  f (x) = ÇòÇçÁÅðæÆ x  çÅ ð¯ñ é§ìð, ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f
ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË êð¿å± À°µå¶ éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ :  ÜîÅå ç¶ ç¯ ò¼Ö-ò¼Ö ÇòÇçÁÅðæÆÁ» ç¶ ð¯ñ é§ìð ìðÅìð éÔÆº Ô¯ ÃÕç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ  f  ÇÂ¼Õ-
ÇÂ¼Õ ÔËÍ ÇòÁÅêÕåÅ çÅ Çìé» é°ÕÃÅé ÕÆå¶ ÁÃÆº î³é ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» ç¶ ð¯ñ é§ìð A å¯º E@
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å¼Õ ÔéÍ ÇÂÃ çÅ éåÆÜÅ ÇÂÔ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÕ N çÅ å¼å 51] ÜîÅå ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ÇòÇçÁÅðæÆ çÅ ð¯ñ é§ìð
éÔÆº ÔË, ÇÂÃ ÕðÕ¶ f  ç¶ Á³åð×å 51]  A ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å çÅ êÌÇåÇì³ì éÔÆº ÔË ÇÂÃ ñÂÆ f  Á¯éàÈ  éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä H. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f (x) = 2x ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé f : N → N, ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ÔË êð Á¯éàÈ  éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ : ëñé  f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ  f (x1) = f (x2) ⇒ 2x1 = 2x2 ⇒ x1 = x2. ÔéÍ ç¹ìÅðÅ,  f
À°µå¶ éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ 1 ∈ N, ç¶ ñÂÆ N Çò¼Ú ÁÇÜÔ¶ ÇÕÃ¶ x çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË å» Ü¯ f (x) = 2x = 1 Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä I.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = 2x ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé f : R → R, ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔËÍ

Ô¼ñ :  f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ f (x1) = f (x2) ⇒ 2x1 = 2x2 ⇒ x1 = x2- ÔéÍ éÅñ ÔÆ R Çò¼Ú

Çç¼åÆ ÇÕÃÆ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ y ñÂÆ R Çò¼Ú 
2
y  çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÜ¼æ¶  f (

2
y

) = 2  (
2
y

) = y ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ f  À°µå¶ òÆ ÔËÍ

 ÇÚ¼åð A.C

À°çÅÔðä A@.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f (1) = f (2) = 1 Áå¶ x > 2  ñÂÆ f (x) = x – 1 ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé
f : N → N, À°µå¶ å» ÔË êð¿å± ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ :  f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ  f (1) = f (2) = 1, êð¿å±  f  Á¯éàÈ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÕÃ¶ Çç¼å¶
y ∈ N, y ≠ 1, ñÂÆ ÁÃÆº  x ù  y + 1  Ú¹ä ñËºç¶ Ô» å» Ü¯  f  (y+ 1) = y + 1 – 1 = y éÅñ òÆ 1
∈ N ñÂÆ f  (1) = 1 ÔËÍ

À°çÅÔðä AA.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f (x) = x2  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé f : R → R, éÅ å» ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË Áå¶
éÅ ÔÆ Á¯éàÈ ÔËÍ
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Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ f (– 1) = 1 = f (1), ÇºÂÃ ñÂÆ f  ÇÂ¼Õ
ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ ç¹ìÅðÅ ÃÇÔêÌ»å R çÅ å¼å&2] êÌ»å R
ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å x çÅ êÌÇåÇì³ì éÔÆº ÔË (ÇÕÀ°º?)A ÇÂÃ
ñÂÆ f  Á¯éàÈ éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä AB. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ô¶á» êÇðíÅÇôå ëñé  f :
N → N, ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔË :

1,
( )

1,

x x
f x

x x

 += 
−

;fn fo"ke gS

;fn le gS

Ô¼ñ : î³é ñÀ°  f (x1) = f (x2) é¯à Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð x1

à»Õ ÔË Áå¶ x2 ÇÜÃå ÔË å» x1 + 1 = x2 – 1, íÅò x2 – x1 = 2 ÇÜÔóÅ ÇÕ ÁÃ¿íò ÔËÍ ÇÂÃ åð·» x1

ç¶ ÇÜÃå Áå¶ x2 ç¶ à»Õ Ô¯ä çÆ òÆ Ã¿íÅòéÅ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ x1 Áå¶ x2 ç¯ò¶º ÔÆ Ü» å» à»Õ Ô¯ä×¶
Ü» ÇÜÃå Ô¯ä×¶Í î³é ñÀ° ÇÕ x1 Áå¶ x2 ç¯ò¶º à»Õ Ôé, å»  f (x1) = f (x2) ⇒ x1 + 1 = x2 + 1 ⇒
x1 = x2. ÇÂÃ¶ åð·» Ü¶Õð ñÂÆ x1 Áå¶ x2 ç¯ò¶º ÇÜÃå Ôé, å» òÆ f (x1) = f (x2) ⇒ x1 – 1 = x2 –
1 ⇒ x1 = x2- ÇÂÃ¶ åð·» Ü¶Õð f  ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ÔËÍ éÅñ ÔÆ ÃÇÔêÌ»å N çÆ Õ¯ÂÆ òÆ à»Õ Ã¿ÇÖÁÅ 2r + 1,
êÌ»å N çÆ Ã¿ÇÖÁÅ 2r + 2 çÅ êÌÇåÇì³ì ÔË Áå¶ ÃÇÔêÌ»å N çÆ Õ¯ÂÆ òÆ ÇÜÃå Ã¿ÇÖÁÅ 2r,  N çÆ
Ã¿ÇÖÁÅ 2r – 1 çÅ êÌÇåÇì³ì ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f Á¯éàÈ òÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä AC. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Á¯éàÈ ëñé f : {1, 2, 3} → {1, 2, 3} Ôî¶ôÅ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé Ô¹¿çÅ ÔË?

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ç¶ êÌ»å Çò¼Ú Ø¼à¯-Ø¼à ç¯ å¼å î³é ñÀ° ÇÕ A
Áå¶ B çÆ Ôº̄ç ÔË ÇÜÔé» ç¶ ÃÇÔêÌ»å Çò¼Ú êÌÇåÇì³ì ÃîÅé ÔéÍ éÅñ ÔÆ f  ç¶ Á³åð×å C çÅ êÌÇåÇì³ì
ÇÃðø ÇÂ¼Õ ÔÆ å¼å ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇòÃæÅð Çò¼Ú, ÃÇÔêÌ»å {1, 2, 3} ç¶ ò¼è åº̄ ò¼è ç¯ ÔÆ å¼å Ô¯ ÃÕç¶ Ôé,
ÇÜÃ å¯º ÇÂÔ êÌ×à Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ f  Á¯éàÈ éÔÆº ÔË, Ü¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ Á³åð Çòð¯èÆ ×¼ñ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f  ù ÇÂ¼Õ-
ÇÂ¼Õ Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AD. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ëñé ù f : {1, 2, 3} → {1, 2, 3}÷ðÈðÆ å½ð å¶ Á¯éàÈ òÆ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ{1, 2, 3} ç¶ Çå¿é å¼å f  Á³åð×å ÃÇÔêÌ»å {1, 2, 3}  ç¶
Çå¿é ò¼Ö-ò¼Ö å¼å» éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ô¯ä×¶Í ÇÂÃ ñÂÆ  f  Á¯éàÈ òÆ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :  À°çÅÔðä AC Áå¶ AD Çò¼Ú êÌÅêå êÇðäÅî» ÇÕÃ¶ òÆ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå ÃÆÇîå (finite) ÃîÈÔ X,
ñÂÆ Ã¼Ú ÔË, íÅò ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé f : X → X  ÷ðÈðÆ å½ð å¶ À°µå¶ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ ÃÆÇîå ÃîÈÔ
X  ñÂÆ ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ ëñé f : X → X ÷ðÈðÆ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ À°ñà À°çÅÔðä H Áå¶

  ÇÚ¼åð A.D

Ü¶Õð à»Õ ÔË
Ü¶Õð ÇÜÃå ÔË ç¶ Á³åð×å Áå¶ çÅ êÌÇåÇì³ì ÔËÍ
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A@ å¯º Ãêôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ Áé§å ÃîÈÔ ñÂÆ ÇÂÔ ÃÔÆ éÔÆº òÆ Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú ÃÆÇîå Áå¶
Áé§å ÃîÈÔ» (Infinite) ç¶ ÇòÚÕÅð ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Çòô¶ôåÅ  (characteristic) çÅ Á³åð ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A.B

1. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = 
1
x

 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé  f : R∗ → R∗ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔË, ÇÜ¼æ¶

R∗ ÃÅð¶ ×Ëð-ÇÃøð òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ Ü¶Õð êÌ»å R∗ ù N éÅñ ìçñ Çç¼åÅ
ÜÅò¶, Üç¯º ÇÕ ÃÇÔêÌ»å êÇÔñ» çÆ åð·» R∗ÔÆ ðÔ¶, å» òÆ ÕÆ ÇÂÔ êÇðäÅî Ã¼Ú Ô¯ò¶×Å?

2. Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» çÆ ÇÂéÜËÕÇàò (Injective) Áå¶ ÃðÜËÕÇàò (Surjective) ×¹ä» çÆ Ü»Ú Õð¯:
(i) f (x) = x2   ðÅÔÆº Çç¼åÅ    f : N → N ëñé ÔËÍ
(ii) f (x) = x2    ðÅÔÆº Çç¼åÅ    f : Z → Z ëñé ÔËÍ
(iii) f (x) = x2    ðÅÔÆº Çç¼åÅ   f : R → R ëñé ÔËÍ
(iv) f (x) = x3    ðÅÔÆº Çç¼åÅ   f : N → N ëñé ÔËÍ
(v) f (x) = x3    ðÅÔÆº Çç¼åÅ   f : Z → Z ëñé ÔËÍ

3. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f (x) = [x] ðÅÔÆº Çç¼å¶ îÔ¼åî Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ëñé  f : R → R, éÅ å»
ÇÂ¼Õ- ÇÂ¼Õ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ Á¯éàÈ ÔË, ÇÜ¼æ¶  [x], x  åº̄ Ø¼à Ü» ìðÅìð Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ù çðÃÅÀ°ºçÅ
ÔËÍ

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = | x | ðÅÔÆº Çç¼åÅ îÅê Á³Õ ëñé  f : R → R, éÅ å» ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË Áå¶ éÅ
ÔÆ Á¯éàÈ ÔË, ÇÜ¼æ¶ | x | ìðÅìð x, Ü¶Õð x èé Ã¿ÇÖÁÅ Ü» ÇÃøð ÔË Áå¶ | x | ìðÅìð –x, Ü¶Õð
x ÇðäÅåîÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

5. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f : R → R,

1, 0
( ) 0, 0

–1, 0,

x
f x x

x

>
= =
 <

;fn

;fn

;fn

ðÅÔÆº Çç¼åÅ ÇÚ¿é· ëñé éÅ å» ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË, éÅ Á¯éàÈ ÔËÍ
6. î³é ñÀ° ÇÕ A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7} Áå¶  f = {(1, 4), (2, 5), (3, 6)} A åº̄  B å¼Õ

ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
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7. Ô¶á ÇñÖ¶ Çò¼Úº̄ Ôð¶Õ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ç¼Ã¯ ÇÕ ÕÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ Ü» ìÅÂÆÜËÕÇàò
(bijective) ÔéÍ ÁÅêä¶ À°µåð ù êÌîÅÇäå òÆ ç¼Ã¯Í

(i) f (x) = 3 – 4x ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé  f : R → R ÔËÍ

(ii) f (x) = 1 + x2  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé f : R → R ÔËÍ
8. î³é ñÀ° ÇÕ A Áå¶ B ç¯ ÃîÈÔ ÔéÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f : A × B → B × A, ÇÂÃ åð·» ÇÕ f (a, b)

= (b, a) ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ Ü» ìÅÂÆÜËÕÇàò (bijective) ëñé ÔËÍ

9. î³é ñÀ° ÇÕ ÃÅð¶ n ∈ N ñÂÆ,  f (n) = 

1,
2

,
2

n n

n n

+





;fn fo"ke gS

;fn le gS

ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé  f : N → N ÔËÍ ç¼Ã¯ ÇÕ ÕÆ ëñé f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ (bijective)
ÔËÍ ÁÅêä¶ À°µåð ù êÌîÅÇäå òÆ ç¼Ã¯Í

10. î³é ñÀ° ÇÕ A = R – {3} Áå¶ B = R – {1} ÔéÍ f(x) = 
2
3

x
x

− 
 

− 
ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé f

: A → B å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÕÆ f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔË? ÁÅêä¶ À°µåð ù êÌîÅÇäå òÆ ç¼Ã¯Í
11. î³é ñÀ° ÇÕ  f : R → R ,  f(x) = x4  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé ÔËÍ ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯Í

(A) f  ìÅÂÆÜËÕÇàò ÔËÍ                (B) f ìÔ¹-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ ÔËÍ
(C) f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË êð Á¯éàÈ éÔÆº ÔËÍ  (D) f  éÅ å» ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ Á¯éàÈ ÔËÍ

12. î³é ñÀ° ÇÕ f (x) = 3x ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé  f : R → R ÔËÍ ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯Í
(A) f  ìÅÂÆÜËÕÇàò ÔËÍ (B) f  ìÔ¹-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ ÔËÍ
(C) f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË êð Á¯éàÈ éÔÆº (D) f  éÅ å» ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ Á¯éàÈ ÔËÍ

1.4  ëñé» çÅ Ã¿ï¯Üé Áå¶ À°ñà Ô¯ä ï¯× ëñé (Composition of Functions and
Invertible Function)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé Áå¶ ÇÕÃ¶ ìÅÂÆÜËÕÇàò (bijective) ëñé ç¶ À°ñà (Inverse)
çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í Ã¿é B@@F çÆ ÇÕÃ¶ ì¯ðâ çÆ ÜîÅå X çÆ êÌÆÇÖÁÅ Çò¼Ú ìËá Ú¹¼Õ¶ ÃÅð¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ»
ç¶ ÃîÈÔ  A Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ì¯ðâ çÆ êÌÆÇÖÁÅ Çò¼Ú ìËáä òÅñ¶ Ôð¶Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ù ì¯ðâ ðÅÔÆº ÇÂ¼Õ ð¯ñ
é§ìð Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÜÃ ù ÇòÇçÁÅðæÆ êÌÆÇÖÁÅ ç¶ Ãî¶º ÁÅêäÆ À°µåð ê¼åðÆ å¶ ÇñÖçÅ ÔËÍ ð¯ñ é§ìð»
ù ×¹êå (deface) ð¼Öä ñÂÆ À°Ôé» ù ìçñ Õ¶ ÇÂ¼Õ éÕñÆ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð (Fake Code Number)
Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ î³é ñÀ¹ ÇÕ B ⊂ N ÃÅð¶ ð¯ñ é§ìð» çÅ ÃîÈÔ ÔË Áå¶ C ⊂ N ÃÅð¶ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð» çÅ

Ü¶Õð

Ü¶Õð

à»Õ ÔË

ÇÜÃå ÔË
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ÃîÈÔ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ëñé»  f : A → B Áå¶  g : B → C ìäç¶ Ôé ÇÜÔó¶ ÇÕ f (a) = ÇòÇçÁÅðæÆ a
ù Çç¼åÅ ð¯ñ é§ìð Áå¶  g (b) = ð¯ñ é§ìð b ù ìçñ Õ¶ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ éÕñÆ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð, ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ÔéÍ ÇÂÃ êÌÇÕÇðÁÅ Çò¼Ú ëñé f  ðÅÔÆº Ôð¶Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ð¯ñ é§ìð ÇéðèÅÇðå
Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ëñé g ðÅÔÆº Ôð¶Õ ð¯ñ é§ìð ñÂÆ ÇÂ¼Õ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð ÇéðèÅÇðå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔé»
ç¯ò¶º ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé å¯º Ôð¶Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ù ÇÂ¼Õ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð éÅñ Ã¿ì¿Çèå Õð Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ
å¯º Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ
êÇðíÅôÅ H.  î³é ñÀ° ÇÕ f : A → B Áå¶ g : B → C ç¯ ëñé Ôé å» f  Áå¶ g çÅ Ã¿ï¯Üé, gof
ðÅÔÆº êÌçðÇôå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ëñé gof : A → C, gof (x) = g (f (x)), ∀  x ∈ A  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð A.E
À°çÅÔðä AE.  î³é ñÀ° ÇÕ  f : {2, 3, 4, 5} → {3, 4, 5, 9} Áå¶ g : {3, 4, 5, 9} → {7, 11, 15}
ç¯ ëñé ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÕ f (2) = 3, f (3) = 4, f (4) =  f (5) = 5 Áå¶ g (3) = g (4) = 7 Áå¶
g (5) =  g (9) = 11, å» gof  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ gof (2) =  g (f (2)) = g (3) = 7, gof (3) =  g (f (3)) = g (4) = 7, gof (4) =  g (f (4))
= g (5) = 11 Áå¶ gof (5) =  g (5) = 11.

À°çÅÔðä AF.  Ü¶Õð f : R → R Áå¶  g : R → R ëñé f (x) = cos x Áå¶ g (x) = 3x2  ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ÔË å» gof  Áå¶ fog êåÅ Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ gof  ≠ fog. ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ gof (x) =  g (f (x)) = g (cos x) = 3 (cos x)2 = 3 cos2 x. ÔËÍ ÇÂÃ åð·»  fog (x) =
f (g (x)) =  f (3x2) = cos (3x2) ÔéÍ é¯à Õð¯ ÇÕ x = 0 ñÂÆ 3cos2 x ≠ cos 3x2 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
gof ≠ fog.

À°çÅÔðä AG.  Ü¶Õð 
3 4( )
5 7

xf x
x

+
=

−
 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé 7 3:

5 5
f    − → −   

   
R R Áå¶

7 4( )
5 3

xg x
x

+
=

−
 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé 3 7:

5 5
g    − → −   

   
R R   Çç¼åÅ ÔË, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ fog

= IA Áå¶ gof = IB ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ÇÕ IA (x) = x, ∀ x ∈ A  Áå¶ IB (x) = x, ∀ x ∈ B,  ÇÜ¼æ¶
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A = R – 
3
5

 
 
 

, B = R – 
7
5

 
 
 

ÔéÍ IA  Áå¶ IB ù ́ îòÅð ÃîÈÔ» A  Áå¶ B ç¶ ååÃîÕ (Identity)

ëñé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶

(3 4)7 4
(5 7)3 4( )
(3 4)5 7 5 3
(5 7)

x
xxgof x g
xx
x

+  + −+   = =  +−    − − 

 = 
21 28 20 28 41
15 20 15 21 41

x x x x
x x

+ + −
= =

+ − +

ÇÂÃ¶ åð·» 

(7 4)3 4
(5 3)7 4( )
(7 4)5 3 5 7
(5 3)

x
xxfog x f
xx
x

+  + −+   = =  +−    − − 

 = 
21 12 20 12 41
35 20 35 21 41

x x x x
x x

+ + −
= =

+ − +

ÇÂÃ ñÂÆ  gof (x) = x, ∀ x ∈ B  Áå¶  fog (x) = x, ∀ x ∈ A,  ÇÜÃçÅ íÅò ÇÂÔ ÔË ÇÕ
gof = IB  Áå¶ fog = IA.

À°çÅÔðä AH.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð f : A → B Áå¶ g : B → C ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ôé å» gof : A → C
òÆ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ

Ô¼ñ : gof (x1) = gof (x2)
⇒ g (f (x1)) = g(f (x2))
⇒ f (x1) = f (x2), ÇÕÀ°ºÇÕ g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË,
⇒ x1 = x2, ÇÕÀ°ºÇÕ  f ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ gof  òÆ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ

À°çÅÔðä AI.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð  f : A → B Áå¶  g : B → C Á½éàÈ Ôé, å» gof : A →C òÆ
Á½éàÈ ÔËÍ

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ÃòË ÇÂ¼ÇÛå å¼å  z ∈ C ÔËÍ  g ç¶ Á³åð×å z ç¶ ÇÂ¼Õ êÈðò êÌÇåÇì³ì (Pre-
image) y ∈ B çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË ÇÕ g (y) = z, ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ g Á¯éàÈ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» y ∈ B ñÂÆ
A  Çò¼Ú ÇÂ¼Õ å¼å x çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË ÇÕ f (x) = y, ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ f  Á¯éàÈ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ gof (x)
= g (f (x)) = g (y) = z, ÔË, ÇÜÃ å¯º êÌîÅÇäå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ gof  Á¯éàÈ ÔËÍ
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À°çÅÔðä B@.  f  Áå¶ g ÁÇÜÔ¶ ç¯ ëñé» Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯ ÇÕ gof  êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ÔËÍ
ÕÆ f  Áå¶ g ç¯ò¶º ÷ðÈðÆ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ôé?

Ô¼ñ :  ëñé  f : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4, 5, 6} f (x) = x, ∀ x ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Áå¶ g (x)
= x, x = 1, 2, 3, 4 Áå¶ g (5) = g (6) = 5 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå g : {1, 2, 3, 4, 5, 6} → {1, 2, 3, 4, 5,
6} Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÂ¼æ¶ gof : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4, 5, 6} ÇÂ¼æ¶ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶  gof (x)
= x, ∀ x, ÇÜÃ å¯º êÌîÅÇäå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ gof  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ êð¿å± g ÃÅø å½ð å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä BA. Ü¶Õð gof  Á¯éàÈ ÔË, å» ÕÆ f  Áå¶ g ç¯ò¶º ÷ðÈðÆ å½ð å¶ Á¯éàÈ Ôé?

Ô¼ñ :  f : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} Áå¶  g : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3} Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯, ÇÜÔó¶
´îòÅð :  f (1) = 1, f (2) = 2,  f (3) = f (4) = 3, g (1) = 1, g (2) = 2 Áå¶ g (3) = g (4) = 3. ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ÔéÍ ÇÂ¼æ¶ ÃðñåÅ éÅñ ò¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ  gof  Á¯éàÈ ÔË, êð¿å± f Á¯éàÈ éÔÆº ÔËÍ

Çà¼êäÆ :  ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ÇòÁÅêÕ å½ð å¶ gof  ç¶ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Ô¯ä çÅ Áðæ ÔË ÇÕ f
ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» gof  Á¯éàÈ Ô¯ä çÅ Áðæ ÔË ÇÕ g Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÃ íÅ× ç¶ ô¹ðÈ Çò¼Ú ì¯ðâ çÆ êÌÆÇÖÁÅ ç¶ êÇðê¶Ö Çò¼Ú Çç¼å¶ ëñé f  Áå¶ g å¶ Ô¯ð
ìðÆÕÆ éÅñ ÇòÚÅð ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô»Í ì¯ðâ çÆ ÜîÅå X çÆ êÌÆÇÖÁÅ Çò¼Ú ìËáä òÅñ¶ Ôð¶Õ ÇòÇçÁÅðæÆ
ù ëñé f  ç¶ Á³åð×å ÇÂ¼Õ ð¯ñ é§ìð Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ ð¯ñ é§ìð ù g Á³åð×å ÇÂ¼Õ éÕñÆ
Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ À°µåð ê¼åðÆÁ» ç¶ î¹ñ»Õä ç¶ ìÅÁç êðÆÇÖÁÕ Ôð¶Õ î¹ñ»Õä Ô¯ÂÆ
ê¼åðÆ å¶ éÕñÆ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð ç¶ Á¼×¶ êÌÅêå Á³Õ ÇñÖ Õ¶ ì¯ðâ ç¶ çøåð Çò¼Ú êÌÃå°å ÕðçÅ ÔËÍ ì¯ðâ
ç¶ ÁÇèÁÅÕÆ, g ç¶ À°ñà Ç´ÁÅ ðÅÔÆº, Ôð¶Õ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð ù ìçñ Õ¶ ç¹ìÅðÅ Ã¿×å ð¯ñ é§ìð ñ×Å
Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ êÌÕÅð êÌÅêå Á³Õ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð çÆ ìÜÅÂ¶ ÇÃ¼è¶ ð¯ñ é§ìð éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ô¯ Ü»çÅ
ÔËÍ ç¹ìÅðÅ, f  çÆ À°ñà Ç´ÁÅ ðÅÔÆº, Ôð¶Õ ð¯ñ é§ìð ù À°Ã ð¯ñ é§ìð òÅñ¶ ÇòÇçÁÅðæÆ éÅñ ìçñ
Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º êÌÅêå Á³Õ ÇÃ¼è¶ Ã¿ì¿Çèå ÇòÇçÁÅðæÆ ç¶ é» ÇéðèÅÇðå Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÁÃÆº ò¶Öç¶
Ô» ÇÕ f  Áå¶ g, ç¶ Ã¿ï¯Üé ðÅÔÆº, gof, êÌÅêå Õðç¶  Ãî¶º êÇÔñ» f  Áå¶  ë¶ð g  ù ÇÂÃå¶îÅñ Õðç¶ Ô», Üçº̄
ÇÕ Ã¿ï°Õå gof, çÆ À°ñà Ç´ÁÅ Çò¼Ú êÇÔñ» g çÆ À°ñà Ç´ÁÅ Áå¶ Çøð f  çÆ À°ñà Ç´ÁÅ Õðç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BB. î³é ñÀ° ÇÕ  f : {1, 2, 3} → {a, b, c} ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé ÇÂÃ êÌÕÅð
ÔË ÇÕ f (1) = a, f (2) = b Áå¶ f (3) = c, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé g : {a, b, c} → {1, 2, 3} çÅ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ
Ô¯ ºç Ô Ë, å» Ü ¯ gof = IX Áå¶ fog = IY, ÇÜ ¼æ ¶ X =  {1,  2, 3} Áå¶
Y = {a, b, c} Ô¯äÍ

Ô¼ñ : ëñé g : {a, b, c} → {1, 2, 3} ÔË ÇÜ¼æ¶ g (a) = 1, g (b) = 2 å¶ g (c) = 3, Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í
ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕðéÅ Ãðñ ÔË ÇÕ Ã¿ï°Õå ëñé gof = IX , X å¶ ååÃîÕ ëñé ÔË Áå¶ Ã¿ï°Õå ëñé fog
= IY , Y å¶ ååÃîÕ ëñé ÔéÍ
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Çà¼êäÆ :  ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ð¯ÚÕ å¼æ ÔË ÇÕ À°êð¯Õå Çç¼åÆ À°çÅÔðä Çò¼Ú ç¼ÇÃÁÅ êÇðäÅî ÇÕÃ¶ òÆ ÃòË-
ÇÂ¼ÇÛå ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé f : X → Y ñÂÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ Õ¶òñ Â¶éÅ ÔÆ éÔÆº ìñÇÕ ÇÂÃ çÅ
À°ñà (converse) òÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔË íÅò, Ü¶Õð f : X → Y ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ ëñé ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ ëñé
g : Y → X çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ gof = IX Áå¶ fog = IY å» f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°êð¯Õå Çç¼åÆ ÚðÚÅ, À°çÅÔðä BB Áå¶ Çà¼êäÆ Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ ñÂÆ êÌ¶Çðå ÕðçÆ ÔË :
êÇðíÅôÅ I. ëñé f : X → Y  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× (Invertible) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð ÇÂ¼Õ
ëñé g : Y → X  çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ gof = IX  Áå¶ fog = IY ÔËÍ ëñé g ù ëñé f  çÅ À°ñà
(Inverse) ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÃ ù êÌåÆÕ f –1 ðÅÔÆº êÌ×à Õðç¶ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, Ü¶Õð  f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË å» f ÷ðÈðÆ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔË
Áå¶ À°ñà å½ð å¶, Ü¶Õð f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔË å» f ÷ðÈðÆ å½ð å¶ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× Ô¹¿çÅ
ÔËÍ ÇÂÔ å¼æ f ù ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÇÃ¼è ÕðÕ¶, À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× êÌîÅÇäå Õðé Çò¼Ú
îÔ¼åòêÈðé ðÈê å¯º ÃÔÅÇÂÕ Ô¿¹çÅ ÔË, ÖÅÃ å½ð å¶ Üç¯º f çÅ À°ñà ÁÃñ Çò¼Ú êåÅ éÅ ÕðéÅ Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä BC. î³é ñÀ° ÇÕ f : N → Y,  f (x) = 4x + 3, ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé ÔË, ÇÜ¼æ¶
Y = {y ∈ N : y = 4x + 3 ÇÕÃ¶ x ∈ N  ñÂÆ} ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔËÍ À°ñà
ëñé òÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Y  ç¶ ÇÕÃ¶ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå å¼å y Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í Y, çÆ êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº, êÌ»å N  ç¶ ÇÕÃ¶ å¼å x

ñÂÆ y = 4x + 3 ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ ( 3)
4

yx −
=  ÔËÍ Ô¹ä ( 3)( )

4
yg y −

=  ðÅÔÆº

g : Y → N  ù êÇðíÅÇôå Õð¯Í ÇÂÃ åð·» gof (x) = g (f (x)) = g (4x + 3) = 
(4 3 3)

4
x x+ −

=

Áå¶ fog (y) = f (g (y)) = f ( 3) 4 ( 3) 3
4 4

y y− −  = + 
 

 = y – 3 + 3 = y ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ãêôà Ô¹¿çÅ
ÔË ÇÕ gof = IN  Áå¶ fog = IY, ÇÜÃ çÅ íÅò ÇÂÔ ÔË ÇÕ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË Áå¶ ëñé

g  ëñé f  çÅ À°ñà ÔËÍ

À°çÅÔðä BD. î³é ñÀ° ÇÕ  Y = {n2 : n ∈ N} ⊂ N ÔËÍ ëñé f : N  → Y ÇÜ¼æ¶  f (n) = n2 å¶

ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔËÍ f çÅ À°ñà òÆ ñ¼í¯Í

Ô¼ñ : Y çÅ ÇÂ¼Õ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå å¼å, y, n2 ç¶ ðÈê çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ n ∈ N . ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ ÔË ÇÕ  n

= y  ÇÂÃ å¯º g (y) = y  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé g : Y Y → N  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
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Ô¹ä gof (n) = g (n2) = 2n = n Áå¶ fog (y) = ( ) ( )2
f y y y= = , ÇÜÃ å¯º êÌîÅÇäå Ô¹¿çÅ

ÔË ÇÕ gof = IN Áå¶ fog = IY ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ëñé ÔË Áå¶ f –1 = g.ÔËÍ

À°çÅÔðä BE. î¿é ñÀ° ÇÕ  f : N  → R ,  f (x) = 4x2 + 12x + 15 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ
ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f : N→ S, ÇÜ¼æ¶ S, f  çÅ ÇòÃæÅð ÔË, À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ëñé ÔËÍ  f çÅ À°ñà
òÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î¿é ñÀ° ÇÕ  f  ç¶ ÇòÃæÅð çÅ y ÇÂ¼Õ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå å¼å ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ y = 4x2 + 12x + 15,

ÇÜ¼æ¶ x ∈ N ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÔË ÇÕ y = (2x + 3)2 + 6. j ( )( ))6 3

2

y
x

− −
= .

Ô¹ä, ÇÂ¼Õ ëñé g : S → N ,  g (y) = 
( )( ))6 3

2

y − −
 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Õð¯Í

ÇÂÃ êÌÕÅð gof (x) = g (f (x)) = g (4x2 + 12x + 15) = g ((2x + 3)2 + 6))

=
)( )( ( )2(2 3) 6 6 3 2 3 3

2 2

x x x
+ + − − + −

= =

Áå¶ fog (y) =
( )( ) ( )( ) 2

6 3 2 6 3
3 6

2 2
y y

f
   − − − −
   = + +   
   

= ( )( )) ( )
2 2

6 3 3 6 6 6y y− − + + = − +  = y – 6 + 6 = y.

ÇÂÃ ñÂÆ :     gof = IN Áå¶ fog =IS ÔËÍ ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ f ÇÂ¼Õ À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ëñé
ÔË Áå¶ f –1 = g ÔËÍ

À°çÅÔðä BF. Çå¿é ëñé  f : N → N, g : N → N Áå¶ h : N → R Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯ ÇÜ¼æ¶
f (x) = 2x, g (y) = 3y + 4 Áå¶ h (z) = sin z, ∀ x, y Áå¶ z ∈ N- ÔéÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ
ho(gof) = (hog) of.

Ô¼ñ : ÇÜ¼æ¶    ho(gof) (x) = h(gof (x)) = h(g (f (x))) = h (g (2x))
= h(3(2x) + 4) = h(6x + 4) = sin (6x + 4), x∀ ∈N

éÅñ ÔÆ ((hog)o f ) (x) = (hog) ( f (x)) = (hog) (2x) = h ( g (2x))

= h(3(2x) + 4) = h(6x + 4) = sin (6x + 4), ∀ x ∈ N
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ÇÂÃ å¯º êÌîÅÇäå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ ho(gof) = (hog) o f

ÇÂÔ êÇðäÅî ÇòÁÅêÕ ÔÅñå Çò¼Ú òÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ
êÌî¶ï A: Ü¶Õð  f : X → Y, g : Y → Z Áå¶  h : Z → S Çå¿é ëñé Ôé, å»

ho(gof) = (hog) o f
À°êê¼åÆ : ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ

ho(gof) (x) = h(gof (x)) = h(g (f (x))), ∀ x in X

Áå¶ (hog) of (x) = hog (f (x)) = h(g (f (x))), ∀ x in X

ÇÂÃ ñÂÆ ho(gof) = (hog) o f

À°çÅÔðä BG.  f : {1, 2, 3} → {a, b, c} Áå¶  g : {a, b, c} → {Ã¶ì, ×¶ºç, Çì¼ñÆ}  f (1) = a,
f (2) = b, f (3) = c, g(a) = Ã¶ì, g(b) = ×¶ºç Áå¶ g(c) = Çì¼ñÆ ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé» Óå¶ ÇòÚÅð
Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f, g Áå¶ gof À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔéÍ f –1, g–1 Áå¶ (gof)–1 êåÅ Õð¯ Áå¶
êÌîÅÇäå Õð¯ ÇÕ (gof) –1 = f –1og–1  ÔËÍ

Ô¼ñ : é¯à Õð¯ ÇÕ êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº f Áå¶ g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ ëñé ÔéÍ î³é ñÀ° ÇÕ f –1: {a, b, c}
→ (1, 2, 3} Áå¶ g–1 : {Ã¶ì, ×¶ºç, Çì¼ñÆ} → {a, b, c} ÇÂÃ êÌÕÅð êÇðíÅÇôå Ôé ÇÕ f –1{a} = 1,
f –1{b} = 2,  f –1{c} = 3,  g –1{Ã¶ì} = a,  g –1{×¶ºç} = b, g –1{Çì¼ñÆ} = c ÔËÍ ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕðéÅ
Ãðñ ÔË î³é ñÀ° ÇÕ f –1o f  = I{1, 2, 3}, f o f –1 = I{a, b, c}, g –1og = I{a, b, c} Áå¶ g o g–1 = ID, ÇÜ¼æ¶
D = {Ã¶ì, ×¶ºç, Çì¼ñÆ} ÔËA Ô¹ä gof : {1, 2, 3} → {Ã¶ì, ×¶ºç, Çì¼ñÆ} gof (1) = Ã¶ì,  gof (2) =
×¶ºç, gof (3) = Çì¼ñÆ ðÅÔÆº Çç¼åÅ ÔËÍ

ÁÃÆº (gof)–1 : {Ã¶ì, ×¶ºç, Çì¼ñÆ} → {1, 2, 3} ù (gof)–1 (Ã¶ì) = 1, (gof)–1 (×¶ºç) = 2
Áå¶ (g o f)–1 (Çì¼ñÆ) = 3 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÂÔ ÃðñåÅ éÅñ êÌîÅÇäå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ
(g o f)–1 o (g o f) = I{1, 2, 3}

 Áå¶ (g o f) o (g o f)–1 = ID Ô¯ò¶×ÅÍ
ÇÂÃ åð·» êÌîÅÇäå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ f, g Áå¶ gof  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔéÍ

Ô¹ä f –1og–1 (Ã¶ì) = f –1(g–1 (Ã¶ì)) = f –1(a) = 1 = (gof)–1 (Ã¶ì)

f –1og–1 (×¶ºç) = f –1 (g–1(×¶ºç)) = f –1(b) = 2 = (gof)–1 (×¶ºç)

Áå¶ f –1og–1 (Çì¼ñÆ) = f –1(g–1(Çì¼ñÆ)) = f –1(c) = 3 = (gof)–1 (Çì¼ñÆ)
ÇÂÃ ñÂÆ                   (gof)–1 = f –1og–1

À°êð¯Õå êÇðäÅî ÇòÁÅêÕ ÔÅñå Çò¼Ú òÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ
êÌî¶ï B: î³é ñÀ° ÇÕ f : X → Y Áå¶ g : Y → Z ç¯ À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ëñé Ôé å» gof
òÆ À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× Ô¯ò¶×Å Áå¶ (gof)–1 = f –1og–1 ÔËÍ
À°êê¼åÆ : gof  ù À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× Áå¶ (gof)–1 = f –1og–1 ù ÇÃ¼è Õðé ñÂÆ ÇÂÔ
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êÌîÅÇäå ÕðéÅ ÕÅøÆ ÔË ÇÕ ( f –1og–1)o(gof) = IX Áå¶ (gof)o( f –1og–1) = IZ ÔËÍ
Ô¹ä (f –1og–1)o(gof) = ((f –1og–1) og) of, êÌî¶ï A ðÅÔÆº

= (f –1o(g–1og)) of, êÌî¶ï A ðÅÔÆº
= (f –1 o IY) of,  g–1 çÆ êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº
= IX

ÇÂÃ åð·», ÇÂÔ êÌîÅÇäå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ] (gof ) (f –1 og –1) = IZ

À°çÅÔðä BH. î³é ñÀ° ÇÕ S = {1, 2, 3} ÔËÍ ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ ÕÆ Ô¶á» êÇðíÅÇôå ëñé
f : S → S ç¶ À°ñà ëñé ÔéÍ f –1, êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÃ çÆ Ô¯ºç ÔËÍ
(a) f  = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}
(b) f = {(1, 2), (2, 1), (3, 1)}

(c) f = {(1, 3), (3, 2), (2, 1)}

Ô¼ñ :
(a) ÇÂÔ ÁÃÅéÆ éÅñ ò¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ f  ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ

ÃÕä ï¯× ÔË Áå¶ f  çÅ À°ñà  f –1 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)} = f  ðÅÔÆº êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(b) ÇÕÀ°ºÇÕ  f (2) = f (3) = 1,  ÇÂÃ ñÂÆ f ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä

ï¯× éÔÆº ÔËÍ
(c) ÇÂÔ ÁÃÅéÆ éÅñ ò¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ  f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔË ÇÂÃ ÕðÕ¶ f  À°ñàÅÇÂÁÅ

ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË Áå¶  f –1 = {(3, 1), (2, 3), (1, 2)}ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A.C
1. î³é ñÀ° ÇÕ  f : {1, 3, 4} → {1, 2, 5} Áå¶ g : {1, 2, 5} → {1, 3},

f = {(1, 2), (3, 5), (4, 1)} Áå¶  g = {(1, 3), (2, 3), (5, 1)} ðÅÔÆº Çç¼å¶ ÔéÍ  gof  êåÅ  Õð¯Í
2. î³é ñÀ° ÇÕ  f, g Áå¶ h, R å¯º R å¼Õ Çç¼å¶ ëñé ÔéÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

(f + g)oh = foh + goh

(f . g)oh = (foh) . (goh)

3. gof  Áå¶ fog êåÅ Õð¯, Ü¶Õð
(i) f (x) = | x | Áå¶  g(x) = | 5x – 2 |

(ii) f (x) = 8x3 Áå¶ g(x) = 
1
3x
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4. Ü¶Õð  f (x) = 
(4 3)
(6 4)

x
x

+
− , 

2
3

x ≠ , ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃÅð¶ 2
3

x≠   ñÂÆ fof (x) = x ÔËÍ  f  çÅ

À°ñà ëñé ÕÆ ÔË?
5. ÕÅðé éÅñ ç¼Ã¯ ÇÕ Ô¶á» ÇñÖ¶ ëñé» ç¶ À°ñà Ôé :

(i) f : {1, 2, 3, 4} → {10} ÇÜ¼æ¶
f  = {(1, 10), (2, 10), (3, 10), (4, 10)} ÔËÍ

(ii) g : {5, 6, 7, 8} → {1, 2, 3, 4} ÇÜ¼æ¶
g = {(5, 4), (6, 3), (7, 4), (8, 2)} ÔËÍ

(iii) h : {2, 3, 4, 5} → {7, 9, 11, 13} ÇÜ¼æ¶
h = {(2, 7), (3, 9), (4, 11), (5, 13)} ÔËÍ

  6.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f : [–1, 1] → R,  f (x) = ( 2)
x

x + , ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ ëñé

f : [–1, 1] → ( f  çÅ ÇòÃæÅð)] çÅ À°ñà ëñé êåÅ Õð¯Í

(Ã¿Õ¶å : y ∈ ÇòÃæÅð ñÂÆ  f,  ç¶ ÇÕÃ¶] [–1, 1] ñÂÆ  x ç¶ ìÅìå  y = f (x) = 
2

x
x +

, íÅò

x = 
2

(1 )
y
y−

)

7. f (x) = 4x + 3  ðÅÔÆº Çç¼å¶ ëñé f : R → R Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ
ÃÕäï¯× ÔËÍ  f çÅ À°ñà ëñé êåÅ Õð¯Í

8. f (x) = x2 + 4  ðÅÔÆº Çç¼å¶ ëñé f : R+ → [4, ∞) Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f  À°ñàÅÇÂÁÅ
ÜÅ ÃÕä ï¯× ÔË Áå¶ f  çÅ À°ñà  f –1 , f –1(y)  = 4y − , ðÅÔÆº êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ R+

ÃÅð¶ ×Ëð-ÇðäÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ
9. f (x) = 9x2 + 6x – 5 ðÅÔÆº Çç¼å¶ ëñé  f : R+ → [– 5, ∞) Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f

À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ÔË Áå¶ f –1(y) = 
( )6 1

3
y + −

 
 

 ÔËÍ

10. î³é ñÀ¹ ÇÕ  f : X → Y ÇÂ¼Õ À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ëñé ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f  çÅ À°ñà
Çòñ¼Öä (unique) ÔËÍ (Ã¿Õ¶å : î³é¯ ÇÕ f  ç¶ À°ñà ëñé g1 Áå¶ g2 ÔéÍ å» ÃÅð¶ y ∈
Y ñÂÆ fog1(y) = 1Y(y) = fog2(y) ÔËÍ Ô¹ä f  ç¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ô¯ä ç¶ ×¹ä çÅ ÇÂÃå¶îÅñ Õð¯Í)
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11. f : {1, 2, 3} → {a, b, c}, f (1) = a, f (2) = b Áå¶  f (3) = c. ðÅÔÆº Çç¼å¶ ëñé Óå¶ ÇòÚÅð
Õð¯Í f –1 êåÅ Õð¯ Áå¶ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (f –1)–1 = f  ÔËÍ

12. î³é ñÀ° ÇÕ  f : X → Y ÇÂ¼Õ À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ëñé ÔË, ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f –1 çÅ À°ñà
f, ÔË íÅò  (f –1)–1 = f ÔËÍ

13. Ü¶Õð f : R → R, f (x) = 
1

3 3(3 )x− , ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé ÔË å»  fof (x) ìðÅìð ÔË :

(A)
1
3x (B) x3 (C) x          (D)  (3 – x3)

14. î³é ñÀ° ÇÕ f (x) = 
4

3 4
x

x +
 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé  f : R – 4

3
 − 
 

 → R ÔËÍ f  çÅ

À°ñà íÅò êÌÇåÇÚ¼åð (Map) g : ÇòÃæÅð f → R – 
4
3

 − 
 

, Ô¶á» ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ ç¶

ðÅÔÆº êÌÅêå Ô¯ò¶×Å :

(A)
3( )

3 4
yg y

y
=

− (B)
4( )

4 3
yg y

y
=

−

(C)
4( )

3 4
yg y

y
=

− (D)
3( )

4 3
yg y

y
=

−

1.5  ç¯-ÁÅèÅÇðå Ã¿ÇÕÇðÁÅò» (Binary Operations)
ÁÅêä¶ ÃÕ±ñ ç¶ Ççé» Çò¼Ú ÔÆ å°ÃÆº ÚÅð îÈñ Ã¿ÇÕÇðÁÅò», éÅî ç¶ å½ð å¶ Ü¯ó, ØàÅú, ×¹äÅ Áå¶ íÅ×
åº̄ ÜÅä¿± Ô¯ Ú¹¼Õ¶ Ô¯Í ÇÂÔé» Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÆ î¹¼Ö Çòô¶ôåÅ ÇÂÔ ÔË ÇÕ Çç¼åÆÁ» ç¯ Ã¿ÇÖÁÅò»  a Áå¶ b, åº̄

ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ a + b Ü» a – b Ü» ab Ü» 
a
b

, b ≠ 0 ù Ã¿ì¿Çèå (Associate) Õð Çç³ç¶ Ô»Í ÇÂÔ
×¼ñ é¯à Õð¯ ÇÕ, ÇÂ¼Õ Ãî¶º Çò¼Ú, Õ¶òñ ç¯ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔÆ Ü¯ó Ü» ×¹äÅ ÕÆåÆÁ» ÜÅ ÃÕçÆÁ» ÔéÍ Üç¯º
òÆ ÃÅù Çå¿é Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯ó ÚÅÔÆçÅ Ô¹¿çÅ ÔË, å» ÁÃÆº êÇÔñ» ç¯ Ã¿ÇÖÁÅò» ù Ü¯óç¶ Ô» Áå¶ êÌÅêå
Ü¯óëñ ù ë¶ð åÆÜÆ Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú Ü¯óç¶ Ô»Í ÇÂÃ ñÂÆ Ü¯ó, ×¹äÅ, ØàÅú Áå¶ íÅ× ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ
ç¶ À°çÅÔðä Ôé, ÇÕÀ°ºÇÕ Òç¯-ÁèÅðÆÓ çÅ Áðæ ÔË Òç¯ ÁèÅð òÅñÆÓÍ Ü¶Õð ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇòÁÅêÕ
êÇðíÅôÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô», ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂÔ ÚÅð Ã¿ÇÕÇðÁÅò» òÆ ÁÅ ÜÅä, å» ÃÅù Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ ç¶ ÃæÅé
å¶ ÇÂ¼Õ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå ÃîÈÔ X ñËäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË Áå¶ å» ÇòÁÅêÕ ðÈê å¯º ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ, Õ°Þ Ô¯ð
éÔÆº ìñÇÕ, X ç¶ ç¯ å¼å» a Áå¶  b ù X ç¶ ÔÆ ÇÕÃ¶ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÕðéÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ô¶á ÇñÖÆ
ÇòÁÅêÕ êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË :
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êÇðíÅôÅ A@.  ÇÕÃ¶ ÃîÈÔ A  Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, ÇÂ¼Õ ëñé ∗ : A × A → A ÔËÍ ÁÃÆº
∗ (a, b) ù a ∗ b ðÅÔÆº çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BI.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  R Çò¼Ú Ü¯ó, ØàÅú Áå¶ ×¹äÅ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Ôé, êð íÅ× R
Çò¼Ú ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ éÔÆº ÔËÍ éÅñ ÔÆ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ íÅ× ×Ëð ÇÃøð òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ
R Çò¼Ú ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ
Ô¼ñ : + : R × R → R , (a, b) → a + b ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔË,

– : R × R → R,  (a, b) → a – b ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔË,
× : R × R → R,  (a, b) → ab ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔË,

ÇÕÀ°ºÇÕ  ‘+’, ‘–’ Áå¶  ‘×’ ëñé Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ R Çò¼Ú ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ

      êð¿å± ÷ : R × R → R, (a, b) → a
b

, ÇÂ¼Õ ëñé éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ b = 0 ñÂÆ 
a
b

êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

 ÇÂÃ ÕðÕ¶  ÷ : R∗ × R∗ → R∗,  (a, b) → a
b

   ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé ÔË Áå¶

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ R∗  Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä C@.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ØàÅú Áå¶ íÅ× N Çò¼Ú ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» éÔÆº ÔéÍ

Ô¼ñ : – : N × N → N, (a, b) → a – b,  ðÅÔÆº Çç¼åÆ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ
‘–’ ç¶ åÇÔå (3] 5) çÅ êÌÇåÇì³ì 3 – 5 = – 2 ∉ N. ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÔÆ ÷ N × N → N, (a, b) →

a
b

  ðÅÔÆº Çç¼åÅ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ ̂ ÷* ç¶ åÇÔå (3  ̧5) çÅ êÌÇåÇì³ì  3 ÷

5=
3
5

∉ N ÔËÍ

À°çÅÔðä CA.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ∗ : R × R → R, (a, b) → a + 4b2 ðÅÔÆº Çç¼åÆ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ ∗ Ôð¶Õ Ü¯ó¶ (a, b) ù R ç¶ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä å¼å a + 4b2 å¼Õ ñË Ü»çÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ∗
R Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä CB.  î³é ñÀ° ÇÕ P,  ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ ÃîÈÔ X ç¶ ÃÅð¶ À°ê-ÃîÈÔ» çÅ, ÃîÈÔ ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ∪
: P × P → P, (A, B) → A ∪ B ðÅÔÆº Çç¼åÅ Áå¶ ∩ : P × P → P, (A, B) → A ∩ B ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ëñé, P Çò¼Ú ç¯ ÁÅèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ
Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ Ã¿Ø Ã¿ÇÕÇðÁÅ  (Union Operation)  ∪, P × P ç¶ Ôð¶Õ Ü¯ó (A, B) ù  P ç¶ ÇÂ¼Õ
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Çòñ¼Öä å¼å  A ∪ B  å¼Õ ñË Ü»çÆ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ∪, ÃîÈÔ P Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ
êÌÕÅð ÕÅà (Intersection) Ã¿ÇÕÇðÁÅ  ∩ , P × P ç¶ Ôð¶Õ Ü¯ó¶ (A, B) ù P ç¶ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä å¼å A
∩ B å¼Õ ñË Ü»çÆ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ∩, ÃîÈÔ P Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä CC.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (a, b) → ò¼è å¯º ò¼è {a, b} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå  ∨  : R × R → R Áå¶
(a, b) → Ø¼à¯-Ø¼à {a, b} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ∧  : R × R → R ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ
Ô¼ñ :  ÇÕÀ°ºÇÕ ∨ ,  R × R   ç¶ Ôð¶Õ Ü¯ó¶ (a, b)  ù ÃîÈÔ R  ç¶ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä å¼å, é» ç¶ å½ð å¶ a
Áå¶ b Çò¼Ú¯º ò¼è, Óå¶ ñË Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ∨  ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ åðÕ ðÅÔÆº
ÇÂÔ ÇÕÔÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ∧  òÆ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ
Çà¼êäÆ :  ∨ (4, 7) = 7, ∨ (4, – 7) = 4, ∧ (4, 7) = 4 Áå¶ ∧ (4, – 7) = – 7 ÔËÍ
Üç¯º ÇÕÃ¶ ÃîÈÔ A Çò¼Ú å¼å» çÆ Ç×äåÆ Ø¼à Ô¹¿çÆ ÔË, å» ÁÃÆº ÃîÈÔA Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ
∗ ù ÇÂ¼Õ ÃÅðäÆ ðÅÔÆº ç¼Ã ÃÕç¶ Ô», ÇÜÃ ù Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ çÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í À°çÅÔðä
ç¶ å½ð å¶, A = {1, 2, 3} Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í å» À°çÅÔðä CC Çò¼Ú êÇðíÅÇôå A Çò¼Ú Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∨  Ô¶á
ÇñÖÆ ÃÅðäÆ (ÃÅðäÆ A.A) ðÅÔÆº ç¼ÇÃÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ Çò¼Ú a ∨  (1, 3) = 3, ∨
(2, 3) = 3, ∨  (1, 2) = 2.ÔËÍ

ÃÅðäÆ A.A

ÇÂ¼æ¶ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ Çò¼Ú C ÕåÅð» Áå¶ C æ¿î Ôé, ÇÜÃ Çò¼Ú a (i, j)òÆº ÇÂ³çðÅÜ ÃîÈÔ A ç¶
iò¶º Áå¶ jò¶º å¼å» Çò¼Ú¯º ò¼è å¯º ò¼è Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ çÅ ÇòÁÅêÆÕðä ÇÕÃ¶ òÆ ÁÃÅé Ã¿ÇÕÇðÁÅ
* : A ×  A → A ñÂÆ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Ü¶Õð A = {a1, a2, ..., an}ÔË å» Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ Çò¼Ú
n ÕåÅð» Áå¶  n æ¿î Ô¯ä×¶ Áå¶ (i, j)òÆº ÇÂ³çðÅÜ ai ∗ aj Ô¯ò¶×ÆÍ À°ñà å½ð å¶ n ÕåÅð» Áå¶ n æ¿î»
òÅñÆ ÇÕÃÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ, ÇÜÃ çÆ Ôð¶Õ ÇÂ³çðÅÜ A = {a1, a2, ..., an}, çÅ ÇÂ¼Õ å¼å ÔË, ç¶ ñÂÆ
ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ : A × A → A êÇðíÅÇôå Õð ÃÕç¶ Ô», ÇÂÃ åð·» ÇÕ
ai ∗ aj = Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ çÆ iòÆº ÕåÅð Áå¶ jò¶º Ãå¿ì» ç¶ ÇÂ³çðÅÜ ÔéÍ

ÁÃÆº é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕ C Áå¶ D ù ÇÕÃ¶ òÆ ́ î (order) Çò¼Ú Ü¯óÆÂ¶, éåÆÜÅ ÇÂ¼Õ ÔÆ ðÇÔ³çÅ
ÔË, íÅò 3 + 4 = 4 + 3, êð¿å± C Áå¶ 4 ù ØàÅÀ°ä Çò¼Ú Çí¿é ́ î Çí¿é éåÆÜ¶ Çç³ç¶ Ôé, íÅò 3 –
4 ≠ 4 – 3 ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð C Áå¶ 4 ù ×¹äÅ Õðé Çò¼Ú ́ î çÅ îÔ¼åò éÔÆº ÔË, êð¿å± C Áå¶ D çÆ íÅ×
Çò¼Ú Çí¿é ´î Çí¿é éåÆÜ¶ Çç³ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ C Áå¶ D çÅ Ü¯ó Áå¶ ×¹äÅ Áðæ êÈðä ÔË êð C

∨ 1 2 3
1 1 2 3
2 2 2 3
3 3 3 3
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Áå¶ D çÅ Á³åð Áå¶ íÅ× ÁðæÔÆé ÔËÍ Á³åð Áå¶ íÅ× ñÂÆ ÃÅù ÇñÖäÅ êËºçÅ ÔË ÇÕ ÒC Çò¼Ú¯º D ù
ØàÅÀ°Ó Ü» D Çò¼Ú¯º C ØàÅÀ°Ó Ü» ÒC ù D éÅñ íÅ× Õð¯Ó Ü» ÒD ù C éÅñ íÅ× Õð¯ÍÓ ÇÂÃ å¯º Ô¶á ÇñÖÆ
êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ
êÇðíÅôÅ AA. ÃîÈÔ  X Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ∗ ́ î-òà»çðÅ (Commutative) ÕÔÅÀ°ºçÅ
ÔË Ü¶Õð Ôð¶Õ a, b ∈ X ñÂÆ a ∗ b = b ∗ a Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä CD. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ + : R × R → R Áå¶ × : R × R → R ́ î-òà»çðÅ (Commutative)
Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Ôé, êð – : R × R → R Áå¶ ÷ : R∗ × R∗ → R∗ ´î-òà»çðÅ (Commutative)
éÔÆº ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ a + b = b + a Áå¶ a × b = b × a, ∀ a, b ∈ R, Ôé, ÇÂÃ ÕðÕ¶ ‘+’ Áå¶ ‘×’ ç¯
ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ Üç¯º ÇÕ ‘–’ ´î-òà»çðÅ éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ 3 – 4 ≠ 4 – 3. Ô¹¿çÅÍ

ÇÂÃ åð·» ÔÆ  3 ÷ 4 ≠ 4 ÷ 3, ÔË, ÇÜÃ å¯º Ãêôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ ‘÷’ ´î-òà»çðÅ éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä CE. ÇÃ¼è Õð ̄ÇÕ a ∗ b = a + 2b ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ∗ : R × R → R ´î-òà»çðÅ éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ 3 ∗ 4 = 3 + 8 = 11 Áå¶ 4 ∗ 3 = 4 + 6 = 10, ÇÂÃ ñÂÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ´î-òà»çðÅ
éÔÆº ÔËÍ

Ü¶Õð ÁÃÆº ÃîÈÔ X  ç¶ Çå¿é å¼å» ù X Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÇÕÃ¶ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ç¶ ðÅÔÆº
Ã¿ì¿Çèå ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» å» ÇÂ¼Õ Ã¹íÅÇòÕ Ãî¼ÇÃÁÅ À°µáçÆ ÔËÍ ÇòÁ³ÜÕ a ∗ b ∗ c çÅ Áðæ
(a ∗ b) ∗ c Ü» a ∗ (b ∗ c) Ô¯ ÃÕçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÔ ç¯ò¶º ÇòÁ³ÜÕ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔË, ÇÕ ìðÅìð Ô¯äÍ
À°çÅÔðä ñÂÆ (8 – 5) – 2 ≠ 8 – (5 – 2). ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çå¿é Ã¿ÇÖÁÅò» H, E Áå¶ C çÅ ç¯ ÁèÅðÆ
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÒØàÅúÓ ç¶ ðÅÔÆº Ã¿ì¿è ÁðæÔÆé ÔË Üç¯º å¼Õ ÇÕ ìðËÕà(Bracket) çÅ ÇÂÃå¶îÅñ éÔÆº
ÕÆåÅ Ü»çÅÍ êð Ü¯ó çÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ Çò¼Ú 8 + 5 + 2 çÅ î¹¼ñ ìðÅìð Ô¹¿çÅ ÔË, ÚÅÔ¶ ÁÃÆº ÇÂÃ ù ( 8 + 5)
+ 2 Ü» 8 + (5 + 2) åð·» ÇñÖÆÂ¶Í ÇÂÃ ñÂÆ Çå¿é Ü» Çå¿é å¯º ò¼è Ã¿ÇÖÁÅò» Ü» Ü¯ó çÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ðÅÔÆº
Ã¿ì¿è ì×Ëð ìðËÕà» ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆå¶ òÆ, ÁðæêÈðé ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË :
êÇðíÅôÅ AB. ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ∗ : A × A → A ÃÇÔÚð (Associative) ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔË Ü¶Õð

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c), ∀ a, b, c, ∈ A.

À°çÅÔðä CF. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R Çò¼Ú Ü¯ó Áå¶ ×¹äÅ ÃÇÔÚð ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ êð ØàÅú
Áå¶ íÅ× R  Çò¼Ú ÃÇÔÚð éÔÆº ÔéÍ

Ô¼ñ :  Ü¯ó Áå¶ ×¹äÅ ÃÇÔÚð Ôé, ÇÕÀ°ºÇÕ (a + b) + c = a + (b + c) Áå¶ (a×b) × c = a × (b
× c), ∀  a, b, c ∈ R ÔË ìñÇÕ ØàÅú Áå¶ íÅ× ÃÇÔÚð éÔÆº Ôé ÇÕÀ°ºÇÕ (8 – 5) – 3 ≠ 8 – (5
– 3) Áå¶ (8 ÷ 5) ÷ 3 ≠ 8 ÷ (5 ÷ 3) ÔËÍ

À°çÅÔðä CG. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ a ∗ b → a + 2b ðÅÔÆº Çç¼åÅ ∗ : R × R → R ÃÇÔÚð éÔÆº ÔËÍ



26        ×Çäå

Ô¼ñ : Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ÃÇÔÚð éÔÆº ÔË, ÎÇÕÀ°ºÇÕ
(8 ∗ 5) ∗ 3 = (8 + 10) ∗ 3 = (8 + 10) + 6 = 24,

Üçº̄ ÇÕ 8 ∗ (5 ∗ 3) = 8 ∗ (5 + 6) = 8 ∗ 11 = 8 + 22 = 30.

Çà¼êäÆ : ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ ÃÇÔÚð ×¹ä ÇÂÃ Áðæ Çò¼Ú îÔ¼åòêÈðé ÔË ÇÕ ÁÃÆº ÇòÁ³ÜÕ
a1 ∗ a2 ∗ ... ∗ an ÇñÖ ÃÕç¶ Ô», ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÃ ×¹ä ç¶ ÕÅðé ÇÂÔ ô¼Õ éÔÆº ðÇÔ Ü»çÅ ÔËÍ êð ÇÂÃ ×¹ä
ç Çìé» ÇòÁ³ÜÕ a1 ∗ a2 ∗ ... ∗ an Çò¼Ú ô¼Õ (Ambiguous) ðÇÔ³çÅ ÔËÍ Üç¯º å¼Õ ÇÕ ìðËÕà çÅ
ÇÂÃå¶îÅñ éÅ ÕÆåÅ ÜÅò¶Í ïÅç Õð¯ ÇÕ êÇÔñ» çÆ ÜîÅå» Çò¼Ú, Üçº̄ Õç¶ ØàÅú Ü» íÅ× çÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò»
Ü» ÇÂ¼Õ å¯º ò¼è Ã¿ÇÕÇðÁÅò» êÈðÆÁ» ÕÆåÆÁ» ×ÂÆÁ» ÃÆ, å» ìðËÕà» çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÃÆÍ

R Çò¼Ú ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ̂ $* éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ã¿ÇÖÁÅ ÇÃøð (zero) çÆ ÇÂ¼Õ ð¯ÚÕ ÖÅÃÆÁå
ÇÂÔ ÔË ÇÕ a + 0 = a = 0 + a, ∀  a ∈ R, íÅò ÇÕÃ¶ òÆ Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú ÇÃøð ù Ü¯óé å¶ À°Ô Ã¿ÇÖÁÅ
ìçñçÆ éÔÆº ÔËÍ êð¿å± ×¹äÅ Çò¼Ú ÇÂÔ íÈÇîÕÅ Ã¿ÇÖÁÅ A ðÅÔÆº ÇéíÅÂÆ Ü»çÆ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ
a × 1 = a = 1 × a, ∀  a ∈ R ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ
êÇðíÅôÅ AC. ÇÕÃ¶ òÆ Çç¼åÆ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ : A × A → A, ç¶ ñÂÆ, ÇÂ¼Õ å¼å e ∈ A, Ü¶Õð
ÇÂÃ çÆ Ô¯ºç ÔË, ååÃîÕ (Identity) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð a ∗ e = a = e ∗ a, ∀  a ∈ A  Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä CH. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R Çò¼Ú ÇÃøð  (0) Ü¯ó çÅ ååÃîÕ ÔË Áå¶ A ×¹äÅ çÅ ååÃîÕ ÔËÍ êð
Ã¿ÇÕÇðÁÅò» – : R × R → R Áå¶ ÷ : R∗ × R∗ → R∗ ñÂÆ Õ¯ÂÆ ååÃîÕ å¼å éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ :  a + 0 = 0 + a = a Áå¶ a × 1 = a = 1 × a, ∀ a ∈ R çÅ îåñì ÔË ÇÕ @ Áå¶ A ´îòÅð
‘+’ Áå¶ ‘×’, ç¶ å¼åÃîÕ å¼å ÔéÍ éÅñ ÔÆ R Çò¼Ú ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ Õ¯ÂÆ å¼å e éÔÆº ÇÕ  a – e =
e – a, ∀ a ∈ R Ô¯ò¶Í ÇÂÃ åð·» ÃÅù R∗ Çò¼Ú ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ å¼å e éÔÆº Çîñ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ
a ÷ e = e ÷ a, ∀ a ∈ R∗ Ô¯ò¶Í ÇÂÃ ñÂÆ   ‘–’ Áå¶ ‘÷’ ç¶ ååÃîÕ å¼å éÔÆº Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

Çà¼êäÆ : R Çò¼Ú ÇÃøð (0) èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ ååÃîÕ ÔË, êð ÇÂÔ N Çò¼Ú èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ
ååÃîÕ éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ 0 ∉ N ÁÃñ Çò¼Ú N Çò¼Ú èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ Õ¯ÂÆ ååÃîÕ éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÁÃÆº ç¹ìÅðÅ ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ + : R × R → R ñÂÆ, ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ a ∈ R å¯º Ã¿ì¿Çèå
ÁÃÆº R Çò¼Ú – a çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ a + (– a) = 0 (‘+’ ååÃîÕ) = (– a) + a. Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ

åð·» R Çò¼Ú ×¹äÅ ñÂÆ ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ a ∈ R, a ≠ 0  éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÁÃÆº R Çò¼Ú a 1
a

 ù ÇÂÃ êÌÕÅð Ú¹ä

ÃÕç¶ Ô» ÇÕ a × 
1
a

 = 1(‘×’ çÅ ååÃîÕ) = 
1
a

× a Ô¯ò¶Í ÇÂÃ å¯º Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË :
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êÇðíÅôÅ AD.  A Çò¼Ú ååÃîÕ å¼å e òÅñÆ ÇÂ¼Õ Çç¼åÆ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ   ∗ : A × A → A ç¶
ñÂÆ ÇÕÃ¶ å¼å a ∈ A ù Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ç¶ ìÅìå À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ÕÇÔ³ç¶ Ôé, Ü¶Õð  A Çò¼Ú
ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ å¼å b çÆ Ô¯ºç Ô¯ò¶ ÇÕ a ∗ b = e = b ∗ a Ô¯ò¶ å»  b ù  a  çÅ À°ñà (Inverse) ÕÇÔ³ç¶
Ôé ÇÜÃ ù êÌåÆÕ a–1 ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä CI. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R Çò¼Ú èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ ‘+’ ñÂÆ – a çÅ À°ñà a ÔË Áå¶ R  Çò¼Ú ×¹äÅ

Ã¿ÇÕÇðÁÅ ‘×’ ñÂÆ a ≠ 0 çÅ À°ñà 
1
a
 ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ a + (– a) = a – a = 0 Áå¶  (– a) + a = 0, ÇÂÃ ñÂÆ – a Ü¯ó Ã¿ÇÕÇðÁÅ ñÂÆ a

çÅ À°ñà ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð a ≠ 0, ñÂÆ a ×
1
a

= 1 = 
1
a

× a, ÇÜÃçÅ îåñì ÇÂÔ ÔË ÇÕ 
1
a

 ×¹äÅ

Ã¿ÇÕÇðÁÅ ñÂÆ a çÅ À°ñà ÔËÍ
À°çÅÔðä D@. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ N Çò¼Ú èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ '+' ç¶ ñÂÆ a ∈ N çÅ À°ñà – a éÔÆº ÔË Áå¶ N

Çò¼Ú ×¹äÅ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ‘×’ ñÂÆ a ∈ N,  a ≠ 1 çÅ À°ñà 
1
a
 éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ – a ∉ N,  ÇÂÃ ñÂÆ N Çò¼Ú Ü¯ó Ã¿ÇÕÇðÁÅ ñÂÆ a çÅ À°ñà – a éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅÍ Üç¯º

ÇÕ – a ôðå» a + (– a) = 0 = (– a) + a ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» N Çò¼Ú a a ≠ 1 ñÂÆ 
1
a

∉ N,  ÇÜÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ ÔË ÇÕ A ç¶ ÇÂñÅòÅ N ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å çÅ À°ñà N Çò¼Ú ×¹äÅ Ã¿ÇÕÇðÁÅ
ñÂÆ éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä CD, CF, CH Áå¶ CI åº̄ Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R Çò¼Ú Ü¯ó Ã¿ÇÕÇðÁÅ ́ î òà»çðÅ Áå¶ ÃÇÔÚð
ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú  @ ååÃîÕ å¼å Áå¶ a ∈ R, ∀ a çÅ À°ñà å¼å – a Ô¿¹çÅ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A.D
1. ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ ÕÆ Ô¶á» êÇðíÅÇôå Ôð¶Õ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ å¯º ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ êÌÅêå

Ô¹¿çÆ ÔË Ü» éÔÆºÍ À°Ã çôÅ Çò¼Ú Üç¯º ∗ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ éÔÆº ÔË, å» ÕÅðé òÆ ç¼Ã¯Í
(i) Z+  Çò¼Ú,  a ∗ b = a – b ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗

(ii) Z+ Çò¼Ú,  a ∗ b = ab ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗

(iii) R Çò¼Ú] Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗]  a ∗ b = ab2  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
(iv) Z+ Çò¼Ú,  Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗]  a ∗ b = | a – b | ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
(v) Z+  Çò¼Ú, Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, a ∗ b = a ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
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2. Ô¶á»  êÇðíÅÇôå Ôð¶Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ñÂÆ ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ,  ÕÆ∗ ç¯-ÁèÅðÆ
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ́ î òà»çðÅ Áå¶ ÕÆ∗ ÃÇÔÚð ÔËÍ

(i) Z  Çò¼Ú,  a ∗ b = a – b ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
(ii) Q Çò¼Ú, a ∗ b = ab + 1 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå

(iii) Q  Çò¼Ú, a ∗ b = 
2

ab
 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå

(iv) Z+ Çò¼Ú,  a ∗ b = 2ab  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
(v) Z+ Çò¼Ú, a ∗ b = ab  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå

(vi) R – {– 1} Çò¼Ú, a ∗ b = 
1

a
b +

 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå

3. ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú a ∧  b = Ø¼à¯-Ø¼à {a, b} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ
Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∧ ñÂÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ ÇñÖ¯Í

4. ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú Ô¶á ÇñÖÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ (ÃÅðäÆ A.B) ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ç¯-
ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í éÅñ ÔÆ :

(i) (2 ∗ 3) ∗ 4 Áå¶ 2 ∗ (3 ∗ 4) çÅ î¹ñ»Õä Õð¯Í
(ii) ÕÆ ∗  ´î òà»çðÅ  ÔË?
(iii) (2 ∗ 3) ∗ (4 ∗ 5) çÅ î¹ñ»Õä Õð¯Í

(Ã¿Õ¶å : Ô¶áñÆ ÃÅðäÆ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ Õð¯Í)
ÃÅðäÆ A.B

5. î³é ñÀ° ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗′, a ∗′ b = a Áå¶ b
çÅ HCF, HCF ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÕÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗′ À°µå¶ Çç¼å¶ êÌôé D Çò¼Ú êÇðíÅÇôå
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ç¶ ìðÅìð ÔË? ÁÅêä¶ À°µåð çÆ À°µÇÚååÅ òÆ ç¼Ã¯Í

6. î³é ñÀ° ÇÕ N Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗] a ∗ b = a Áå¶ b çÅ LCM ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ÔËÍ Ô¶á ÇñÖ¶ êåÅ Õð¯ :

* 1 2 3 4 5
1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1
3 1 1 3 1 1
4 1 2 1 4 1
5 1 1 1 1 5
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(i) 5 ∗ 7,   20 ∗ 16 (ii) ÕÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ´î-òà»çðÅ  ÔË?
(iii) ÕÆ ∗ ÃÇÔÚð ÔË? (iv) N Çò¼Ú ∗ çÅ ååÃîÕ åå êåÅ Õð¯Í
(v) N ç¶ ÇÕÔó¶ å¼å ∗ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ñÂÆ À°ñàÅÂ¶ ÜÅ ÃÕä ï¯× Ôé?

7. ÕÆ ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú a ∗ b = a Áå¶  b çÅ (LCM)  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ∗ ÇÂ¼Õ ç¯
-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔË? ÁÅêä¶ À°µåð ù êÌîÅÇäå Õð¯Í

8. î³é ñÀ° ÇÕ N Çò¼Ú a ∗ b = a Áå¶ b çÅ HCF  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ
ÔËÍ ÕÆ ∗ ´î-òà»çðÅ ÔË? ÕÆ ∗ ÃÇÔÚð ÔË? ÕÆ  N Çò¼Ú ÇÂÃ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ç¶
å¼åÃîÕ çÆ Ô¯ºç ÔË?

9. î³é ñÀ° ÇÕ êÇðî¶ï Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ Q Çò¼Ú Ô¶á» Çç¼å¶ êÇðíÅÇôå ∗ åð» éÅñ ÇÂ¼Õ
ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Ôé:

(i) a ∗ b = a – b (ii) a ∗ b = a2 + b2

(iii) a ∗ b = a + ab (iv) a ∗ b = (a – b)2

(v) a ∗ b = 
4

ba
(vi) a ∗ b = ab2

êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÆÁ»  ´î-òà»çðÅ  Ôé Áå¶ ÇÕÔóÆÁ» ÃÇÔÚð ÔéÍ

10. êÌôé I Çò¼Ú Çç¼åÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ çÅ å¼åÃîÕ ÔË, À°Ô ç¼Ã¯Í

11. î³é ñÀ° ÇÕ  A = N × N ÔË Áå¶ A Çò¼Ú (a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d) ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
ÇÂ¼Õ ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ∗ ´î-òà»çðÅ Áå¶ ÃÇÔÚð ÔËÍ A Çò¼Ú ∗ çÅ
ååÃîÕ åå, Ü¶Õð Õ¯ÂÆ ÔË, å» êåÅ Õð¯Í

12. ç¼Ã¯ ÇÕ ÕÆ Ô¶á» ÇñÖ¶ Õæé Ã¼Ú Ôé Ü» ÞÈá ÔéÍ êÌîÅÇäå òÆ Õð¯Í
(i) ÃîÈÔ N Çò¼Ú ÇÕÃ¶ òÆ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ç¶ ñÂÆ a ∗ a = a, ∀ a ∈ N
(ii) Ü¶Õð  N Çò¼Ú ∗ ÇÂ¼Õ ´î-òà»çðÅ  ç-̄ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔË, å» a ∗ (b ∗ c) = (c ∗ b) ∗ a

13. a ∗ b = a3 + b3  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå N Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í Ô¹ä
Ô¶á ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú¯º ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯ :

(A) ∗ ÃÇÔÚð Áå¶ ´î-òà»çðÅ  ç¯ò¶º ÔËÍ
(B) ∗ ´î-òà»çðÅ  ÔË êð ÃÇÔÚð éÔÆº ÔËÍ
(C) ∗  ÃÇÔÚð ÔË êð ´î-òà»çðÅ  éÔÆº ÔËÍ
(D) ∗ éÅ å» ÃÇÔÚð ÔË éÅ ÔÆ  ´î-òà»çðÅ  ÔËÍ
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ë¹àÕñ À°çÅÔðä»
À°çÅÔðä DA. Ü¶Õð R1

 Áå¶ R2 ÃîÈÔ A Çò¼Ú Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è Ôé, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R1 ∩ R2 òÆ
ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ R1
 Áå¶ R2 Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è Ôé ÇÂÃ ñÂÆ (a, a) ∈ R1, Áå¶ (a, a) ∈ R2, ∀ a ∈

A íÅò, (a, a) ∈ R1 ∩ R2 ∀ a, ÇÜÃ å¯º ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R1 ∩ R2, ÇéÜòÅÚÕ ÔËÍ Çëð å¯º  (a, b)
∈ R1 ∩ R2 ⇒ (a, b) ∈ R1 Áå¶ (a, b) ∈ R2 ⇒ (b, a) ∈ R1 Áå¶ (b, a) ∈ R2 ⇒
(b, a) ∈ R1 ∩ R2, ÇÂÃ ñÂÆ R1 ∩ R2 ÃîÇîåÂÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» (a, b) ∈ R1 ∩ R2 Áå¶ (b, c) ∈ R1

∩ R2 ⇒ (a, c) ∈ R1 Áå¶ (a, c) ∈ R2 ⇒ (a, c) ∈ R1 ∩ R2- ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R1 ∩ R2

ÃÕðîÕ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ R1 ∩ R2 ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ

À°çÅÔðä DB. î³é ñÀ° ÇÕ ÃîÈÔ A Çò¼Ú èéÅåîÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ´îòÅð Ü¯ó¶ (ordered
pairs) çÅ ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R, (x, y) R (u, v),  Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð xv = yu  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÃ¼è
Õð¯ ÇÕ R  ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ
Ô¼ñ : ÃÅø å½ð å¶ (x, y) R (x, y), ∀ (x, y) ∈ A, ÇÕÀ°ºÇÕ xy = yx ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R
ÇéÜòÅÚÕ ÔËÍ ç¹ìÅðÅ (x, y) R (u, v) ⇒ xv = yu ⇒ uy = vx  Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ (u, v) R (x, y) ÔËÍ
ÇÂÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R  ÃîÇîåÂÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» (x, y) R (u, v)  Áå¶ (u, v) R (a, b) ⇒ xv

= yu  Áå¶ ub = va ⇒ a axv yu
u u

= ⇒ 
b axv yu
v u

=  ⇒ xb = ya  Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ (x, y) R

(a, b) ÔËÍ ÇÂÃ ÕðÕ¶ R  ÃÕðîÕ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» R  ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ
À°çÅÔðä DC. î¿é ñÀ° ÇÕ X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ X Çò¼Ú
R1 = {(x, y) : x – y Ã¿ÇÖÁÅ C éÅñ íÅÜ ÔË} ðÅÔÆº Çç¼åÅ ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R1 ÔË Áå¶ R2 = {(x, y): {x,
y} ⊂ {1, 4, 7} Ü» {x, y} ⊂ {2, 5, 8} Ü» {(x, y} ⊂ {3, 6, 9} ðÅÔÆº Çç¼åÅ X Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ô¯ð Ã¿ì¿è
R2 ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R1 = R2 ÔËÍ

Ô¼ñ : é¯à Õð¯ ÇÕ {1, 4, 7}, {2, 5, 8} Áå¶ {3, 6, 9} ÃîÈÔ» Çò¼Úº̄ Ôð¶Õ çÆ Çòô¶ôåÅ (characterstic)
ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÇÂÔé» ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ç¯ å¼å» çÅ Á³åð C çÅ ÇÂ¼Õ ×¹äÜ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
(x, y) ∈ R1 ⇒ x – y Ã¿ÇÖÁÅ C çÅ ×¹äÜ ÔË ⇒ {x, y} ⊂ {1, 4, 7} Ü» {x, y} ⊂ {2, 5, 8}
Ü» {x, y} ⊂ {3, 6, 9} ⇒ (x, y) ∈ R2] ÇÂÃ ñÂÆ R1 ⊂ R2- ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð {x, y} ∈ R2 ⇒ {x,
y} ⊂ {1, 4, 7} Ü» {x, y} ⊂ {2, 5, 8} Ü» {x, y} ⊂ {3, 6, 9} ⇒ x – y Ã¿ÇÖÁÅ C å¯º íÅÜ ÔË ⇒
{x, y} ∈ R1- ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R2 ⊂ R1- ÇÂÃ ñÂÆ R1 = R2 ÔËÍ
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À°çÅÔðä DD. î¿é ñÀ° ÇÕ  f : X → Y ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ X Çò¼Ú R = {(a, b): f (a) = f (b)} ðÅÔÆº
Çç¼åÅ ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R êÇðíÅÇôå Õð¯Í Ü»Ú¯ ÇÕ ÕÆ R ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ

Ô¼ñ : Ôð¶Õ a ∈ X ñÂÆ (a, a) ∈ R, ÇÕÀ°ºÇÕ f (a) = f (a), ÇÜÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R ÇéÜòÅÚÕ
ÔËÍ ÇÂÃ åð·»  (a, b) ∈ R ⇒ f (a) = f (b) ⇒ f (b) = f (a) ⇒ (b, a) ∈ R-ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ R
ÃîÇîåÂÆ ÔËÍ ç¹ìÅðÅ (a, b) ∈ R Áå¶ (b, c) ∈ R ⇒ f (a) = f (b) Áå¶ f (b) = f (c) ⇒ f (a) =
f (c) ⇒ (a, c) ∈ R, ÇÜÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ R ÃÕðîÕ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» R ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ

À°çÅÔðä DE. ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ R Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¶á ÇñÖ¶ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Çò¼Úº̄ ÇÕÔóÆÁ»
ÃÇÔÚð Ôé Áå¶ ÇÕÔóÆ ´î-òà»çðÅ  ÔéÍ

(a) a ∗ b = 1, ∀  a, b ∈ R (b)  a ∗ b = 
( )

2
a b+

 ∀  a, b ∈ R

Ô¼ñ :
(a) Ãê¼ôà å½ð å¶, êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº  a ∗ b = b ∗ a = 1, ∀ a, b ∈ R- éÅñ ÔÆ (a ∗ b) ∗ c =

(1 ∗ c) =1 Áå¶ a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (1) = 1, ∀  a, b, c ∈ R ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ R ÃÇÔÚð Áå¶
´î-òà»çðÅ  ç¯ò¶º ÔËÍ

(b) a ∗ b = 
2 2

a b b a+ +
=  = b ∗ a,  ∀ a, b ∈ R, ÇÜÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ∗ ´î-òà»çðÅ

ÔËÍ ç¹ìÅðÅ

(a ∗ b) ∗ c = 2
a b+ 

 
 

∗ c.

=
22

2 4

a b c a b c
+  +  + +  = .

êÌ¿å± a ∗ (b ∗ c) = 2
b ca + 

∗  
 

= 2 22
2 4 4

b ca a b c a b c
+

+ + + + +
= ≠ (ÁÅî å½ð å¶)

ÇÂÃ ñÂÆ ∗ ÃÇÔÚð éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä DF. ÃîÈÔ A = {1, 2, 3} å¯º ÁÅêä¶ å¼Õ ÃÅð¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé çÆ Ç×äåÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : {1, 2, 3} å¯º ÁÅêä¶ å¼Õ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ëñé Õ¶òñ Çå¿é ÇÚ¿é·» A,B,C çÅ ́ î-Ã¿Úä ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
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{1, 2, 3} åº̄ ÁÅêä¶ å¼Õ ç¶ êÌåÆÇÚ¼åð» (Maps) çÆ Õ°¼ñ Ç×äåÆ ÇÚ¿é·» A, B Áå¶ C ç¶ ́ î Ã¿Úä çÆ
Õ°¼ñ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ìðÅìð Ô¯ò¶×Æ ÇÜÔóÆ ÇÕ 3! = 6 ÔËÍ

À°çÅÔðä DG. î³é ñÀ° ÇÕ A = {1, 2, 3} ÔËÍ å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ Ã¿ì¿è» çÆ Ç×äåÆ ÚÅð ÔË,
ÇÜé·» Çò¼Ú (1] 2) Áå¶ (2] 3) Ôé Áå¶ ÇÜÔó¶ Çé¼ÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ å» Ôé êð ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔéÍ

Ô¼ñ : {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 3), (1, 3)}, (1, 2) Áå¶ (2, 3)  å¼å» òÅñÅ À°Ô Ãí å¯º Û¯àÅ
Ã¿ì¿è R1 ÔË, ÇÜÔóÅ ÇéÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔË êð ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔËÍ Ô¹ä Ü¶Õð R1 Çò¼Ú Ü¯óÅ (2]
1) òèÅ ç¶ÂÆÂ¶, å» êÌÅêå Ã¿ì¿è R2 Ô¹ä òÆ ÇéÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔË êð ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ
êÌÕÅð ÁÃÆº R1 Çò¼Ú (3, 2) êÅ Õ¶ R3 êÌÅêå Õð ÃÕç¶ Ô», ÇÜé·» Çò¼Ú ñ¯óÆºç¶ ×¹ä ÔéÍ Üç¯º ÇÕ ÁÃÆº
R1 Çò¼Ú ÇÕÃ¶ òÆ ç¯ Ü¯ÇóÁ» (2, 1), (3, 2) Ü» ÇÂ¼Õ Ü¯ó¶ (3, 1) å¼Õ éÔÆº òèÅ ÃÕç¶ Ô», ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ
Õðé å¶ ÁÃÆº, ÃÕðîÕåÅ ìéÅÀ°ä ñÂÆ, ìÅÕÆ Ü¯ÇóÁ» ù ñËä ñÂÆ æ¼ñ¶ ÜÅò»×¶ Áå¶ ÇÂÃ ðÅÔÆº êÌÅêå
Ã¿ì¿è ÃîÇîåÂÆ òÆ Ô¯ ÜÅò¶×Å, ÇÜÔóÅ ñ¯óÆºçÅ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ÕðÕ¶ ñ¯óÆºç¶ Ã¿ì¿è» çÆ Õ°¼ñ Ç×äåÆ Çå¿é ÔËÍ

À°çÅÔðä DH. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3} Çò¼Ú (1, 2) Áå¶ (2, 1) ù ôÅÇîñ Õðé òÅñ¶ Ãîå°ñåÅ
Ã¿ì¿è» çÆ Ç×äåÆ B ÔËÍ

Ô¼ñ : (1, 2) Áå¶ (2, 1) ù ôÅÇîñ Õðé òÅñ¶ Ãí å¯º Û¯à¶ Ã¿ì¿è (Ãîå°ñåÅ) R1, {(1, 1),  (2, 2),
(3, 3), (1, 2), (2, 1)} ÔéÍ Ô¹ä ÇÃðø D Ü¯ó¶ (2, 3), (3, 2), (1, 3) Áå¶ (3, 1) ìÅÕÆ ìÚç¶ ÔéÍ Ü¶Õð
ÁÃÆº ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ù ÇÜò¶º (2] 3) ù  R1  Çò¼Ú ôÅÇîñ Õðç¶ Ô», å» ÃîÇîåÂÆ ñÂÆ ÁÃÆº
(3] 2) ù òÆ ñËäÅ Ô¯ò¶×Å, éÅñ òÆ ÃÕðîÕåÅ ñÂÆ ÁÃÆº (1] 3) Áå¶ (3] 1) ù  ñËä ñÂÆ æ¼ñ¶
ÜÅò»×¶Í ÇÂÃ ñÂÆ R1 ò¼âÅ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è Õ¶òñ Ãðò ÇòÁÅêÕ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ
(1] 2) Áå¶ (2] 1) ù ôÅÇîñ Õðé òÅñ¶ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è» çÆ Ç×äåÆ B ÔËÍ

À°çÅÔðä DI. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ {1, 2} Çò¼Ú ÁÇÜÔÆ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÆ Ç×äåÆ Õ¶òñ ÇÂ¼Õ ÔË,
ÇÜÃ çÅ ååÃîÕ A ÔË Áå¶ ÇÜÃç¶ Á³åð×å B çÅ À°ñà B ÔËÍ

Ô¼ñ : {1, 2} Çò¼Ú Õ¯ÂÆ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, {1, 2} × {1, 2} åº̄ {1, 2} Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ëñé  ÔË íÅò,
{(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)} åº̄ {1, 2} å¼Õ ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ñ¯óÆºçÅ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗
ç¶ ñÂÆ ååÃîÕ åå A ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ, ∗ (1, 1) = 1, ∗ (1, 2) = 2, ∗ (2, 1) = 2 Áå¶ Ü¯óÅ (2, 2)
ñÂÆ ÔÆ ìÅÕÆ ðÇÔ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ B çÅ À°ñà B ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ∗ (2, 2) ç¶ ìðÅìð ÔËÍ ÇÂÃ åð·»
ñ¯óÆºçÆ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÆ Ç×äåÆ Õ¶òñ ÇÂ¼Õ ÔËÍ
À°çÅÔðä E@. ååÃîÕ ëñé IN : N → N å¶ ÇòÚÅð Õð¯, ÇÜÔóÅ IN (x) = x, ∀ x ∈ N ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ, íÅò¶º IN À°µå¶ ÔË êÌ ¿å ± Ô¶á ÇñÖ¶ ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé
IN + IN : N → N Á¯éàÈ éÔÆº ÔË :

(IN + IN) (x) = IN (x) + IN (x) = x + x = 2x
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Ô¼ñ : ÃÅë å½ð å¶ IN Á¯éàÈ ÔË êð IN + IN Á½éàÈ éÔÆº ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ÁÃÆº ÃÇÔ-êÌ»å N Çò¼Ú ÇÂ¼Õ å¼å
C ñË ÃÕç¶ Ô» ÇÜÃ ç¶ ñÂÆ N Çò¼Ú ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ x çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË ÇÕ (IN + IN) (x) = 2x = 3 Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä EA. f (x) = sin x ðÅÔÆº ÇÂ¼Õ ëñé f : 0,
2
π →  

R  Áå¶ g(x) = cos x ðÅÔÆº Çç¼åÅ

ëñé g : 0,
2
π →  

R Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f  Áå¶ g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË, êð f + g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ

Ô ¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ 0,
2
π 

  
, ç¶ ç¯ ò¼Ö ò¼Ö å¼å» x1 Áå¶ x2 ñÂÆ sin x1 ≠ sin x2 Áå¶

cos x1 ≠ cos x2 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f  Áå¶ g ç¯ò¶º ÔÆ ÷ðÈðÆ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔéÍ êð (f + g) (0) =

sin 0 + cos 0 = 1 Áå¶ (f + g)
2
π 

 
 

 = sin cos 1
2 2
π π

+ =  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» f + g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ

ÁÇèÁÅÇÂ A Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. î³é ñÀ° ÇÕ  f : R → R , f (x) = 10x + 7 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé ÔËÍ ÁÇÜÔÅ  ëñé g : R

→ R êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ñÂÆ g o f = f o g = 1R Ô¯ò¶Í
2. î³é ñÀ° ÇÕ  f : W → W,  f (n) = n – 1, Ü¶Õð n à»Õ ÔË Áå¶ f (n) = n + 1, Ü¶Õð n ÇÜÃå

ÔË, ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ÔËÍ f  çÅ À°ñà êåÅ Õð¯Í
ÇÂ¼æ¶ W ÃÅð¶ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ

3. Ü¶Õð  f : R → R ÇÜ¼æ¶  f(x) = x2 – 3x + 2 ðÅÔÆº êÇðÎíÅÇôå ÔË å» f (f (x)) êåÅ Õð¯Í

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f : R → {x ∈ R : – 1 < x < 1} ÇÜ¼æ¶ ( )
1 | |

xf x
x

=
+

, x ∈ R ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå

ëñé ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔËÍ
5. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f (x) = x3 ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé  f : R → R ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ (Injective) ÔËÍ
6. ç¯ ëñé»  f : N → Z  Áå¶ g : Z → Z ç¶ À°çÅÔðä ÇçÀ° ÇÜÔó¶ ÇÂÃ åð·» Ô¯ä ÇÕ g o f  ÇÂ¼Õ

-ÇÂ¼Õ ÔË êð g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ
(Ã¿Õ¶å :  f (x) = x Áå¶ g (x) = |x | Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í)

7. ç¯ ëñé» f : N → N Áå¶  g : N → N ç¶ À°çÅÔðä ÇçÀ° ÇÜÔó¶ ÇÂÃ åð·» Ô¯ä ÇÕ
g o f  Á¯éàÈ Ô¯ò¶ êð f  Á¯éàÈ éÅ Ô¯ò¶Í

(Ã¿Õ¶å :  f (x) = x + 1 Áå¶ 
1 , 1

( )
1 , 1

x x
g x

x
− >

=  =
Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í
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8. ÇÂ¼Õ éÅ-ÖÅñÆ ÃîÈÔ X Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ  P(X) Ü¯  ÇÕ  X ç¶ ÃÅð¶ À°ê-ÃîÈÔ» çÅ ÃîÈÔ ÔË, Óå¶
ÇòÚÅð Õð¯Í Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» å¯º P(X) Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R êÇðíÅÇôå Õð¯ :
P(X) Çò¼Ú À°ê-ÃîÈÔ» A, B ñÂÆ ARB, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð A ⊂ B ÔËÍ ÕÆ R, P(X)
Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔË? ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ òÆ Õð¯Í

9. ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ ×Ëð-ÖÅñÆ X ñÂÆ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ : P(X) × P(X) → P(X) Óå¶
ÇòÚÅð Õð¯, ÇÜÔó¶ A ∗ B = A ∩ B, ∀ A, B ∈ P(X) ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔË, ÇÜ¼æ¶ P(X) ÃîÈÔ
X çÅ ØÅå-ÃîÈÔ (Power set) ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂÃ Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ ååÃîÕ å¼å X ÔË Áå¶
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ñÂÆ P(X) Çò¼Ú Õ¶òñ X À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× åå ÔËÍ

10. ÃîÈÔ {1, 2, 3, ... , n} å¯º Ö¹ç å¼Õ ç¶ ÃÅð¶ Á¯éàÈ ëñé» çÆ Ç×äåÆ êåÅ Õð¯Í
11. î³é ñÀ° ÇÕ  S = {a, b, c} Áå¶ T = {1, 2, 3} ÔËÍ S å¯º T å¼Õ ç¶ Ô¶á ÇñÖ¶ ëññ» F ñÂÆ

F–1 êåÅ Õð¯, Ü¶Õð À°Ã çÆ Ô¯ºç ÔËÍ
(i) F = {(a, 3), (b, 2), (c, 1)} (ii) F = {(a, 2), (b, 1), (c, 1)}

12. a ∗b = |a – b| Áå¶ a o b = a, ∀ a, b ∈ R  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò»
∗ : R × R → R Áå¶ o : R × R → R Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ∗ ÕÌî-òà»çðÅ ÔË êð
ÃÇÔÚð éÔÆº ÔË, @ ÃÇÔÚð ÔË êð¿å± ÕÌî-òà»çðÅ (Commuative) éÔÆº ÔËÍ ç¹ìÅðÅ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ
ÃÅð¶  a, b, c ∈ R ñÂÆ a ∗ (b o c) = (a ∗ b) o (a ∗ c) ÔËÍ [Ü¶Õð ÇÂÃ åð·» Ô¹¿çÅ ÔË, å»
ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ Ã¿ÇÕÇðÁÅ @ å¶ ò¿âÆ (Distributes) Ô¹¿çÆ ÔËÍ ] ÕÆ @
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ å¶ ò¿âÆ Ô¹¿çÆ ÔË? ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ òÆ Õð¯Í

13. ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ éÅ-ÖÅñÆ ÃîÈÔ  X ñÂÆ î³é ñÀ° ÇÕ ∗ : P(X) × P(X) → P(X), ÇÜ¼æ¶ A * B =

(A – B) ∪ (B – A), ∀ A, B ∈ P(X) ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÖÅñÆ ÃîÈÔ φ]
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ çÅ ååÃîÕ ÔË Áå¶ P(X) ç¶ ÃÅð¶ åå A À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË, ÇÂÃ åð·» ÇÕ
A–1 = A. (Ã¿Õ¶å : (A – φ) ∪ (φ – A) = A. Áå¶ (A – A) ∪ (A – A) = A ∗ A = φ) ÔËÍ

14. Ô¶á ÇñÖ¶ êÌÕÅð å¯º ÃîÈÔ {0, 1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ êÇðíÅÇôå Õð¯:

,         6
6,   6

a b a b
a b

a b a b
+ + <

∗ = 
+ − + ≥

;fn

;fn

ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÃøð (0) ÇÂÃ Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ ååÃîÕ ÔË Áå¶ ÃîÈÔ ç¶ ÃÅð¶ å¼å a ≠ 0 À°ñàÅÇÂÁÅ
ÜÅ ÃÕä ï¯× ÔË, ÇÂÃ êÌÕÅð ÇÕ 6 – a, a çÅ À°ñà ÔËÍ

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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15. î³é ñÀ° ÇÕ A = {– 1, 0, 1, 2}, B = {– 4, – 2, 0, 2} Áå¶ f, g : A → B, ´îòÅð

f (x) = x2 – x, x ∈ A Áå¶ 
1( ) 2 1,
2

g x x= − −  x ∈ A  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé Ôé, ÕÆ

f  Áå¶ g ìðÅìð Ôé? ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ Õð¯Í (Ã¿Õ¶å : é¯à Õð¯ ÇÕ ç¯ ëñé  f : A→ B
Áå¶ g : A → B ìðÅìð Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð f (a) = g(a) ∀ a ∈ A  Ô¯ò¶Í

16. Ü¶Õð A = {1, 2, 3} Ô¯ò¶ å» ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ Ã¿ì¿è ÇÜÔé» Çò¼Ú å¼å (1] 2) Áå¶ (1] 3) Ô¯ä Áå¶
ÇÜÔó¶ ÇéÜòÅÚÕ Áå¶ ÃîÇîåÂÆ Ôé êð ÃÕðîÕ éÔÆº, çÆ Ç×äåÆ ÔË :
(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4

17. Ü¶Õð  A = {1, 2, 3} Ô¯ò¶ å» å¼å (1, 2) òÅñ¶ ÇéÜòÅÚÕ Ã¿ì¿è» çÆ Ç×äåÆ ÔË :
(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4

18. î³é ñÀ° ÇÕ  f : R → R ÔË å» Ô¶á ÇñÖ¶ Áé°ÃÅð êÇðíÅÇôå  ÇÚ¿é· ëñé (Signum Function) ÔËÍ

1, 0
( ) 0, 0

1, 0

x
f x x

x

>
= =
− <

Áå¶  g : R → R] g (x) = [x], ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ãí å¯º ò¼è Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ëñé ÔË, ÇÜ¼æ¶ [x]] x
å¯¯º Ø¼à Ü» x ç¶ ìðÅìð Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, å» ÕÆ fog  Áå¶ gof , Á³åðÅñ [0, 1] Çò¼Ú  Ã¿êÅåÆ
(coincide) Ôé?

19. ÃîÈÔ {a, b} Çò¼Ú ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÆ Ç×äåÆ ÔË :
(A) 10 (B) 16 (C) 20 (D) 8

ÃÅð-Á³ô
ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú, ÁÃÆº ò¼Ö ò¼Ö êÌÕÅð ç¶ Ã¿ì¿è», ëñé» Áå¶ ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ

ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ çÆ î¹¼Ö ÇòôÅ òÃå± Ô¶á Áé°ÃÅð Ôé :
® X  Çò¼Ú, R = φ ⊂ X × X  ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R] ÖÅñÆ Ã¿ì¿è Ô¹¿çÅ ÔËÍ
® X  Çò¼Ú, R = X × X  ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R] Ãðò ÇòÁÅêÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ
® X  Çò¼Ú, ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ Ã¿ì¿è ÇÕ ∀ a ∈ X] (a, a) ∈ R, Ô¯ò¶, ÇéÜòÅÚÕ Ã¿ì¿è ÔËÍ
® X  Çò¼Ú, ÇÂÃ åð·» çÅ Ã¿ì¿è R,  ÇÕ ôðå (a, b) ∈ R çÅ íÅò ÇÕ (b, a) ∈ R ù Ã¿å°ôà

ÕðçÅ ÔË, ÃîÇîåÂÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ
® X  Çò¼Ú, ôðå R,  (a, b) ∈ R Áå¶ (b, c) ∈ R ⇒ (a, c) ∈ R ∀ a, b, c ∈ X ù Ã¿å°ôà

Õðé òÅñÅ Ã¿ì¿è R ÃÕðîÕ Ã¿ì¿è ÔËÍ
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® X Çò¼Ú, Ã¿ì¿è R, ÇÜÔóÅ ÇéÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔË, Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ

® X  Çò¼Ú, ÇÕÃ¶ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è R  ñÂÆ a ∈ X ç¶ Ã¿×å Ãîå°ñåÅ òð× [a], X çÅ À°Ô
À°êÃîÈÔ ÔË ÇÜÃ ç¶ ÃÅð¶ å¼å a éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔéÍ

® ÇÂ¼Õ ëñé  f : X → Y ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé ÔË Ü¶Õð
f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x2, ∀  x1, x2 ∈ X

® ÇÂ¼Õ ëñé  f : X → Y Á½éàÈ ëñé ÔË, Ü¶Õð ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ y ∈ Y, ∃ x ∈ X, ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ
f (x) = y

® ÇÂ¼Õ ëñé f : X → Y ÇÂ¼Õ-ÇºÂ¼Õ, Á½éàÈ ëñé ÔË Ü¶Õð f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á½éàÈ ç¯ò¶º ÔËÍ

® ëñé f : A → B Áå¶ g : B → C çÅ Ã¿ï¯Üé ëñé gof : A → C ÔË ÇÜÔóÅ gof (x)
= g(f (x)), ∀ x ∈ A  ðÅÔÆº Çç¼åÅ ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ ëñé  f : X → Y À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË Ü¶Õð  ∃ g : Y → X, å» Ü¯ gof =
1X Áå¶  fog = 1Y ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ ëñé  f : X → Y À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË Ü¶Õð f  À°Ô ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á½éàÈ ÔËÍ

® ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ ÃÆÇîå ÃîÈÔ X ñÂÆ ëñé f : X → X ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ (Áå¶ Á½éàÈ òÆ) Ô¹¿çÅ ÔË
Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð f  Á½éàÈ (Áå¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ òÆ) ÔËÍ ÇÂÔ ÇÕÃ¶ ÃÆÇîå ÃîÈÔ çÅ ×¹ä
èðî ÔËÍ ÇÂÔ Áé§å ÃîÈÔ (Characterstic Property) ñÂÆ Ã¼Ú éÔÆº ÔËÍ

® A Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, A × A å¯º A å¼Õ ÇÂ¼Õ ëñé ∗ ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ å¼å  e ∈ X, ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ : X × X → X,  çÅ ååÃîÕ å¼å ÔË Ü¶Õð a ∗
e = a = e ∗ a, ∀ a ∈ X

® Õ¯ÂÆ å¼å e ∈ X  ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ : X × X → X,   À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× Ô¹¿çÅ
ÔË Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ b ∈ X  çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÕ a ∗ b = e = b ∗ a ÔË ÇÜ¼æ¶
e ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ çÅ ååÃîÕ ÔËÍ åå b, a çÅ À°ñà ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, ÇÜÃ ù
a–1 éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

® X ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, ÔË Ü¶Õð a ∗ b = b ∗ a, ∀ a, b ∈ X

® X Çò¼Ú, ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, ÃÇÔÚð ÔË Ü¶Õð (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c),∀ a, b, c ∈ X
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ÇÂÇåÔÅÃÕ é¯à
ëñé çÅ Ã¿Õñê R. Descartes (Ã¿é 1596-1650 ÂÆ.) å¯º ô¹ðÈ Ô¯ Õ¶ ÇÂ¼Õ ¦ì¶ Á³åðÅñ

Çò¼Ú ÇòÕÇÃå Ô¯ÂÆ ÔËÍ Descartes é¶ Ã¿é 1637 ÂÆ: Çò¼Ú ÁÅêäÆ ÇñÖå “Geometrie” Çò¼Ú
ôìç (Function) ëñé çÅ ÇÂÃå¶îÅñ, ÇÜîÅÇÂåÆ òÕð» ÇÜò¶º ÇÕ ÔÅÂÆêðì¯ñÅ, (Hyperbola)]
êËðÅì¯ñÅ (Parabola)  Áå¶ ÇÂÇñêÃ  (Ellipse), çÅ ÁÇèÁËé Õðé Ãî¶º ÇÂ¼Õ Úñ ðÅôÆ x  ç¶
èéÅåîÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ØÅå  xn ç¶ Áðæ Çò¼Ú ÕÆåÅ ÃÆÍ James Gregory (Ã¿é 1636-1675
ÂÆ.) é¶ ÁÅêäÆ ÇñÖå “Vera Circuliet Hyperbolae Quadratura” (Ã¿é 1667 ÂÆ.) Çò¼Ú
ëñé ù ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ðÅôÆ î³ÇéÁÅ ÃÆ, ÇÜÔóÆ ÇÕÃ¶ Ô¯ð ðÅôÆ å¶ ìÆÜ×ÇäåÆ Ü» Ô¯ð Ã¿ÇÕÇðÁÅò»
ù ÇÂÃå¶îÅñ Õðç¶ Ô¯Â¶ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ ìÅÁç Çò¼Ú G. W. Leibnitz (1646-1716 ÂÆ.) é¶
1673 Çò¼Ú ÁÅêäÆ ÇñÖå “Methodus tangentium inversa, seu  de functionibus” Çò¼Ú
Çò¼Ú ôìç ëñé (Function) ù ÇÕÃ¶ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ðÅôÆ ç¶ Áðæ Çò¼Ú ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅ, ÇÜÔóÅ
ÇÕÃ¶ òÕð ç¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¯º çÈÜ¶ Çì³çÈ å¼Õ ÇÂÃ êÌÕÅð ìçñçÅ ðÇÔ³çÅ ÔË, ÇÜò¶º òÕð å¶ Çì³çÈ ç¶
Çéðç¶ô Á³Õ, òÕð çÆ ëñ, òÕð çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶ ¦ìðÈê ð¶ÖÅ ìçñç¶ ÔéÍ Üç¯º ÇÕ ÁÅêäÆ
ÇñÖå “Historia” (1714 ÂÆ.) Çò¼Ú a Leibnitz é¶ ëñé ù ÇÂ¼Õ Úñ ðÅôÆ å¶ ÁÎèÅÇðå ðÅôÆ ç¶
ðÈê Çò¼Ú êÌï¯× ÕÆåÅ ÃÆÍ òÅÕ Á³ô ‘x çÅ ëñéÓ êÌï¯× Çò¼Ú ñÅÀ°ä òÅñ¶ À°Ô êÇÔñ¶ ÇÂéÃÅé
ÃÆÍ  John Bernoulli (1667-1748 ÂÆ:) é¶ Ãí å¯º êÇÔñ» AGAH Çò¼Ú Ã¿Õ¶å (Notation) φx
ù òÅÕ Á³ô ‘x çÅ ëñéÓ ù êÌ×à Õðé ñÂÆ ÕÆåÅ ÃÆÍ êð ëñé ù çðÃÅÀ°ä ñÂÆ ÇÚ¿é·» ÇÜò¶º
f, F, φ, ψ ... çÅ ÇòÁÅêÕ êÌï¯× Leonhard Euler (1707-1783 ÂÆ.) ðÅÔÆº 1734 Çò¼Ú
ÁÅêäÆ ÇñÖå “Analysis Infinitorium” ç¶ êÇÔñ¶ Ö³â Çò¼Ú ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÃÆÍ ìÅÁç Çò¼Ú
Joeph Louis Lagrange (1736-1813 ÂÆ.) é¶ 1793 Çò¼Ú ÁÅêäÆ ÇñÖå “Theorie des
functions analytiques” êÌÕÅÇôå ÕÆåÆ, ÇÜÃ Çò¼Ú À°Ôé» é¶ Çòôñ¶ôäÅåÇîÕ (Analytic)
ëñé ìÅð¶ ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÃÆ Áå¶ ÇÚ¿é· f (x), F(x), φ(x) ÁÅÇç çÅ êÌï¯× x ç¶ ò¼Ö ò¼Ö ëñé»
ñÂÆ ÕÆåÅ ÃÆÍ À°Ã ç¶ ìÅÁç Lejeunne Dirichlet (1805-1859 ÂÆ.) é¶ ëñé çÆ êÇðíÅôÅ
Çç¼åÆÍ ÇÜÃ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ À°Ã Ãî¶º å¼Õ Ô¿¹çÅ ÇðÔÅ Üçº̄ å¼Õ ëñé çÆ ÃîÈÔ å¶ ÇÃè»ÇåÕ êÇðíÅôÅ
çÅ Úñé éÔÆº Ô¯ÇÂÁÅ, ÇÜÔóÅ Georg Cantor (1845-1918 ÂÆ.) ðÅÔÆº ÇòÕÇÃå ÃîÈÔ ÇÃè»å
ç¶ ìÅÁç Ô¯ÇÂÁÅÍ Á¼Ü Õ¼ñ· êÌÚÇñå ëñé çÆ ÃîÈÔ ÇÃè»ÇåÕ êÇðíÅôÅ Dirichlet ðÅÔÆº Çç¼å¶
ëñé çÆ êÇðíÅôÅ çÅ îÅåð ÁîÈðå ðÈê (Abstraction) ÔËÍ
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