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vMathematics, in general, is fundamentally the science of
self-evident things— FELIX KLEIN v

2.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÁÇèÁÅÇÂ1 Çò¼Ú, ÁÃÆº êó· Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ ÇÕÃ¶ ëñé f  çÅ ÇÚ¿é· f –

1 ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ À°ñà ëñé (Inverse) çÆ Ô¯ºç Õ¶òñ å» ÔË
Ü¶Õð f  ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ Ô¯ò¶Í ÕÂÆ ëñé ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ Ôé
ÇÜÔó¶ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ Ü» ç¯ò¶º éÔÆº Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº À°Ôé»
ç¶ À°ñà ëñé» çÆ  ×¼ñ éÔÆº Õð ÃÕç¶ Ô»Í ÜîÅå XI Çò¼Ú,
ÁÃÆº êó· Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé ÁÅêä¶ ÁÅî êÌ»å Áå¶
ÇòÃæÅð Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ  éÔÆº Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ
Çò¼Ú ÁÃÆº ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶ êÌ»å» Áå¶ ÇòÃæÅð» å¶ ñ¼×ä
òÅñÆÁ» ôðå» (Restrictions) çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶, ÇÜÔé» å¯º
À°Ôé» ç¶ À°ñà ëñé» çÆ Ô¯ºç ÇéôÇÚå Ô¹¿çÆ ÔË Áå¶ Áñ¶Ö»
ðÅÔÆº À°ñà ëñé» çÅ ÇéðÆÖä Õð»×¶Í ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ ÇÂÔé» À°ñà ëñé» ç¶ Õ°Þ ô¹ðÈÁÅåÆ ×¹ä
(Properties) Óå¶ òÆ ÇòÚÅð Õð»×¶Í

À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé, Õñé (Calculus) Çò¼Ú ÇÂ¼Õ îÔ¼åòêÈðé íÈÇîÕÅ ÇéíÅÀ°ºç¶ Ôé,
ÇÕÀ°ºÇÕ À°Ôé» çÆ îçç éÅñ ÕÂÆ ÇÂà¶×ðñ÷ (Integrals) êÇðíÅÇôå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ
ëñé» çÅ Ã¿Õñê çÅ êÌï¯× ÇòÇ×ÁÅé Áå¶ ÇÂ³ÜéÆÁÇð³× (Engineering) Çò¼Ú òÆ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2.2  ÁèÅðíÈå Ã¿Õñê (Basic Concepts)
ÜîÅå XI, Çò¼Ú, ÁÃÆº ÇåzÕǟÇîåÂÆ ëñé» çÅ ÁÇèÁËé Õð Ú¹¼Õ¶ Ô», ÇÜÔó¶ Ô¶á ÇñÖÆ åð·» éÅñ êÇðíÅÇôå Ôé :

sine ëñé íÅò, sin : R → [– 1, 1]

cosine ëñé íÅò, cos : R → [– 1, 1]

tangent  ëñé íÅò,  tan : R – { x : x = (2n + 1) 
2
π

, n ∈ Z} → R

ÁÇèÁÅÇÂ 2

À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé
(Inverse Trigonometric Functions)

Arya Bhatta
 (476-550 A. D.)
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cotangent ëñé íÅò, cot : R – { x : x = nπ, n ∈ Z} → R

secant ëñé íÅò, sec : R – { x : x = (2n + 1) 
2
π

, n ∈ Z} → R – (– 1, 1)

cosecant ëñé íÅò, cosec : R – { x : x = nπ,  n ∈ Z} → R – (– 1, 1)

ÁÃÆº ÁÇèÁÅÇÂ A Çò¼Ú ÇÂÔ òÆ ÇÃ¼Ö Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ Ü¶Õð f : X→Y ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ f (x) = y ÇÂ¼Õ
ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé Ô¯ò¶ å» ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ì¶Ü¯ó ëñé g : Y→X ÇÂÃ êÌÕÅð êÇðíÅÇôå Õð ÃÕç¶
Ô» ÇÕ g (y) = x, ÇÜ¼æ¶ x ∈ X  Áå¶ y = f (x), y ∈ Y ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ g çÅ êÌ»å = f  çÅ ÇòÃæÅð Áå¶ g çÅ
ÇòÃæÅð = f   çÅ êÌ»å ÔËÍ ëñé g ù ëñé f  çÅ À°ñà ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ f –1  ðÅÔÆº çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ éÅñ
ÔÆ g òÆ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ g  çÅ À°ñà f  Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ g –1 = (f –1)–1 = f  éÅñ
ÔÆ :

(f –1 o f ) (x) = f –1 (f (x)) = f –1(y) = x
Áå¶ (f o f –1) (y) = f (f –1(y))  = f (x) = y

ÇÕÀ°ºÇÕ sine ëñé çÅ êÌ»å òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ ÇòÃæÅð ì¿ç Á³åðÅñ

[–1, 1]ÔËÍ Ü¶Õð ÁÃÆº ÇÂÃ ç¶ êÌ»å ù ,
2 2

− π π 
  

 Çò¼Ú ÃÆÇîå Õð (ì¿é) ç¶ÂÆÂ¶, å» ÇÂÔ ÇòÃæÅð

[– 1, 1] òÅñÅ, ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú sine ëñé, Á³åðÅñ»

3 –,
2 2

− π π 
  

, ,
2 2

−π π 
  

, 3,
2 2
π π 

  
 ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ ÃÆÇîå Ô¯ä å¶, ÇòÃæÅð [–1, 1]

òÅñÅ, ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ Á³åðÅñ Çò¼Ú,
sine ëñé ç¶ À°ñà ëñé ù sin–1 (arc sine function) ðÅÔÆº ÇéðÈêå Õðç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ sin–1 ÇÂ¼Õ

ëñé ÔË, ÇÜÃ çÅ êÌ»å [– 1, 1] ÔË Áå¶ ÇÜÃçÅ ÇòÃæÅð 3 ,
2 2

− π −π 
  

, ,
2 2

−π π 
  

 Ü» 3,
2 2
π π 

  

ÁÅÇç Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ òÆ Á³åðÅñ Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ Ôð¶Õ Á³åðÅñ ç¶ Ã¿×å ÃÅù ëñé

sin–1 çÆ ÇÂ¼Õ ôÅÖÅ (Branch) êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ À°Ô ôÅ²ÖÅ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð ,
2 2

−π π 
  

 ÔË, î¹¼Ö ôÅÖÅ (î¹¼Ö

îÈñ ôÅÖÅ) ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔË, Üç¯º ÇÕ ÇòÃæÅð ç¶ ðÈê Çò¼Ú Ô¯ð Á³åðÅñ» å¯º sin–1 çÆÁ» ò¼Ö-ò¼Ö ôÅÖÅò»
ÇîñçÆÁ» ÔéÍ Üç¯º ÁÃÆº ëñé sin–1  çÅ À°ñ¶Ö Õðç¶ Ô», å» ÁÃÆº ÇÂÃ ù êÌ»å [–1, 1] Áå¶ ÇòÃæÅð

,
2 2

−π π 
  

 òÅñÅ ëñé ÃîÞç¶ Ô»Í ÇÂÃ ù ÁÃÆº sin–1 : [–1, 1] → ,
2 2

−π π 
  

 ÇñÖç¶ Ô»Í
À°ñà ëñé çÆ êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº, ÇÂÔ éåÆÜÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ sin (sin–1 x) = x , Ü¶Õð

– 1 ≤ x ≤1 Áå¶ sin–1 (sin x) = x Ü¶Õð 
2 2

xπ π
− ≤ ≤  ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú; Ü¶Õð y = sin–1 x Ô¯ò¶
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À°ñà ëñé çÆ êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº, ÇÂÔ éåÆÜÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ sin (sin–1 x) = x , Ü¶Õð

– 1 ≤ x ≤1 Áå¶ sin–1 (sin x) = x Ü¶Õð 
2 2

xπ π
− ≤ ≤  ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú; Ü¶Õð y = sin–1 x Ô¯ò¶

å» sin y = x Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :
(i) ÁÃÆº ÁÇèÁÅÇÂ A Çò¼Ú êÇó·ÁÅ ÔË ÇÕ Ü¶Õð y = f (x) À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ëñé ÔË å»

x = f –1 (y) Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ îÈñ ëñé sin ç¶ Áñ¶Ö Çò¼Ú x Áå¶ y è¹ÇðÁ» ù ÁÅêÃ Çò¼Ú
ÁçñÅ-ìçñÆ ÕðÕ¶ ëñé sin–1 çÅ ÁÅñ¶Ö êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ íÅò, Ü¶Õð (a, b), sin
ëñé ç¶ Áñ¶Ö çÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔË å» (b, a), sin ëñé ç¶ À°ñà ëñé çÅ Ã¿×å Çì³çÈ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð 2-1 (i)

ÇÚ¼åð 2-1 (iii)ÇÚ¼åð 2-1 (ii)
Áå¶
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ÇÂÃ ñÂÆ ëñé y = sin–1 x çÅ ÁÅñ¶Ö, ëñé  y = sin x ç¶ ÁÅñ¶Ö Çò¼Ú x Áå¶ y è¹ÇðÁ» ç¶ ÁÅêÃ
Çò¼Ú ÁçñÅ-ìçñÆ ÕðÕ¶ êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ëñé y = sin x Áå¶ ëñé y = sin–1 x
ç¶ Áñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð 2.1 (i), (ii), Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ëñé  y = sin–1 x ç¶ Áñ¶Ö Çò¼Ú
×ÈóÅ íÅ× î¹¼Ö ôÅÖÅ ù çðÃÅÇÂÁÅ ÔËÍ

(ii) ÇÂÔ ÇçÖÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ À°ñà ëñé çÅ ÁÅñ¶Ö, ð¶ÖÅ y = x ç¶ ò¼ñ Ã¿×å îÈñ ëñé ç¶
Áñ¶Ö ù ôÆô¶ çÅ êÌåÆÇì³ì (Mirror Image)] íÅò êðÅòðåé (Reflection) (Along)] ç¶ ðÈê
Çò¼Ú êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕñêéÅ y = sin x Áå¶ y = sin–1 x ç¶ À°Ôé»
èÇ¹ðÁ»  å¶, Çç¼å¶ Áñ¶Ö» åº̄ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËa (ÇÚ¼åð 2.1 (iii))A

sine ëñé ç¶ ìðÅìð cosine ëñé òÆ ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ ëñé ÔË ÇÜÃ çÅ êÌ»å òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò»
çÅ ÃîÈÔ ÔË Áå¶ ÇÜÃ ç¶ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ [–1, 1] ÔËÍ Ü¶Õð ÁÃÆº cosine ëñé ç¶ êÌ»å ù Á³åðÅñ
[0, π] Çò¼Ú ÃÆÇîå Õð ç¶ÂÆÂ¶ å» ÇÂÔ ÇòÃæÅð [–1, 1] òÅñÅ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé Ô¯ Ü»çÅ
ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú cosine ëñé Á³åðÅñ» [– π, 0],  [0,π], [π, 2π] ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ ÃÆÇîå
Ô¯ä å¶ ÇòÃæÅð [–1, 1] òÅñÅ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ ëñé Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ
Á³åðÅñ Çò¼Ú cosine ëñé ç¶ À°ñà ù êÇðíÅÇôå Õð ÃÕç¶ Ô»Í ÁÃÆº cosine ëñé ç¶ À°ñà ëñé
ù cos–1(arc cosine function) ðÅÔÆº çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÃ ñÂÆ cos–1 ÇÂ¼Õ ëñé ÔË ÇÜÃ çÅ êÌ»å [–
1, 1] ÔË Áå¶ ÇòÃæÅð [–π, 0], [0, π], [π, 2π] ÁÅÇç Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ òÆ Á³åðÅñ Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð
ç¶ Ôð¶Õ Á³åðÅñ ç¶ Ã¿×å ÃÅù ëñé cos–1  çÆ ÇÂ¼Õ ôÅÖÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ À°Ô ôÅÖÅ, ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð [0, π]
ÔË, î¹¼Ö ôÅÖÅ (î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ) ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔË Áå¶ ÁÃÆº ÇñÖç¶ Ô» ÇÕ

cos–1 : [–1, 1] → [0, π]

y = cos–1 x ðÅÔÆº Çç¼å¶ ëñé çÅ Áñ¶Ö À°Ã¶ åð·» ÇÖ¼ÇÚÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜò¶º ÇÕ y = sin–1 x ç¶
Áñ¶Ö ç¶ ìÅð¶ ç¼ÇÃÁÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔËÍ   y = cos x Áå¶ y = cos–1 x ç¶ Áñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð» 2.2 (i) Áå¶
(ii) Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

ÁÅÀ° Ô¹ä ÁÃÆº cosec–1x Áå¶ sec–1x Óå¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

ÇÚ¼åð 2-2 (ii)ÇÚ¼åð 2-2 (i)



42        ×Çäå

ÇÕÀ°ºÇÕ cosec x = 
1

sin x
, ÇÂÃ ñÂÆ cosec ëñé çÅ êÌ»å ÃîÈÔ {x : x ∈ R Áå¶ x ≠ nπ,

n ∈ Z} ÔË  Áå¶ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ {y : y  ∈ R,  y ≥ 1 Ü» y ≤ –1}, íÅò, Ãî ÈÔ
R – (–1, 1) ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÔË ÇÕ y = cosec x, –1 < y < 1 ù Û¼â Õ¶ Ô¯ð ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ»
ù ñËºçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÔ π ç¶ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ (Integral) ×¹äÜ» ñÂÆ êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ Ü¶Õð ÁÃÆº

cosec ëñé ç¶ êÌ»å ù Á³åðÅñ ,
2 2
π π −  

– {0}, Çò¼Ú ÃÆÇîå Õð ç¶ÂÆÂ¶ å» ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ
Áå¶ Á½éàÈ ëñé Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R – (– 1, 1). Ô¹¿çÅ ÔËÍ çðÁÃñ cosec ëñé,

Á³åðÅñ»  
3 , { }
2 2

− π −π  − −π  
, ,

2 2
−π π 

  
 – {0}, 

3, { }
2 2
π π  − π  

 ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ

ÃÆÇîå Ô¯ä å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ  R – (–1, 1) Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·»
cosec–1 ÇÂ¼Õ¯ ÇÜÔ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå Ô¯ ÃÕçÅ ÔË ÇÜÃ çÅ êÌ»å R – (–1, 1) ÔË Áå¶ ÇòÃæÅð

Á³åðÅñ» a , {0}
2 2

−π π  −  
,

3 , { }
2 2

− π −π  − −π  
, 

3, { }
2 2
π π  − π  

ÁÅÇç Çò¼Úº̄ Õ¯ÂÆ òÆ ÇÂ¼Õ Ô¯ ÃÕçÅ

ÔËÍ ÇòÃæÅð  , {0}
2 2

−π π  −  
ç¶ Ã¿×å ëñé ù cosec–1  çÆ î¹¼Ö ôÅÖÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ù ÁÃÆº î¹¼Ö

ôÅÖÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» :

ÇÚ¼åð : 2-3 (i) ÇÚ¼åð : 2-3 (ii)
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cosec–1  : R – (–1, 1) → , {0}
2 2

−π π  −  

y = cosec x Áå¶ y = cosec–1 x ç¶ ÁÅñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð 2-3 (i), (ii) Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» sec x = 
1

cos x
, y = sec x çÅ êÌ»å ÃîÈÔ R – {x : x = (2n + 1) 

2
π

, n ∈ Z} ÔË Áå¶

ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R – (–1, 1) ÔËÍ ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ sec (secant) ëñé–1 < y < 1 ù Û¼â Õ¶ Ô¯ð ÃÅð¶

òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ» ù ñËºçÅ (Assumes) ÔË Áå¶ ÇÂÔ
2
π

 ç¶ à»Õ ×¹äÜ» ñÂÆ êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ Ü¶Õð

ÁÃÆº secant  ëñé ç¶ êÌ»å ù Á³åððÅñ [0, π] – { 
2
π

}, Çò¼Ú  ÃÆÇîå Õð ç¶ÂÆÂ¶ å» ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-

ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R – (–1, 1) Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú secant ëñé

Á³åðÅñ» a [–π, 0] – {
2

−π
}, [0, ] –

2
π π  

 
, [π, 2π] – { 3

2
π } ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ ÃÆÇîå

Ô¯ä å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ ÇòÃæÅð  R–  (–1, 1) Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ sec–1 ÇÂ¼Õ
ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå Ô¯ ÃÕçÅ ÔË ÇÜÃ çÅ êÌ»å (–1, 1) Ô¯ò¶ Áå¶ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð

Á³åðÅñ» [– π, 0] – {
2

−π
}, [0, π] – {

2
π

}, [π, 2π] – {
3
2
π

} ÁÅÇç Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ òÆ Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇÂé·» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ Á³åðÅñ ç¶ Ã¿×å ÃÅù  ëñé sec–1  çÆ ò¼Ö-ò¼Ö ôÅÖÅò» êÌÅêå Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ À°Ô

ôÅÖÅ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð  [0, π] – {
2
π

} Ô¹¿çÅ ÔË, ëñé sec–1 çÆ î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ù
ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖÆ åð·» çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» :

sec–1 : R – (–1,1) → [0, π] – {
2
π

}

y = sec x Áå¶  y = sec–1 x ç¶ Áñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð» 2.4 (i), (ii) Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ Á³å
Çò¼Ú, Ô¹ä ÁÃÆº  tan–1 Áå¶ cot–1 Óå¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ, (tangent ëñé) çÅ êÌ»å ÃîÈÔ {x : x ∈ R Áå¶ x ≠ (2n +1)
2
π

, n ∈ Z} ÔË

Áå¶ ÇòÃæÅð R ÔË Í ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ tangent ëñé 
2
π

 ç¶ à»Õ ×¹äÜ» ñÂÆ êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ
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 Ü¶Õð ÁÃÆº tangent ëñé ç¶ êÌ»å ù Á³åðÅñ ,
2 2

−π π 
 
 

 Çò¼Ú ÃÆÇîå Õð ç¶ÂÆÂ¶ å» ÇÂÔ ÇÂ¼Õ

ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ Ô¯ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú, tangent ëñé Á³åðÅñ»

3 ,
2 2

− π −π 
 
 

, ,
2 2

−π π 
 
 

, 
3,

2 2
π π 

 
 

 ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ ÃÆÇîå Ô¯ä å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ

Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÕðÕ¶ tan–1 ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú

êÇðíÅÇôå Ô¯ ÃÕçÅ ÔË, ÇÜÃçÅ êÌ»å R Ô¯ò¶ Áå¶ ÇòÃæÅð Á³åðÅñ» 
3 ,
2 2

− π −π 
 
 

, ,
2 2

−π π 
 
 

,

3,
2 2
π π 

 
 

 ÁÅÇç Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ òÆ Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÔé» Á³åðÅñ» ðÅÔÆº ëñé tan–1 çÆ ò¼Ö-ò¼Ö ôÅÖÅò»

ÇîñçÆÁ» ÔéÍ À°Ô ôÅÖÅ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð ,
2 2

−π π 
 
 

 Ô¹¿çÅ ÔË, ëñé tan–1 çÆ î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ

ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð  :

tan–1 : R → ,
2 2

−π π 
 
 

ÇÚ¼åð 2-4 (ii)ÇÚ¼åð 2-4 (i)
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y = tan x Áå¶ y = tan–1x ç¶ Áñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð 2.5 (i), (ii) Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ (cotangent ëñé) çÅ êÌ»å ÃîÈÔ {x : x ∈ R Áå¶ x ≠  nπ,

n ∈ Z} ÔË Áå¶ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R ÔËÍ ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ cotangent ëñé, π ç¶ Ã¿êÈðé ×¹äÜ» ñÂÆ
êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

ÇÚ¼åð 2-6 (i) ÇÚ¼åð 2-6 (ii)

ÇÚ¼åð 2-5 (i) ÇÚ¼åð 2-5 (ii)
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  Ü¶Õð ÁÃÆº cotangent ëñé ç¶ êÌ»å ù Á³åðÅñ (0, π)  Çò¼Ú ÃÆÇîå Õð ç¶ÂÆÂ¶ å» ÇÂÔ
ÇòÃæÅð R  òÅñÅ ÇÂ¼Õ, ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ ëñé Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú cotangent ëñé Á³åðÅñ»
(–π, 0), (0, π), (π, 2π) ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ ÃÆÇîå Ô¯ä å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ À°Ã
çÅ ÇòÃæÅð R Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú cot –1 ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå Ô¯ ÃÕçÅ ÔË ÇÜÃ
çÅ êÌ»å R Ô¯ò¶ Áå¶ ÇòÃæÅð Á³åðÅñ» (–π, 0), (0, π), (π, 2π) ÁÅÇç Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ òÆ Ô¯ò¶Í ÇÂé·»
Á³åðÅñ» å¯º ëñé cot –1  çÆ ò¼Ö-ò¼Ö ôÅÖÅò» êÌÅêå Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ À¹Ô ôÅÖÅ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð (0, π)
Ô¹¿çÅ ÔË, ëñé cot –1 çÆ î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ ÕÇÔñÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» :

cot–1 : R → (0, π)
y = cot x Áå¶ y = cot–1x ç¶ Áñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð 2.6 (i), (ii) Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ Ô¶á ÇñÖÆ

ÃÅðäÆ Çò¼Ú À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ù À°Ôé» ç¶ êÌ»å» Áå¶ ÇòÃæÅð éÅñ ê¶ô ÕÆåÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

sin–1 : [–1, 1] → ,
2 2
π π −  

cos–1 : [–1, 1] → [0, π]

cosec–1 : R – (–1,1) → ,
2 2
π π −  

– {0}

sec–1 : R – (–1, 1) → [0, π] – { }
2
π

tan–1 : R → ,
2 2

−π π 
 
 

cot–1 : R → (0, π)

AÇà¼êäÆ

1. sin–1x å¯º (sin x)–1  çÅ íðî éÔÆº Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅÍ ÁÃñ Çò¼Ú (sin x)–1 = 
1

sin x
 Áå¶ ÇÂÔ

å¼æ Ô¯ð ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ
2. Üç¯º òÆ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» çÆ ÇÕÃ¶ ôÅÖÅ (ÖÅÃ) ç¶ ìÅð¶ éÅ ç¼ÇÃÁÅ Ô¯ò¶, å» ÃÅâÅ íÅò

À°Ã ëñé çÆ î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ å¯º Ô¹¿çÅ ÔËÍ
3. ÇÕÃ¶ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé çÅ À°Ô î¹¼ñ ÇÜÔóÅ À°ÃçÆ î¹¼Ö ôÅÖÅ Çò¼Ú ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔË, À°ñà

ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ (Principal value) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
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Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðä» Óå¶ ÇòÚÅð Õð»×¶ :

À°çÅÔðä 1 sin–1 
1
2

 
 
 

 çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ sin–1 
1
2

 
 
 

= y. ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ sin y = 
1
2

 ÔËÍ

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ sin–1 çÆ î¹¼Ö ôÅÖÅ çÅ ÇòÃæÅð ,
2 2

−π π 
    Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ sin

4
π 

 
 

= 
1
2 ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ sin–1 
1
2

 
 
 

 çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ 
4
π

 ÔËÍ

À°çÅÔðä  2  cot–1 1
3

− 
 
 

çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ cot–1 
1
3

− 
 
 

 = y ÔË, å»

1cot cot
33

y − π = = −   
 = cot

3
π π − 

 
 = 

2cot
3
π 

 
 

 ÔËÍ

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ cot–1 çÆ î¹¼Ö ôÅÖÅ çÅ ÇòÃæÅð (0, π) Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ cot 
2
3
π 

 
 

= 
1
3

− ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ cot–1 
1
3

− 
 
 

 çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ 
2
3
π

 ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ B.A
Ô¶á ÇñÇÖÁ» ç¶ î¹¼Ö î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

1. sin–1 
1
2

 − 
 

2. cos–1 
3

2
 
  
 

3. cosec–1 (2)

4. tan–1 ( 3)− 5. cos–1 
1
2

 − 
 

6. tan–1 (–1)
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7. sec–1 
2
3

 
 
 

8. cot–1 ( 3) 9. cos–1 
1
2

 − 
 

10. cosec–1 ( 2− )
Ô¶á ÇñÇÖÁ» ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

11. tan–1(1) + cos–1 
1
2

 − 
 

 + sin–1 
1
2

 − 
 

12. cos–1
1
2

 
 
 

 + 2 sin–1 
1
2

 
 
 

13. Ü¶Õð sin–1 x = y, ÔË, å»

(A) 0 ≤ y ≤ π (B)
2 2

yπ π
− ≤ ≤

(C) 0 <  y < π (D)
2 2

yπ π
− < <

14. tan–1 ( )13 sec 2−− −  çÅ î¹¼ñ ìðÅìð ÔË :

(A) π (B)
3
π

− (C)
3
π

(D) 2
3
π

2.3   À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé ç¶ ×¹ä (Properties of Inverse Trigonometric
Functions)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶ Õ°Þ ×¹ä» ù ÇÃ¼è Õð»×¶Í ÇÂ¼æ¶ ÇÂÔ ç¼Ã ç¶äÅ ÚÅÔÆçÅ
ÔË ÇÕ ÇÂÔ ÃÅð¶ éåÆÜ¶, Ã¿×å À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» çÆ î¹¼Ö ôÅÖÅò» ç¶ Á³åð×å  ÔÆ ÃÔÆ (Valid)
Ôé, ÇÜ¼æ¶ òÆ À°Ô êÇðíÅÇôå ÔéÍ Õ°Þ éåÆÜ¶, À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶ êÌ»å» ç¶ ÃÅð¶ î¹¼ñ» ñÂÆ
ÃÔÆ éÔÆº òÆ Ô¯ ÃÕç¶ ÔéÍ ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂÔ À°é·» Õ°Þ î¹¼ñ» ñÂÆ ÃÔÆ Ô¯ä×¶, ÇÜé·» ñÂÆ À°ñà
ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé êÇðíÅÇôå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÁÃÆº êÌ»å ç¶ ÇÂÔé» î¹¼ñ» ç¶ ò¶ðò¶ (Details) å¶ ÇòÚÅð éÔÆº
Õð»×¶ ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ÚðÚÅ (Discussion) ÇÂÃ êÅá ê¹ÃåÕ ç¶ Ö¶åð å¯º ìÅÔð ÔËÍ

ïÅç Õð¯ ÇÕ, Ü¶Õð y = sin–1x Ô¯ò¶ å» x = sin y Áå¶ Ü¶Õð x = sin y Ô¯ò¶ å» y = sin–1x Ô¹¿çÅ
ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ ç¶ Ãîå°¼ñ (Equivalent) ÔË ÇÕ

sin (sin–1 x) = x, x ∈ [– 1, 1] Áå¶ sin–1 (sin x) = x, x ∈ ,
2 2
π π −  

Ô¯ð ê³Ü À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶
Õ°Þ ×¹ä» ù ÇÃ¼è Õð»×¶Í
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1. (i) sin–1 
1

x
= cosec–1 x, x ≥ 1 Ü»  x ≤ – 1

(ii) cos–1 
1

x
 = sec–1x, x ≥ 1 Ü»  x ≤ – 1

(iii) tan–1 
1

x
= cot–1 x, x > 0

êÇÔñ¶ éåÆÜ¶ ù ÇÃ¼è Õðé ñÂÆ ÁÃÆº cosec–1 x = y î³é ñËºç¶ Ô», íÅò
x = cosec y

ÇÂÃ åð·»
1
x

 = sin y

ÇÂÃ åð·» sin–1 
1
x

= y

Ü» sin–1 
1
x

 = cosec–1 x

ÇÂÃ êÌÕÅð ÁÃÆº ìÅÕÆ ç¯ íÅ×» ù ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô»Í
2. (i) sin–1 (–x) = – sin–1 x, x ∈ [– 1, 1]

(ii) tan–1 (–x) = – tan–1 x, x ∈ R
(iii) cosec–1 (–x) = – cosec–1 x, | x | ≥ 1

î³é ñÀ° ÇÕ sin–1 (–x) = y, íÅò –x = sin y ÇÂÃ ñÂÆ x = – sin y, íÅò
x = sin (–y).
ÇÂÃ ñÂÆ sin–1 x = – y = – sin–1 (–x)

ÇÂÃ êÌÕÅð sin–1 (–x) = – sin–1x

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ìÅÕÆ ç¯ íÅ×» ù ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô»Í
3. (i) cos–1 (–x) = π – cos–1 x, x ∈ [– 1, 1]

(ii) sec–1 (–x) = π – sec–1 x, | x | ≥ 1
(iii) cot–1 (–x) = π – cot–1 x, x ∈ R
î³é ñÀ° ÇÕ cos–1 (–x) = y  íÅò  – x = cos y ÇÂÃ ñÂÆ  x = – cos y = cos (π – y)

ÇÂÃ ÕðÕ¶ cos–1 x = π – y = π – cos–1 (–x)

ÇÂÃ ñÂÆ cos–1 (–x) = π – cos–1 x
ÇÂÃ êÌÕÅð ÁÃÆº Ô¯ð íÅ×» ù òÆ ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô»Í
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4. (i) sin–1 x + cos–1 x = 
2
π

, x ∈ [– 1, 1]

(ii) tan–1 x + cot–1 x = 
2
π

, x ∈ R

(iii) cosec–1 x + sec–1 x = 
2
π

, | x | ≥ 1

î³é ñÀ° ÇÕ sin–1 x = y, å» x = sin y = cos 2
yπ − 

 

ÇÂÃ ñÂÆ cos–1 x =  
2

yπ
−  =  –1sin

2
xπ

−

ÇÂÃ åð·» sin–1 x + cos–1 x = 
2
π

ÇÂÃ êÌÕÅð ÁÃÆº Ô¯ð íÅ×» ù òÆ ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô»Í

5. (i) tan–1x + tan–1 y = tan–1 +
1
x y
– xy

, xy < 1

(ii) tan–1x – tan–1 y = tan–1 
1
x – y
+ xy

, xy > – 1

(iii) 2tan–1x = tan–1 
2

2
1

x
– x

, | x | < 1

Ô¹ä tan–1 x = θ ÔË Áå¶  tan–1 y = φ ÔË å» x = tan θ Áå¶ y = tan φ ÔËÍ

Ô¹ä
tan tantan( )

1 tan tan 1
x y

xy
θ + φ +

θ + φ = =
− θ φ −

ÇÂÃ ñÂÆ θ + φ = tan–1
1
x y

xy
+

−

ÇÂÃ êÌÕÅð tan–1 x + tan–1 y = tan–1 1
x y

xy
+

−

À°êð¯Õå Çç¼å¶ éåÆÜ¶ Çò¼Ú Ü¶Õð  y ù – y  ðÅÔÆº êÌåÆÃæÅÇêå (Replace) ÕðÆÂ¶ å» ÃÅù çÈÜÅ
éåÆÜÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ y ù x ðÅÔÆº ìçñÆ Õðé å¶ åÆÜÅ éåÆÜÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ



À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé       51

6. (i) 2tan–1 x = sin–1 2
2

1
x

+ x
, | x | ≤ 1

(ii) 2tan–1 x = cos–1 
2

2
1
1

– x
+ x

, x ≥ 0

î³é ñÀ° ÇÕ  tan–1 x = y, å» x = tan y ÔËÍ

Ô¹ä sin–1 2
2

1
x
x+

 = sin–1 2
2 tan

1 tan
y

y+

= sin–1 (sin 2 y) = 2 y = 2 tan–1 x

ÇÂÃ êÌÕÅð cos–1 
2

2
1
1

x
x

−
+

 = cos–1 
2

2
1 tan
1 tan

y
y

−
+  = cos–1 (cos 2y) = 2y = 2tan–1 x

Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðä» å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í

À°çÅÔðä 3 çðÃÅÀ° ÇÕ :

(i) sin–1 ( )22 1x x−  = 2 sin–1 x, 
1 1
2 2

x− ≤ ≤

(ii) sin–1 ( )22 1x x−  = 2 cos–1 x, 
1 1
2

x≤ ≤

Ô¼ñ :
(i) î³é ñÀ° ÇÕ x = sin θ å»  sin–1 x = θ ÔË, ÇÂÃ ÕðÕ¶,

sin–1 ( )22 1x x−  = sin–1 ( )22sin 1 sinθ − θ

= sin–1 (2sinθ cosθ) = sin–1 (sin2θ) = 2θ

= 2 sin–1 x
(ii) î³é ñÀ° ÇÕ x = cos θ ÔË å» À°µå¶ Çç¼åÆ ÇòèÆ çÅ òðå¯º ðÅÔÆº ÃÅù

sin–1 ( )22 1x x− =  2 cos–1 x êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä D.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ :   tan–1 –1 –11 2 3tan tan
2 11 4

+ =
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Ô¼ñ :  ×¹ä 5 (i), ðÅÔÆº,

Ö¼ìÅ ê¼Ö  = –1 –11 2tan tan
2 11

+    –1 1

1 2
152 11tan tan1 2 201

2 11

−
+

= =
− ×

 = 1 3tan
4

− = Ã¼ÜÅ ê¼Ö

À°çÅÔðä E.  1 costan
1 sin

x
x

−  
  −

, 3
2 2

− π π
− < <x  ù Ãí å¯º Ãðñ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯Í

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ

2 2

1 –1

2 2

cos sincos 2 2tan tan
1 sin cos sin 2sin cos

2 2 2 2

x x
x

x x x xx
−

 −   =   −   + −
 

= –1

2

cos sin cos sin
2 2 2 2tan

cos sin
2 2

x x x x

x x

   + −      
  −    

= –1
cos sin

2 2tan
cos sin

2 2

x x

x x

 + 
 
 −
 

 –1
1 tan

2tan
1 tan

2

x

x

 + 
=  

 −
 

= –1tan tan
4 2 4 2

x x π π + = +    

çÈÜ¶ å½ð å¶,

–1 –1 –1

2sin sin
cos 2 2tan tan tan

21 sin 1 cos 1 cos
2 2

xx
x

xx x

   π π −   −              = =  π π −−         − − −            
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=
–1

2

2 22sin cos
4 4tan

22sin
4

x x

x

 π − π −   
        

π −  
    

= –1 2tan cot
4

x π − 
    

 
–1 2tan tan

2 4
x π π − = −    

= –1tan tan
4 2

x π +    
 

4 2
xπ

= +

À°çÅÔðä F. –1
2

1cot
1x

 
 

− 
, x  > 1 ù Ãí å¯º Ãðñ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ x = sec θ, å» 2 1x − = 2sec 1 tanθ − = θ

ÇÂÃ ñÂÆ –1
2

1cot
1x −

 = cot–1 (cot θ) = θ = sec–1 x ÇÜÔóÅ ñ¯óÆºçÅ Ãðñ ðÈê ÔËÍ

À°çÅÔðä G. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ tan–1 x + –1
2

2tan
1

x
x−

= tan–1 
3

2
3
1 3

x x
x

 −
 

− 
, 1| |

3
x <

Ô¼ñ : î¿é ñÀ° ÇÕ x = tan θ. å»  θ = tan–1 x ÔËÍ Ô¹ä :

Ã¼ÜÅ ê¼Ö =
3 3

–1 –1
2 2

3 3 tan tantan tan
1 3 1 3 tan

x x
x

   − θ − θ
=   

− − θ   

= tan–1 (tan3θ) = 3θ = 3tan–1 x = tan–1 x + 2 tan–1 x

= tan–1 x + tan–1  2
2

1
x
x−

  = Ö¼ìÅ ê¼Ö (ÇÕÀ°º?)

À°çÅÔðä H. cos (sec–1 x + cosec–1 x), | x | ≥ 1 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ cos (sec–1 x + cosec–1 x) = cos 
2
π 

 
 

= 0
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ÁÇíÁÅÃ B.B

Ô¶á» ÇñÇÖÁ» ù ÇÃ¼è Õð¯ :

1. 3sin–1 x = sin–1 (3x – 4x3), 
1 1– ,
2 2

x  ∈   

2. 3cos–1 x = cos–1 (4x3 – 3x), 1 , 1
2

x  ∈   

3. tan–1 1 12 7 1tan tan
11 24 2

− −+ =

4. 1 1 11 1 312 tan tan tan
2 7 17

− − −+ =

Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» ù Ãí å¯º Ãðñ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯ :

5.
2

1 1 1tan x
x

− + − , x ≠ 0 6.
1

2

1tan
1x

−

−
, |x | > 1

7. 1 1 costan
1 cos

x
x

−  −
  + 

, 0 < x < π 8. 1 cos sintan
cos sin

x x
x x

−  −
 + 

, 
3

4 4
x

π π−
< <

9. 1
2 2

tan x

a x
−

−
, |x | < a

10.
2 3

1
3 2

3tan
3

a x x
a ax

−  −
 

− 
, a > 0; 3 3

−
< <

a ax

Ô¶á ÇñÖ¶ Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

11. –1 –1 1tan 2cos 2sin
2

  
    

12. cot (tan–1a + cot–1a)

13.
2

–1 –1
2 2

1 2 1tan sin cos
2 1 1

x y
x y

 −
+ 

+ + 
, | x | < 1, y > 0 Áå¶ xy < 1
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14. Ü¶Õð sin 
–1 –11sin cos 1

5
x + = 

 
, å» x çÅ îÅé êåÅ Õð¯Í

15. Ü¶Õð –1 –11 1tan tan
2 2 4

x x
x x

− + π
+ =

− +
, å» x çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

ÁÇíÁÅÃ AF å¯º AH Çò¼Ú Çç¼å¶ Ôð¶Õ ÇòÁ³ÜÕ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

16. –1 2sin sin
3
π 

 
 

17. –1 3tan tan
4
π 

 
 

18.
–1 –13 3tan sin cot

5 2
 + 
 

19. 1 7cos cos
6

− π 
   dk eku cjkcj gS

(A)
7
6
π

(B)
5
6
π

(C)
3
π

(D)
6
π

20. 1 1sin sin ( )
3 2

−π − − 
 

 çÅ î¹¼ñ ÔË :

(A)
1
2

 ÔË (B)
1
3

  ÔË (C)
1
4

  ÔË (D) 1

21. 1 1tan 3 cot ( 3)− −− −  çÅ î¹¼ñ ÔË :

(A) π ÔË (B)
2
π

− ÔË (C) 0 ÔË (D) 2 3

ë¹àÕñ À°çÅÔðä

À°çÅÔðä  9 1 3sin (sin )
5

− π
çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ Í

Ô¼ñ :  ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ  1sin (sin )x x− =  Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ 1 3 3sin (sin )
5 5

− π π
=

êð,
3 ,
5 2 2
π π π ∉ −  

, ÇÜÔóÅ sin–1 x çÆ î¹¼Ö ôÅÖÅ ÔËÍ

çÅ î¹¼ñ ìðÅìð ÔË :



56        ×Çäå

Üçº̄ ÇÕ 3 3sin ( ) sin( )
5 5
π π

= π −  =
2sin
5
π

 Áå¶ 2 ,
5 2 2
π π π ∈ −  

ÇÂÃ ñÂÆ 1 3sin (sin )
5

− π
 = 1 2 2sin (sin )

5 5
− π π

=

À°çÅÔðä A@.  çðÃÅÀ° ÇÕ 1 1 13 8 84sin sin cos
5 17 85

− − −− =

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ 1 3sin
5

−  = x Áå¶  1 8sin
17

y− =

ÇÂÃ ñÂÆ sin x =
3
5

 Áå¶ 8sin
17

y =

Ô¹ä cos x = 2 9 41 sin 1
25 5

x− = − = (ÇÕÀ°º?)

Áå¶ cos y = 2 64 151 sin 1
289 17

y− = − =

ÇÂÃ êÌÕÅð cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y

=
4 15 3 8 84
5 17 5 17 85

× + × =

ÇÂÃ ñÂÆ x – y = 1 84cos
85

−  
  

ÇÂÃ ÕðÕ¶ 1 13 8sin sin
5 17

− −−  = 1 84cos
85

−

À°çÅÔðé AA.  çðÃÅÀ° ÇÕ 1 1 112 4 63sin cos tan
13 5 16

π− − −+ + =

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ  1 1 112 4 63sin , cos , tan
13 5 16

x y z− − −= = =

ÇÂÃ åð·» 12sin , cos
13

x y=  =
4 63, tan
5 16

z =

ÇÂÃ ñÂÆ 5cos , sin
13

x y=  =
3 12 3, tan tan
5 5 4

x y= =vkSjÁå¶
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Ô¹ä
tan tantan( )

1 tan tan
x yx y

x y
+

+ =
−  

12 3
635 4

12 3 161
5 4

+
= = −

− ×

ÇÂÃ ñÂÆ tan( ) tanx y z+ = −

íÅò tan (x + y) = tan (–z) Ü» tan (x + y) = tan (π – z)

ÇÂÃ ñÂÆ x + y = – z   Ü» x + y = π – z

ÇÕÀ°ºÇÕ x, y Áå¶ z èéÅåîÕ Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ x + y ≠ – z  (ÇÕÀ°º??)

ÇÂÃ ñÂÆ x + y + z = π  Ü» –1 –1 –112 4 63sin cos tan
13 5 16

π+ + =

À°çÅÔðä AB.  –1 cos sintan
cos sin

a x b x
b x a x

 −
 + 

 ù Ãðñ Õð¯ Ü¶Õð 
a
b

 tan x > –1

Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶,

–1 cos sintan
cos sin

a x b x
b x a x

 −
 + 

 = –1

cos sin
costan cos sin
cos

a x b x
b x

b x a x
b x

− 
 
 + 
 

 = –1
tan

tan
1 tan

a x
b

a x
b

 − 
 
 +
 

= –1 –1tan tan (tan )a x
b

− = –1tan a x
b

−

À°çÅÔðä AC. tan–1 2x + tan–1 3x = 
4
π

 ù Ãðñ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ tan–1 2x + tan–1 3x = 
4
π

Ü»
–1 2 3tan

1 2 3
x x

x x
 +
 − × 

 =
4
π

Ü» –1
2

5tan
1 6

x
x

 
 − 

 =
4
π
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ÇÂÃ ñÂÆ 2
5

1 6
x
x−

 = tan 1
4
π

=

Ü» 6x2 + 5x – 1 = 0 íÅò  (6x – 1) (x + 1) = 0

ÇÜÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ, x =
1
6

 Ü» x = – 1

ÇÕÀ°ºÇÕ x = – 1, Çç¼å¶ ÃîÆÕðä ù Ã¿å°ôà éÔÆº ÕðçÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ x = – 1  åº̄ ÃîÆÕðä çÅ Ö¼ìÅ

ê¼Ö ÇðäÅåîÕ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ Õ¶òñ 
1
6

x =  ÔËÍ

ÁÇèÁÅÇÂ B Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
Ô¶á ÇñÇÖÁ» ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

1.
–1 13cos cos

6
π 

 
 

2.
–1 7tan tan

6
π 

 
 

ÇÃ¼è Õð¯ :

3. –1 –13 242sin tan
5 7

= 4. –1 –1 –18 3 77sin sin tan
17 5 36

+ =

5. –1 –1 –14 12 33cos cos cos
5 13 65

+ = 6. –1 –1 –112 3 56cos sin sin
13 5 65

+ =

7. –1 –1 –163 5 3tan sin cos
16 13 5

= +

8. –1 1 1 11 1 1 1tan tan tan tan
5 7 3 8 4

− − − π
+ + + =

ÇÃ¼è Õð¯ :

9. –1 –11 1tan cos
2 1

xx
x

− =   +
, x ∈ [0, 1]

10. –1 1 sin 1 sincot
21 sin 1 sin

x x x
x x

 + + −
=  + − − 

, 0,
4

x π ∈ 
 

11. –1 –11 1 1tan cos
4 21 1

x x x
x x

 + − − π
= −  + + − 

, 
1 1
2

x− ≤ ≤  [Ã¿Õ¶å : x = cos 2θ ð¼Ö¯Í]
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12. 1 19 9 1 9 2 2sin sin
8 4 3 4 3

− −π
− =

Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õð¯ :

13. 2tan–1 (cos x) = tan–1 (2 cosec x) 14. –1 –11 1tan tan ,( 0)
1 2

x x x
x

−
= >

+
15. sin (tan–1 x), | x | < 1 ìðÅìð Ô¹¿çÅ ÔË :

(A)
21

x

x−
(B) 2

1

1 x−
(C)

2

1

1 x+
(D) 21

x

x+

16. Ü¶Õð sin–1 (1 – x) – 2 sin–1 x = 
2
π

, ÔË, å» x ìðÅìð ÔË :

(A) 0, 
1
2

(B) 1, 
1
2

(C) 0 (D)
1
2

17.
1 1tan tanx x y

y x y
− − −  −  + 

 çÅ î¹¼ñ ÔË :

(A)
2
π ÔËÍ (B)

3
π ÔËÍ (C)

4
π ÔËÍ (D)

3
4

− π
ÔËÍ

ÃÅð-Á³ô
® À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» (î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ) ç¶ êÌ»å Áå¶ ÇòÃæÅð Ô¶á ÇñÖÆ ÃÅðäÆ Çò¼Ú

ê¶ô ÕÆåÅ ÔË :
ëñé êÌ»å ÇòÃæÅð

(î¹¼Ö î¹¼ñ ôÅÖÅ)

y = sin–1 x [–1, 1] ,
2 2

−π π 
  

y = cos–1 x [–1, 1]  [0, π]

y = cosec–1 x R – (–1,1) ,
2 2

−π π 
  

– {0}

y = sec–1 x R – (–1, 1) [0, π] – { }
2
π
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y = tan–1 x R ,
2 2
π π − 

 

y = cot–1 x R (0, π)

® sin–1x å¯º (sin x)–1  çÅ íðî éÔÆº Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅÍ ÁÃñ Çò¼Ú (sin x)–1 = 
1

sin x
 Áå¶ ÇÂÃ

åð·» ÇÂÔ å¼æ Ô¯ð ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ñÂÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ
® ÇÕÃ¶ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé çÅ À°Ô î¹¼ñ, ÇÜÔóÅ À°ÃçÆ î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ Çò¼Ú ÃÇæå Ô¹¿çÅ

ÔË, À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ (Principal Value) ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
áÆÕ êÌ»å» ñÂÆ
® y = sin–1 x ⇒ x = sin y ® x = sin y  ⇒ y = sin–1 x

® sin (sin–1 x) = x ® sin–1 (sin x) = x

® sin–1 
1
x = cosec–1 x ® cos–1 (–x) = π – cos–1 x

® cos–1 
1
x  = sec–1x ® cot–1 (–x) = π – cot–1 x

® tan–1 
1
x = cot–1 x ® sec–1 (–x) = π – sec–1 x

® sin–1 (–x) = – sin–1 x ® tan–1 (–x) = – tan–1 x

® tan–1 x + cot–1 x = 
2
π

® cosec–1 (–x) = – cosec–1 x

® sin–1 x + cos–1 x = 
2
π

® cosec–1 x + sec–1 x = 
2
π

® tan–1x + tan–1y = tan–1 
1
x y

xy
+

−
, xy < 1 ® 2tan–1x  =  tan–1 2

21
x
x−

 |x | < 1

® tan–1x – tan–1y = tan–1 
1
x y

xy
−

+
, xy > –1

® 2tan–1 x = sin–1 2

2
1

x
x+

= cos–1 
2

2

1
1

x
x

−
+

, 0 ≤ x ≤ 1
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—v—

ÇÂÇåÔÅÃÕ é¯à
ÇÂÃ åð·» î³ÇéÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ ÇåzÕ¯äÇîåÆ çÅ ÁÇèÁËé Ãí å¯º êÇÔñ» íÅðå Çò¼Ú ô¹ðÈ

Ô¯ÇÂÁÅ ÃÆÍ ÁÅðÆÁÅí¼à  (476 ÂÆ.)] ìÌÔî×¹êå (598 ÂÆ.) íÅÃÕð êÇÔñÅ (600 ÂÆ.)
íÅÃÕð çÈÜÅ (1114 ÂÆ.) é¶ î¹¼Ö éåÆÜ¶ êÌÅêå ÕÆå¶ ÃÆÍ ÇÂÃ Ã¿êÈðé Ç×ÁÅé íÅðå å¯º î¼è
êÈðò Áå¶ ç¹ìÅðÅ À°µæ¯º ï±ð¯ê Ç×ÁÅÍ ï±éÅéÆÁ» é¶ òÆ ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ çÅ ÁÇèÁËé ô¹ðÈ ÕÆåÅ êð
À°Ôé» çÆ ÕÅðÜ ÇòèÆ ÇÂ³éÆ ì¶-ã¿×Æ ÃÆ, ÇÕ íÅðåÆ ÇòèÆ ç¶ êåÅ ñ¼× ÜÅä å¶ ÇÂÔ Ã¿êÈðé
Çòôò Çò¼Ú ÁêäÅÂÆ ×ÂÆÍ

íÅðå Çò¼Ú ÁÅè¹ÇéÕ ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé ÇÜò¶º ÇÕ ÇÕÃ¶ Õ¯ä çÆ Ç÷ÁÅçÅ Áå¶ (sine)
ëñé çÆ ÜÅä êÇÔÚÅä çÅ ò¶ðòÅ ÇÃè»å (Ã¿ÃÇ´å íÅôÅ Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ Ü¯Çåô ÕÅðÜ) Çò¼Ú
Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÜÃ çÅ ï¯×çÅé ×Çäå ç¶ ÇÂÇåÔÅÃ Çò¼Ú î¹¼Ö ÔËÍ

íÅÃÕð êÇÔñÅ (600 ÂÆ.) é¶  90° å¯º ò¼è Õ¯ä» ç¶ sine ç¶ î¹¼ñ ñÂÆ ÃÈåð Çç¼åÅ ÃÆÍ
Ã¯ñòÆº ôåÅìçÆ çÅ îÇñÁÅñî íÅôÅ Çò¼Ú sin (A + B) ç¶ ÇòÃæÅð çÆ ÇÂ¼Õ À°åêåÆ ÔËÍ 18°,
36°, 54°, 72°, ÁÅÇç ç¶ sine Áå¶ cosine ç¶ ô¹¼è î¹¼ñ íÅÃÕð çÈÜ¶ é¶ Çç¼å¶ ÔéÍ

sin–1 x, cos–1 x, ÁÅÇç ù sin x, Áå¶  cos x, ÁÅÇç çÆ Ü×·Å å¶ ÇÂÃå¶îÅñ Õðé çÅ
Ã¹ÞÅò Sir John F.W. Hersehel (1813 ÂÆ.) é¶ Çç¼åÅ ÃÆÍ À°ÚÅÂÆ Áå¶ çÈðÆ Ã¿ì¿Çèå êÌôé»
ç¶ éÅñ Thales (600 ÂÆ. êÈ.) çÅ é» ìÔ¹å é¶ó¶ å¯º Ü¹ÇóÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ À°Ôé» é¶ ÇîÃð ç¶
îÔÅé ÇêðÅÇîâ» çÆ À°ÚÅÂÆ çÅ îÅê ÕÆåÅ ÃÆÍ ÇÂÃ ñÂÆ À°Ôé» é¶ ÇÂ¼Õ Çç¼åÆ À°ÚÅÂÆ çÆ îçç
Ûó Áå¶ ÇêðÅÇîâ ç¶ êðÛÅò¶º ù îÅê Õ¶ À°Ôé» ç¶ Áé°êÅå» çÆ å°ñéÅ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅ ÃÆÍ
ÇÂÔ Áé°êÅå Ôé :

H
S

h
s

=  = tan (ÃÈðÜ çÅ Áò¦ì)

Thales é¶ Ãî¹¿çðÆ ÜÔÅ÷» ÇòÚÕÅð çÈðÆ êåÅ Õðé ñÂÆ ÃîðÈê Çåzí¹Ü» çÆÁ» í¹ÜÅò» ç¶
Áé°êÅå» çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅ ÃÆÍ À°ÚÅÂÆ Áå¶ çÈÜ¶ Ã¿ì¿èÆ êÌôé» çÅ Ô¼ñ ÃîðÈê Çåzí¹Ü» çÆ
îçç å¯º ê¹ðÅä¶ íÅðåÆ ÕÅðÜ» Çò¼Ú Çîñç¶ ÔéÍ


