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vAll Mathematical truths are relative and conditional — C.P. STEINMETZ v

4.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº îËÇàzÕÃ Áå¶ îËÇàzÕÃ» ç¶ ìÆÜ ×Çäå ç¶
Çòô¶ Çò¼Ú ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÁÃÆº ìÆÜ ×ÇäåÕ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù
îËÇàzÕÃ» ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°äÅ òÆ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ Áé°ÃÅð ÃîÆÕðä
çÆ êÌäÅñÆ

a1 x + b1 y = c1

a2 x + b2 y = c2

ù  1 1 1

2 2 2

a b cx
a b cy

    
=        

ç¶ ðÈê  Çò¼Ú çðÃÅ ÃÕç¶ Ô»Í Ô¹ä

ÇÂÔé» ÃîÆÕðäÅ çÆ êÌäÅñÆ çÅ Çòñ¼Öä (Unique) Ô¼ñ  ÔË Ü»
éÔÆº, ÇÂÃ ù a1 b2 – a2 b1 Ã¿ÇÖÁÅ ç¹ÁÅðÅ êåÅ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

(ïÅç Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð 1 1

2 2

a b
a b

≠   Ü»  a1 b2 – a2 b1 ≠ 0,  Ô¯ò¶ å»

ÃîÆÕðä» çÆ êÌäÅñÆ çÅ Ô¼ñ Çòñ¼Öä Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÂÔ Ã¿ÇÖÁÅ a1 b2 – a2 b1 Ü¯ ÃîÆÕðä» çÆ êÌäÅñÆ

Çòñ¼Öä Ô¼ñ êåÅ ÕðçÆ ÔË, À°Ô îËÇàzÕÃ 1 1

2 2
A

a b
a b

 
=  

 
 éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù A  çÅ

ÇâàðîÆéËºà Ü» det A ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇâàðîÆéËºà çÅ ÇÂ³ÜÆéÆÁÇð³×, ÇòÇ×ÁÅé, ÁðæôÅÃåð, ÃîÅÇÜÕ
ÇòÇ×ÁÅé ÁÅÇç Çò¼Ú ÇòÃåÇðå òðå¯º ÔËÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú, ÁÃÆº Õ¶òñ òÅÃåÇòÕ ÇÂ³çðÅÜ» ç¶ C ´î å¼Õ ç¶ ÇâàðîÆéËºà å¶
ÃÆÇîå ðÔ»×¶ Áå¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Çòô¶ôåÅò», ñØÈ (MINORS)
ÃÇÔ ×¹äéÖ³â (Cofacters) Áå¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õðé ñÂÆ ÇâàðîÆéËºà çÅ êÌï¯×, ÇÂ¼Õ
òð× ç¶ ÃÇÔÖ³âÜ Áå¶ À°ñà´î, ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆÁ» çÆ Ã¿×åÆ (Consistency) Áå¶ ÁÃ¿×åÆ

P.S. Laplace
(1749-1827)
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(Inconsistency) Áå¶ ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ç¶ À°ñà´î çÅ êÌï¯× ç¯ Ü» Çå¿é Úñ» ç¶ ð¶ÇÖÕ ÃîÆÕðä» ç¶ Ô¼ñ
çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í

4.2  ÇâàðîÆéËºà (Determinant)
ÁÃÆº n ´î ç¶ Ôð¶Õ òð× îËÇàzÕÃ A = [aij] ù ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ (òÅÃåÇòÕ Ü» ÇîôÇðå) ç¹ÁÅðÅ
Ã¿ì¿Çèå Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÜ¼æ¶ aij A  ij  ò» å¼å ÔËÍ  ÇÂÃ ù ÇÂ¼Õ ëñé çÆ åð·» Ã¯ÇÚÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË Ü¯ Ôð¶Õ
îËÇàzÕÃ ù ÇÂ¼Õ¯ ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ (òÅÃåÇòÕ Ü» ÇîôÇðå) éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÕðçÅ ÔËÍ

Ü¶Õð M òð× îËÇàzÕÃ» çÅ ÃîÈÔ ÔË,  k ÃÅðÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅò» a (òÅÃåÇòÕ Ü» ÇîôÇðå) çÅ ÃîÈÔ ÔË
Áå¶  f : M → K, f (A) = k, ç¶ ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ÔË Üç¯º ÇÕ A ∈ M Áå¶ k ∈ K å» f (A) , A
çÅ ÇâàðîÆéËºà ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ù  |A | Ü» det  A Ü» ∆  ç¹ÁÅðÅ òÆ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

Ü¶Õð A = 
a b
c d

 
 
 

, å» A  ç¶ ÇâàðîÆéËºà ù |A| = 
a b
c d  = det (A) ç¹ÁÅðÅ ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :
(i) îËÇàzÕÃ A ç¶ ñÂÆ,  |A | ù A çÅ ÇâàðîÆéËºà êó·ç¶ Ô»Í
(ii) Õ¶òñ òð× îËÇàzÕÃ» ç¶ ÇâàðîÆéËºà Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

4.2.1  ÇÂ¼Õ ´î ç¶ îËÇàzÕÃ çÅ ÇâàðîÆéËºà (Determinant of a matrix of order one)
î³ÇéÁÅ ÇÂ¼Õ ́ î çÅ îËÇàzÕÃ A = [a] Ô¯ò¶ å» A ç¶ ÇâàðîÆéËºà ù a ç¶ ìðÅìð êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÁðæÅå  |A | = a

4.2.2  ç¯ ´î ç¶ îËÇàzÕÃ çÅ ÇâàðîÆéËºà  (Determinant of a matrix of order two)

î³ÇéÁÅ 2 × 2 ´î çÅ îËÇàzÕÃ  A = 
11 12

21 22

a a
a a

 
 
 

 ÔËÍ

å» A ç¶ ÇâàðîÆéËºà ù ÇÂÃ åð·» êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

det (A) = |A| = ∆ =  = a11a22 – a21a12

À°çÅÔðä A. 
2 4
–1 2  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :   
2 4
–1 2  = 2 (2) – 4 (–1) = 4 + 4 = 8
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À°çÅÔðä B.   
1

– 1
x x

x x
+

 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : 
1

– 1
x x

x x
+

 = x (x) – (x + 1) (x – 1)  = x2 – (x2 – 1) = x2 – x2 + 1 = 1

4.2.3   Çå¿é ´î ç¶ îËÇàzÕÃ çÅ ÇâàðîÆéËºà (Determinant of a matrix of order
Three)
Çå¿é ́ î ç¶ îËÇàzÕÃ ç¶ ÇâàðîÆéËºà ù ç¯ ́ î» ç¶ îËÇàzÕÃ» Çò¼Ú çðÃÅ Õ¶ êåÅ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ
ÇâàðîÆéËºà çÅ ÇÂ¼Õ ÕåÅð (Ü» ÇÂ¼Õ æ¿î) ç¶ Áé°ÃÅð êÌÃÅð ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Çå¿é åðåÆì ç¶ ÇâàðîÆéËºà
ù Û¶ êÌÕÅð éÅñ êÌÃÅÇðå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, Çå¿é¯ ÕåÅð» a (R1, R2 Áå¶ R3) Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ Ã¿×å Áå¶ Çå¿éº̄
æ¿îÅ (C1, C2 Áå¶ C3) Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ Ã¿×å çðÃÅÂ¶ ×Â¶ êÌÃÅðä ÃîÅé éåÆÜÅ Çç³ç¶ Ôé ÇÜò¶º ÇÕ
ÇéîéÇñÖå ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú Ãêôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
òð× îËÇàzÕÃ A = [aij]3 × 3 , ç¶ ÇâàðîÆéËºà Óå¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í

ÇÜ¼æ¶       | A | = 21 22 23

31 32 33

11 12 13a a a
a a a
a a a

êÇÔñÆ ÕåÅð (R1) ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð (Expand)

 | A | = 21 22 23

31 32 33

a a a
a a a

11 12 13a a a

ê× A. R1 ç¶ êÇÔñ¶ Á³ô  a11 ù (–1)(1 + 1) íÅò 11[(–1) ]a esa vuqyXukas dk ;kxs  Áå¶ ÇâàðîÆéËºà |A|  çÆ
êÇÔñÆ ÕåÅð (R1) Áå¶ êÇÔñÅ æ¿î (C1) ç¶ Á³ô» ù ÔàÅÀ°ä éÅñ êÌÅêå ç¯ ́ î ç¶ ÇâàðîÆéËºà éÅñ
×¹ä» Õð¯ ÇÕÀ°ºÇÕ a11, R1 Áå¶ C1 Çò¼Ú ÃÇæå ÔË :

íÅò (–1)1 + 1 a11 
22 23

32 33

a a
a a

ê× B. ÇÕÀ°ºÇÕ  a12, R1 Áå¶ C2 Çò¼Ú ÃÇæå ÔË ÇÂÃ ñÂÆ R1 ç¶ çÈÃð¶ å¼å a12 ù (–1)1 + 2

íÅò 12[(–1) ]a esa vuqyXukas dk ;kxs  Áå¶ ÇâàðîÆéËºà | A | çÆ êÇÔñÆ ÕåÅð (R1) Áå¶ çÈÜ¶ æ¿î (C2) ù ÔàÅÀ°ä
éÅñ êÌÅêå ç¯ ́ î ç¶ ÇâàðîÆéËºà éÅñ ×¹äÅ Õð¯Í

ÁðæÅå (–1)1 + 2a12 
21 23

31 33

a a
a a

ê× C. ÇÕÀ°ºÇÕ a13, R1 Áå¶ C3 Çò¼Ú ÃÇæå ÔË ÇÂÃ ñÂÆ R1 ç¶ åÆÜ¶ å¼å ù (–1)1 + 3   íÅò
íÅò 13[(–1) ]a esa vuqyXukas dk ;kxs   Áå¶ ÇâàðîÆéËºà  | A | çÆ êÇÔñÆ ÕåÅð (R1) Áå¶ åÆÜ¶ æ¿î (C3) ù
ÔàÅÀ°ä éÅñ êÌÅêå ç¯ ́ î ç¶ ÇâàðîÆéËºà éÅñ ×¹äÅ Õð¯Í

Çò¼Ú Áé°ñ×» çÅ Ǖó

Çò¼Ú Áé°ñ×» çÅ Ǖó

Çò¼Ú Áé°ñ×» çÅ Ǖó
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íÅò (–1)1 + 3 a13 
21 22

31 32

a a
a a

ê× D. Ô¹ä A çÅ ÇâàðîÆéËºà íÅò | A | ç¶ êÃÅð ù À°êð¯Õå ê× 1] 2 Áå¶  3 ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå
Çå¿é¯º ê×» çÅ Ü¯ó ÕðÕ¶ ÇñÖ¯ íÅò

det A = |A| = (–1)1 + 1 a11 
22 23 21 231 2

12
32 33 31 33

(–1)
a a a a

a
a a a a

++

+ 21 221 3
13

31 32
(–1)

a a
a

a a
+

Ü» |A| = a11 (a22 a33 – a32 a23) – a12 (a21 a33 – a31 a23)
+ a13 (a21 a32 – a31 a22)

= a11 a22 a33 – a11 a32 a23 – a12 a21 a33 + a12 a31 a23 + a13 a21 a32

– a13 a31 a22 ... (1)

AÇà¼êäÆ  ÁÃÆº ÚÅð¯º ê×» çÅ ÇÂÕ¼áÅ êÌï¯× Õð»×¶Í

çÈÜÆ ÕåÅð (R2) ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð (Expand)

| A | =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

R2   ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé Óå¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

| A | = 12 13 11 132 1 2 2
21 22

32 33 31 33
(–1) (–1)

a a a a
a a

a a a a
+ ++

11 122 3
23

31 32
(–1)

a a
a

a a
++

= – a21 (a12 a33 – a32 a13) + a22 (a11 a33 – a31 a13)
– a23 (a11 a32 – a31 a12)

| A | = – a21 a12 a33 + a21 a32 a13 + a22 a11 a33 – a22 a31 a13 – a23 a11 a32

 + a23 a31 a12

= a11 a22 a33 – a11 a23 a32 – a12 a21 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32

– a13 a31 a22 ... (2)
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êÇÔñ¶ æ¿î (C1) ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð (Expand)

| A | =
12 13

22 23

32 33

a a
a a
a a

11

21

31

a
a
a

C1, ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé Óå¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

| A | =
22 23 12 131 1 2 1

11 21
32 33 32 33

(–1) ( 1)
a a a a

a a
a a a a

+ ++ −

+ 
12 133 1

31
22 23

(–1)
a a

a
a a

+

= a11 (a22 a33 – a23 a32) – a21 (a12 a33 – a13 a32) + a31 (a12 a23 – a13 a22)

| A | = a11 a22 a33 – a11 a23 a32 – a21 a12 a33 + a21 a13 a32 + a31 a12 a23

– a31 a13 a22

= a11 a22 a33 – a11 a23 a32 – a12 a21 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32

– a13 a31 a22 ... (3)

(1), (2) Áå¶ (3) å¯º Ãêôà ÔË ÇÕ |A | çÅ î¹¼ñ ìðÅìð ÔËÍ ÇÂÔ êÅáÕ» ç¶ ÁÇíÁÅÃ ç¶ ñÂÆ Û¼â
Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ À°Ô ÇÂÔ ÇÃ¼è Õðé ÇÕ |A| çÅ R3, C2  Áå¶ C3 ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð (1)] (2)
Áå¶ (3) å¯º êÌÅêå éåÆÇÜÁ» ç¶ ìðÅìð ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ù ÇÕÃ¶ òÆ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé å¶ ìðÅìð î¹¼ñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ
ÔËÍ

Çà¼êäÆ :
(i) ×äéÅ ù Ãðñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇâàðîÆéËºà çÅ À°Ã ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õð»×¶

ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÃëð» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÁÇèÕåî Ô¹¿çÆ ÔËÍ
(ii) ÇâàðîÆéËºà çÅ êÃÅðä Õðç¶ Ãî¶º (–1)i + j éÅñ ×¹ä» Õðé ç¶ ÃæÅé Óå¶ ÁÃÆº (i + j) ç¶ ÇÜÃå

Ü» à»Õ Ô¯ä ç¶ Áé°ÃÅð +1 Ü» –1 éÅñ ×¹ä» Õð ÃÕç¶ Ô»Í

(iii) î³é ñú  A = 
2 2
4 0

 
 
 

 Áå¶ B = 
1 1
2 0

 
 
 

å» ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕðéÅ Ãðñ ÔË ÇÕ

A = 2B. êð¿å±  |A | = 0 – 8 = – 8 Áå¶ |B | = 0 – 2 = – 2 ÔËÍ
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ÇèÁÅé Ççú ÇÕ |A | = 4 (– 2) = 22 |B | Ü» |A | = 2n |B |, ÇÜ¼æ¶ n = 2, òð× îËÇàzÕÃ A Áå¶
B çÅ ´î ÔËÍ
ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú Ü¶Õð A = kB, ÇÜ¼æ¶ A Áå¶ B òð× îËÇàzÕÃ» çÅ ´î n ÔË, åç | A| = kn | B
|, ÇÜ¼æ¶  n = 1, 2, 3 ÔËÍ

À°çÅÔðä C.  ÇâàðîÆéËºà ∆ = 
1 2 4

–1 3 0
4 1 0

  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ åÆÜ¶ æ¿î Çò¼Ú ç¯ ÇÂ³çðÅÜ ÇÃëð ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ åÆÜ¶ æ¿î (C3) ç¶ Áé°ÃÅð
êÃÅðä Óå¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

∆ =
–1 3 1 2 1 2

4 – 0 0
4 1 4 1 –1 3

+

= 4 (–1 – 12) – 0 + 0  = – 52

À°çÅÔðä D.  ∆ = 
0 sin – cos

– sin 0 sin
cos – sin 0

α α
α β

α β
 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : R1 ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé Óå¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

∆ =
0 sin –sin sin – sin 0

0 – sin – cos
– sin 0 cos 0 cos –sin

β α β α
α α

β α α β

= 0 – sin α (0 – sin β cos α) – cos α (sin α sin β – 0)
= sin α sin β cos α – cos α sin α sin β = 0

À°çÅÔðä E.   Ü¶Õð 
3 3 2

1 4 1
x

x
=  å» x çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ ÔË ÇÕ 
3 3 2

1 4 1
x

x
=

íÅò 3 – x2 = 3 – 8
íÅò x2 = 8

ÇÂÃ åð·» x = 2 2±
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ÁÇíÁÅÃ 4-1
êÌôé A Áå¶ B å¼Õ Çò¼Ú Çç¼å¶ ×Â¶ Ôð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

1.
2 4
–5 –1

2. (i)
cos – sin
sin cos

θ θ
θ θ

(ii)
2 – 1 – 1

1 1
x x x

x x
+

+ +

3. Ü¶Õð A = 
1 2
4 2

 
 
 

, å» ÇÃ¼è Õð¯  | 2A | = 4 | A |

4. Ü¶Õð A = 
1 0 1
0 1 2
0 0 4

 
 
 
  

 ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ | 3 A | = 27 | A |

5. ÇéîéÇñÖå ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

(i)
3 –1 –2
0 0 –1
3 –5 0

(ii)
3 – 4 5
1 1 –2
2 3 1

(iii)
0 1 2
–1 0 –3
–2 3 0

(iv)
2 –1 –2
0 2 –1
3 –5 0

6. Ü¶Õð A = 
1 1 –2
2 1 –3
5 4 –9

 
 
 
  

, ÔË, å»  | A | êåÅ Õð¯Í

7. x ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð

(i)
2 4 2 4
5 1 6

x
x

= (ii)
2 3 3
4 5 2 5

x
x

=
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8. Ü¶Õð 
2 6 2

18 18 6
x

x
=  ÔË å» x ìðÅìð ÔË :

(A) 6 (B) ± 6 (C) – 6 (D) 0

4.3 ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» (Properties of Determinants)
ÇêÛñ¶ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº ÇâàðîÆéËºà çÅ êÃÅðä ÕðéÅ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº ÇâàðîÆéËºà
çÆÁ» Õ°Þ Çòô¶ôåÅò» ù ÃÈÚÆ ì¼è Õð»×¶ ÇÜÃ éÅñ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î Çò¼Ú ÇÃëð çÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅò» ù
ÁÇèÕåî êÌÅêå Õðé éÅñ ÇÂÔé» çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ Ãðñ Ô¯ Ü»çÅ ÔË ÇÂÔ Çòô¶ôåÅò» ÇÕÃ¶ òÆ ́ î
ç¶ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔË êð¿å± ÁÃÆº Ö¹ç ù Õ¶òñ åÆÜ¶ ́ î å¼Õ ç¶ ÇâàðîÆéËºà å¼Õ ÃÆÇîå ð¼Ö»×¶Í
Çòô¶ôåÅ A. ÇÕÃ¶ ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ ÇÂÃ çÆÁ» ÕåÅð» Áå¶ æ¿î» ù À°Ã¶ ÔÆ ́ î Çò¼Ú ìçñä éÅñ
éÔÆº ìçñçÅÍ

êóåÅñ – î³é ñú ∆ = 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ =
2 3 1 3 1 2

1 2 3
2 3 1 3 1 2

b b b b b b
a a a

c c c c c c
− +

= a1 (b2 c3 – b3 c2) – a2 (b1 c3 – b3 c1) + a3 (b1 c2 – b2 c1)
∆ çÆÁ» ÕåÅð» ù æ¿îÅ Çò¼Ú ìçñä Óå¶ ÃÅù ÇâàðîÆéËºà

∆1 =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c

 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

∆1 ç¶ êÇÔñ¶ æ¿î ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
∆1 = a1 (b2 c3 – c2 b3) – a2 (b1 c3 – b3 c1) + a3 (b1 c2 – b2 c1)

ÇÂÃ åð·» : ∆ = ∆1

Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå ÇòÁÅÇÖÁÅ åº̄ Ãêôà ÔË ÇÕ Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔË å» det (A) = det (A′),
ÇÜ¼æ¶ A′, Α çÅ àz»Ãê¯÷ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ   Ü¶Õð Ri = i òÆº ÕåÅð Áå¶ Ci = i ò» æ¿î ÔË å» ÕåÅð» Áå¶ æ¿îÅ ç¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú
ìçñä ù ÁÃÆº êÌåÆÕÅåîÕ ðÈê Çò¼Ú  Ci ↔ Ri ÇñÖ»×¶Í

ÁÅú ÁÃÆº À°êð¯Õå Çòô¶ôåÅ çÆ À°çÅÔðä ç¹ÁÅðÅ êóåÅñ ÕðÆÂ¶Í



120       ×Çäå

À°çÅÔðä F.   ∆ = 
2 –3 5
6 0 4
1 5 –7

 ç¶ ñÂÆ Çòô¶ôåÅ A çÆ êóåÅñ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇâàðîÆéËºà çÅ êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé å¶,

∆ =
0 4 6 4 6 0

2 – (–3) 5
5 –7 1 –7 1 5

+

= 2 (0 – 20) + 3 (– 42 – 4) + 5 (30 – 0)
= – 40 – 138 + 150 = – 28

ÕåÅð» Áå¶ æ¿îÅ ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä Óå¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

∆1 =
2 6 1
–3 0 5
5 4 –7

     (êÇÔñ¶ æ¿î ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé Óå¶)

=
0 5 6 1 6 1

2 – (–3) 5
4 –7 4 –7 0 5

+

= 2 (0 – 20) + 3 (– 42 – 4) + 5 (30 – 0)
= – 40 – 138 + 150 = – 28

Ãêôà ÔË ∆ = ∆1
ÇÂÃ åð·» Çòô¶ôåÅ AÇÃ¼è Ô¯ÂÆÍ

Çòô¶ôåÅ B.  Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Õ¯ÂÆ ç¯ ÕåÅð» (Ü» æ¿îÅ) ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñ Çç¼åÅ
Ü»çÅ ÔË å» ÇâàðîÆéËºà çÅ ÇÚ¿é· ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ

êóåÅñ : î³é ñú  ∆ = 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

êÇÔñÆ Áå¶ ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»
∆ = a1 (b2 c3 – b3 c2) – a2 (b1 c3 – b3 c1) + a3 (b1 c2 – b2 c1)

êÇÔñÆ Áå¶ åÆÜÆ ÕåÅð» ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä íÅò R1↔R3  å¯º êÌÅêå éò» ÇâàðîÆéËºà
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∆1 =
1 2 3

1 2 3

1 2 3

c c c
b b b
a a a

ÔËÍ ÇÂÃ ù åÆÜÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé å¶
∆1  = a1 (c2 b3 – b2 c3) – a2 (c1 b3 – c3 b1) + a3 (b2 c1  – b1 c2)

=  – [a1 (b2 c3 – b3 c2) – a2 (b1 c3 – b3 c1) + a3 (b1 c2 – b2 c1)] êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÔ Ãêôà ÔË ÇÕ ∆1 = – ∆

ÇÂÃ åð·», ÁÃÆº ÇÕÃ¶ òÆ ç¯ æ¿îÅ ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä éÅñ À°Õå éåÆÜ¶ ù ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô»Í

AÇà¼êäÆ    ÁÃÆº ÕåÅð» ç¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä ù Ri ↔ Rj Áå¶ æ¿îÅ ç¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä
ù Ci ↔ Cj ç¶ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä G. Ü¶Õð ∆ = 
2 –3 5
6 0 4
1 5 –7

 ÔË å» Çòô¶ôåÅ B çÆ êóåÅñ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÁÃÆº êåÅ Õð Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ ∆ = 
2 –3 5
6 0 4
1 5 –7

 = – 28 (ò¶Ö¯ À°çÅÔðä F)

R2 Áå¶ R3 ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä éÅñ íÅò R2 ↔ R3 å¯º

∆1 =
2 –3 5
1 5 –7
6 0 4

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇâàðîÆéËºà ∆1 ù êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆1 =
5 –7 1 –7 1 5

2 – (–3) 5
0 4 6 4 6 0

+

= 2 (20 – 0) + 3 (4 + 42) + 5 (0 – 30)

= 40 + 138 – 150 = 28
Ãêôà ÔË ∆1 = – ∆
ÇÂÃ åð·» Çòô¶ôåÅ B ÇÃ¼è Ô¯ÂÆÍ
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Çòô¶ôåÅ C. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Õ¯ÂÆ ç¯ ÕåÅð» (Ü» æ¿î) ÃîÅé Ôé a (ÃÅð¶ Ã¿×å å¼å
ìðÅìð Ôé), å» ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ ÇÃøð Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÃìÈå :  Ü¶Õð ÁÃÆº ÇâàðîÆéËºà ∆ çÆÁ» ÃîÅé ÕåÅð» (Ü» æ¿î») ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñ Çç³ç¶ Ô» å»
∆ çÅ î¹¼ñ ìçñçÅ éÔÆº ÔËÍ
Áå¶ Çòô¶ôåÅ B ç¶ Áé°ÃÅð  ∆ çÅ ÇÚ¿é· ìçñ Ç×ÁÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ ∆ = – ∆
Ü» ∆ = 0
ÁÅú ÁÃÆº À°êð¯Õå Çòô¶ôåÅ çÆ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ç¹ÁÅðÅ êóåÅñ ÕðÆÂ¶Í

À°çÔÅðä H.  ∆ = 
3 2 3
2 2 3
3 2 3

 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð  (expand) Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ
∆ = 3 (6 – 6) – 2 (6 – 9) + 3 (4 – 6)

 = 0 – 2 (–3) + 3 (–2) = 6 – 6 = 0
ÇÂ¼æ¶ R1 Áå¶ R3 ÃîÅé ÔéÍ
Çòô¶¶ôåÅ D. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ Ôð¶Õ å¼å ù ÇÂ¼Õ ÁÚ¼ñ k, éÅñ
×¹ä» Õðç¶ Ô» å» À°Ã çÅ î¹¼ñ òÆ k éÅñ ×¹ä» Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

êóåÅñ : î³é ñú ∆ =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c

ÇÂÃ çÆ êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ å¼å» ù s k éÅñ ×¹äÅ Õðé Óå¶ êÌÅêå ÇâàðîÆéËºà ∆1 ÔË å»

∆1 =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

k a k b k c
a b c
a b c

êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ
∆1 = k a1 (b2 c3 – b3 c2) – k b1 (a2 c3 – c2 a3) + k c1 (a2  b3 – b2 a3)

= k [a1 (b2 c3 – b3 c2) – b1 (a2 c3 – c2 a3) + c1 (a2 b3 – b2 a3)] = k ∆

ÇÂÃ åð·»
1 1 1

2 2 2

3 3 3

k a k b k c
a b c
a b c

 = k 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c
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Çà¼êäÆ :
(i) ÇÂÃ Çòô¶ôåÅ ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿îÅ å¯º Ã»Þ¶ ×¹äéÖ³â

ù ìÅÔð Õ¼ã ÃÕç¶ Ô»Í
(ii) Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆ ÇÕÃ¶ ç¯ ÕåÅð» a (Ü» æ¿îÅa) ç¶ Ã¿×å å¼å ÃîÅé°êÅåÆ (À°Ã¶ ÔÆ

Áé°êÅå Çò¼Ú) ÔË åç À°Ã çÅ î¹¼ñ ÇÃëð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

∆ = 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b

k a k a k a
 = 0 (ÕåÅð» R1 Áå¶ R3 ÃîÅé°êÅåÆ Ôé)

À°çÅÔðä I.  ÇâàðîÆéËºà  
102 18 36

1 3 4
17 3 6

çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :   ÇèÁÅé Ççú ÇÕ 
6(17) 6(3) 6(6) 17 3 6102 18 36

1 3 4 1 3 4 6 1 3 4 0
17 3 6 17 3 6 17 3 6

= = =

(Çòô¶ôåÅ D Áå¶ Çòô¶ôåÅ C çÆ òðå¯º)
Çòô¶ôåÅ E.  Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶  ÃÅð¶ å¼å ç¯  (Ü» ò¼è) êç» ç¶ Ü¯óëñ
ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÂ¶ Ô¯ä å» ÇâàðîÆéËºà ù ç¯ (Ü» ò¼è) ÇâàðîÆéËºà» ç¶ Ü¯óëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ
ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ å½ð Óå¶ 
1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

+ λ + λ + λ

 = 
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

a a a
b b b b b b
c c c c c c

λ λ λ
+

êóåÅñ :   Ö¼ìÅ ê¼Ö  =
1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

+ λ + λ + λ

êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð êÌÃÅðä Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
∆ = (a1 + λ1) (b2 c3 – c2 b3) – (a2 + λ2) (b1 c3 – b3 c1)

+ (a3 + λ3) (b1 c2 – b2 c1)
= a1 (b2 c3 – c2 b3) – a2 (b1 c3 – b3 c1) + a3 (b1 c2 – b2 c1)
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+ λ1 (b2 c3 – c2 b3) – λ2 (b1 c3 – b3 c1) + λ3 (b1 c2 – b2 c1)
(êç» ù ÇòòÃÇæå Õðé Óå¶ )

 =
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

a a a
b b b b b b
c c c c c c

λ λ λ
+  = Ã¼ÜÅ ê¼Ö

ÇÂÃ åð·» çÈÜÆÁ» ÕåÅð» Áå¶ æ¿î» ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Çòô¶ôåÅò» çÆ êóåÅñ Õð ÃÕç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä A@.  çðÃÅú ÇÕ  2 2 2 0
a b c

a x b y c z
x y z

+ + + =

Ô¼ñ :   ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ 2 2 2
a b c

a x b y c z
x y z

+ + +   = 2 2 2
a b c a b c
a b c x y z
x y z x y z

+

(Çòô¶ÃåÅ E ç¶ ç¹ÁÅðÅ)
= 0 + 0 = 0 (Çòô¶ôåÅ E Áå¶ 4 çÅ êÌï¯× Õðé å¶)

Çò²ô¶ôåÅ F.  Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÇÕÃ¶ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ Ôð¶Õ å¼å Çò¼Ú, ÇÕÃ¶ çÈÃðÆ ÕåÅð Ü» æ¿î
ç¶ Ã¿×å å¼å» ç¶ ÃîÅé ×¹äÜ» ù Ü¯ó Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË å» ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ À°ÔÆ ðÇÔ³çÅ ÔËÍ íÅò Ü¶Õð
ÁÃÆº Ri  → Ri + kRj Ü» Ci → Ci + k Cj  çÅ êÌï¯× ÕðÆÂ¶ å» ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ À°ÔÆ ðÇÔ³çÅ ÔËÍ
êóåÅñ :

î³é ñú ∆ =
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

 Áå¶  ∆1 = 
1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 2 3

a k c a k c a k c
b b b
c c c

+ + +

,

ÇÜ¼æ¶ ∆1 Ã¿ÇÕÇðÁÅ R1 → R1 + kR3  ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº åÆÜÆ ÕåÅð  (R3) ç¶ å¼å» ù ÁÚ¼ñ k éÅñ ×¹ä» ÕðÕ¶ Áå¶ À°Ã ù êÇÔñÆ ÕåÅð (R1) ç¶
Ã¿×å å¼å» Çò¼Ú Ü¯óç¶ Ô»Í
êÌåÆÕÅåîÕ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ù ÇÂÃ åð·» ÇñÖç¶ Ô» ÇÕ  R1 → R1 + k R3
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ÇÂÃ åð·» êÌÅêå ÔË

∆1 =
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

a a a k c k c k c
b b b b b b
c c c c c c

+  (Çòô¶ôåÅ E ç¶ ç¹ÁÅðÅ)

= ∆ + 0 (Üç¯º ÇÕ R1 Áå¶ R3 ÃîÅé°êÅåÆ Ôé)
ÇÂÃ åð·» ∆ = ∆1

Çà¼êäÆ :
(i) Ü¶Õð ÇâàðîÆéËºà ∆ Çò¼Ú Ri → kRi  Ü» Ci → kCi ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå ÇâàðîÆéËºà ∆1

ÔË å» ∆1 = k∆.
(ii) Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ê× Çò¼Ú Ri → Ri + kRj òð×ÆÁ» Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ ÇÂ¼Õ åº̄ òè¶ð¶ òÅð êÌï¯× ÕðéÅ

Ô¯ò¶ å» ÇèÁÅé ç¶äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË ÇÕ êÇÔñÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ éÅñ êÌíÅÇòå ÕåÅð çÅ Ô¯ð Ã¿ÇÕÇðÁÅò»
Çò¼Ú êÌï¯× éÔÆº Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅÍ áÆÕ ÇÂÃ¶ åð·» çÆ Çà¼êäÆ æ¿î» çÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Çò¼Ú êÌï¯× ÕÆåÆ
Ü»çÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä AA.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ∆ = 32 3 2 4 3 2
3 6 3 10 6 3

a a b a b c
a a b a b c a
a a b a b c

+ + +
+ + + =
+ + +

Ô¼ñ :   ÇâàðîÆéËºà ∆ Çò¼Ú R2 → R2 – 2R1 Áå¶ R3 → R3 – 3R1 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå
Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ = 0 2
0 3 7 3

a a b a b c
a a b
a a b

+ + +
+
+

ÇÂÃ åð·» R3 → R3 – 3R2 , çÅ êÌï¯× Õðé éÅñ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ = 0 2
0 0

a a b a b c
a a b

a

+ + +
+

C1 ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé Óå¶

∆ =
2

0
a a b

a
a
+

 + 0 + 0

= a (a2 – 0) = a (a2) = a3 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
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À°çÅÔðä AB.  ÇòÃæÅð ÕÆå¶ Çìé» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

∆ = 0
1 1 1

x y y z z x
z x y
+ + +

=

Ô¼ñ :  ∆ Çò¼Ú R1 → R1 + R2 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»Í

∆ =
1 1 1

x y z x y z x y z
z x y

+ + + + + +

Ô¹ä R1 Áå¶ R3 ç¶ Á³ô ÃîÅé°êÅåÆ ÔéÍ
ÇÂÃ ñÂÆ ∆ = 0

À°çÅÔðä AC.  ÇéîéÇñÖå çÅ îÅé êåÅ Õð¯ :

∆ =
1
1
1

a bc
b ca
c ab

Ô¼ñ :  R2 → R2 – R1 Áå¶ R3 → R3 – R1, çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»

∆ =
1
0 ( )
0 ( )

a bc
b a c a b
c a b a c

− −
− −

R2 Áå¶ R3 Çò¼Ú¯º ́ îòÅð (b – a) Áå¶ (c – a) Ã»ÞÅ ×¹äéÖ³â ìÅÔð Õ¼ãä éÅñ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶
Ô» ÇÕ

∆ =
1

( ) ( ) 0 1 –
0 1 –

a bc
b a c a c

b
− −

= (b – a) (c – a) [(– b + c)] (êÇÔñ¶ æ¿î ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé å¶)
= (a – b) (b – c) (c – a)
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À°çÅÔðä AD.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 4
b c a a

b c a b abc
c c a b

+
+ =

+

Ô¼ñ : î³é ñú

∆ =
b c a a

b c a b
c c a b

+
+

+

ÇâàðîÆéËºà Óå¶  R1 → R1 – R2 – R3 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ =
0 –2 –2c b
b c a b
c c a b

+
+

R1 ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶¶ Ô» ÇÕ

∆ = 0 – (–2 )
c a b b b

c
c a b c a b
+

+ +  (–2 )
b c a

b
c c

+
+

= 2 c (a b + b2 – bc) – 2 b (b c – c2 – ac)
= 2 a b c + 2 cb2 – 2 bc2 – 2 b2c + 2 bc2 + 2 abc
= 4 abc

À°çÅÔðä AE.  Ü¶Õð x, y, z Çí¿é Ô¯ä Áå¶ 

2 3

2 3

2 3

1

1 0

1

x x x

y y y

z z z

+

∆ = + =

+

,

íÅò  x ≠ y ≠ z
å» çðÃÅú ÇÕ  1 + xyz = 0

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ∆ = 

2 3

2 3

2 3

1

1

1

x x x

y y y

z z z

+

+

+

∆ =

2 2 3

2 2 3

2 2 3

1

1

1

x x x x x

y y y y y

z z z z z

+  (Çòô¶ôåÅ E ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ)
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=

2 2

2 2 2

2 2

1 1

( 1) 1 1

1 1

x x x x

y y xyz y y

z z z z

− +  (êÇÔñ¶ ÇâàðîÆéËºà Çò¼Ú C3↔ C2 Áå¶ C1 ↔

C2  ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ)

=

2

2

2

1

1 (1 )

1

x x

y y xyz

z z

+  Áå¶ çÈÃð¶ ÇâàðîÆéËºà Çò¼Ú R1,R2 Áå¶ R3 Çò¼Úº̄ ́ îòÅð  x, y Áå¶ z

   = ( )

2

2 2

2 2

1

1 0

0

x x

xyz y x y x

z x z x

+ − −

− −

(R2→R2– R1 Áå¶ R3 → R3–R1  çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶)

R2  éÅñ (y – x) Áå¶ R3 éÅñ (z – x) Ã»ÞÅ ×¹äéÖ³â ìÅÔð ð¼Öä Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

∆ =

21
(1+ ) ( – ) ( – ) 0 1

0 1

x x
xyz y x z x y x

z x
+
+

= (1 + xyz) (y – x) (z – x) (z – y)  (C1 éÅñ êÌÃÅðä Õðé Óå¶)
ÇÕÀ°ºÇÕ ∆ = 0 Áå¶ x, y Áå¶ z  ÃÅð¶ Çí¿é ÔéÍ
ÇÂÃ åð·» x – y ≠ 0, y – z ≠ 0, z – x ≠ 0, å¯º ÃÅù 1 + xyz = 0 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AF.  çðÃÅú ÇÕ 
1 1 1

1 1 11 1 1 1
1 1 1

a
b abc abc bc ca ab

a b c
c

+
 + = + + + = + + +  

+

Ô¼ñ :  R1, R2 Áå¶ R3 Çò¼Ú¯º ´îòÅð  a, b Áå¶ c ÃÅÞ» ñËä Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

Ö¼ìÅ ê¼Ö   =

1 1 1
1

1 1 11

1 1 1 1

a a a

abc
b b b

c c c

+

+

+

R1→ R1 + R2 + R3 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
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∆ =

1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1

1 1 11

1 1 1 1

a b c a b c a b c

abc
b b b

c c c

+ + + + + + + + +

+

+

Ü»      ∆ =

1 1 1
1 1 1 1 1 11+ 1

1 1 1 1

abc
a b c b b b

c c c

 + + + 
 

+

Ô¹ä C2 → C2 – C1 Áå¶ C3 → C3 – C1 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ =

1 0 0
1 1 1 11+ 1 0

1 0 1

abc
a b c b

c

 + + 
 

= ( )1 1 11 1 1– 0abc
a b c

 + + +     

=
1 1 11+abc
a b c

 + + 
 

 = abc + bc + ca + ab = Ã¼ÜÅ ê¼Ö

AÇà¼êäÆ  Ô¯ð ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ   C1 → C1 – C2 Áå¶ C3 → C3 – C2, çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ Áå¶
C1→ C1 – a C3 çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ À°êð¯Õå À°çÅÔðä ù Ô¼ñ Õðé çÅ ïåé Õð¯Í

ÁÇíÁÅÃ D.B

Çìé» ÇòÃæÅð ÕÆå¶ Áå¶ ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ ÇéîéÇñÖå êÌôé A å¯º E
ù ÇÃ¼è Õð¯Í

1. 0
x a x a
y b y b
z c z c

+
+ =
+

2. 0
a b b c c a
b c c a a b
c a a b b c

− − −
− − − =
− − −

3. 
2 7 65
3 8 75 0
5 9 86

=
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4.
( )
( )
( )

1
1 0
1

bc a b c
ca b c a
ab c a b

+
+ =
+

5. 2
b c q r y z a p x
c a r p z x b q y
a b p q x y c r z

+ + +
+ + + =
+ + +

ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ êÌôé F å¯º AD å¼Õ ù ÇÃ¼è Õð¯ :

6.

0
0 0

0

a b
a c

b c

−
− − =    7.

2

2 2 2 2

2

4
a ab ac

ba b bc a b c
ca cb c

−
− =

−

8. (i)  ( )( )( )
2

2

2

1
1
1

a a
b b a b b c c a
c c

= − − −

(ii)  ( )( )( )( )
3 3 3

1 1 1
a b c a b b c c a a b c
a b c

= − − − + +

9.

2

2

2

x x yz
y y zx
z z xy

= (x – y) (y – z) (z – x) (xy + yz + zx)

10. (i)  ( )( )2

4 2 2
2 4 5 4 4
2 2 4

x + x x
x x + 2x x x
x x x +

= + −

(ii)  ( )2 3
y + k y y

y y + k y k y k
y y y + k

= +

11. (i)  ( )3

2 2
2 2
2 2

a b c a a
b b c a b a b c
c c c a b

− −
− − = + +

− −
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(ii)  ( )3
2

2 2
2

x y z x y
z y z x y x y z
z x z x y

+ +
+ + = + +

+ +

12. ( )

2

22 3

2

1
1 1

1

x x
x x x
x x

= −

13. ( )
2 2

32 2 2 2

2 2

1 2 2

2 1 2 1

2 2 1

a b ab b
ab a b a a b

b a a b

+ − −

− + = + +

− − −

14.

2

2 2 2 2

2

1
1 1

1

a ab ac
ab b bc a b c
ca cb c

+
+ = + + +

+

êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ AE Áå¶ AF Çò¼Ú¯º ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯ :

15. Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ 3 × 3 çðÜ¶ çÅ îËÇàzÕÃ ÔË å» | kA| çÅ î¹¼ñ Ô¯ò¶×Å :
(A) k | A | (B) k2 | A | (C) k3 | A | (D) 3k | A |

16. ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÅ Õæé ÃÔÆ ÔËÍ
(A) ÇâàðîÆéËºà ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔËÍ
(B) ÇâàðîÆéËºà ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
(C) ÇâàðîÆéËºà ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
(D) ÇÂÔé» Çò¼Úº̄ Õ¯ÂÆ éÔÆºÍ

4.4  Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ (Area of a Triangle)
ÁÃÆº ÇêÛñÆÁ» ÜîÅå» Çò¼Ú ÇÃ¼ÇÖÁÅ ÔË ÇÕ ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ (x1, y1), (x2, y2) Áå¶  (x3, y3),

Ô¯ä å» À°ÃçÅ Ö¶åðëñ ÇòÁ³ÜÕ 1
2

[x1(y2–y3) + x2 (y3–y1) + x3 (y1–y2)]ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ

Ü»çÅ ÔËÍ Ô¹ä ÇÂÃ ÇòÁ³ÜÕ ù ÇâàðîÆéËºà ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

∆ =
1 1

2 2

3 3

1
1 1
2

1

x y
x y
x y

... (1)
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Çà¼êäÆ
(i) ÇÕÀ°ºÇÕ Ö¶åðëñ ÇÂ¼Õ èéÅåîÕ ðÅôÆ Ô¹¿çÆ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº Ôî¶ôÅ (1) Çò¼Ú ÇâàðîÆéËºà çÅ

Çéðê¶Ö (absolute value) î¹¼ñ ñËºç¶ Ô»Í
(ii) Ü¶Õð Ö¶åðëñ Çç¼åÅ Ô¯ò¶ å» ×äéÅ ç¶ ñÂÆ ÇâàðîÆéËºà çÅ èéÅåîÕ Áå¶ ÇðäÅåîÕ ç¯ò¶º î¹¼ñ»

çÅ êÌï¯× Õð¯Í
(iii) Çå¿é Ãîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» åº̄ ìä¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ ÇÃøð Ô¯ò¶×ÅÍ

À°çÅÔðä AG. ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð (3, 8), (–  4, 2) Áå¶ (5, 1) ÔéÍ

Ô¼ñ :  Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ

∆ =
3 8 1

1 4 2 1
2

5 1 1
–    =  ( ) ( ) ( )1 3 2 1 8 4 5 1 4 10

2
– – – – – – +  

  = ( )1 613 72 14
2 2

–+ =

À°çÅÔðä AH. ÇâàðîÆéËºà çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ A(1, 3) Áå¶ B (0, 0) ù Ü¯óé òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä
êåÅ Õð¯ Áå¶ k çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ Çì³çÈ D(k, 0) ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ ∆ ABD çÅ Ö¶åðëñ C
òð× ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñú AB  å¶ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ P (x, y) ÔË åç ∆ ABP çÅ Ö¶åðëñ =  0 (ÇÕÀ°º a?)

ÇÂÃ ñÂÆ
0 0 1

1 1 3 1
2

1x y
 = 0

ÇÂÃ å¯º êÌÅêå ÔË ( )1 3
2

y – x  = 0 Ü» y = 3x

Ü¯ ÇÕ ñ¯óÆºçÆ ð¶ÖÅ AB çÅ ÃîÆÕðä ÔËÍ
êð¿å±  ∆ ABD çÅ Ö¶åðëñ C òð× ÇÂÕÅÂÆ Çç¼åÅ ÔË ÇÂÃ åð·» :

1 3 1
1 0 0 1
2

0 1k
 = ± 3  ÃÅù êÌÅêå ÔË 3 3

2
k−

= ± , i.e., k = ∓  2
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ÁÇíÁÅÃ D.C
1. ÇéîéÇñÖå Ôð¶Õ Çò¼Ú Çç¼å¶ ×Â¶ ÇÃÖð Çì³çÈÈÁ» òÅñ¶ Çåzí¹Ü» çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

(i) (1, 0), (6, 0), (4, 3) (ii) (2, 7), (1, 1), (10, 8)

(iii) (–2, –3), (3, 2), (–1, –8)

2. çðÃÅú ÇÕ Çì³çÈ  A (a, b + c), B (b, c + a) Áå¶ C (c, a + b) Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

3. Ôð¶Õ Çò¼Ú k çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð Çåzí¹Ü» çÅ Ö¶åðëñ D òð× ÇÂÕÅÂÆ ÔË ÇÜ¼æ¶ ÇÃÖð Çì³çÈ
ÇéîéÇñÖå Ôé :
(i) (k, 0), (4, 0), (0, 2) (ii) (–2, 0), (0, 4), (0, k)

4. (i) ÇâàðîÆéËºà çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ (1, 2) Áå¶ (3, 6) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ
Õð¯Í

(ii) ÇâàðîÆéËºà çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ (3, 1) Áå¶ (9, 3) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ
Õð¯Í

5. Ü¶Õð ÇÃÖð (2, – 6), (5, 4) Áå¶ (k, 4) òÅñ¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ CE òð× ÇÂÕÅÂÆ Ô¯ò¶ å» k
çÅ î¹¼ñ ÔË :
(A) 12 (B) –2 (C) –12, –2 (D) 12, –2

4.5  ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ ×¹äéÖ³â (Minor and Co-factor)
ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº ñØÈ (Minor) Áå¶ ÃÇÔ×¹äé Ö³â» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ ÇâàðîÆéËºà ç¶

ÇòÃæÅð  çÅ ÇòÃåÇðå ðÈê ÇñÖäÅ ÇÃ¼Ö»×¶Í
êÇðíÅôÅ A. ÇâàðîÆéËºà ç¶ å¼å aij çÅ ñØÈ ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ÔË Ü¯ i òÆº ÕåÅð Áå¶ j ò¶º æ¿î ÇÜÃ ç¶
Çò¼Ú å¼å aij ÃÇæå ÔË ù ÔàÅÀ°ä éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ å¼å aij ç¶ ñØÈÁ» ù Mij ç¶ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÀ°ºç¶
Ô»Í
Çà¼êäÆ :   n(n ≥ 2) çðÜ¶ ç¶ ÇâàðîÆéËºà ç¶ å¼å çÅ ñØÈ n – 1 ´î çÅ ÇâàðîÆéËºà Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä I. ÇâàðîÆéËºà 
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∆ =  Çò¼Ú å¼å F çÅ ñØÈ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇÕÀ°ºÇÕ F çÈÜÆ ÕåÅð Áå¶ åÆÜ¶ æ¿î Çò¼Ú ÃÇæå ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ À°Ã çÅ ñØÈ = M23 ÇéîéÇñÖå
êÌÕÅð éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

M23 =
1 2
7 8  = 8 – 14 = – 6 (∆ Çò¼Ú¯º R2 Áå¶ C3 ÔàÅÀ°ä Óå¶)
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êÇðíÅôÅ B. ÇÂ¼Õ å¼å aij  çÅ ÃÇÔ ×¹äéÖ³â ÇÜÃ ù Aij ç¹ÁÅðÅ çðÃÅ ÃÕç¶ Ô», ÇÜ¼æ¶
Aij = (–1)i + j Mij,

ç¶ ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô» ÇÜ¼æ¶ aij çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â Mij  ÔËÍ

À°çÅÔðä B@. ÇâàðîÆéËºà  
1 2
4 3

–
 ç¶ ÃÅð¶ å¼å» ç¶ ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ ×¹äéÖ³â êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  å¼å aij çÅ ñØÈ Mij  ÔËÍ

ÇÜ¼æ¶ a11 = 1, ÇÂÃ ñÂÆ M11 = a11 çÅ ñØÈ = 3

M12
 = å¼å a12 çÅ ñØÈ = 4

M21 = å¼å a21 çÅ ñØÈ = – 2

M22 = å¼å a22 çÅ ñØÈ = 1

Ô¹ä  aij çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â Aij ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
A11 = (–1)1 + 1  M11 = (–1)2 (3) = 3
A12 = (–1)1 + 2  M12 = (–1)3 (4) = – 4
A21 = (–1)2 + 1  M21 = (–1)3 (–2) = 2
A22 = (–1)2 + 2  M22 = (–1)4 (1) = 1

À°çÅÔðä BA. ∆ =  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 ç¶ å¼å» a11 Áå¶ a21 ç¶ ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â çÆ êÇðíÅôÅ ç¹ÁÅðÅ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

a11 çÅ ñØÈ = M11 = 
22 23

32 33

a a
a a  = a22 a33– a23 a32

a11 çÅ ÃÇÔ ×¹äéÖ³â = A11 = (–1)1+1  M11 = a22 a33 – a23 a32

a21 çÅ ñØÈ = M21 = 
12 13

32 33

a a
a a  = a12 a33 – a13 a32

a21 çÅ ÃÇÔ ×¹äéÖ³â = A21 = (–1)2+1  M21 = (–1) (a12 a33 – a13 a32) = – a12 a33 + a13
a32
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Çà¼êäÆ : À°çÔÅðä BA Çò¼Ú  Çç¼å¶ ÇâàðîÆéËºà ∆ çÅ R1 ç¶ ÃÅê¶Ö ÇòÃæÅð Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ = (–1)1+1 a11 
22 23

32 33

a a
a a + (–1)1+2 a12 

21 23

31 33

a a
a a  + (–1)1+3  a13 

21 22

31 32

a a
a a

= a11 A11 + a12 A12 + a13 A13, ÇÜ¼æ¶ aij çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â AijÔËÍ
= R1 ç¶ å¼å» Áå¶ À°Ôé» ç¶ Ã³×å ÃÇÔ×¹äéÖ³â» çÅ Ü¯ó Í

ÇÂÃ åð·» ∆ çÅ R2, R3, C1, C2 Áå¶ C3 ç¶ ÃÅê¶Ö E êÌÕÅð éÅñ ÇòÃæÅð ÕðÕ¶ î¹¼ñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» ÇâàðîÆéËºà ∆ , ÇÕÃ¶ ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ Á³ôÅ Áå¶ À°Ôé» ç¶ Ã³×å ÃÇÔ×¹äéÖ³â» ç¶

×¹äéëñ çÅ Ü¯ó ÔËÍ

AÇà¼êäÆ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ å¼å» ù ÇÕÃ¶ Ô¯ð ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â»
éÅñ ×¹äÅ ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» À°Ôé» çÅ Ü¯ó ÇÃëð Ô¹¿çÅ ÔËÍ À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ î³é ñú ∆ = a11 A21 +
a12 A22 + a13 A23  åç

∆ = a11 (–1)1+1 
12 13

32 33

a a
a a + a12 (–1)1+2 11 13

31 33

a a
a a

+ a13 (–1)1+3 11 12

31 32

a a
a a

=
11 12 13

11 12 13

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 = 0 ( ÇÕÀ°ºÇÕ R1 Áå¶ R2 ìðÅìð Ôé a)

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº Ô¯ð ÕåÅð» Áå¶ æ¿îÅ ç¶ ñÂÆ Õ¯Çôô Õð ÃÕç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BB. ÇâàðîÆéËºà  
2 3 5
6 0 4
1 5 7

–

–
 ç¶ å¼å» ç¶ ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â êåÅ Õð¯ Áå¶ ÇÃ¼è Õð¯

ÇÕ  a11 A31 + a12 A32 + a13 A33= 0 ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶   M11 = 
0 4
5 7–  = 0 –20 = –20;  ÇÂÃ ñÂÆ A111 = (–1)1+1 (–20) = –20

M12 = 
6 4
1 7–  = – 42 – 4 = – 46; ÇÂÃ ñÂÆ AA12 = (–1)1+2 (– 46) = 46

M13 = 
6 0
1 5  = 30 – 0 = 30; ÇÂÃ ñÂÆ  A13 = (–1)1+3 (30) = 30
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M21 = 
3 5

5 7
–

–  = 21 – 25 = – 4;  ÇÂÃ ñÂÆ AA21 = (–1)2+1 (– 4) = 4

M22 = 
2 5
1 7–  = –14 – 5 = –19;  ÇÂÃ ñÂÆ AA22 = (–1)2+2 (–19) = –19

M23 = 
2 3
1 5

–
 = 10 + 3 = 13; ÇÂÃ ñÂÆ  A23 = (–1)2+3 (13) = –13

M31 = 
3 5

0 4
–

 = –12 – 0 = –12;  ÇÂÃ ñÂÆ AA31 = (–1)3+1 (–12) = –12

M32 = 
2 5
6 4  = 8 – 30 = –22; ÇÂÃ ñÂÆ AA32 = (–1)3+2 (–22) = 22

M33 = 
2 3
6 0

–
 = 0 + 18 = 18; ÇÂÃ ñÂÆ  A33 = (–1)3+3 (18) = 18

Ô¹ä a11 = 2, a12 = –3, a13 = 5;  Áå¶A31 = –12, A32 = 22, A33 = 18 ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ a11 A31 + a12 A32 + a13 A33

         = 2 (–12) + (–3) (22) + 5 (18) = –24 – 66 + 90 = 0

ÁÇíÁÅÃ D.D
ÇéîéÇñÖå ÇâàðîÆéËºà ç¶ å¼å» ç¶ ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â ÇñÖ¯Í

1. (i)  
2 4
0 3

–
(ii)

a c
b d

2. (i)  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

(ii)

1 0 4
3 5 1
0 1 2

–

3. çÈÜÆ ÕåÅð ç¶ å¼å» ç¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶  ∆ = 
5 3 8
2 0 1
1 2 3

 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
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4. åÆÜ¶ æ¿î ç¶ å¼å» ç¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â» çÅ À°êï¯× ÕðÕ¶  ∆ = 

1
1
1

x yz
y zx
z xy

çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

5. Ü¶Õð ∆ = 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 Áå¶ aij çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â AAijÔ¯ò¶ å» ∆ çÅ î¹¼ñ ÇéîéÇñÖå ðÈê

Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË :
(A) a11 A31+ a12 A32 + a13 A33 (B) a11 A11+ a12 A21 + a13 A31

(C) a21 A11+ a22 A12 + a23 A13 (D) a11 A11+ a21 A21 + a31 A31

4.6  îËÇàzÕÃ ç¶ ÃÇÔÖ³âé Áå¶ À°ñà´î (Adjoint and Inverse of a Matrix)

ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ç¶ À°ñà´î çÅ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº
ÇÂ¼Õ îËÇà·ÕÃ ç¶ À°ñà´î ç¶ ñÂÆ ôðå» çÆ òÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õð»×¶Í
A–1 êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ êÇÔñ» ÁÃÆº ÇÂ¼Õ îËÇàÌÕÃ çÅ ÃÇÔÖ³â êÇðíÅÇôå Õð»×¶Í

4.6.1  îËÇàzÕÃ çÅ ÃÇÔÖ³âé (Adjoint of a matrix)

êÇðíÅôÅ : ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A = [aij] çÅ ÃÇÔÖ³âé, îËÇàzÕÃ [Aij] ç¶ àz»Ãê¯÷ ç¶ ðÈê Çò¼Ú
êÇðíÅÇôå ÔË, ÇÜ¼æ¶ Aij] å¼å aij  çÅ ÃÇÔÖ³â ÔËÍ îËÇàzÕÃ A çÅ ÃÇÔÖ³â ù adj A ç¶ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅ ÃÕç¶
Ô»Í

î³é ñú A =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 
 
  

 ÔËÍ

åç adj A =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A A A
A A A
A A A

 
 
 
  

dk ifjorZ

11 21 31

12 22 32

13 23 33

A A A
= A A A

A A A

 
 
 
  

À°çÅÔðä BC. îËÇàzÕÃ 
2 3

A =
1 4

 
 
 

 çÅ ÃÇÔÖ³âé êåÅ Õð¯Í

çÅ àz»Ãê¯Ü
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Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ A11 = 4, A12 = –1, A21 = –3, A22 = 2

ÇÂÃ åð·» adj A =
11 21

12 22

A A 4 –3
 =

A A –1 2
   
   

  

Çà¼êäÆ : 2 × 2 ´î ç¶ òð× îËÇàzÕÃ A = 11 12

21 22

a a
a a

 
 
 

 çÅ ÃÇÔÖ³âé adj A, a111 Áå¶ a22 ù ÁÅêÃ

Çò¼Ú ìçñä Áå¶ a12 Áå¶ a21 ç¶ ÇÚ¿é· êÇðòðÇåå Õð ç¶ä éÅñ òÆ êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜò¶º
Çéîé Áé°ÃÅð çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

 

ÁÃÆº Çìé» ÃìÈå ç¶ ÇéîéÇñÖå êÌî¶ï ÕÇæå Õðç¶ Ô»

êÌî¶ï A. Ü¶Õð A Õ¯ÂÆ n ´î çÅ îËÇàzÕÃ ÔË å»  A(adj A) = (adj A) A = A I , ÇÜ¼æ¶ I, n ´î çÅ
ååÃîÕ îËÇàzÕÃ ÔËÍ

ÃìÈå : î³é ñú

A =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 
 
  

, ÔË åç 
11 21 31

12 22 32

13 23 33

A A A
A = A A A

A A A
adj

 
 
 
  

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ å¼å» çÅ Ã¿×å ÃÇÔ ×¹äéÖ³â» çÆ ×¹ä» çÅ Ü¯ó |A | ç¶ ÃîÅé Ô¹¿çÅ
ÔË Ü» ÇÃøð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» A (adj A) =

A 0 0
0 A 0
0 0 A

 
 
 
  

 = A  
1

0 0
0 0
0 0

 
 
 
  

1

1  = A  I

ÇÂÃ åð·», ÁÃÆº çðÃÅ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ (adj A) A = |A | I

ÇÂÃ åð·» : A (adj A) = (adj A) A = |A | I êÌîÅÇäå ÔËÍ            (ïÅç ð¼Öä ï¯×)

ÇÚ¿é· ìçñ¯ ÁÅêÃ Çò¼Ú
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êÇðíÅôÅ : ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A ÇòÇÚ¼åð (singular) ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð A  = 0 ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ îËÇàzÕÃ  A = 
1 2
4 8

 
 
 

 çÅ ÇâàðîÆéËºà ÇÃøð ÔËÍ ÇÂÃ åð·» A  Çò¼ÇÚ¼åð ÔËÍ

êÇðíÅôÅ E. ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A Áä ÇòÇÚ¼åð (non-singular) ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð A  ≠ 0

î³é ñú A = 
1 2
3 4

 
 
 

 Ô¯ò¶ A = 
1 2
3 4  = 4 – 6 = – 2 ≠ 0 ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» A Áä ÇòÇÚ¼åð ÔËÍ
ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå êÌî¶ï Çìé» ÃìÈå ç¶ ÕÇæå Õð ðÔ¶ Ô»Í

êÌî¶ï B.  Ü¶Õð A  Áå¶ B ç¯ò¶º ÇÂ¼Õ ÔÆ åðåÆì ç¶ Áä ÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ Ô¯ä å»  AB Áå¶ BA òÆ
À°Ã¶ çðÜ¶ ç¶ Áä ÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
êÌî¶ï C.  îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äéëñ çÅ ÇâàðîÆéËºà À°Ôé» ç¶ ́ îòÅð ÇâàðîÆéËºà ç¶ ×¹äéëñ ç¶ ìðÅìð
Ô¹¿çÅ ÔË íÅò AB  = A  B , ÇÜ¼æ¶ A  Áå¶ B ÃîÅé åðåÆì ç¶ òð× îËÇàzÕÃ ÔéÍ

Çà¼êäÆ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ (adj A) A = A  I = 
A 0 0
0 A 0
0 0 A

 
 
 
  

ç¯ò¶º êÅÃ¶ îËÇàzÕÃ» çÅ ÇâàðîÆéËºà ñËä Óå¶

( A) Aadj  =
A 0 0
0 A 0
0 0 A

íÅò |(adj A)| |A| =
3

1 0 0
A 0 1 0

0 0 1
(ÇÕÀ°º a?)

íÅò |(adj A)| |A| = 3A  (1)

íÅò |(adj A)| = 2A                                       (ïÅç ð¼Öä ï¯×)
ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú Ü¶Õð n ´î çÅ ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A Ô¯ò¶ å» |adj A| = |A |n – 1 Ô¯ò¶×ÅÍ
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êÌî¶ï D.  ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ  A ç¶ À°ñà ́ î çÆ Ôº̄ç ÔË Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð A ÁäÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ ÔËÍ

ÃìÈå :  î³é ñú  n ́ î çÅ ÁäÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ A ÔË Áå¶ n ́ î çÅ ååÃîÕ îËÇàzÕÃ I ÔËÍ  åç
n ´î ç¶ ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ B çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ êÌÕÅð Ô¯ò¶ å» ÇÕ AB = BA = I

Ô¹ä  AB = I  ÔË å» |AB | = |I |    Ü» |A | |B | = 1 (ÇÕÀ°ºÇÕ | I | = 1, |AB | = |A | |B |)

ÇÂÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË |A | ≠ 0. ÇÂÃ åð·» A ÁäÇòÇÚ¼åð ÔËÍ
À°ñà î³é ñú A ÁäÇòÇÚ¼åð ÔË åç |A | ≠ 0

Ô¹ä A (adj A) = (adj A) A = A I (êÌî¶ï 1)

Ü» A 
1 1A A A I

| A | | A |
adj adj   = =   

   

Ü» AB = BA = I, ÇÜ¼æ¶ B = 
1 A

| A |
adj

ÇÜÃ åð·» A ç¶ À°ñà´î çÆ Ô¯ºç ÔË Áå¶ A–1 = 
1 A

| A |
adj (ïÅç ð¼Öä ï¯×)

À°çÅÔðä BD.  Ü¶Õð A = 
1 3 3
1 4 3
1 3 4

 
 
 
  

 Ô¯ò¶ å» êóåÅñ Õð¯ ÇÕ A. adj A = A . I Áå¶ A–1

êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ A  = 1 (16 – 9) –3 (4 – 3) + 3 (3 – 4) = 1 ≠ 0

Ô¹ä  A11 = 7,  A12 = –1, A13 = –1, A21 = –3, A22 = 1, A23 = 0, A31 = –3, A32 = 0, A33 = 1

ÇÂÃ ñÂÆ adj A =

7 3 3
1 1 0
1 0 1

− − 
 − 
 − 

Ô¹ä A.(adj A) =

1 3 3 7 3 3
1 4 3 1 1 0
1 3 4 1 0 1

− −   
   −   
   −   
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=
7 3 3 3 3 0 3 0 3
7 4 3 3 4 0 3 0 3
7 3 4 3 3 0 3 0 4

− − − + + − + + 
 − − − + + − + + 
 − − − + + − + + 

=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

 = (1)  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

 = A . I

Áå¶
1 1A A

A
adj− = ⋅  =

7 3 3
1 1 1 0
1

1 0 1

− − 
 − 
 − 

 

7 3 3
1 1 0
1 0 1

− − 
 = − 
 − 

À°çÅÔðä BE.  Ü¶Õð A = 
2 3 1 2

, B
1 4 1 3

−   
=   − −   

, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (AB)–1 = B–1A–1 ÔËÍ

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ AB = 
2 3 1 2 1 5
1 4 1 3 5 14

− −     
=     − − −     

ÇÕÀ°ºÇÕ AB  = –11 ≠ 0, (AB)–1 çÆ Ô¯ºç ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù ÇéîéÇñÖå åðÆÕ¶ éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔËÍ

(AB)–1 = 
14 51 1. (AB)
5 1AB 11

adj
− − 

=−  − − 
 

14 51
5 111

 
=  

 

Áå¶ A  = –11 ≠ 0 Áå¶ B  = 1 ≠ 0. ÇÂÃ ñÂÆ AA–1 Áå¶ B–1 ç¯ò» çÆ Ô¯ºç ÔË Áå¶ ÇÜÃ ù
ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

1 14 3 3 21A ,B
1 2 1 111

− −
− −   

=− =   −   

ÇÂÃ ñÂÆ 1 1
3 2 4 31

B A
1 1 1 211

− −
− −   

= −    −   
 14 51

5 111
− − 

= −  − − 
 14 51

5 111
 

=  
 

ÇÂÃ åð·» (AB)–1 = B–1 A–1 ÔËÍ
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À°çÅÔðä BF.  çðÃÅú ÇÕ îËÇàzÕÃ A = 
2 3
1 2

 
 
 

ÃîÆÕðä A2 –  4A + I = O, ù Ã¿å°ôà ÕðçÆ ÔË,

ÇÜ¼æ¶ I, 2 × 2 ´î çÅ ÇÂ¼Õ ååÃîÕ îËÇàzÕÃ ÔË Áå¶ O,   2 × 2 ´î çÅ ÇÂ¼Õ ÇÃøð îËÇàzÕÃ ÔËÍ ÇÂÃ
çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ A–1 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ 2 2 3 2 3 7 12
A A.A

1 2 1 2 4 7
     

= = =     
     

ÇÂÃ åð·» A2 – 4A + I =
7 12 8 12 1 0
4 7 4 8 0 1

     
− +     

     

0 0
O

0 0
 

= = 
 

Ô¹ä A2 – 4A + I = O
ÇÂÃ ñÂÆ A A – 4A = – I
Ü» A  A (A–1) – 4 A A–1 = – I A–1 (ç¯ò¶º êÅÃ¶ A–1 éÅñ ×¹ä» ç¹ÁÅðÅ ÇÕÀ°ºÇÕ |A| ≠ 0)
Ü» A (A A–1) – 4I = – A–1

Ü» AI – 4I = – A–1

Ü» A–1 = 4I – A  = 
4 0 2 3 2 3
0 4 1 2 1 2

−     
− =     −     

ÇÂÃ åð·» A–1 =
2 3
1 2

− 
 − 

ÁÇíÁÅÃ D².E

 êÌôé A Áå¶ B Çò¼Ú Ôð¶Õ îËÇàzÕÃ çÅ ÃÇÔÖ³âé (adjoint) êåÅ Õð¯Í

1.
1 2
3 4

 
 
 

2.

1 1 2
2 3 5
2 0 1

− 
 
 
 − 

êÌôé C Áå¶ êÌôé D Çò¼Ú êóåÅñ Õð¯ ÇÕ A (adj A) = (adj A) .A = A . I ÔËÍ

3.
2 3
4 6

 
 − − 

4.

1 1 2
3 0 2
1 0 3

− 
 − 
  
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êÌôé E å¯º AA Çò¼Ú Çç¼å¶ ×Â¶ Ôð¶Õ îËÇàzÕÃ» ç¶ À°ñà´î (ÇÜé·» çÆ Ô¯ºç Ô¯ò¶)êåÅ Õð¯Í

5.
2 2
4 3

− 
 
 

6.
1 5
3 2

− 
 − 

7.

1 2 3
0 2 4
0 0 5

 
 
 
  

8.

1 0 0
3 3 0
5 2 1

 
 
 
 − 

9.

2 1 3
4 1 0
7 2 1

 
 − 
 − 

10.
1 1 2
0 2 3
3 2 4

− 
 − 
 − 

11.

1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

 
 α α 
 α − α 

12. Ü¶Õð A = 
3 7
2 5

 
 
 

 Áå¶ B = 
6 8
7 9

 
 
 

 ÔË å» êóåÅñ Õð¯ ÇÕ (AB)–1 = B–1 AA–1 ÔËÍ

13. Ü¶Õð  A = 
3 1
1 2

 
 − 

 ÔË å» çðÃÅú ÇÕ A2 – 5A + 7I = O ÇÂÃ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñA–1 êåÅ

Õð¯Í

14. îËÇàzÕÃ  A = 
3 2
1 1

 
 
 

 ç¶ ñÂÆ a Áå¶ b ÁÇÜÔÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅò» êåÅ Õð¯ å» ÇÕ

A2 + aA + bI = O Ô¯ò¶Í

15. îËÇàzÕÃ A = 
1 1 1
1 2 3
2 1 3

 
 − 
 − 

 ç¶ ñÂÆ çðÃÅú ÇÕ AA3– 6A2 + 5A + 11 I = O  ÔËÍ

ÇÂÃ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ A–1 êåÅ Õð¯Í

16. Ü¶Õð A = 
2 1 1
1 2 1

1 1 2

− 
 − − 
 − 

, å» êóåÅñ Õð¯ ÇÕ A3 – 6A2 + 9A – 4I = O ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÆ

ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ A–1  êåÅ Õð¯Í
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17. Ü¶Õð A,  3 × 3 ´î çÅ òð× îËÇàzÕÃ ÔË å» |adj A | çÅ î¹¼ñ ÔËÍ
(A) | A | (B) | A |2 (C) | A |3 (D) 3 |A |

18. Ü¶Õð A, ç¯ ́ î çÅ ÁäÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ ÔË å»  det (A–1) ìðÅìð ÔË :

(A) det (A) (B)
1

det (A) (C) 1 (D) 0

4.7  ÇâàðîÆéËºà» Áå¶ îËÇàzÕÃ» çÆ òðåº̄ (Applications of Determinants and Matrices)

ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ Ü» Çå¿é ÁÇ×ÁÅå ðÅôÆÁ» ç¶ ð¶ÇÖÕ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ç¶ Ô¼ñ Áå¶ ð¶ÇÖÕ
ÃîÆÕðä» çÆ êÌäÅñÆ çÆ Ã¿×ååÅ çÆ Ü»Ú Çò¼Ú ÇâàðîÆéËºà Áå¶ îËÇàzÕÃ» çÆ òðå¯º çÅ òðäé Õð»×¶Í

Ã¿×å êÌäÅñÆ :  êÌäÅñÆ Ã¿×å ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔË Ü¶Õð ÇÂÃ ç¶ (ÇÂ¼Õ Ü» ò¼è) Ô¼ñ çÆ Ô¯ºç Ô¹¿çÆ ÔËÍ
ÁÃ¿×å êÌäÅñÆ : êÌäÅñÆ ÁÃ¿×å ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔË Ü¶Õð ÇÂÃ ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ Ô¼ñ çÆ Ô¯ºç éÔÆº Ô¹¿çÆÍ

AÇà¼êäÆ  ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº Çòñ¼Öä Ô¼ñ ç¶ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ å¼Õ ÃÆÇîå ðÔ»×¶Í

4.7.1  îËÇàzÕÃ ç¶ À°ñà´î ç¹ÁÅðÅ ð¶ÇÖÕ ÃîÆÕðä» çÆ êÌäÅñÆ çÅ Ô¼ñ (Solution of a
system of linear equations using inverse of a matrix)

ÁÅú ÁÃÆº ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä» çÆ êÌäÅñÆ ù îËÇàzÕÃ ÃîÆÕðä ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» Áå¶ îËÇàzÕÃ ç¶
À°ñà´î çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ À°Ã ù Ô¼ñ Õðç¶ Ô»Í
ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

a1 x + b1 y + c1 z = d 1

a2 x + b2 y + c2 z = d 2

a3 x + b3 y + c3 z = d 3

î³é ñú
1 1 1

2 2 2

3 3 3

A ,
a b c
a b c
a b c

 
 =  
  

 X =
1

2

3

B
x d
y d
z d

  
   =   
     

vkSj

åç ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ AX = B ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ çðÃÅÂÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c x
a b c y
a b c z

   
   
   
     

 =
1

2

3

d
d
d

 
 
 
  

Áå¶
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ÃÇæåÆ A.  Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ ÁäÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ ÔË íÅò  |A |  ≠ 0 åç ÇÂÃ ç¶ À°ñà´î çÆ Ô¯ºç ÔËÍ ÇÂÃ
åð·» AX = B å¯º ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

A–1 (AX) = A–1 B (A–1 éÅñ êÈðò ×¹äé ç¹ÁÅðÅ)
Ü» (A–1A) X = A–1 B (ÃÇÔÚÅðåÅ ×¹äé ç¹ÁÅðÅ)
Ü» I X = A–1 B
Ü» X = A–1 B
ÇÂÔ îËÇàzÕÃ ÃîÆÕðä Çç¼å¶ ×Â¶ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ çÅ Çòñ¼Öä Ô¼ñ Çç³çÅ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ çÅ
À°ñà´î Çòñ¼Öä Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÃîÆÕðä» ç¶ êÌäÅñÆ ç¶ Ô¼ñ Õðé çÆ ÇÂÔ ÇòèÆ îËÇàzÕÃ ÇòèÆ ÁÖòÅÀ°ºçÆ
ÔËÍ
ÃÇæåÆ B.  Ü¶Õð A  ÇÂ¼Õ ÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ ÔË åç |A | = 0 Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº (adj A) B êåÅ Õðç¶ Ô»Í

Ü¶Õð (adj A) B ≠ O, (O ÇÃøð îËÇàzÕÃ ÔË), åç Õ¯ÂÆ Ô¼ñ éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ
ÁÃ¿×å ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ

Ü¶Õð (adj A) B = O, åç êÌäÅñÆ Ã¿×å Ü» ÁÃ¿×å Ô¯ò¶×Æ ÇÕÀ°ºÇÕ êÌäÅñÆ ç¶ ́ îòÅð Áé§å
Ô¼ñ Ô¯ä×¶ Ü» Õ¯ÂÆ òÆ Ô¼ñ éÔÆº Ô¯ò¶×ÅÍ
À°çÅÔðä BG.  ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù Ô¼ñ Õð¯  :

2x + 5y = 1
3x + 2y = 7

Ô¼ñ :  ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ AX = B ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË, ÇÜ¼æ¶

2 5 1
A ,X B

3 2 7
     

= = =     
     

x
y

vkSj

Ô¹ä A  = –11 ≠ 0, ÇÂÃ åð·» A  ÁäÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ç¶ À°ñà´î çÆ Ô¯ºç ÔË Áå¶
ÇÂÃ çÅ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä Ô¼ñ ÔËÍ

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ A–1 = – 
2 51
3 211

− 
 − 

ÇÂÃ ñÂÆ X = A–1B = – 
2 5 11
3 2 711

−   
   −   

íÅò
331

1111
x
y

−   
= −   

   
 =

3
1

 
 − 

ÇÂÃ åð·» x = 3, y = – 1

Áå¶
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À°çÅÔðä BH.  ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ
3x – 2y + 3z = 8

2x + y – z = 1
4x – 3y + 2z = 4

ù îËÇàzÕÃ ÇòèÆ éÅñ Ô¼ñ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù AX = B ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜ¼æ¶

3 2 3 8
A 2 1 1 , X B 1

4 3 2 4

−     
     = − = =     
     −     

x
y
z

vkSj

ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ

A  = 3 (2 – 3) + 2(4 + 4) + 3 (– 6 – 4) = – 17 ≠ 0 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» A ÁäÇòÇÚ¼åð ÔË Áå¶ ÇÂÃ ç¶ À°ñà´î çÆ Ô¯ºç ÔËÍ

A11 = –1, A12 = – 8, A13 = –10
A21 = –5, A22 = – 6, A23 = 1
A31 = –1, A32 = 9, A33 = 7

ÇÂÃ ñÂÆ A–1 =
1 5 1

1 8 6 9
17

10 1 7

− − − 
 − − − 
 − 

Áå¶ X = –1

1 5 1 8
1A B = 8 6 9 1

17
10 1 7 4

− − −   
   − − −   
   −   

ÇÂÃ åð·»
x
y
z

 
 
 
  

 =
17 1

1 34 2
17

51 3

−   
   − − =   
   −   

ÇÂÃ ñÂÆ x = 1, y = 2 å¶ z = 3
À°çÅÔðä BI.  Çå¿é Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯ó F ÔËÍ Ü¶Õð ÁÃÆº åÆÃðÆ Ã¿ÇÖÁÅ ù C éÅñ ×¹ä» ÕðÕ¶ çÈÃðÆ
Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú Ü¯óç¶ Ô» å» ÃÅù AA êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ êÇÔñÆ Áå¶ åÆÃðÆ ù Ü¯óé Óå¶ ÁÃÆº çÈÃðÆ Ã¿ÇÖÁÅ çÅ
ç¹¼×äÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ çÅ ìÆÜ ×ÇäåÕ ÇéðÈêä Õð¯ Áå¶ îËÇàzÕÃ ÇòèÆ éÅñ Ã¿ÇÖÁÅò» êÌÅêå Õð¯Í

Áå¶
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Ô¼ñ : î³é ñú êÇÔñÆ, çÈÜÆ Áå¶ åÆÃðÆ Ã¿ÇÖÁÅ ́ îòÅð : x, y Áå¶ z, ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÂÆ ×ÂÆ ÔËÍ åç
Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ôðå» ç¶ Áé°ÃÅð ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

x + y + z = 6
y + 3z = 11
x + z = 2y

Ü» x – 2y + z = 0
ÇÂÃ êÌäÅñÆ ù A X = B ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜ¼æ¶

A = 
1 1 1
0 1 3
1 2 1

 
 
 
  –

, X = 
 
 
 
  

x
y
z

 Áå¶  B = 
6

11
0

 
 
 
  

  ÔËÍ

ÇÜ¼æ¶ ( ) ( )A 1 1 6 0 1 3 1 9 0= + + + = ≠–  ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº adj A  êåÅ Õðç¶ Ô»Í
A11 = 1 (1 + 6) = 7, A12 = – (0 – 3) = 3, A13 = – 1
A21 = – (1 + 2) = – 3, A22 = 0, A23 = – (– 2 – 1) = 3
A31 = (3 – 1) = 2, A32 = – (3 – 0) = – 3, A33 = (1 – 0) = 1

ÇÂÃ åð·»  adj A = 

7 –3 2
3 0 –3
–1 3 1

 
 
 
  

ÇÂÃ åð·» A –1 =
1
A  adj. (A) = 

7 3 2
1 3 0 3
9

1 3 1

–
–

–

 
 
 
  

ÇÕÀ°ºÇÕ X = A–1 B

X =
7 3 2 6

1 3 0 3 11
9

1 3 1 0

–
–

–

   
   
   
      

Ü»

 
 
 
  

x
y
z

 =
1
9  

42 33 0
18 0 0

6 33 0

− + 
 + + 
 − + + 

 = 
1
9  

9
18
27

 
 
 
  

 = 

1
2
3

 
 
 
  

ÇÂÃ åð·» x = 1, y = 2, z = 3
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ÁÇíÁÅÃ D.F
ÇéîéÇñÖå êÌôé» A åº̄ F å¼Õ Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ÃîÆÕðä êÌäÅñÆÁ» çÅ Ã¿×å Ü» ÁÃ¿×å ç¶ ðÈê Çò¼Ú
òð×ÆÕðä Õð¯Í

1. x + 2y = 2 2. 2x – y = 5 3. x + 3y = 5
2x + 3y = 3 x + y = 4 2x + 6y = 8

4. x + y + z = 1 5. 3x–y – 2z = 2 6. 5x – y + 4z = 5
2x + 3y + 2z = 2 2y – z = –1 2x + 3y + 5z = 2
ax + ay + 2az = 4 3x – 5y = 3 5x – 2y + 6z = –1

ÇéîéÇñÖå êÌôé G å¯º AD å¼Õ Ôð¶Õ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù îËÇàzÕÃ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Ô¼ñ Õð¯Í
7. 5x + 2y = 4 8. 2x – y = –2 9. 4x – 3y = 3

7x + 3y = 5 3x + 4y = 3 3x – 5y = 7
10. 5x + 2y = 3 11. 2x + y + z = 1 12. x – y + z = 4

3x + 2y = 5 x – 2y – z = 
3
2 2x + y – 3z = 0

3y – 5z = 9 x + y + z = 2
13. 2x + 3y +3 z = 5 14. x – y + 2z = 7

x – 2y + z = – 4 3x + 4y – 5z = – 5
3x – y – 2z = 3 2x – y + 3z = 12

15. Ü¶Õð A = 

2 3 5
3 2 4
1 1 2

–
–
–

 
 
 
  

  ÔË å» A–1 êåÅ Õð¯Í A–1 çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä

êÌäÅñÆ ù Ô¼ñ Õð¯Í
2x – 3y + 5z = 11
3x + 2y – 4z = – 5
x + y – 2z = – 3

16. 4 kg ÇêÁÅÜ, 3 kg ÕäÕ Áå¶ 2 kg ÚÅòñ çÅ î¹¼ñ Rs 60 ÔËÍ 2 kg ÇêÁÅÜ, 4 kg ÕäÕ
Áå¶ 6 kg ÚÅòñ çÅ î¹¼ñ I@ ð¹: ÔËÍ 6kg ÇêÁÅÜ, 2 kg Áå¶ 3 kg ÚÅòñ çÅ î¹¼ñ G@ ð¹: ÔËÍ
îËÇàzÕÃ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Ôð¶Õ çÅ î¹¼ñ êÌåÆ kg  êåÅ Õð¯Í
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ë¹¼àÕñ À°çÅÔðä» (Miscellancous Examples)
À°çÅÔðä C@.  Ü¶Õð a, b, c èéÅåîÕ Áå¶ Çí¿é Ôé å» ÇçÖÅú ÇÕ ÇâàðîÆéËºà

∆ = 
a b c
b c a
c a b

 çÅ î¹¼ñ ÇðäÅåîÕ ÔËÍ

Ô¼ñ : C1 → C1 + C2 + C3 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶

∆ =
a b c b c
a b c c a
a b c a b

+ +
+ +
+ +

 = (a + b + c) 
1
1
1

b c
c a
a b

= (a + b + c) 
1
0
0

b c
c – b a – c
a – b b – c

(R2→R2–R1,Áå¶ R3→R3–R1 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶)

= (a + b + c) [(c – b) (b – c) – (a – c) (a – b)]   (C1 ç¶ ÇòÃæÅð êÃÅðä  Õðé Óå¶)
= ( a + b + c)(– a2 – b2 – c2 + ab + bc + ca)

=
1

2
–

 (a + b + c) (2a2 + 2b2 + 2c2 – 2ab – 2bc – 2ca)

=
1

2
–

 (a + b + c) [(a – b)2 + (b – c)2
 + (c – a)2]

Ü¯ ÇðäÅåîÕ ÔË (ÇÕÀ°ºÇÕ a + b + c > 0 Áå¶ (a – b)2  + (b – c)2
 + (c – a)2

 > 0)

À°çÅÔðä CA.  Ü¶Õð  a, b, c Á³Õ ×ÇäÇåÕ ñóÆ ÔË å» ÇéîéÇñÖå ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

∆ =
2 4 5 7 8
3 5 6 8 9
4 6 7 9 10

y y y a
y y y b
y y y c

+ + +
+ + +
+ + +

Ô¼ñ :   R1 → R1 + R3 – 2R2 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶

∆ =

0 0 0
3 5 6 8 9
4 6 7 9 10

y y y b
y y y c

+ + +
+ + +

 = 0 (ÇÕÀ°ºÇÕ 2b = a + c)
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À°çÅÔðä CB.  çðÃÅú ÇÕ ÇâàðîÆéËºà

∆ =

( )
( )

( )

2

2

2

y z xy zx

xy x z yz

xz yz x y

+

+

+

= 2xyz (x + y + z)3

Ô¼ñ : ÇâàðîÆéËºà Çò¼Ú R1 → xR1, R2 → yR2 , R3 → z R3 çÅ êÌï¯× Õðé Áå¶ xyz, éÅñ íÅ×
Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ ÇâàðîÆéËºà

∆ =

( )
( )

( )

2 2 2

22 2

22 2

1
+

+

+

x y z x y x z

xy y x z y z
xyz

xz yz z x y

C1 , C2 Áå¶ C3 éÅñ ´îòÅð : x, y, z Ã»ÞÅ ×¹äéÖ³â ìÅÔð ð¼Öä Óå¶

∆ =

( )
( )

( )

2 2 2

22 2

22 2

y z x x
xyz y x z y
xyz

z z x y

+

+

+

C2 → C2– C1, C3 → C3– C1, çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ =

( ) ( ) ( )
( )

( )

2 2 22 2

22 2

22 2

–

0

0 –

y z x y z x y z

y x z y

z x y z

+ + − +

+ −

+

Ô¹ä C2 Áå¶ C3 éÅñ (x + y + z) Ã»ÞÅ ×¹äéÖ³â ìÅÔð ð¼Öä Óå¶, êÌÅêå ÇâàðîÆéËºà

∆ = (x + y + z)2 
( ) ( ) ( )

( )
( )

2

2

2

y
0

0

z x – y z x – y z
y x z – y
z x y – z

+ + +
+

+

R1 → R1 – (R2 + R3) çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå ÇâàðîÆéËºà êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

∆ = (x + y + z)2  
2

2

2 2 2
+ 0

0 – z

yz – z – y
y x y z
z x y

−
+



 ÇâàðîÆéËºà        151

C2 → (C2 + 
1
y

 C1) Áå¶ 3 3 1

1C C C → +  z
çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ êÌÅêå ÇâàðîÆéËºà

∆ = (x + y + z)2  

2
2

2
2

2 0 0yz
yy x z
z

zz x y
y

+

+

R1 ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé Óå¶
∆ = (x + y + z)2 (2yz) [(x + z) (x + y) – yz] = (x + y + z)2 (2yz) (x2 + xy + xz)

   = (x + y + z)3 (2xyz) êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä CC.  îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äéëñ 
1 1 2 2 0 1
0 2 3 9 2 3
3 2 4 6 1 2

   
   
   
      

– –
– –

– –
 çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶

ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù Ô¼ñ Õð¯Í
x – y + 2z = 1

2y – 3z = 1
3x – 2y + 4z = 2

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ×¹äéëñ 
1 1 2 2 0 1
0 2 3 9 2 3
3 2 4 6 1 2

– –
– –

– –

   
   
   
      

= 
2 9 12 0 2 2 1 3 4
0 18 18 0 4 3 0 6 6
6 18 24 0 4 4 3 6 8

− − + − + + − 
 + − + − − + 
 − − + − + + − 

 = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

ÇÂÃ åð·»

11 1 2 2 0 1
0 2 3 9 2 3
3 2 4 6 1 2

   
   =   
      

–– –
– –

– –
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Ô¹ä Çç¼å¶ ×ÂÆ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù îËÇàzÕÃ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå Áé°ÃÅð ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

1 –1 2 1
0 2 –3 1
3 –2 4 2

x
y
z

     
     =     
         

Ü»
 
 
 
  

x
y
z

 =

11 1 2 1
0 2 3 1
3 2 4 2

−−   
   −   
   −   

 = 
2 0 1

9 2 3
6 1 2

 
 
 
  

–
–
–

  

1
1
2

 
 
 
  

=

2 0 2 0
9 2 6 5
6 1 4 3

− + +   
   + − =   
   + −   

ÇÂÃ åð·» x = 0, y = 5 Áå¶ z = 3
À°çÅÔðä CD.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇâàðîÆéËºà

∆ = 2(1 )
a bx c dx p qx a c p

ax b cx d px q x b d q
u v w u v w

+ + +
+ + + = −

Ô¼ñ :  ÇâàðîÆéËºà ∆ å¶ R1 → R1 – x R2 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÃÅù

D =

2 2 2(1 ) (1 ) (1 )a x c x p x
ax b cx d px q

u v w

− − −
+ + +  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

= 2(1 )
a c p

x ax b cx d px q
u v w

− + + +

R2 → R2 – x R1, çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÃÅù ÇâàðîÆéËºà

∆ = 2(1 )
a c p

x b d q
u v w

−  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
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ÁÇèÁÅÇÂ D Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇâàðîÆéËºà
sin cos

–sin – 1
cos 1

x
x

x

θ θ
θ

θ
, θ å¯º Ãòå¿åð ÔËÍ

2. ÇâàðîÆéËºà çÅ ÇòÃæÅð ÕÆå¶ Çìé» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ   

2 2 3

2 2 3

2 2 3

1
1
1

=
a a bc a a
b b ca b b
c c ab c c

3.  
cos cos cos sin – sin

– sin cos 0
sin cos sin sin cos

α β α β α
β β

α β α β α
 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

4. Ü¶Õð  a, b Áå¶ c òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Ô¯ä Áå¶ ÇâàðîÆéËºà

∆ = 0
b c c a a b
c a a b b c
a b b c c a

+ + +
+ + + =
+ + +

Ô¯ò¶ å» çðÃÅú ÇÕ Ü» å» a + b + c = 0 Ü» a = b = c ÔËÍ

5. Ü¶Õð a ≠ 0 Ô¯ò¶ å» ÃîÆÕðä  0
x a x x

x x a x
x x x a

+
+ =

+
ù Ô¼ñ Õð¯Í

6. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 

2 2

2 2

2 2

+
+

+

a bc ac c
a ab b ac

ab b bc c
 =  4a2b2c2

7. Ü¶Õð A–1 = ( ) 1

3 1 1 1 2 2
15 6 5 B 1 3 0 AB
5 2 2 0 2 1

– –
– – – ,

– –

−

   
   =   
      

vkSj gk s rks çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ÍÁå¶ Ô̄ò¶  å»
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8. î³é ñú  A = 
1 2 1
2 3 1

1 1 5

 
 
 
  

–
–  Ô¯ò¶ å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

(i) [adj A]–1 = adj (A–1) (ii) (A–1)–1 = A

9.  
x y x y
y x y x

x y x y

+
+

+
çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

10.   
1
1
1

x y
x y y

x x+ y
+ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ ÇéîéÇñÖå AA å¯º AE å¼Õ êÌôé» ù ÇÃ¼è Õð¯ :

11.

2

2

2

α α β + γ
β β γ + α
γ γ α + β

 = (β – γ)  (γ – α) (α – β)  (α + β + γ)

12.

2 3

2 3

2 3

1
1
1

+
+
+

x x px
y y py
z z pz

 = (1 + pxyz) (x – y) (y – z) (z – x),

13.
3

3
a 3c

a – a+b – a+ c
–b a b – b c
– c – c+b

+ +
+

 = 3(a + b + c) (ab + bc + ca)

14.

1 1 1
2 3 2 4 3 2
3 6 3 10 6 3

p p q
p p q
p p q

+ + +
+ + +
+ + +

 = 1
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15.
( )
( )
( )

sin cos cos
sin cos cos 0
sin cos cos

α α α + δ
β β β + δ =
γ γ γ + δ

16. ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù Ô¼ñ Õð¯ :

2 3 10 4+ + =
x y z

4 6 5 1+ =–
x y z

6 9 20 2+ =–
x y z

ÇéîéÇñÖå êÌôé AG å¯º AI Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
17. Ü¶Õð  a, b, c Á³Õ ×ÇäÇåÕ ñóÆ Çò¼Ú Ô¯ò¶ å» ÇâàðîÆéËºà

2 3 2
3 4 2
4 5 2

x x x a
x x x b
x x x c

+ + +
+ + +
+ + +

 çÅ î¹¼ñ Ô¯ò¶×Å :

(A) 0 (B) 1 (C) x (D) 2x

18. Ü¶Õð  x, y, z ×Ëð ÇÃëð òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Ô¯ä å» îËÇàzÕÃ 
0 0

A 0 0
0 0

x
y

z

 
 =  
  

çÅ  À°ñà´î

ÔË :

(A)

1

1

1

0 0

0 0

0 0

x

y

z

−

−

−

 
 
 
 
 

(B)

1

1

1

0 0

0 0

0 0

x

xyz y

z

−

−

−

 
 
 
 
 

(C)
0 0

1 0 0
0 0

x
y

xyz
z

 
 
 
  

(D)
1 0 0

1 0 1 0
0 0 1

xyz

 
 
 
  
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19. Ü¶Õð  A = 
1 sin 1

sin 1 sin
1 sin 1

θ 
 − θ θ 
 − − θ 

, ÇÜ¼æ¶ 0 ≤ θ ≤ 2π Ô¯ò¶ å» :

(A) det (A) = 0 (B) det (A) ∈ (2, ∞)
(C) det (A) ∈ (2, 4) (D) det (A) ∈ [2, 4].

ÃÅð-Á³ô

® îËÇàzÕÃ 11 1 1A [ ]a ×=  çÅ ÇâàðîÆéËºà 11 111 1a a× = ç¶ ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ

® îËÇàzÕÃ 11 12

21 22
A

a a
a a

 
=  

 
 çÅ ÇâàðîÆéËºà

11 12

21 22
A

a a
a a

= = a11 a22 – a12 a21 ç¶ ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ

® îËÇàzÕÃ 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

A
a b c
a b c
a b c

 
 =  
  

ç¶ ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ(R1 ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Óå¶)

ÇéîéÇñÖå ðÈê ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ

1 1 1
2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 1
3 3 3 3 3 3

3 3 3

A
a b c

b c a c a b
a b c a b c

b c a c a b
a b c

= = − +

ÇÕÃ¶ òð× îËÇàzÕÃ A ç¶ ñÂÆ,  |A| ÇéîéÇñÖå Çòô¶ôåÅò» ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔËÍ

® A′ = A , ÇÜ¼æ¶ A′ = A A çÅ àz»Ãê¯÷ ÔËÍ

® Ü¶Õð ÁÃÆº ç¯ ÕåÅð» Ü» æ¿î» ù êðÃêð ìçñç¶ Ô» å» ÇâàðîÆéËºà çÅ ÇÚ¿é· ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ
® Ü¶Õð ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Õ¯ÂÆ ç¯ ÕåÅð» Ü» æ¿î ÃîÅé Ü» ÃîÅé°êÅåÆ Ô¯ä å» ÇâàðîÆéËºà

çÅ î¹¼ñ ÇÃøð Ô¹¿çÅ ÔËÍ
® Ü¶Õð ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î ù ÁÚñ   k, éÅñ ×¹äÅ ÕðÆÂ¶ å»

ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ  k ×¹äÅ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ
® ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ù k éÅñ ×¹äÅ Õðé çÅ Áðæ ÔË ÇÕ À°Ã ç¶ Á³çð Õ¶òñ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð
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Ü» æ¿î ç¶ Á³ô» ù  k éÅñ ×¹äÅ ÕðéÅÍ

® Ü¶Õð 3
3 3A [ ] , .A A×= =ija k krks

® Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ Á³ô ç¯ Ü» ò¼è Á³ô» ç¶ Ü¯ó ç¶ ðÈê Çò¼Ú
çðÃÅÂ¶ ÜÅ ÃÕç¶ Ôé å» À°Ã Çç¼å¶ ×Â¶ ÇâàðîÆéËºà ù ç¯ Ü» òè¶ð¶ ÇâàðîÆéËºà ç¶ Ü¯ó ç¶ ðÈê
Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

® Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ Ôð¶Õ Á³ô ç¶ Ãî×¹äÜ Ô¯ð ÕåÅð Ü»
æ¿î ç¶ Ã¿×å Á³ô» Çò¼Ú Ü¯ó Çç¼å¶ Ü»ç¶ Ôé å» ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ ìçñçÅ éÔÆº ÔËÍ

® (x1, y1), (x2, y2) Áå¶  (x3, y3) ÇÃÖð» òÅñÆ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ ÇéîéÇñÖå ðÈê ç¹ÁÅðÅ
Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË :

1 1

2 2

3 3

1
1 1
2

1

x y
x y
x y

∆ =

® Çç¼å¶ ×Â¶ îËÇàzÕÃ A ç¶ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÇÂ¼Õ Á³ô  aij çÅ ñØÈ, i òÆº ÕåÅð Áå¶
j ò» æ¿î ÔàÅÀ°ä éÅñ êÌÅêå ÇâàðîÆéËºà Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù Mij ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔËÍ

® aij çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â  Aij = (– 1)i+j Mij ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ

® A ç¶ ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ A = a111 A11 + a12 A12 + a13 A13 ÔË Áå¶ ÇÂÃ¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü»
æ¿î ç¶ Á³ô» Áå¶ À°Ôé» ç¶ Ã¿×å ÃÇÔ×¹äéÖ³â» ç¶ ×¹äéëñ çÅ Ü¯ó ÕðÕ¶ êÌÅêå ÕÆåÅ
Ü»çÅ ÔËÍ

® Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ Á³ô» Áå¶ Ô¯ð çÈÃðÆ ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â» çÆ
×¹äÅ Õð Çç¼åÆ ÜÅò¶ å» À°Ôé» çÅ Ü¯ó ÇÃëð Ô¹¿çÅ ÔËÍ À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶
a11 A21 + a12 A22 + a13 A23 = 0

® Ü¶Õð îËÇàzÕÃ
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A ,
a a a
a a a
a a a

 
 =  
  

å» ÃÇÔÖ³âé
11 21 31

12 22 32

13 23 33

A A A
A A A A

A A A
adj

 
 =  
  

Ô¹¿çÅ

ÔË ÇÜ¼æ¶ aij  çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â Aij ÔËÍ

® A (adj A) = (adj A) A = A I, ÇÜ¼æ¶  A,  n ´î çÅ òð× îËÇàzÕÃ ÔËÍ

® Ü¶Õð  Õ¯ÂÆ òð× îËÇàzÕÃ ́ îòÅð : ÇòÇÚ¼åð Ü» ÁäÇòÇÚ¼åð ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð A  =
0 Ü» A  ≠ 0

å»
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® Ü¶Õð  AB = BA = I, ÇÜ¼æ¶  B ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔË åç A çÅ À°ñà´î B Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶
A–1 = B Ü»  B–1 = A Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ (A–1)–1 = A

® ÇÕÃ¶ òð× îËÇàzÕÃ A çÅ À°ñà´î ÔË Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð  A ÁäÇòÇÚ¼åð ÔËÍ

®
–1 1A ( A)

A
adj=

® Ü¶Õð a1 x + b1 y + c1 z = d1

a2 x + b2 y + c2 z = d2
a3 x + b3 y + c3 z = d3

åç ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù  A X = B ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇÜ¼æ¶  
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

A ,X = B=
a b c x d
a b c y d
a b c z d

     
     =      
          

vkSj

® ÃîÆÕðä AX = B çÅ Çòñ¼Öä Ô¼ñ X = A–1 B ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜ¼æ¶  
A 0≠

® ÃîÆÕðä» çÆ ÇÂ¼Õ êÌäÅñÆ Ã¿×å Ü» ÁÃ¿×å Ô¹¿çÆ ÔË Ü¶Õð ÇÂÃ ç¶ Ô¼ñ çÆ Ô¯ºç ÔË Ü» éÔÆº
ÔËÍ

® îËÇàzÕÃ ÃîÆÕðä AX = B Çò¼Ú ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A ç¶ ñÂÆ

(i) Ü¶Õð A 0≠ , å» Çòñ¼Öä Ô¼ñ çÆ Ô¯ºç ÔËÍ

(ii) Ü¶Õð A = 0 Áå¶  (adj A) B ≠ O, å» ÇÕÃ¶ Ô¼ñ çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ

(iii) Ü¶Õð A = 0 Áå¶  (adj A) B = O, å» êÌäÅñÆ Ã¿×å Ü» ÁÃ¿×å Ô¹¿çÆ ÔËÍ

ÇÂÇåÔÅÇÃÕ é¯à
×äéÅ ì¯ðâ å¶ Ûó» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ Õ°Þ ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä» çÆ ÁÇ×ÁÅå ðÅôÆÁ» ç¶

×¹äÜ» ù çðÃÅÀ°ä çÆ ÚÆéÆ ÇòèÆ ç¶ òÅÃåò Çò¼Ú Çòñ¼Öä çÆ ÃÅèÅðä ÇòèÆ çÆ Ö¯Ü Õðé
Çò¼Ú ÃÔÅÇÂåÅ Çç¼åÆ ÔËÍ Ûó» çÆ ÇòòÃæÅ ´î ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà Çò¼Ú Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ À°µÇÚå
ÇòòÃæÅ ́ î òð×Æ ÃÆÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ Ãðñ Õðé Çò¼Ú æ¿î» Ü» ÕåÅð» ç¶ ØàÅÀ°ä
çÅ ÇòÚÅð êËçÅ Õðé Çò¼Ú ÚÆéÆ êÇÔñ¶ ÇòÚÅðÕ» Çò¼Ú Ãé (‘Mikami, China, pp 30, 93).

ÃåÅðòÆº ôåÅìçÆ ç¶ îÔÅé ÜêÅéÆ ×ÇäåÕÅð Seki Kowa  ç¹ÁÅðÅ AFHC Çò¼Ú
ÇñÇÖå ê¹ÃåÕ 'Kai Fukudai no Ho' éÅñ Ç×ÁÅå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ À°Ôé» ù ÇâàðîÆéËºà Áå¶ ÇÂÃ
ç¶ êÃÅð çÅ Ç×ÁÅé ÃÆÍ êÌ¿åÈ À°Ôé» é¶ ÇÂÃ ÇòèÆ çÅ êÌï¯× Õ¶òñ ç¯ ÃîÆÕðä» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ðÅôÆ
ç¶ Çòñ¼Öä Çò¼Ú ÕÆåÅ Ç×ÁÅ êÌ¿å± ï°×îå ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä» ç¶ Ô¼ñ êåÅ Õðé Çò¼Ú ÇÂÃ çÅ ÇÃ¼èÅ

Áå¶
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êÌï¯× éÔÆº ÕÆåÅ ÃÆÍ ‘T. Hayashi, “The Fakudoi and Determinants in Japanese
Mathematics,” in the proc. of the Tokyo Math. Soc., V.

Vendermonde êÇÔñ¶ ÇòÁÕåÆ Ãé ÇÜÔé» é¶ ÇâàðîÆéËºà ù Ãòå¿åð ëñé çÆ åð·» ,
éÅñ êÇÔÚÅÇäÁÅÍ ÇÂÔé» ù ðÃîÆ å½ð å¶ ÇÂÃ çÅ Ã¿ÃæÅêÕ ÇÕÔÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Laplace
(1772) é¶ ÇâàðîÆéËºà ù ÇÂÃ ç¶ êÈðÕ ñØÈÁ» ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅ Õ¶ êÃÅðä çÆ ÇòÁÅêÕ ÇòèÆ
Çç¼åÆÍ 1773 Çò¼Ú Lagrange é¶ çÈÃð¶ Áå¶ åÆÃð¶ çðÜ¶ ç¶ ÇâàðîÆéËºà» ù ÇòÔÅÇðÁÅ Áå¶
ÇâàðîÆéËºà» ç¶ Ô¼ñ å¯º ÇÂñÅòÅ À°Ôé» çÅ êÌï¯× ÕÆåÅÍ AH@A Çò¼Ú Gauss é¶ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶
ÇÃè»å» Çò¼Ú ÇâàðîÆéËºà çÅ êÌï¯× ÕÆåÅÍ

Á×ñ¶ îÔÅé ï¯×çÅé ç¶ä òÅñ¶ Jacques - Philippe - Marie Binet, (1812) ÃÆ
ÇÜÔé» é¶ m-æ¿îÅ Áå¶ n-ÕåÅð» ç¶ ç¯ îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äéëñ éÅñ Ã¿ì¿Çèå êÌî¶ï çÅ À°ñ¶Ö ÕÆåÅ
Ü¯ Çòô¶ô ÃÇæåÆ m = n Çò¼Ú ×¹äéëñ êÌî¶ï Çò¼Ú ìçñ Ü»çÆ ÔËÍ

À°Ã¶ Ççé Cauchy (1812) é¶ òÆ À°Ã¶ ÇòôÅ òÃå± å¶ Ö¯Ü êÌÃå°å ÕÆåÆÍ À°Ôé» é¶ Á¼Ü ç¶
ÇòòÔÅÇðÕ ÇâàðîÆéËºà ôìç çÅ êÌï¯× ÕÆåÅÍ À°Ôé» é¶ Binet å¯º òè¶ð¶ Ã¿å°ôà Õðé òÅñÆ
×¹äéëñ êÌî¶ï çÅ ÃìÈå Çç¼åÅÍ

ÇÂÔé» ÇÃè»åÅ å¶ îÔÅéåî ï¯×çÅé òÅñ¶ Carl Gustav Jacob Jacobi ÃÆÍ ÇÂÃ ç¶
ìÅÁç ÇâàðîÆéËºà ôìç ù Á³Çåî îÅéåÅ êÌÅêå Ô¯ÂÆÍ

—v—


