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vThe whole of science is nothing more than a refinement
of everyday thinking.” — ALBERT EINSTEIN v

5.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)

ÇÂÔ ÁÇèÁÅÇÂ ÷ðÈð ÔÆ ÜîÅå AA Çò¼Ú êÂ¶ ×Â¶ ëñé» ç¶ Çâøð¶ºôÆÂ¶ôé
(differentiation) ç¶ ́ î Çò¼Ú ÔËÍ ÁÃÆº Õ°Þ ÇéôÇÚå ìÔ¹êç ëñé»
Áå¶ ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» çÅ âËðÆò¶Çàò ÕðéÅ ÇÃ¼Ö Ú¹¼Õ¶ Ô»Í ÇÂÃ
ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ñ×ÅåÅðåÅ (continuity),Çâøð¶ºôÆÂ¶ÇìÇñàÆ
(differentiability) ù ê¶ô Õð»×¶Í ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ
(inverse trigonometric) ëñé» çÅ âËðÆò¶Çàò ÕðéÅ òÆ ÇÃ¼Ö»×¶Í
ÁÃÆº Ô¹ä Õ°Þ éò¶º åð·» ç¶ ëñé» ù ê¶ô Õð ðÔ¶ Ô», ÇÜé·» ù Úñ ØÅåÆ
(exponential) Áå¶ ñØÈ×äÕ (logarithmic) ëñé ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÇÂÔé»
ëñé» ç¹ÁÅðÅ ÃÅù âËðÆò¶Çàò çÆÁ» ôÕåÆôÅñÆ åðÆÇÕÁ» çÅ Ç×ÁÅé
Ô¹¿çÅ ÔËÍ Çâøð¶ºôÆÁñ Õ¶ñÕ±ñÃ (differential calculus) ç¶ îÅÇèÁî
éÅñ ÃÅù ÇÜÁÅÇîåÆ ðÈê å¯º (Ãêôà)(obvious) Õ°Þ ÃÇæåÆÁ» ù
ÃîÞç¶ Ô»Í ÇÂÃ êÌÇÕÇðÁÅ, Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂÃ Çòô¶ çÆÁ»
Õ°Þ îÈñ êÌî¶ï  (theorems) ù ÇÃ¼Ö»×¶Í
5.2   ñ×ÅåÅðåÅ (Continuity)

ñ×ÅåÅðåÅ çÆ Ã¿ÕñêäÅ çÅ Õ°Þ Áé°îÅé Õðé ñÂÆ,
ÁÃÆº ÇÂÃ íÅ× ù ç¯ ×Ëð ðÃîÆ À°çÅÔðé» éÅÿ ô¹ðÈ Õðç¶
Ô»Í ÇéîéÇñÖå ëñé å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :
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ÇÂÔ ëñé ÁÃñ Çò¼Ú òÅÃåÇòÕ ð¶ÖÅ (real line) ç¶

ÁÇèÁÅÇÂ 5

ñ×ÅåÅðåÅ Áå¶ Çâøð¶ºôÆÂ¶ÇìÇñàÆ
(Continuity and Differentiability)

Sir Issac Newton
(1642-1727)
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Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÂÃ ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð E.A Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ Õ¯ÂÆ òÆ ÇÂÃ
Áñ¶Ö å¯º å¼å Õ¼ã ÃÕçÅ ÔË ÇÕ  x = 0 å¯º ÇÂñÅòÅ, x&è¹ð¶ ç¶ Ô¯ð é¶óñ¶ Çì³çÈÁ» ç¶ ñÂÆ ëñé ç¶ Ã¿×å
ÕÆîå» òÆ x = 0 ù Û¼â Õ¶ ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ñ¼×í¼× ÃîÅé ÔéÍ  @ ç¶ é¶óñ¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Çì³çÈ À°Ô ÔË íÅò
– 0.1, – 0.01, – 0.001, å¶ ëñé çÅ îÅé A ÔË Áå¶ @ ç¶ é¶óñ¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ Çì³çÈ ç¶ 0.1, 0.01, 0.001,
å¶ ëñé çÅ î¹¼ñ B ÔËÍ Ã¼ÜÅ Áå¶ Ö¼ìÅ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò» (limits) çÆ íÅôÅ çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶, ÁÃÆº ÕÇÔ
ÃÕç¶ Ô» ÇÕ x = 0 å¶ ëñé f  ç¶ Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò»  ́ îòÅð A Áå¶ B ÔéÍ Çòô¶ô ðÈê
Çò¼Ú Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò»  ÃîÅé (Ã¿êÅåÆ) éÔÆº ÔéÍ ÁÃÆº ÇÂÔ òÆ ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ x = 0
å¶ ëñé çÅ îÅé Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ ç¶ Ã¿êÅåÆ ÔËÍ (ìðÅìð ÔË)A é¯à Õð¯ ÇÕ ÇÂÃ Áñ¶Ö ù ÁÃÆº ñ×ÅåÅð
çÅ îÅé íÅò Õñî ù ÕÅ×÷ çÆ ÃåÇÔ å¯º Çìé» Ú¹¼Õ¶, éÔÆº ÇÖ¼Ú ÃÕç¶Í ÁÃñ Çò¼Ú, Õñî ù Ú¹¼Õä çÆ
÷ðÈðå À°ç¯ º Ô¹ ¿çÆ ÔË Üç¯º ÁÃÆº ÷Æð¯ å¶ Ö ¼ì ¶ êÅÇÃÀ° º (Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ÜÅä ñÂÆ)
ÁÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÔ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðé ÔË ÇÜ¼æ¶ ëñé x = 0 å¶ ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔËÍ
Ô¹ä æ¼ñ¶ Çç¼å¶ ×Â¶ Áñ¶Ö å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :
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ÇÂÔ Áñ¶Ö òÆ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ
x = 0 å¶ ç¯é¯º ÔÆ, Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò» A ç¶
ìðÅìð ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ x = 0 å¶ ëñé çÆ ÕÆîå B ÔË, Ü¯
Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò» ç¶ Ã»ÞÆ ÕÆîå» ç¶
ìðÅìð éÔÆº ÔËÍ

ç¹ìÅðÅ åº̄, ÁÃÆº é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕ ëñé ç¶ Áñ¶Ö ù
Çìé» Õñî Ú¹¼Õ¶ ÁÃÆº  éÔÆº ÇÖ¼Ú ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÔ ÇÂ¼Õ çÈÃðÆ
À°çÅÔðé ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú x = 0 å¶ ëñé ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔËÍ

ÃÇÔÜ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁÚ¼ñ Çì³çÈ å¶ Õ¯ÂÆ ëñé ñ×ÅåÅð ÔË, Ü¶Õð À°Ã Çì³çÈ
ç¶ ÁÅÃ&êÅÃ ëñé ç¶ Áñ¶Ö ù ÁÃÆº ÕÅ×÷ çÆ ÃåÇÔ å¯º Õñî Ú¹¼Õ¶ Çìé» ÇÖ¼Ú ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÃ ×¼ñ ù
ÁÃÆº ×ÇäåÕ íÅôÅ Çò¼Ú ÖÅÃ å½ð å¶ (precisely)] Çéîé êÌÕÅð éÅñ ç¶Ö ÃÕç¶ Ô»Í
êÇðíÅôÅ A. î³é ñÀ° f  òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÇÕÃÆ À°ê ÃîÈÔ Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ ëñé
ÔË Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ f  çÆ êÌ»å Çò¼Ú c ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ å» f  Çì³çÈ c å¶ ñ×ÅåÅð ÔË, Ü¶Õð

lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

=  ÔËÍ

ÇòÃåÇðå ðÈê éÅñ Ü¶Õð x = c å¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ, Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ Áå¶ ëñé ç¶ îÅé çÆ
Ü¶Õð Ô¯ºç ÔË Áå¶ Ü¶ ÃÅð¶ ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ìðÅìð Ô¯ä, å» x = c å¶ f  ñ×ÅåÅð ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ïÅç Õð¯

ÇÚ¼åð E. B

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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ÇÕ Ü¶Õð x = c å¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò» Ã¿êÅåÆ Ô¯ä, å» ÇÂÔé» ç¶ Ã»Þ¶ î¹¼ñ ù ÁÃÆº
x = c å¶ ëñé çÆ ÃÆîÅ ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» ñ×ÅåÅðåÅ çÆ êÇðíÅôÅ ù ÇÂ¼Õ Ô¯ð êÌÕÅð éÅñ òÆ
ÇòÁÕå Õð ÃÕç¶ Ô», ÇÜÃ åð·» ÇÕ æ¼ñ¶ Çç¼åÅ ÔËÍ

ÇÂ¼Õ ëñé x = c å¶ ñ×ÅåÅð ÔË, Ü¶Õð ëñé x = c å¶ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ x = c å¶ ëñé çÆ
ÕÆîå x = c å¶ ëñé çÆ ÃÆîÅ ç¶ ìðÅìð ÔËÍ Ü¶Õð x = c å¶  ëñé ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔË å» ÁÃÆº ÕÇÔ
ÃÕç¶ Ô» ÇÕ c å¶ f  à¹¼àò» (discontinuous) ÔË Áå¶ c ù f  çÅ ÇÂ¼Õ à¯à Çì³çÈ (point of
discontinuity) ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä A.  x = 1 å¶ ëñé f (x) = 2x + 3 ç¶ ñ×ÅåÅðåÅ çÆ êðÖ Õð¯Í

Ô¼ñ : êÇÔñ» ÇÂÔ ÇèÁÅé Çç¼åÅ ÜÅò¶ ÇÕ ëñé,  x = 1 å¶ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ îÅé E ÔËÍ Ô¹ä
ëñé çÆ x = 1 å¶ ÃÆîÅ êåÅ Õð¯Í ÃÅë ÔË ÇÕ

1 1
lim ( ) lim(2 3) 2(1) 3 5
x x

f x x
→ →

= + = + = ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ 1
lim ( ) 5 (1)
x

f x f
→

= =

ÇÂÃ ñÂÆ x = 1 å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ

À°çÅÔðä B. êðÖ Õð¯ ÇÕ ëñé f (x) = x2, x = 0 å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Çç¼åÅ ÜÅò¶ ÇÕ Çç¼å¶ Çì³çÈ x = 0 å¶ ëñé êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶  x = 0  å¶ ëñé çÅ îÅé   0
ÔËËÍ Ô¹ä x = 0 å¶ ëñé çÆ ÃÆîÅ Õ¼ãç¶ Ô»Í ÃÅë å½ð å¶

2 2

0 0
lim ( ) lim 0 0
x x

f x x
→ →

= = =

ÇÂÃ êÌÕÅð 0
lim ( ) 0 (0)
x

f x f
→

= =

ÇÂÃ ñÂÆ x = 0 å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ

À°çÅÔðä C. x = 0 å¶ ëñé  f (x) = | x | çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¼ñ : êÇðíÅôÅ ç¹ÁÅðÅ

f (x) =
, 0

, 0
x x

x x
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≥

;fn

;fn

Ü¶Õð
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ÃÅø ÔË ÇÕ x = 0 å¶ ëñé êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶  f (0) = 0 ÔËÍ Çì³çÈ  x = 0 å¶ f  ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ

0 0
lim ( ) lim (– ) 0
x x

f x x
− −→ →

= =  ÔËÍ

ÇÂÃ¶ åð·» 0 å¶ f ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ

0
lim ( )
x

f x
+→

 =
0

lim 0
x

x
+→

= ÔËÍ

ÇÂÃ¶ åð·» x = 0 å¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ, Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ Áå¶ ëñé çÅ îÅé Ã¿êÅåÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
x = 0 å¶  f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ
À°çÅÔðä D. çðÃÅú ÇÕ ëñé

f (x) =
3 3, 0

1, 0
x x

x

 + ≠


=  

;fn

;fn

x = 0 å¶ ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ x = 0 å¶ ëñé êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ x = 0 å¶ ÇÂÃ çÅ îÅé  A ÔËÍ Üç¯º x ≠ 0, ÔË å» ëñé
ìÔ¹êçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

0
lim ( )
x

f x
→

 = 3 3

0
lim ( 3) 0 3 3
x

x
→

+ = + =

ÇÕÀ°ºÇÕ x = 0  å¶  f  çÆ ÃÆîÅ, f (0) ç¶ ìðÅìð éÔÆº ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ x = 0 å¶ ëñé ñ×ÅåÅð éÔÆº
ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ òÆ ê¼Õ¶ å½ð å¶ ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ÇÂÃ ëñé ç¶ ñÂÆ à¯à Çì³çÈ Õ¶òñ x = 0 ÔËÍ

À°çÅÔðä E. À°Ôé» Çì³çÈÁ» çÆ Ü»Ú Õð¯ ÇÜé·» å¶ ÁÚñ ëñé f  (x) = k ñ×ÅåÅð ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂÔ ëñé ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ ÇÕÃÆ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶
ñÂÆ ÇÂÃ çÅ îÅé k ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ c ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, å»

lim ( )
x c

f x
→

 = lim
x c

k k
→

=

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÕÃÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c ç¶ ñÂÆ  f (c) = k = lim
x c→  f (x) ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ëñé f  Ôð¶Õ

òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

À°çÅÔðä F. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò»  ñÂÆ å¼åÃîÕ ëñé (Identity function)  f (x)
= x, Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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Ô¼ñ : ÃÅë ÔË ëñé Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c  ç¶ ñÂÆ
f (c) = c  ÔËÍ

éÅñ ÔÆ lim ( )
x c

f x
→

 = lim
x c

x c
→

=

 ÇÂÃ åð·», lim
x c→

f(x) = c = f(c)  Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ëñé f  Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

 ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çì³çÈ å¶ ÇÕÃ¶ ëñé çÆ  ñ×ÅåÅðåÅ ù êÇðíÅÇôå Õðé å¯º ìÅÁç ÁÃÆº ÇÂÃ
êÇðíÅôÅ ù Á¼×¶ òèÅÀ°ºç¶ Ô¯Â¶ ÇÕÃ¶ ëñé çÆ, ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í
êÇðíÅôÅ :B.  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ ëñé  f  ñ×ÅåÅð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð f  ç¶ êÌ»å ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶
ñ×ÅåÅð ÔËÍ

ÇÂÃ êÇðíÅôÅ ù Õ°Þ ÇòÃæÅð éÅñ ÃîÞä çÆ ÷ðÈðå ÔËÍ î³é ñÀ° f  ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ëñé ÔË Ü¯ ì¿ç
Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÔË, å»  f  ç¶ ñ×ÅåÅð Ô¯ä ñÂÆ ÷ðÈðÆ ÔË ÇÕ ÇÂÔ  [a, b] ç¶ Á³å
Çì³çÈÁ» (end points) a Áå¶ b ÃÇÔå À°Ã ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð Ô¯äÍ

lim ( )
x a

f x
+→

= f (a)

Áå¶  f  çÅ b å¶ ñ×ÅåÅð Ô¯ä çÅ Áðæ ÔË ÇÕ

–
lim ( )

x b
f x

→
= f(b)

ç¶Ö¯ lim ( )
x a

f x
−→

 Áå¶ lim ( )
x b

f x
+→

çÅ Õ¯ÂÆ Áðæ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ êÇðíÅôÅ ç¶ ëñÃðÈê, Ü¶Õð f  Õ¶òñ

ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ ÔÆ êÇðíÅÇôå ÔË å» À°Ô À°Ã Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð ÔË, íÅò Ü¶Õð f  çÅ êÌ»å ÇÂ¼Õ å¼åÆ
(Singleton) ÔË, å» f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

À°çÅÔðä G. ÕÆ  f (x) = | x | ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË?

Ô¼ñ : f ù ÁÃÆº ÇÂÃ åð·» ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ f (x) = 
, 0

, 0
x x

x x
− <


≥

;fn

;fn

À°çÅÔðä C å¯º ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ x = 0 å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ

î³é ñÀ° ÇÕ c ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË ÇÂÃ åð·» ÇÕ c < 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ     f (c) = – c

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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éÅñ ÔÆ lim ( )
x c

f x
→

 = lim ( ) –
x c

x c
→

− =           (ÇÕÀ°º?)

ÇÕÀ°ºÇÕ lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

= , ÔË, f ÃÅðÆÁ» ÇðäÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

Ô¹ä î³é ñÀ° c  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË ÇÂÃ åð·» ÇÕ  c > 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f (c) = c

éÅñ ÔÆ  lim ( )
x c

f x
→  = lim

x c
x c

→
=                  (ÇÕÀ°º?)

ÇÕÀ°ºÇÕ lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

= , ÇÂÃ ñÂÆ f  ÃÅð¶ èéÅåîÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔËÍ  ÇÕÀ°ºÇÕ  f

ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

À°çÅÔðä H. ëñé f (x) = x3 + x2 – 1 çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¼ñ : Ãêôà å½ð å¶ f  Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ c å¶ ÇÂÃ çÅ îÅé
c3 + c2 – 1 ÔËÍ ÃÅù ÇÂÔ òÆ êåÅ ÔË ÇÕ

lim ( )
x c

f x
→

 = 3 2 3 2lim ( 1) 1
x c

x x c c
→

+ − = + −

ÇÂÃ ñÂÆ lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

=  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ñÂÆ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ ÇÂÃ

çÅ Áðæ ÔË ÇÕ f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

À°çÅÔðé I. ÇÕ f (x) = 
1
x

, x ≠ 0 ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé f çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÃÆ ÇÂ¼Õ ×Ëð ÇÃøð òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c ù Ã¹ÇéôÇÚå Õð¯ :

Ô¹ä
1 1lim ( ) lim

x c x c
f x

x c→ →
= =

éÅñ ÔÆ, ÇÕÀ°ºÇÕ c ≠ 0, ÇÂÃ ñÂÆ,
1( )f c
c

=  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

=  Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ
f  ÁÅêä¶ êÌ»å  ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ ñÂÆ ñ×ÅåÅðåÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

ÁÃÆº ÇÂÃ î½Õ¶ çÅ ñÅí, Áé§ååÅ (infinity) çÆ èÅðéÅ ù ÃîÞä ñÂÆ Ú¹¼Õç¶ Ô»Í ÁÃÆº ÇÂÃ ñÂÆ

ëñé  f (x) = 
1
x

 çÅ ÇòÃñ¶ôä x = 0 ç¶ é¶óñ¶ îÅé» å¶ Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù @ ç¶ é¶ó¶ çÆ
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ ëñé ç¶ îÅé» çÅ ÁÇèÁËé Õðé ç¶ îôÔÈð åðÆÕ¶ çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô»Í
²÷ðÈðÆ : å½ð Óå¶ ÁÃÆº  x = 0 å¶ f  ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ ù êåÅ Õðé çÅ ïåé Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ ñÂÆ æ¼ñ¶
Çç¼åÆ ÃÅðéÆ çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô»Í (ÃÅðäÆ E. A)
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ÃÅðäÆ E.A
x 1 0.3 0.2 0.1 = 10–1 0.01 = 10–2 0.001 = 10–3 10–n

f (x) 1 3.333... 5 10 100 = 102 1000 = 103 10n

ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÜò¶º&ÇÜò¶º x Ã¼Ü¶ å¯º @ ç¶ é¶ó¶ Ô¹¿çÅ ÔË, f (x) çÅ îÅé å¶÷Æ éÅñ À°µêð ù ò¼èçÅ
ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ ù ÇÂÃ åð·» ÇòÁÕå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜÃ åð·» ÇÂ¼Õ èéÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ù @
ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ Ú¹ä Õ¶,  f (x) ç¶ îÅé ù ÇÕÃ¶ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ Ã¿ÇÖÁÅ éÅñº̄ ò¼è ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÃÈåð» Çò¼Ú
ÇÂÃ ×¼ñ ù Ô¶á ÇñÖå Áé°ÃÅð ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ :

0
lim ( )
x

f x
+→

= + ∞

(ÇÂÃ ù ÇÂÃ êÌÕÅð êÇó·ÁÅ Ü»çÅ ÔË : @ å¶ f (x)  ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ èéÅåîÕ Áé§å ÔËÍ )A ÇÂ¼æ¶ +
∞ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ @ å¶  f ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ
(òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú)Í

ÇÂÃ êÌÕÅð éÅñ @ å¶  f  ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ êåÅ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ Çéîé ÇñÖå ÃÅðéÆ éÅñ
ÇòÃåÇðå ÃÅø ÔËÍ

ÃÅðäÆ E.B
x – 1 – 0.3 – 0.2 – 10–1 – 10–2 – 10–3 – 10–n

f (x) – 1 – 3.333... – 5 – 10 – 102 – 103 – 10n

ÃÅðéÆ E.B å¯º ÁÃÆº ÇÃ¼àÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ ÇðäÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ù @ ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ Ú¹ä Õ¶,
f (x) çÆ ÕÆîå ÇÕÃ¶ òÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ Ã¿ÇÖÁÅ éÅñ¯º Ø¼à
ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ êÌåÆÕ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº

0
lim ( )
x

f x
−→

= − ∞  ÇñÖç¶ Ô»Í
(ÇÜÃ ù ÇÂÃ åð·» êÇó·ÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË : @ å¶  f (x)  ç¶
Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ ÇðäÅåîÕ Áé§å ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇÂÃ
×¼ñ å¶ ÷¯ð ç¶äÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» ÇÕ – ∞ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ
Ã¿ÇÖÁÅ éÔÆº ÔË ÇÂÃ ñÂÆ @ å¶ f  ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ
çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ (òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú)A
ÇÚ¼åð E.C å¯º Çç¼å¶ ×¹äÅåîÕ À°ñà ëñé çÅ Áñ¶Ö
À°µå¶ Çç¼å¶ å¼æ» çÆ ÇÜîÅÇÂåÆ êÌ×àÅÀ°äÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð E.C
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À°çÅÔðé A@. Çéîé ÇñÖå ëñé çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

f (x) =
2, 1
2, 1

x x
x x

+ ≤


− >

;fn

;fn

Ô¼ñ : ëñé f òÅÃåÇòÕ ð¶ÖÅ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ

ÃÈðå : A. Üç¯º   c < 1, å¯º  f (c) = c + 2 ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð lim ( ) lim 2 2
x c x c

f x x c
→ →

= + = + ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ A å¯º Ø¼à òÅñÆÁ» ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ
ÃÈðå : B. Ü¶Õð c > 1, å»  f (c) = c – 2 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ lim ( ) lim
x c x c

f x
→ →

= (x – 2) = c – 2 = f (c) ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» À°Ôé» ÃÅÇðÁ» Çì³çÈÁ» å¶ ÇÜ¼æ¶ x > 1 ÔË,  f ñ×ÅåÅð ÔËÍ
ÃÈðå : C. Ü¶Õð c = 1, å» x = 1 å¶ f  ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ

ÃÆîÅ íÅò – –1 1
lim ( ) lim ( 2) 1 2 3
x x

f x x
→ →

= + = + =  ÔËÍ

x = 1 å¶ f  ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ íÅò

–1 1
lim ( ) lim ( 2) 1 2 1
x x

f x x
+→ →

= − = − = − ÔËÍ

Ô¹ä ÇÕÀ°ºÇÕ x = 1 å¶ f  ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Áå¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ
ÃÆîÅ Ã¿êÅåÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ  x = 1 å¶  f ñ×ÅåÅðåÅ
éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ åð·»  f  à¯à Çì³çÈ Çì³çÈ Õ¶òñ x  = 1 ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð E.D Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AA. Çéîé ÇñÇÖå  ëñé f  ç¶ ÃÅð¶ à¯à Çì³çÈ ù
êåÅ Õð¯Í

f (x) =

2, 1
0, 1

2, 1

x x
x

x x

+ <
 =
 − >

;fn

;fn

;fn

Ô¼ñ : ÇêÛñÆ À°çÅÔðä çÆ åð·» ÇÂ¼æ¶ òÆ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ  x ≠ 1 ç¶ ñÂÆ
f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ   x = 1 ç¶ ñÂÆ f ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ, –1 1

lim ( ) lim ( 2) 1 2 3
x x

f x x−→ →
= + = + = ÔËÍ

x = 1 ç¶ ñÂÆ f ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ,                                                   ÔËÍ

        ÇÚ¼åð E. D

Ü¶Õð
Ü¶Õð

–1 1
lim ( ) lim ( 2) 1 2 1

x x
f x x−→ →

= − = − = −

Ü¶Õð
Ü¶Õð
Ü¶Õð
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ÇÕÀ°ºÇÕ x = 1 å¶ f  Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ»
ÃÆîÅò» Ã¿êÅåÆ éÔÆº ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ : x = 1 å¶ f  ñ×ÅåÅð
éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f  çÅ à¯à Çì³çÈ Õ¶òñ x = 1  ÔËÍ ÇÂÃ
ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð E.E Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AB. ÇéîéÇñÖå ëñé çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð
Õð¯ :

f (x) =
2, 0
2, 0

x x
x x

+ <


− + >

;fn

;fn

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇòÚÅð ÁèÆé ëñé @ ç¶ ÇÂñÅòÅ
Ô¯ð ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ
êÇðíÅôÅ Áé°ÃÅð ÇÂÃ ëñé çÅ êÌ»å

D1 ∪ D2 ÔË ÇÂ¼æ¶ D1 = {x ∈ R : x < 0} Áå¶
D2 = {x ∈ R : x > 0}ÔËÍ

ÃÈðå : A. Ü¶Õð c ∈ D1, å» lim ( ) lim
x c x c

f x
→ →

=  (x + 2) =

c + 2 = f (c) ÇÂÃ ñÂÆ D1 å¶ f ñ×ÅåÅðåÅ ÔËÍ

ÃÈðå:B.Ü¶Õð c ∈ D2, å» lim ( ) lim
x c x c

f x
→ →

=  (– x + 2) =

– c + 2 = f (c) ÇÂÃ ñÂÆ D2 Çò¼Ú òÆ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ  f  ÁÅêä¶ êÌ»å ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» å¶ ñ×ÅåÅð ÔË
ÇÜÃ å¯º ÁÃÆº ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ ÇÂÃ ëñé çÅ Áñ¶Ö E.F Çò¼Ú ÇÖ¼ÇÚÁÅ
Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂÃ ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÖ¼Úä
ñÂÆ ÃÅù Õñî ù ÕÅ×÷ çÆ ÃåÇÔ åº̄ À°áÅäÅ êËºçÅ ÔË,
êð ÃÅù Õ¶òñ À°Ô Çì³çÈÁ» å¶ ÕðéÅ êËºçÅ ÔË ÇÜ¼æ¶ ëñé
êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

ÇÚ¼åð E.E

ÇÚ¼åð E.F

  ÇÚ¼åð E.G

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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À°çÅÔðä AC. ÇéîéÇñÖå ëñé çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

f (x) = 2

, 0

, 0

x x

x x

≥


<

;fn

;fn

Ô¼ñ : ÃÅø å½ð å¶, Çç¼åÅ ëñé Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÂÃ ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð
E.G Çò¼Ú Çç¼åÅ ÔËÍ ÇÂÃ Áñ¶Ö ç¶ ÇéðÆÖä åº̄ ÇÂÔ Ãê¼ôà ÔË ÇÕ ëñé ç¶ êÌ»å ù òÅÃåÇòÕ ð¶ÖÅ ç¶ Çå¿é
éÅ Ü¹ó¶ À°µê ÃîÈÔ» Çò¼Ú ò¿â ÇñÁÅ ÜÅò¶Í î³é ñÀ° ÇÕ :

D1 = {x ∈ R : x < 0}, D2 = {0}  Áå¶
D3 = {x ∈ R : x > 0} ÔËÍ

ÃÈðå : A.  D1 ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ Çì³çÈ å¶ f (x) = x2 ÔË, Áå¶ ÇÂÔ ÃðñåÅ éÅñ ç¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ D1

å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔË (À°çÅÔðä B ç¶Ö¯)
ÃÈðå : B. D3 ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ Çì³çÈ å¶  f (x) = x  ÔË Áå¶ ÇÂÔ ÃðñåÅ éÅñ ç¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ D3 å¶a
f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ (À°çÅÔðä F ç¶Ö¯)
ÃÈðå : C. ÁÃÆº Ô¹ä x = 0 å¶ ëñé çÅ ÇòÃñ¶ôä Õðç¶ Ô»Í  @ ç¶ ñÂÆ ëñé çÅ îÅé f (0) = 0 ÔËÍ
0 å¶ f  ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ 

2 2
–0 0

lim ( ) lim 0 0
x x

f x x−→ →
= = =  ÔË Áå¶

0 å¶ f ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ
0 0

lim ( ) lim 0
x x

f x x+ +→ →
= = ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ 
0

lim ( ) 0
x

f x
→

= = f (0), ÇÂÃ ñÂÆ 0 å¶ f ñ×ÅåÅð ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ ÔË ÇÕ f
ÁÅêä¶ êÌ»å ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ : f ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
À°çÅÔðä AD. çðÃÅÀ° ÇÕ Ôð¶Õ ìÔ¹êçÆ
ëñé  ñ×ÅåÅð ÔËÍ
Ô¼ñ : ïÅç Õð¯ ÇÕ Õ¯ÂÆ ëñé p, ÇÂ¼Õ
ìÔ¹êçÆ ëñé ÔË Ü¶Õð ÇÕÃ¶ êÌÇÕÇåÕ Ã¿ÇÖÁÅ
n ç¶ ñÂÆ p(x) = a0 + a1 x + ... + an xn

ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ  ai ∈ R Áå¶ an ≠ 0
ÔËÍ  ÇÕÃ¶ ÇéôÇÚå òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c ç¶
ñÂÆ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ

lim ( ) ( )
x c

p x p c
→

=

ÇÂÃ ñÂÆ êÇðíÅôÅ ç¹ÁÅðÅ c å¶ p
ñ×ÅåÅð ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ c Õ¯ÂÆ òÅÃåÇòÕ  ÇÚ¼åð E. H

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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Ã¿ÇÖÁÅ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ p ÇÕÃÆ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ñÂÆ  ñ×ÅåÅð ÔË, íÅò  p ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
À°çÅÔðä AE.  f (x) = [x] ç¹ÁÅðÅ êÌíÅÇôå îÔ¼åîêÈðé Á³Õ ëñé ç¶  ÃÅð¶ à¯à Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õð¯,
ÇÜ¼æ¶ [x] À°Ã îÔ¼åîêÈðé Á³Õ ù êÌ×à ÕðçÅ ÔË Ü¯ x ç¶ Ø¼à Ü» À°Ã ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

Ô¼ñ : êÇÔñ¶ å» ÁÃÆº ÇÂÔ ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ f  ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÂÃ ëñé
çÅ Áñ¶Ö E.H Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÁÅñ¶Ö åº̄ ÁÇÜÔÅ êÌåÆå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ Çç¼å¶ ëñé x ç¶ ÃÅðÆÁ» ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» å¶ à¹¼àä» ÔËÍ æ¼ñ¶ ÁÃÆº
ÛÅäìÆä Õð»×¶ ÇÕ ÕÆ ÇÂÔ Ã¼Ú ÔËÍ

ÃÈðå A. î³é ñÀ° ÇÕ  c ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, Ü¯ ÇÕÃ¶ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ìðÅìð éÔÆº
ÔËÍ Áñ¶Ö å¯º ÇÂÔ ÃÅë ÔË ÇÕ  c ç¶ é¶ó¶ (Ã¼Ü¶ êÅÃ¶) çÆÁ» ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶
ëñé çÅ îÅé [c] ÔË, íÅò lim ( ) lim [ ] [ ]

x c x c
f x x c

→ →
= =  éÅñ ÔÆ  f (c) = [c], ÇÂÃ ñÂÆ ëñé, À°Ôé»

ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔË, Ü¯ ÇÕ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» éÔÆº ÔéÍ
ÃÈðå B. î¿é ñÀ° ÇÕ c ÇÂ¼Õ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ Û¯àÆ òÅÃåÇòÕ
Ã¿ÇÖÁÅ r > 0 êÌÅêå Õð ÃÕç¶ Ô» Ü¯ ÇÕ [c – r] = c – 1 Üç¯º ÇÕ [c + r] = c ÔËÍ

lim
x c−→

f (x) = c – 1 Áå¶ lim
x c+→

f (x) = c

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÕÃÆ òÆ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ñÂÆ ÇÂÔ ÃÆîÅò» c ñÂÆ ìðÅìð éÔÆº Ô¯ ÃÕçÆÁ», ÇÂÃ
ñÂÆ ëñé x ÃÅð¶ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò»  å¶ à¹¼àä» ÔËÍ

5.2.1  ñ×ÅåÅð ëñé» çÅ ìÆÜ ×Çäå (Algebra of continuous functions)

ÇêÛñÆ ÜîÅå Çò¼Ú, ÃÆîÅ çÅ Ã¿Õñê ÃîÞä ç¶ ìÅÁç, ÁÃÆº ÃÆîÅ ç¶ ìÆÜ ×Çäå çÅ Õ°Þ ÁÇèÁËé
ÕÆåÅ ÔËÍ  ÇÂÃÆ åð·» ÁÃÆº ñ×ÅåÅð ëñé» ç¶ ìÆÜ ×Çäå çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶
ÇÂ¼Õ ëñé çÆ ñ×ÅåÅð êÈðé ðÈê å¶ À°Ã Çì³çÈ å¶ ëñé çÆ ÃÆîÅ ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå Ô¹¿çÆ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ
åðÕôÆñ ÔË ÇÕ ÁÃÆº ÃÆîÅò» å¯º ÇéðèÅÇðå ìÆÇÜÕ éåÆÇÜÁ» çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í
êÌî¶ï A. î³é ñÀ° ÇÕ f  Áå¶ g ç¯ ÁÇÜÔ¶ òÅÃåÇòÕ ëñé ÔéÍ Ü¯ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c å¶
ñ×ÅåÅð ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ
(1)  f + g , x = c å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
(2) f – g ,  x = c å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
(3) f . g ,  x = c å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

(4) f
g

 
 
 

 ,  x = c å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ  (Üç¯º ÇÕ g (c) ≠ 0 ÔËÍ)
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ÃìÈå : ÁÃÆº Çì³çÈ  x = c å¶ (f + g) çÆ ñ×ÅåÅðåÅ çÆ Ü»Ú Õðç¶ Ô» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ

lim( )( )
x c

f g x
→

+  = lim [ ( ) ( )]
x c

f x g x
→

+ (f + g çÆ êÇðíÅôÅ ç¹ÁÅðÅ)

= lim ( ) lim ( )
x c x c

f x g x
→ →

+ (ÃÆîÅò» çÆ êÌî¶ï ç¹ÁÅðÅ)

= f (c) + g(c) (ÇÕÀ°ºÇÕ f Áå¶ g ñ×ÅåÅð ëñé Ôé)
= (f + g) (c) (f + g çÆ êÇðíÅôÅ ç¹ÁÅðÅ)

ÇÂÃ ñÂÆ] f + g òÆ x = c ç¶ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
      ÃìÈå A ç¶ ìÅÕÆ íÅ× çÆ À°åêåÆ ÇÂÃ ç¶ ìðÅìð ÔË ÇÜÃ ù êÅáÕ» ç¶ ÁÇíÁÅÃ ñÂÆ Û¼â Çç¼åÅ
Ç×ÁÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :
(i) À°êð¯Õå íÅ× (3) ç¶ Çòô ¶ô íÅ× ç¶ ñÂÆ, Ü¶Õð f  ÇÂ ¼Õ ÁÚñ ëñé

f (x) = λ Ô¯ò¶, ÇÜ¼æ¶ λ, Õ¯ÂÆ ÁÚ¼ñ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, å» (λ . g) (x) = λ . g (x) ç¹ÁÅðÅ
êÇðíÅÇôå ëñé  (λ . g)  òÆ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ Çòô¶ô ðÈê Çò¼Ú, Ü¶Õð λ = – 1,  å» f çÆ
ñ×ÅåÅðåÅ å¯º ÔÆ a – f  çÆ ñ×ÅåÅðåÅ ÇçÖçÆ ÔËÍ

(ii) À°êð¯Õå íÅ× (4) ç¶ Çòô¶ô íÅ× ç¶ ñÂÆ, Ü¶Õð f  ÇÂ¼Õ ÁÚñ ëñé f (x) = λ, å»

( )
( )

x
g g x
λ λ

=  ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé g
λ

 òÆ ñ×ÅåÅð ëñé Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÂ¼æ¶  g(x) ≠ 0 ÔËÍ

Çòô¶ô ðÈê Çò¼Ú, g çÆ ñ×ÅåÅðåÅ Çò¼Ú 
1
g  çÆ ñ×ÅåÅðåÅ çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔËÍ

À°êð¯Õå ç¯éº̄ êÌî¶ï» ç¶  êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ Áé¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé ìäÅÂ¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ ÇÂÃ Çò¼Ú ÇÂÔ
òÆ ÇéôÇÚå Õðé Çò¼Ú ÃÔÅÇÂåÅ ÇîñçÆ ÔË ÇÕ Õ¯ÂÆ ëñé ñ×ÅåÅð ÔË Ü» éÔÆºÍ ÇéîéÇñÖå À°çÅÔðä»
Çò¼Ú ÇÂÔ ×¼ñ Ãê¼ôà ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔËÍ
À°çÅÔðä AF. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ôð¶Õ êÇðî¶ï ëñé ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔËÍ
Ô¼ñ : ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé  f  ÔË Ü¯ ÇÕ ÇéîéÇñÖå ÔË :

( )( ) , ( ) 0
( )

p xf x q x
q x

= ≠

ÇÂ¼æ¶ p Áå¶ q ìÔ¹êçÆ ëñé ÔéÍ f  çÆ êÌ»å, À°Ôé» Çì³çÈÁ» ù Û¼â Õ¶ ÇÜé·» å¶  q çÅ îÅé ÇÃøð ÔË,
ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔéÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ìÔ¹êçÆ ëñé ñ×ÅåÅð Ô¹¿ç¶ Ôé (À°çÅÔðé AD)] ÇÂÃ
ñÂÆ êÌî¶ï A ç¶ íÅ× (4) ç¹ÁÅðÅ f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
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À°çÅÔðä AG. sine ëñé çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂÃ å¶ ÇòÚÅð Õðé ñÂÆ ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå å¼æ» çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô» :

0
lim sin 0
x

x
→

=

ÁÃÆº ÇÂÔé» å¼æ» ù ÇÂ¼æ¶ ÇÃ¼è å» éÔÆº ÕÆåÅ ÔË, êð  sine ëñé ç¶ Áñ¶Ö ù ÇÃøð ç¶ é¶ó¶ ç¶Ö Õ¶
ÇÂÔ å¼æ ÁÅê¶ ÔÆ Ãêôà Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

Ô¹ä ç¶Ö¯ ÇÕ  f (x) = sin x ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ c
ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ x = c + h ð¼Öä å¶, Ü¶Õð x → c å» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ h → 0 ÇÂÃ ñÂÆ

lim ( )
x c

f x
→  = lim sin

x c
x

→

= 0
lim sin( )
h

c h
→

+

= 0
lim [sin cos cos sin ]
h

c h c h
→

+

= 0 0
lim [sin cos ] lim [cos sin ]
h h

c h c h
→ →

+

= sin c + 0 = sin c = f (c)

ÇÂÃ åð·» lim
x c→

 f (x) = f (c) ÇÂÃ ñÂÆ f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

Çà¼êäÆ : ÇÂÃ êÌÕÅð cosine ëñé çÆ ñ×ÅåÅðåÅ ù ÇÃ¼è ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AH. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = tan x ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé f (x) = tan x = 
sin
cos

x
x

 ÔËÍ ÇÂÃ ëñé çÆÁ» À°Ôé» ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ

Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔË, ÇÜ¼æ¶ cos x ≠ 0, íÅò x ≠ (2n +1)
2
π

  ÔËÍ ÁÃÆº Ô¹ä¶ ÔÆ ÇÃ¼è ÕÆåÅ

ÔË ÇÕ  sine Áå¶ cosine ëñé, ñ×ÅåÅð ëñé ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ëñé, ÇÂÔé» ç¯é¯º ëñé» ç¶
íÅ×ëñ Ô¯ä ç¶ ÕÅðé, x ç¶ À°Ôé» ÃÅð¶ îÅé» ç¶ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔË, ÇÜé·» ñÂÆ ÇÂÔ êÇðíÅÇôå ÔËÍ

ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé (composition) ç¶ Ã¿ì¿Çèå, ñ×ÅåÅð ëñé» çÅ ÇòÔÅð ÇÂ¼Õ ÇçñÚÃê å¼å ÔËÍ
ïÅç Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð  f  Áå¶ g ç¯ òÅÃåÇòÕ ëñé Ôé å»

(f o g) (x) = f (g (x)) ÔËÍ
êÇðíÅÇôå ÔË, Üçº̄ Õç¶ g çÅ ÇòÃæÅð f  çÆ êÌ»å çÅ ÇÂ¼Õ  À°êÃîÈÔ Ô¿¹çÅ ÔËÍ ÇéîéÇñÖå êÌî¶ï (ÃìÈå
å¯º Çìé» ÇòÁÕå)] Ã¿ï¯Üé ëñé» çÆ ñ×ÅåÅðåÅ ù êÌíÅÇôå ÕðçÆ ÔËÍ
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êÌî¶ï B. î³é ñÀ° ÇÕ  f  Áå¶ g ÇÂÃ åð·» ç¶ ç¯ òÅÃåÇòÕ îÅé» òÅñ¶ (real valued) ëñé Ôé ÇÕ c
å¶ (f o g) êÇðíÅÇôå ÔËÍ Ü¶Õð c å¶ g Áå¶ g (c)  å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔË, å» c å¶  (f o g) ñ×ÅåÅð ÔËÍ

ÇéîéÇñÖå À°çÅÔðé» Çò¼Ú ÇÂÃ êÌî¶ï ù Ãêôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AI. çðÃÅú ÇÕ f (x) = sin (x2) ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé, ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ ÇòÚÅð ÁèÆé ëñé Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ëñé
f  ù, g Áå¶ h ç¯ ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé (g o h)ç¶ ðÈê Çò¼Ú Ã¯ÇÚÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, ÇÂ¼æ¶  g (x) = sin x
Áå¶  h (x) = x2 ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ g Áå¶ h ç¯é¯º ÔÆ ñ×ÅåÅð ëñé Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ êÌî¶ï B ç¹ÁÅðÅ ÇÂÔ
éåÆÜÅ Õ¼ÇÎãÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, ÇÕ f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
À°çÅÔðä B@. çðÃÅÀ° ÇÕ  f (x) = |1 – x + | x | | ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé f] ÇÜ¼æ¶  x ÇÂ¼Õ
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» x ç¶ ñÂÆ g  ù g (x) = 1 – x + | x | Áå¶ h ù h (x) = | x |
ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå Õð¯Í å»

(h o g) (x) = h (g (x))

= h (1– x + | x |)

= | 1– x + | x | | = f (x)

À°çÅÔðä G Çò¼Ú ÁÃÆº ò¶Ö Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ  h ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð ÇÂ¼Õ ìÔ¹êçÆ ëñé Áå¶
ÇÂ¼Õ îÅê Á³Õ ëñé ç¶ ï¯× Ô¯ä ÕÅðé g ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ç¯ ñ×ÅåÅð ëñé» çÅ
Ã¿ï¯Üé ëñé Ô¯ä ÕÅðé f  òÆ ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ E.A

1. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé  f (x) = 5x – 3, x = 0, x = – 3 Áå¶  x = 5 å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

2.  x = 3 å¶ ëñé f (x) = 2x2 – 1 çÆ ñ×ÅåÅðåÅ çÆ Ü»Ú Õð¯Í

3. ÇéîéÇñÖå ëñé» çÆ ñ×ÅåÅðåÅ çÆ Ü»Ú Õð¯ :

(a) f (x) = x – 5 (b) f (x) = 
1

5x −
, x ≠ 5
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(c) f (x) = 
2 25

5
x

x
−
+

, x ≠ –5 (d) f (x) = | x – 5 |

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé  f (x) = xn , x = n, å¶ ñ×ÅåÅð ÔË, ÇÂ¼æ¶ n ÇÂ¼Õ èéÅåîÕ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅ
ÔËÍ

5. ÕÆ 
, 1

( )
5, >1
x x

f x
x
≤

= 


;fn

;fn
  ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé f

x = 0, x = 1, Áå¶ x = 2 å¶ ñ×ÅåÅðåÅ ÔË?
f  ç¶ ÃÅð¶ à¯à Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õð¯, Üç¯º ÇÕ f  ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð å¯º êÌíÅÇôå ÔË :

6.
2 3, 2

( )
2 3, > 2

x x
f x

x x
+ ≤

= 
−

;fn

;fn
7.

| | 3, 3
( ) 2 , 3 3

6 2, 3

x x
f x x x

x x

+ ≤ −
= − − < <
 + ≥

;fn

;fn

;fn

8.
| | , 0

( )
0, 0

x x
f x x

x

 ≠= 
 =

;fn

;fn

9.
, 0

| |( )
1, 0

x x
xf x

x

 <= 
− ≥

;fn

;fn

10. 2

1, 1
( )

1, 1

x x
f x

x x

+ ≥= 
+ <

;fn

;fn
11.

3

2

3, 2
( )

1, 2

x x
f x

x x

 − ≤= 
+ >

;fn

;fn

12.
10

2

1, 1
( )

, 1

x x
f x

x x

 − ≤= 
>

;fn

;fn

13. ÇÕ 
5, 1

( )
5, 1

x x
f x

x x
+ ≤

= 
− >

;fn

;fn
 ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé, ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË?

ëñé  f , çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯, ÇÂ¼æ¶ f  ÇéîéÇñÖå ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ÔË?

14.
3, 0 1

( ) 4, 1 3
5, 3 10

x
f x x

x

≤ ≤
= < <
 ≤ ≤

;fn

;fn

;fn

15.
2 , 0

( ) 0, 0 1
4 , >1

x x
f x x

x x

<
= ≤ ≤



;fn

;fn

;fn

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶ÕðÜ¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð
Ü¶Õð Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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16.
2, 1

( ) 2 , 1 1
2, 1

x
f x x x

x

− ≤ −
= − < ≤
 >

;fn

;fn

;fn

17. a Áå¶ b ç¶ À°Ôé» î¹¼ñ» ù êåÅ Õð¯ ÇÜé·» ñÂÆ

1, 3
( )

3, 3
ax x

f x
bx x

+ ≤
= 

+ >

;fn

;fn

ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = 3 å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
18. λ çÆ ÇÕÃÆ ÕÆîå ñÂÆ

2( 2 ), 0
( )

4 1, 0
x x x

f x
x x

λ − ≤= 
+ >

;fn

;fn

 ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = 0 å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ x =  1 å¶ ÇÂÃ çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í
19. çðÃÅÀ° ÇÕ g (x) = x – [x] ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé ÃÅðÆÁ» ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» å¶ à¹¼àò» ÔËÍ

ÇÂ¼æ¶  [x] À°Ã îÔ¼åîêÈðä ÇéðÈÇêå ÕðçÅ ÔË, Ü¯ x ç¶ ìðÅìð Ü» x å¯º Ø¼à ÔËÍ
20. ÕÆ  f (x) = x2 – sin x + 5 ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé  x = π å¶ ñ×ÅåÅð ÔË?
21. ÇéîéÇñÖå ëñé» çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

(a) f (x) = sin x + cos x (b) f (x) = sin x – cos x
(c) f (x) = sin x . cos x

22. cosine, cosecant, secant Áå¶ cotangent ëñé» çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í
23. f  ç¶ ÃÅð¶ à¯à Çì³çÈ çÅ êåÅ Õð¯, ÇÜ¼æ¶

sin , 0
( )

1, 0

x x
f x x

x x

 <= 
 + ≥

;fn

;fn

24.  ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ ëñé  f

2 1sin , 0
( )

0, 0

x x
f x x

x

 ≠= 
 =

;fn

;fn

 ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

Ü¶Õð
Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð
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25.  f   çÆ ñ×ÅåÅðåÅ çÆ Ü»Ú Õð¯, ÇÜ¼æ¶ f   ÇéîéÇñÖå åð·» éÅñ êÇðíÅÇôå ÔË :

sin cos , 0
( )

1, 0
x x x

f x
x

− ≠
= 

− =

;fn

;fn

 êÌôé BF å¯º BI Çò¼Ú  k  ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ å» ÇÕ ëñé Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çì³çÈ Indicated å¶ ñ×ÅåÅð
Ô¯ò¶Í

26.

cos ,
2 2( )

3,
2

k x x
xf x

x

π ≠ π −=  π =


;fn

;fn

          ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = 
2
π

  å¶

27.
2 , 2

( )
3, 2
kx x

f x
x

 ≤= 
>

;fn

;fn
         ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = 2 å¶

28.
1,

( )
cos ,
kx x

f x
x x

+ ≤ π
= 

> π

;fn

;fn
           ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = π å¶

29.
1, 5

( )
3 5, 5
kx x

f x
x x

+ ≤
= 

− >

;fn

;fn
            ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = 5 å¶

30. a Áå¶ b çÆÁ» ÕÆîå» ù êåÅ Õð¯ ÇÕ

5, 2
( ) , 2 10

21, 10

x
f x ax b x

x

≤
= + < <
 ≥

;fn

;fn

;fn

ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
31. çðÃÅÀ° ÇÕ  f (x) = cos (x2) ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
32. çðÃÅÀ° ÇÕ  f (x) = | cos x | ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
33. Ü»Ú Õð¯ ÇÕ sin | x | ÇºÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
34.  f (x) = | x | – | x + 1 | ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé f  ç¶ ÃÅð¶  à¯à Çì³çÈ êåÅ Õð¯Í

5.3.   ÇâøðËÇôÂ¶ÇìñàÆ (Differentiability)
ÇêÛñÆ ÜîÅå Çò¼Ú ÇÃÖÅÂ¶ ×Â¶ å¼æ» çÅ Ãîðä Õð¯Í ÁÃÆº ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ ëñé ç¶ âËðÆòËÇàò ù
(Derivative) ÇéîéÇñÖå åð·» êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô» :

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð
Ü¶Õð
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î³é ñÀ° ÇÕ f ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ ëñé ÔË Áå¶ c ÇÂÃ ç¶¶ êÌ»å Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ  c çÅ f  âËðÆòËÇàò
Ô¶á ÇñÖÆ åð·» êÇðíÅÇôå ÔË :

0

( ) ( )lim
h

f c h f c
h→

+ −

Ü¶Õð ÇÂÃ ÃÆîÅ çÆ ÁÃÇååò Ô¯ºç Ô¯ò¶ å» c  å¶  f  ç¶ âËðÆòËÇàò ù f′(c) Ü» ( ( )) |c
d f x
dx

ç¹ÁÅðÅ

êÌ×à Õðç¶ Ô»Í

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ =

ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé, Üç¯º òÆ ÇÂÃ çÆ ÃÆîÅ çÆ Ô¯ºç Ô¯ò¶,  f ç¶ âËðÆòËÇàò ù êÇðíÅÇôå ÕðçÅ ÔËÍ

f  ç¶ âËðÆòËÇàò ù f ′ (x) Ü» ( ( ))d f x
dx

ç¹ÁÅðÅ êÌ×à Õðç¶ Ô»Í Áå¶ Ü¶Õð y = f (x) å» ÇÂÃ ù

dy
dx

Ü» y′ ç¹ÁÅðÅ êÌ×à Õðç¶ Ô»Í ÇÕÃÆ ëñé çÅ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðé çÆ êÌÇÕÇðÁÅ ù Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé

ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÁÃÆº òÅÕ Á³ô ¶x ç¶ ìÅìå  f (x) çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯‚ çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô», ÇÂÃ çÅ
Áðæ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ f ′(x) êåÅ Õð¯Í
âËðÆòËÇàò ç¶ ìÆÜ ×Çäå ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå Çéïî» ù êÌîÅÇäå ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔË :
(1) (u ± v)′ = u′ ± v′.
(2) (uv)′ = u′v + uv′ (ñËìéÆÜ Ü» ×¹äéëñ Çéïî)

(3)
2

u u v uv
v v

′ ′ − ′  = 
 

, ÇÜ¼æ¶ v ≠ 0 (íÅ×ëñ Çéïî)

Ô¶á» Çç¼åÆ ×ÂÆ ÃÅðéÆ ç¶ Õ°Þ ÇîÁÅðÆ (standard) ëñé» ç¶ âËðÆòËÇàòÅ çÆ ÃÈÚÆ Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔË :
ÃÅðäÆ E.C

Ô¹ä Üç¯º òÆ ÁÃÆº âËðÆòËÇàò ù êÌíÅÇôå ÕÆåÅ ÔË å» ÇÂ¼Õ Ã¹ÞÅÁ òÆ Çç¼åÅ ÔË ÇÕ  ÒÒÜ¶Õð ÃÆîÅ çÆ
Ôº̄ç ÔËÍÓÓ Ô¹ä Ã¹íÅÇòÕ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÔ êÌôé À°µáçÅ ÔË ÇÕ Ü¶Õð ÁÇÜÔÅ éÔÆº ÔË å» ÕÆ Ô¯ò¶×Å? ÇÂÔ êÌôé

ÇìñÕ°ñ ã¹¼Õò» ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ À°µåð òÆÍ Ü¶Õð 
0

( ) ( )lim
h

f c h f c
h→

+ −  çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË å» ÁÃÆº ÇÂÔ

ÕÇÔ¿ç¶ Ô» ÇÕ c å¶ f  Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ çÈÃð¶ ôìç» Çò¼Ú ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ ÁÅêä¶ êÌ»å ç¶ ÇÕÃ¶

f (x) xn sin x cos x tan x

f ′(x) nxn – 1 cos x – sin x sec2 x
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Çì³ç È c å¶ ëñé f Çâøð¶ ºÇôÂ¶ìñ ÔË, Ü¶Õð ç¯é ¯ º ÃÆîÅò»
–0

( ) ( )lim
h

f c h f c
h→

+ −  Áå¶

0

( ) ( )lim
h

f c h f c
h+→

+ −  ÃÆÇîå Áå¶ ÃîÅé ÔéÍ ëñé Á³åðÅñ [a, b] å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÕÔÅÀ°ºçÅ

ÔË, Ü¶Õð ÇÂÔ Á³åðÅñ  [a, b] ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð ÇÂÔ Á³åðÅñ [a, b] ç¶  Ôð¶Õ Çì³çÈ
å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Ô¯ò¶Í ÇÜÃ åð·» ÇÕ ñ×ÅåÅðåÅ ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÇÕÔÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ Á³å Çì³çÈÁ» a Áå¶ b
å¶ ÁÃÆº ́ îòÅð : Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ ñËºç¶ Ô», Ü¯ ÇÕ Ô¯ð Õ°Þ éÔÆº ìñÇÕ a Áå¶ b å¶ ëñé ç¶
Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔÆ ÔéÍ ÇÂÃ êÌÕÅð ëñé Á³åðÅñ (a, b) Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ
ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð Á³åðÅñ (a, b) ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ â¶øð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔËÍ

êÌî¶ï C. Ü¶Õð ëñé ÇÕÃ¶ Çì³çÈ c å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔË, å» À°Ã Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð òÆ ÔËÍ

ÃìÈå : ÇÕÀ°ºÇÕ Çì³çÈ c å¶ f  Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ :

( ) ( )lim ( )
x c

f x f c f c
x c→

−
= ′

−

êð x ≠ c ç¶ ñÂÆ

f (x) – f (c) =
( ) ( ) . ( )f x f c x c

x c
−

−
−

ÇÂÃ ñÂÆ lim [ ( ) ( )]
x c

f x f c
→

−  =
( ) ( )lim . ( )

x c

f x f c x c
x c→

− − − 

Ü» lim [ ( )] lim [ ( )]
x c x c

f x f c
→ →

−  =
( ) ( )lim . lim [( )]

x c x c

f x f c x c
x c→ →

−  − − 

= f ′(c) . 0 = 0

Ü» lim ( )
x c

f x
→

 = f (c)

ÇÂÃ åð·» x = c  å¶ ëñé f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ

À°ê êÌî¶ï A. Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ëñé ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇèÁÅé çòÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ À°êð¯Õå Õæé çÅ À°ñà Õæé (converse)  Ã¼Ú éÔÆº ÔËÍ ÁÃñ
Çò¼Ú ÁÃÆº ç¶Ö Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ  f (x) = | x | ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ ÇÂÃ ëñé ç¶
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Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ ÔË :

–0

(0 ) (0)lim 1
h

f h f h
h h→

+ − −
= = −

Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ

0

(0 ) (0)lim 1
h

f h f h
h h+→

+ −
= =  ÔËÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ 0 å¶ À°µå¶ Çç¼åÆÁ» Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅò» ÃîÅé éÔÆº Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ

0

(0 ) (0)lim
h

f h f
h→

+ −
 çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ êÌÕÅð 0 å¶ f  Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f

ÇÂ¼Õ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ëñé éÔÆº ÔËÍ

5.3.1  Ã¿ï°Õå ëñé» ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ (Differentials of composite functions)

Ã¿ï°Õå ëñé» ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ç¶ ÁÇèÁËé ù ÁÃÆº ÇÂ¼Õ À°çÅÔðé ç¹ÁÅðÅ Ãê¼ôà Õð»×¶Í î³é ñÀ° ÇÕ
ÁÃÆº  f  çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô», ÇÂ¼æ¶

f (x) = (2x + 1)3

ÇÂ¼Õ ÇòèÆ ÇÂÔ ÔË ÇÕ ç¯ êçÆ êÌî¶ï ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ (2x + 1)3 ù êÇðíÅÇôå ÕðÕ¶ êÌÅêå ìÔ¹êçÆ
ëñé çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ êåÅ Õð¯, ÇÜÃ åð·» æ¼ñ¶ Ãêôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË :

( )d f x
dx

 = 3(2 1)d x
dx

 + 

= 3 2(8 12 6 1)d x x x
dx

+ + +

= 24x2 + 24x + 6
= 6 (2x + 1)2

Ô¹ä, ÇèÁÅé Ççú ÇÕ
f (x) = (h o g) (x)

ÇÂ¼æ¶ g(x) = 2x + 1 Áå¶ h(x) = x3  ÔËÍ î³é ñÀ°  t = g(x) = 2x + 1. å» f (x) = h(t) = t3.

ÇÂÃ ñÂÆ : 
df
dx

 = 6 (2x + 1)2 = 3(2x + 1)2 . 2 = 3t2 . 2 = 
dh dt
dt dx

⋅

ÇÂÃ çÈÃðÆ ÇòèÆ çÅ ñÅí ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÕÂÆ åð·» ç¶ ëñé, ÇÜÃ åð·» (2x + 1)100  ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÕðéÅ
ÇÂÃ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Ãðñ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ À°êð¯Õå êÇðÚðÚÅ å¯º ÃÅù À°êÚÅÇðÕ ðÈê å¯º ÇéîéÇñÖå êÌî¶ï
êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÜÃ ù ñóÆ Çéïî (chain rule) ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í
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êÌî¶ï D.  (ñóÆ Çéïî) î³é ñÀ° f  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ï°Õå ëñé ÔË Ü¯ u Áå¶ v ç¯é¯º ëñé» çÅ

Ã¿ï¯Üé ÔË; íÅò f = v o u. î³é ñÀ° ÇÕ t = u (x) Áå¶, Ü¶Õð dt
dx

 Áå¶ dv
dt

 ç¯é» çÆ Ô¯ºç ÔË å»

df dv dt
dx dt dx

= ⋅

ÁÃÆº ÇÂÃ êÌî¶ï çÅ ÃìÈå Û¼â Çç³ç¶ Ô»Í ñóÆ Çéïî çÅ ÇòÃæÅð Ô¶á ÇñÇÖå Áé°ÃÅð ÕÆåÅ ÜÅ
ÃÕçÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ  f  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ ëñé ÔË, Ü¯ Çå¿é ëñé  u, v Áå¶ w  çÅ Ã¿ï¯Üé ÔË, íÅò

f = (w o u) o v ÔË, Ü¶Õð  t = u (x) Áå¶ s = v (t) ÔË, å»

( o )df d dt dw ds dtw u
dx dt dx ds dt dx

= ⋅ = ⋅ ⋅

Ü¶Õð À°êð¯Õå Õæé ç¶ ÃÅð¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Ô¯ºç ÔË å» êÅáÕ Ô¯ð Ç÷ÁÅçÅ ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé ç¶ ñÂÆ ñóÆ
Çéïî ù ÃÈåðì¼è Õð ÃÕç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä BA.  f (x) = sin (x2) çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Çç¼åÅ ëñé ç¯ ëñé» çÅ Ã¿ï¯Üé ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú, Ü¶Õð u(x) = x2 Áå¶
v(t) = sin t ÔË å»

f (x) = (v o u) (x) = v(u(x)) = v(x2) = sin x2

 t = u(x) = x2 ð¼Öä å¶ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ cosdv t
dt

=  Áå¶ 2dt x
dx

=  Áå¶ ç¯é» çÆ Ô¯ºç òÆ ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ ñóÆ Çéïî ç¹ÁÅðÅ
df
dx  = cos . 2dv dt t x

dt dx
⋅ =

ÃèÅðé ÁÇíÁÅÃ éÅñ ÁÖÆðñ¶ éåÆÜ¶ ù x ç¶ êç» éÅñ ÇòÁÕå Õðé çÅ ÇðòÅ÷ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ
df
dx  = 2cos 2 2 cost x x x⋅ =

ÇòÕñê : ÁÃÆº ÇÃ¼è¶ òÆ ÇÂÃ çÆ ÕÆîå Õ¼ã ÃÕç¶ Ô» ÇÜÃ åð·» æ¼ñ¶ òðäé ÕÆåÅ ÔË,

y = sin (x2) ⇒ dy d
dx dx

= (sin x2)

= cos x2 
d
dx

(x2) = 2x cos x2
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À°çÅÔðä BB. tan (2x + 3) çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  f (x) = tan (2x + 3),  u (x) = 2x + 3 Áå¶ v(t) = tan t ÔËÍ

(v o u) (x) = v(u(x)) = v(2x + 3) = tan (2x + 3) = f (x)

ÇÂÃ êÌÕÅð f ç¯ ëñé» çÅ Ã¿ï¯Üé ÔËÍ Ü¶Õð t = u(x) = 2x + 3. å» 2secdv t
dt

=  Áå¶

2dt
dx

= Áå¶ ç¯é» çÆ ÔÆ Ô¯ºç ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ñóÆ Çéïî Áé°ÃÅð  :

22sec (2 3)df dv dt x
dx dt dx

= ⋅ = +

À°çÅÔðä BC. x ç¶ ìÅìå sin (cos (x2)) çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Õð¯Í

Ô¼ñ : ëñé  f (x) = sin (cos (x2)) ,  u, v Áå¶  w, Çå¿é¯º ëñé» çÅ Ã¿ï¯Üé ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð
 f (x) = (w o v o u) (x), ÇÜ¼æ¶ u(x) = x2, v(t) = cos t Áå¶ w(s) = sin s ÔËÍ  t = u(x) = x2 Áå¶

s = v(t) = cos t ð¼Öä å¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ cos , sindw dss t
ds dt

= = − Áå¶ 2dt x
dx

=  Áå¶ ÇÂÔé»

ÃÅðÆÁ» çÆ, x ç¶ ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ îÅé» ç¶ ñÂÆ Ô¯ºç  ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ : ñóÆ Çéïî ç¶ ÇòÁÅêÆÕðé ç¹ÁÅðÅÍ
df dw ds dt
dx ds dt dx

= ⋅ ⋅  = (cos s)  (– sin t)  (2x) = – 2x sin x2 cos (cos x2)

ÇòÕñê :
y = sin (cos x2)

ÇÂÃ ñÂÆ
dy d
dx dx

=  sin (cos x2) = cos (cos x2) 
d
dx

 (cos x2)

= cos (cos x2) (– sin x2) d
dx

 (x2)

= – sin x2 cos (cos x2) (2x)

= – 2x sin x2 cos (cos x2)
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ÁÇíÁÅÃ E.B

êÌôé A å¯º H Çò¼Ú x ç¶  ìÅìå ÇéîéÇñÖå ëñé» çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ :
1. sin (x2 + 5) 2. cos (sin x) 3. sin (ax + b)

4. sec (tan ( x )) 5.
sin ( )
cos ( )

ax b
cx d

+
+ 6. cos x3 . sin2 (x5)

7. ( )22 cot x 8. ( )cos x

9. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé  f (x) = |x – 1 |, x ∈ R, x = 1 å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ
10. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ îÔ¼åîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ëñé  f (x) =[x], 0 < x < 3, x = 1 Áå¶ x = 2 å¶
Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ

5.3.2  ÁÃê¼ôà ëñé» çÅ Çâøð¶¶ºÇôÂ¶ìñ (Derivatives of Implicit Functions)

Ô¹ä å¼Õ ÁÃÆº  y = f (x) ç¶ ðÈê ç¶ ..........Áé¶Õ ëñé» çÅ âËðÆò¶Çàò Õðç¶ Ô» êð ÇÂÔ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔË
ÇÕ ëñé» ù ÃçÅ ÇÂÃ ðÈê Çò¼Ú ÇòÁÕå ÕÆåÅ ÜÅò¶Í À°çÅÔðé òÜ¯º x å¶ y ç¶ Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå Ã¿ì¿è»
Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çòô¶ô ðÈê å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

x – y – π = 0
x + sin xy – y = 0

êÇÔñÆ ÔÅñå (ÃÈðå) Çò¼Ú, ÁÃÆº y ç¶ ñÂÆ Ãðñ Õð ÃÕç¶ Ô», Áå¶ Ã¿ì¿è ù y = x – π ç¶ ðÈê
Çò¼Ú ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í çÈÜ¶  ðÈê Çò¼Ú ÁÇÜÔÅ éÔÆº ñ×çÅ ÔË ÇÕ Ã¿ì¿è y ù Ãðñ Õðé çÅ Õ¯ÂÆ ÁÅÃÅé
åðÆÕÅ ÔËÍ Çëð òÆ ç¯é» Çò¼Úº̄ ÇÕÃÆ òÆ ÃÈðå Çò¼Ú, y çÆ x å¶ ÇéðíðåÅ ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú Õ¯ÂÆ òÆ ô¼Õ éÔÆº
ÔËÍ Üç¯º x Áå¶ y ç¶ Çò¼Ú çÅ Ã¿ì¿è ÇÂÃ åð·» ÇòÁÕå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ À°Ã y ç¶ ñÂÆ Ãðñ ÕðéÅ
ÁÅÃÅé ÔË Áå¶ y = f (x) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕ¶, å» ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ y ù x ç¶ Ãê¼ôà
(explicit) ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇòÁÕå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ À°êð¯Õå çÈÃð¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú, ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ
y ù x ç¶ (implicity) ÁÃêôà ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇòÁÕå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BD.  Ü¶Õð x – y = π å» 
dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇÂ¼Õ ÇòèÆ ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÁÃÆº  y ç¶ ñÂÆ Ô¼ñ ÕðÕ¶ À°êð¯Õå Ã¿ì¿è ù ÇéîéÇñÖå çÆ åð·» ÇñÖÆÂ¶?
y = x – π

å» dy
dx

 = 1
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ÇòÕñê : ÇÂÃ Ã¿ì¿è çÅ x, ç¶ ìÅìå ÇÃ¼èÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Õðé å¶

( )d x y
dx

−  =  
d
dx
π

ïÅç Õð¯ ÇÕ  
d
dx
π

 çÅ Áðæ ÔË ÇÕ x ç¶ ìÅìå ÇÂ¼Õ ÁÚñ π çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÕðéÅÍ ÇÂÃ åð·»

( ) ( )d dx y
dx dx

−  = 0

Ü¯ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ

dy
dx

 = 1dx
dx

=

À°çÅÔðä BE.  Ü¶Õð y + sin y = cos x å» dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÇÂÃ Ã¿ì¿è çÅ ÇÃ¼èÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Õðç¶ Ô»Í

(sin )dy d y
dx dx

+  = (cos )d x
dx

ñóÆ Çéïî çÅ êÌï¯× Õðé å¶

cosdy dyy
dx dx

+ ⋅  = – sin x

ÇÂÃ å¯º ÇéîéÇñÖå éåÆÜÅ ÇîñçÅ ÔË,
dy
dx

 =
sin

1 cos
x

y
−

+

ÇÜ¼æ¶ y ≠ (2n + 1) π

5.3.3  À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» çÅ âËðÆòËÇàò (Derivatives of Inverse Trigonometric
Functions)
ÁÃÆº ç¹ìÅðÅ ÇèÁÅé çòÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé ñ×ÅåÅð Ô¹¿ç¶ Ôé, êð ÁÃÆº ÇÂÃ ù
ÇÃ¼è éÔÆº Õð»×¶Í Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÔé» ëñé» ç¶ âËðÆòËÇàò ù ñ¼íä ñÂÆ ñóÆ Çéïî çÅ êÌï¯× Õð»×¶Í

À°çÅÔðä BF.  f (x) = sin–1 x çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ êåÅ Õð¯Í ÇÂÔ î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂÃ çÆ Ô¯ºç ÔËÍ

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ y = f (x) = sin–1 x ÔË å» x = sin y
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ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x ç¶ ìÅìå ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Õðé å¶

1 = cos y 
dy
dx

⇒
dy
dx

 = 1
1 1

cos cos(sin )y x−=

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ ÇÂÔ Õ¶òñ cos y ≠ 0 ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ, sin–1 x ≠ ,
2 2
π π

− , ÇÂÃ

ñÂÆ x ≠ – 1, 1, ÇÂÃ ñÂÆ x ∈ (– 1, 1)

ÇÂÃ éåÆÜ¶ ù ð¯î»ÚêÈðé ìäÅÀ°ä ñÂÆ ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå Ô¶ð-ë¶ð Õðç¶ Ô»Í

ïÅç Õð¯ ÇÕ  x ∈ (– 1, 1) ç¶ ñÂÆ sin (sin–1 x) = x Áå¶ ÇÂÃ åð·»

cos2 y = 1 – (sin y)2 = 1 – (sin (sin–1 x))2 = 1 – x2

éÅñ ÔÆ ÇÕÀ°ºÇÕ  y ∈ ,
2 2
π π − 

 
, cos y ÇÂ¼Õ èéÅåîÕ ðÅôÆ ÔË Áå¶ cos y = 21 x−

ÇÂÃ ñÂÆ x ∈ (– 1, 1) ç¶ ñÂÆ

2

1 1
cos 1

dy
dx y x

= =
−

À°çÅÔðä BG.  f (x) = tan–1 x  çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ êåÅ Õð¯, ÇÂÔ î³éç¶ Ô¯Â¶ ÇÕ ÇÂÃ çÆ Ô¯ºç ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  y = tan–1 x  ÔË å» x = tan y ÔËÍ x ç¶ ìÅìå ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Õðé
å¶

1 = sec2 y 
dy
dx

⇒ 2 2 1 2 2
1 1 1 1

sec 1 tan 1 (tan (tan )) 1
dy
dx y y x x−= = = =

+ + +

ìÅÕÆ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ çÅ êåÅ ÕðéÅ ÁÅêç¶ ÁÇíÁÅÃ ñÂÆ Û¼â Çç¼åÅ
Ç×ÁÅ ÔËÍ ìÅÕÆ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ù ÇéîéÇñÖå ÃÅðéÆ E.D Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
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ÃÅðéÆ E²D

f (x) cos–1x cot–1x sec–1x cosec–1x

f ′(x) 2

1

1 x

−

− 2
1

1 x
−
+ 2

1

1x x −
2

1

1x x

−

−

Domain of f ′ (–1, 1) R (– ∞, –1) ∪ (1, ∞) (– ∞, –1) ∪ (1, ∞)

ÁÇíÁÅÃ E.C

ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Ú dy
dx

 êåÅ Õð¯ :Ò

1. 2x + 3y = sin x 2. 2x + 3y = sin y 3. ax + by2 = cos y
4. xy + y2 = tan x + y 5. x2 + xy + y2 = 100 6. x3 + x2y + xy2 + y3 = 81

7. sin2 y + cos xy = k 8. sin2 x + cos2 y = 1 9. y = sin–1 2
2

1
x
x

 
 

+ 

10. y = tan–1
3

2
3 ,
1 3

x x
x

 −
 

− 
 

1 1
3 3

x− < <

11.
2

1
2

1 ,cos 0 1
1

xy x
x

−  −
= < < 

+ 

12.
2

1
2

1 ,sin 0 1
1

xy x
x

−  −
= < < 

+ 

13. 1
2

2 ,cos 1 1
1

xy x
x

−  = − < < + 

14. ( )1 2 1 1,sin 2 1
2 2

y x x x−= − − < <
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15.
1

2
1 1,sec 0

2 1 2
y x

x
−  = < < 

− 

5.4  Úñ ØÅå Áå¶ ñØÈ ×äé ëñé
(Exponential and Logarithmic
Functions)
Ô¹ä å¼Õ ÁÃÆº ëñé», ÇÜÃ åð·» ìÔ¹êçÆ ëñé,
êÇðî¶ï ëñé Áå¶ ÇåÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶ ò¼Ö
ò¼Ö òð×» ç¶ Õ°Þ êÇÔ¬Á» ç¶ ìÅð¶ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº ñ×ÅåÅð Ã¿ì¿Çèå ëñé»
ç¶ ÇÂ¼Õ éò¶º òð× ç¶ ìÅð¶ ÇÃ¼Ö»×¶, ÇÜé·» ù Úñ
ØÅåÆ Áå¶ ñØÈ×äé ëñé ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÇÂ¼æ¶ Çòô¶ô
ðÈê Çò¼Ú ÇÂÔ ç¼ÃäÅ ÷ðÈðÆ ÔË ÇÕ ÇÂÃ íÅ× ç¶
ìÔ¹å ÃÅð¶ ÕÅðé êÌ¶ðÕ Áå¶ ÇéôÇÚå (çð¹Ãå)
(î¹¼ñòÅé) Ôé Áå¶ À°Ôé» çÆÁ» À°µêñìèÆÁ» ÇÂÃ
ÇÕåÅì çÆ Çòô¶-òÃå± ç¶ Ö¶åð åº̄ ìÅÔð  ÔËÍ

ÇÚ¼åð E.I Çò¼Ú y = f1(x) = x, y = f2(x) = x2, y = f3(x) = x3 Áå¶ y = f4(x) = x4 ç¶ Áñ¶Ö
Çç¼å¶ ×Â¶ ÔéÍ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÜÀ°º&ÇÜÀ°º a x çÆ ØÅå òèçÆ ÔË òÕð çÆ ãñÅä òÆ òèçÆ Ü»çÆ ÔËÍ
òÕð çÆ ãñÅä òèä éÅñ òÅè¶ çÆ çð å¶÷ Ô¹¿çÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ ÔË ÇÕ x (>1) ç¶ îÅé
Çò¼Ú ÇéôÇÚå òÅè¶ ç¶ Ã¿×å y = fn(x) çÅ îÅé òèçÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ åð·» n çÆ ÕÆîå 1] 2] 3] 4 Ô¹¿çÆ
Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÔ î³ÇéÁÅ ÔË ÇÕ ÁÇÜÔÅ Õæé ÃÅð¶ èéÅåîÕ îÅé» ñÂÆ Ã¼Ú ÔË ÇÂ¼æ¶  fn(x) = xn ÔËÍ ÷ðÈðÆ
ðÈê å¯º, ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÕ ÇÜò¶º-ÇÜò¶º n Çò¼Ú òÅèÅ Ô¹¿çÅ ÔË y = fn (x) çÅ Áñ¶Ö y-è¹ð¶ ò¼ñ
Ô¯ð Ç÷ÁÅçÅ Þ¹ÕçÅ ÔËÍ À°çÅÔðé ñÂÆ f10(x) = x10  Áå¶ f15(x) = x15 å¶ ÇòÚÅð Õð¯ Ü¶Õð x  çÅ îÅé
A å¯º òè Õ¶  B Ô¯ Ü»çÆ ÔË å»  f10 çÅ îÅé A å¯º ò¼è Õ¶ 210  Ô¯ Ü»çÆ ÔË Üç¯º ÇÕ f15 çÅ îÅé A å¯º ò¼è Õ¶
215  Ô¯ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» x  ç¶ ÃîÅé òÅè¶ ç¶ ñÂÆ,  f15 çÅ òÅèÅ  f10 ç¶ òÅè¶ ç¶ î¹ÕÅìñ¶ ò¼è ×åÆ éÅñ
Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°êð¯Õå ÚðÚÅ å¯º ÇÂÔ éåÆÜÅ ÇîñçÅ ÔË ÇÕ ìÔ¹êçÆ ëñé» ç¶ òÅè¶ À°Ôé» çÆ ØÅå å¶ Çéðíð
Õðç¶ Ôé, íÅò ØÅå òèÅÀ°ºç¶ ÜÅú, òÅèÅ òèçÅ ÜÅò¶×Å ÇÂÃ å¯º ÇÂÔ ìÅÁç ÇÂ¼Õ Ã¹íÅÇòÕ êÌôé
À°µáçÅ ÔË ÇÕ Õ¯ÂÆ ÁÇÜÔÅ  ëñé ÔË Ü¯ ìÔ¹êç ëñé» ç¶ î¹ÕÅìñ¶ ÁÇèÕ å¶÷Æ éÅñ òèçÅ ÔË? ÇÂÃ çÅ
À°µåð ÃÅÕÅðÅåîÕ ÔË Áå¶ ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ ëñé» çÆ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðé  y = f (x) = 10x ÔËÍ

ÃÅâÅ çÅÁòÅ ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ èé ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅ n  ç¶ ñÂÆ ÇÂÔ ëñé  f ] ëñé  fn (x) = xn

î¹ÕÅìñ¶ ÁÇèÕ å¶÷Æ éÅñ òèçÅ ÔËÍ À°çÅÔðé ñÂÆ ÁÃÆº ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ f100 (x) = x100  ç¶

ÇÚ¼åð E. I
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î¹ÕÅìñ¶ 10x ÁÇèÕ å¶÷Æ éÅñ òèçÅ ÔËÍ ÇÂÔ é¯à Õð¯ ÇÕ x ç¶ ò¼â¶ îÅé» ñÂÆ, ÇÜò¶º  x = 103, f100

(x) = (103)100 = 10300 Üç¯º ÇÕ f (103) = 31010 = 101000 ÔËÍ ÃÅë å½ð å¶  f100 (x) ç¶ î¹ÕÅìñ¶ f (x)
ç¶ îÅé ÁÇèÕ ÔéÍ ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕðéÅ ÕÇáé éÔÆº ÔË ÇÕ xç¶ À°Ôé» ÃÅðÆÁ» îÅé» ç¶ ñÂÆ ÇÜ¼æ¶
x > 103 ,  f (x) > f100 (x) ÔËÍ êð ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇÂÃ çÅ ÃìÈå ç¶ä ñÂÆ Ô¼ñ éÔÆº Õð»×¶Í ÇÂÃ¶ åð·» x ç¶
ò ¼Çâ Á »  î Åé »  ù  Ú ¹ä  Õ ¶ Ç Â Ô  Ç Ã ¼è  Õ Æå Å  Ü Å  Ã Õ ç Å  Ô Ë Ç Õ ,  ÇÕ Ã ¶ ò Æ è é  Ã î ê Èð é  Ã ¿Ç Ö Á Å  n ç¶ ñÂÆ fn (x)
ç¶ î¹ÕÅìñ¶ f (x) çÆ ÕÆîå å¶÷Æ éÅñ òèçÆ ÔËÍ

êÇðíÅôÅ C.  ëñé y = f (x) = bx,èéÅåîÕ ÁèÅð  b > 1 ç¶ ñÂÆ Úñ-ØÅåÆ ëñé ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÇÚ¼åð E.I Çò¼Ú y = 10x çÅ Áñ¶Ö ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÇÂÔ ÃñÅÔ Çç¼åÆ Ü»çÆ ÔË ÇÕ êÅáÕ ÇÂÃ ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð ù b çÆÁ» Çòô¶ô ÕÆîå» ÇÜò¶º B, C, D ç¶
ñÂÆ ÇÖ¼Ú Õ¶ ç¶Ö¯Í Úñ-ØÅåÆ ëñé» çÆÁ» Õ°Þ êÌî¹¼Ö Çòô¶ôåÅò» ÇéîéÇñÖå Ôé :

(1) Úñ-ØÅåÆ ëñé çÆ êÌ»å, òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ R Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(2) Úñ-ØÅåÆ ëñé çÆ ÇòÃæÅð, ÃÅð¶ èéÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(3) Çì³çÈ  (0, 1) Úñ-ØÅåÆ ëñé ç¶ Áñ¶Ö Çò¼Ú Ôî¶ôÅ Ô¹¿çÅ ÔË (ÇÂÔ ÇÂÃ å¼æ çÅ ç¹ìÅðÅ Õæé

ÔË ÇÕ ÇÕÃÆ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ b > 1 ç¶ ñÂÆ b0 = 1)

(4) Úñ-ØÅåÆ ëñé Ôî¶ôÅ ÇÂ¼Õ òèçÅ ´î ëñé (increasing function) Ô¹¿çÅ ÔË, íÅò
ÇÜò¶º-ÇÜò¶º ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ò¼ñ ù òèç¶ Ô», Áñ¶Ö À°µêð À°µá Ü»çÅ ÔËÍ

(5) x ç¶ Ç÷ÁÅçÅåð ò¼â¶ ÇðäÅåîÕ îÅé» ç¶ ñÂÆ Úñ-ØÅåÆ ëñé» ç¶ îÅé @ ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ Ô¹¿çÅ
ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú, çÈÜ¶ Ú¼Õð Çò¼Ú, Áñ¶Ö çÆ êÔ¹¿Ú  x- è¹ð¶ ò¼ñ Ô¯ Ü»çÆ ÔË (êð Õç¶ òÆ
ÇîñçÅ éÔÆº ÔË)

ÁèÅð A@ òÅñ¶ Úñ-ØÅåÆ ëñé» ù ÃèÅðé Úñ ØÅåÆ ëñé (common exponential
Function) ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÜîÅå XI çÆ êÅá-ê¹ÃåÕ ç¶ Áé°ì¿è A.1.4 Çò¼Ú ÁÃÆº ç¶ÇÖÁÅ ÃÆ ÇÕ ôÌ¶äÆ

1 11 ...
1! 2!

+ + +

çÅ Ü¯ó ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË ÇÜÃ çÆ ÕÆîå B Áå¶ C ç¶ ÇòÚÕÅð Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÜÃ ù e ç¹ÁÅðÅ
çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÃ e ù ÁèÅð ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌï¯× Õðé å¶, ÃÅù ÇÂ¼Õ ìÔ¹å îÔ¼åòêÈðé Úñ-ØÅåÆ
ëñé y = ex êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÇÕðÇåÕ Úñ-ØÅåÆ ëñé (natural exponential function)
ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í

ÇÂÔ êåÅ ÕðéÅ ð¯î»ÇÚÕ Ô¯ò¶×Å ÇÕ Úñ-ØÅåÆ ëñé» çÅ À°ñà Ô¯ºç Çò¼Ú ÔË Ü» éÔÆº Áå¶ Ü¶Õð
ÒÔËÓ å» ÕÆ À°Ã çÆ ÇÂ¼Õ òèÆÁÅ ÇòÁÅÇÖÁÅ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË? ÇÂÔ Ö¯Ü ÇéîéÇñÖå êÇðíÅôÅ ç¶ ñÂÆ
êÌ¶Çðå ÕðçÆ ÔËÍ
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êÇðíÅôÅ D. î³é ñÀ° ÇÕ b > 1 ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ
Ã¿ÇÖÁÅ ÔË å» ÁÃÆº ÕÇÔ³ç ¶ Ô»  ÇÕ
b ÁèÅð å¶ a ñØÈ×äÕ ëñé x ÔË, Ü¶Õð  bx =
a ÔËÍ

b ÁèÅð å¶ a ç¶ ñØÈ×äÅÕ ù logba éÅñ
çðÃÅÀ°ºç¶  Ô»Í ÇÂÃ åð·» Ü¶Õð bx = a, å»
logb a = x ÇÂÃ çÅ Áé°íò Õðé ñÂÆ ÁÅÀ°
ÁÃÆº Õ°Þ Ãê¼ôà À°çÅÔðé» çÅ êÌï¯× ÕðÆÂ¶Í ÃÅù
êåÅ ÔË ÇÕ 23 = 8 ÔËÍ ñØÈ×äÕ ôìç» Çò¼Ú ÁÃÆº
ÇÂÃ ×¼ñ ù ç¹ìÅðÅ log2 8 = 3 ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í
ÇÂÃ¶ åð·» 104 = 10000 Áå¶ log10 10000 = 4 ÃðòÅ×Ãî Õæé ÔËÍ ÇÂÃ åð·» éÅñ 625 = 54 = 252

Áå¶ log5 625 = 4 Ü»  log25 625 = 2 ÃðòÅ×Ãî Õæé ÔËÍ
æ¯ó·Å ÇÜÔÅ Ô¯ð êÇðê¼Õ ÇçzôàÆÕ¯ä éÅñ ÇòÚÅð Õðé å¶ ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ  b > 1 ù ÁèÅð

î³éä ç¶ ÕÅðä ñØÈ×¹äÅÕ ù èé òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ å¯º ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶
ÃîÈÔ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ç¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÔ ëñé, ÇÜÃ ù ñØÈ×äÕ ëñé
(logarithmic function) ÕÇÔ³ç¶ Ô», ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ êÇðíÅÇôå ÔË :

logb : R+ → R
x → logb x = y  Ü¶Õð  by = x

êÇÔñ¶ Õæé å¯º, Ü¶Õð ÁèÅð b = 10 ÔË å»
ÇÂÃ ù ÒÒÃÅèÅðé ñØÈ×äÕÓÓ Áå¶ Ü¶Õð b = e ÔË
å» ÇÂÃ ù ÒÒêÌÅÇÕÌÇåÕ ñØÈ×äÕÓÓ ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í
ÁÕÃð êÌÅÇÕÌÇåÕ ñØÈ×äÕ ù ln  éÅñ êÌ×à
Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú log x ÁèÅð e
òÅñ¶ ñØÈ×äÕ ëñé ù ÇéðÈÇêå ÕðçÅ ÔËÍ ÇÚ¼åð
E.A@ Çò¼Ú B Áå¶ A@ ÁèÅÇðå ñØÈ×äÕ ëñé»
ç¶ Áñ¶Ö çðÃÅÂ¶ ×Â¶ ÔéÍ
ÁèÅð b > 1 òÅñ¶ ñØÈ×äÕ ëñé» çÆÁ» Õ°Þ
îÔ¼åòêÈðé Çòô¶ôåÅò» æ¼ñ¶ ÃÈÚÆì¼è Ôé :
(1) ×Ëð èéÅåîÕ (non-positive)
Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ñØÈ×äÕ çÆ Õ¯ÂÆ ÁðæêÈðé
êÇðíÅôÅ éÔÆº ìäÅ ÃÕç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ñØÈ×äÕ ëñé çÅ êÌ»å R+ ÔËÍ
(2) ñØÈ×äÕ ëñé çÅ ÇòÃæÅð ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ

 ÇÚ¼åð E.A@

  ÇÚ¼åð E.AA
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(3) Çì³çÈ (1, 0) Ôî¶ôÅ ñØÈ×ÇäÕ ëñéÅ çÅ Áñ¶Ö Çò¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(4) ñØÈ×äÕ ëñé ÇÂ¼Õ Ôî¶ôÅ òèç¶ ́ î ëñé Ô¹¿ç¶ Ôé, íÅò ÇÜÀ°º ÇÜÀ°º ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ ò¼ñ

Úñç¶ Ô», Áñ¶Ö À°µêð ò¼ñ ù òèçÅ ÔËÍ
(5) 0 ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ òÅñ¶  x ç¶ îÅé» ñÂÆ log x ç¶ î¹¼ñ ù ÇÕÃÆ òÆ Çç¼åÆ ×ÂÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁ»

å¯º Ø¼à ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú Ú½æÆ (Ú½æÅÂÆ)Çò¼Ú Áñ¶Ö y-è¹ð¶  ç¶ é¶ó¶ ÇîñçÅ
êÌåÆå Ô¹¿çÅ ÔË (êð ÇÂÃ ù Õç¶ ÇîñçÅ éÔÆº ÔË)A

(6) ÇÚ¼åð 5.11 Çò¼Ú y = ex Áå¶ y = loge x ç¶ Áñ¶Ö çðÃÅÂ¶ ×Â¶ ÔéÍ ÇèÁÅé ç¶äÅ ð¯î»ÚÕÅðÆ
ÔË ÇÕ ç¯é¯º òÕð, ð¶ÖÅ y = x  Çò¼Ú ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ çðêä êÌåÆÇì³ì ÔéÍ

ñØÈ×äÕ ëñé» ç¶ ç¯ îÔ¼åòêÈðé ×¹ä Ô¶á» ÇÃ¼è ÕÆå¶ ×Â¶ ÔË :
(1) ÁèÅð êÇðòðåé çÅ ÇÂ¼Õ ÇîÁÅðÆ Çéïî ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú loga p ù logb p  ç¶ êç» Çò¼Ú ñ¼ÇíÁÅ

ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ loga p = α, logb p = β Áå¶  logb a = γ ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ ÔË
ÇÕ aα = p, bβ = p Áå¶ bγ = a ÔËÍ Ô¹ä åÆÜ¶ éåÆÜ¶ ù êÇÔñ¶ Çò¼Ú ð¼Öä å¶

(bγ)α = bγα = p
ÇÂÃ ù çÈÜÆ ÃîÆÕðä Çò¼Ú êÌï¯× Õðé å¶

bβ = p = bγα

ÇÂÃ çÅ îåñì β = αγ Ü» α = 
β
γ

 ÔËÍ ÇÂÃ åð·»

loga p = b

b

p
a

log
log

(2) ×¹äéëñ» å¶ log ëñé çÅ êÌíÅò ÇÂÃ çÅ ÇÂ¼Õ ð¯î»ÚÕ ×¹ä ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ
logb pq = α ÔËÍ ÇÂÃ å¯º bα = pq êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Ü¶Õð logb p = β Áå¶ logb q =
γ ÔË å» bβ = p Áå¶ bγ = q êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ êð bα = pq = bβbγ = bβ + γ ÔËÍ
ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ  α = β + γ, íÅò

logb pq = logb p + logb q
ÇÂÃ å¯º ÇÂ¼Õ Çòô¶ô ð¯ÚÕ Áå¶ îÔ¼åòêÈðé éåÆÜÅ À°ç¯º ÇéÕñçÅ ÔË Üç¯º p = q ÔËÍ ÁÇÜÔÆ
ÃÇæåÆ Çò¼Ú, À°êð¯Õå ù ç¹ìÅðÅ ÇéîéÇñÖå Áé°ÃÅð ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

logb p2 =  logb p + logb p = 2 logb p
ÇÂÃ çÅ ÇÂ¼Õ Ãðñ ÇòÁÅêÆÕðé ÁÇíÁÅÃ ñÂÆ Û¼â Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË íÅò ÇÕÃ¶ òÆ èé ÃîêÈðé
Ã¿ÇÖÁÅ n ç¶ ñÂÆ

logb pn = n logb p
ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂÔ éåÆÜÅ n ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ òÅÃåÇòÕ îÅé ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔË, êð ÇÂÃ ù ÇÃ¼è Õðé çÆ
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ÁÃÆº Õ¯Çôô éÔÆº Õð»×¶Í ÇÂÃ ÇòèÆ å¯º êÅáÕ ÇéîéÇñÖå ù ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô» :

logb
x
y  = logb x – logb y

À°çÅÔðä BH.  ÕÆ ÇÂÔ Ã¼Ú ÔË ÇÕ x ç¶ ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ îÅé» ç¶ ñÂÆ  x = elog x ÔË?

Ô¼ñ :   êÇÔñ» å» ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ  log ëñé çÆ êÌ»å ÃÅð¶ èé  òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ À°êð¯Õå ÃîÆÕðä ×Ëð-èéÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú éÔÆº ÔËÍ Ô¹ä î³é ñÀ° ÇÕ  y =
elog x  ÔËÍ Ü¶Õð y > 0 å» ç¯é¯º  êÅÇÃÁ» çÅ ñØÈ×¹äÅÕ ñËä å¶ log y = log (elog x) = log x . log e = log
x ÔËÍ ÇÜÃ Çò¼Ú y = x êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ x = elog x Õ¶òñ x ç¶ èé ÕÆîå» ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ

Çâøð¶ºÇôÁñ Õñé ×Çäå (differential calculus) Çò¼Ú êÌÅÇÕÌÇåÕ ÚñØÅåÆ ëñé çÅ ÇÂ¼Õ
ÁÃèÅðé ×¹ä ÇÂÔ ÔË ÇÕ, âËðÆò¶Çàò çÆ êÌÇÕÌÇðÁÅ Çò¼Ú ÇÂÔ êÇðòðåé éÔÆº Ô¹¿çÅÍ ÇÂÃ ×¹ä ç¶ æ¼ñ¶
êÌî¶ï» Çò¼Ú ÇìÁÅé ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË, ÇÜÃ çÅ ÃìÈå ÁÃÆº Û¼â Çç³ç¶ Ô»Í
êÌî¶ï E*

(1) x ç¶ ìÅìå ex çÅ âËðÆòËÇàò ÔÆ Ô¹¿çÅ ÔË íÅò 
d
dx

(ex) = ex

(2) x ç¶ ìÅìå log x çÅ âËðÆòËÇàò 1
x

 Ô¹¿çÅ ÔË íÅò  
d
dx

(log x) = 
1
x

À°çÅÔðä BI.   x ç¶ ìÅìå² ÇéîéÇñÖå çÅ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õð¯ :
(i) e–x (ii) sin (log x), x > 0 (iii) cos–1 (ex) (iv) ecos x

Ô¼ñ :
(i) î³é ñÀ° ÇÕ  y = e– x  ÔËÍ Ô¹ä ñóÆ Çéïî ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ

xdy de
dx dx

−= ⋅  (– x) = – e– x

(ii) î³é ñÀ° ÇÕ  y = sin (log x) ÔËÍ Ô¹ä ñóÆ Çéïî ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ
cos (log )cos(log ) (log )dy d xx x

dx dx x
= ⋅ =

(iii) î³é ñÀ° ÇÕ y = cos–1 (ex) ÔËÍ Ô¹ä ñóÆ Çéïî ç¹ÁÅðÅ

2 2

1
( )

1 ( ) 1

x
x

x x

dy d ee
dx dxe e

− −
= ⋅ =

− −
.

* Ç´êÅ ÕðÕ¶ Ã¿êÈðé êÅá Ãî¼×ðÆ ê³éÅ C@C-C@D
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(iv) î³é ñÀ° ÇÕ  y = ecos x  ÔËÍ Ô¹ä ñóÆ Çéïî ç¹ÁÅðÅ

cos cos( sin ) (sin )x xdy e x x e
dx

= ⋅ − = −

ÁÇíÁÅÃ E.D
ÇéîéÇñÖå çÅ x ç¶ ìÅìå âËðÆò¶Çàò êåÅ Õð¯ :

1.
sin

xe
x

2. 1sin xe
− 3. 3xe

4. sin (tan–1 e–x) 5. log (cos ex) 6. 2 5

...x x xe e e+ + +

7. , 0xe x > 8. log (log x), x > 1 9.
cos , 0
log

x x
x

>

10. cos (log x + ex)

5.5.  ñØÈ×äÕÆ Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé (Logarithmic Differentiation)

ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ ÇÂ¼Õ Çòô¶ô òð× ç¶ ëñé» çÅ â¶ðÆò¶Çàò êåÅ ÕðéÅ
ÇÃ¼Ö»×¶Í

y = f (x) = [u(x)]v (x)

ñØÈ×äÕ (e ÁèÅð å¶ ) ñËä éÅñ À°êð¯Õå ù ÇéîéÇñÖå åð·» éÅñ :
log y = v (x) log [u(x)]

ç¹ìÅðÅ ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» :

ñóÆ Çéïî ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ,
1 dy
y dx

⋅  =
1( )
( )

v x
u x

⋅  . u′(x) + v′(x) . log [u(x)]

ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ
dy
dx  = [ ]( ) ( ) ( ) log ( )

( )
v xy u x v x u x
u x

 ⋅ ′ + ′ ⋅  

ÇÂÃ ÇòèÆ Çò¼Ú ÇèÁÅé ç¶ä òÅñÆ î¹¼Ö ×¼ñ ÇÂÔ ÔË ÇÕ f (x) Áå¶ u(x) ù Ôî¶ôÅ èéÅåîÕ Ô¯äÅ
ÚÅÔÆçÅ ÔË éÔÆº å» À°Ôé» ç¶ ñØÈ×¹äÅÕ êÇðíÅÇôå éÔÆº Ô̄ä×¶Í ÇÂÃ êÌÇÕÇðÁÅ ù ñØÈ×¹äÅÕ Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé
ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ ÇÜÃ ù ÇéîéÇñÖå À°çÅÔðä» éÅñ Ãê¼ôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË Í
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À°çÅÔðä C@.   x ç¶ ìÅìå 

2

2
( 3) ( 4)

3 4 5
x x

x x
− +

+ +
 çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  
2

2
( 3) ( 4)
(3 4 5)
x xy

x x
− +

=
+ +

ç¯éº̄ êÅÇÃÁ» çÅ ñØÈ×äÕ ñËä å¶

log y =
1
2

[log (x – 3) + log (x2 + 4) – log (3x2 + 4x + 5)]

ç¯éº̄ êÅÇÃÁ» çÅ  x, ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶

1 dy
y dx

⋅  = 2 2
1 1 2 6 4
2 ( 3) 4 3 4 5

x x
x x x x

+ + − − + + + 

Ü» dy
dx

 = 2 2
1 2 6 4

2 ( 3) 4 3 4 5
y x x

x x x x
+ + − − + + + 

=
2

2 2 2
1 ( 3)( 4) 1 2 6 4
2 ( 3)3 4 5 4 3 4 5

x x x x
xx x x x x

− + + + − −+ + + + + 

À°çÅÔðé CA.  x ç¶ ìÅìå ax çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯, ÇÜ¼æ¶ a ÇÂ¼Õ èé ÁÚ¼ñ ÔË Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ y = ax, å»
log y = x log a

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x, âËðÆòËÇàò ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé 
1 dy
y dx  = log a

Ü»
dy
dx

 = y log a

ÇÂÃ åð·» ( )xd a
dx

 = ax log a

ÇòÕñê ( )xd a
dx

 = log ) log( ( log )x a x ad de e x a
dx dx

=

= ex log a . log a = ax log a

À°çÅÔðé CB. x ç¶ ìÅìå xsin x, çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯, Üç¯º ÇÕ x > 0 ÔËÍ
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Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ y = xsin x ÔËÍ Ô¹ä ç¯é¯º êÅÃ¶ ñØÈ×äÕ ñËä å¶
log y = sin x log x

ÇÂÃ ñÂÆ
1 . dy
y dx  = sin (log ) log (sin )d dx x x x

dx dx
+

Ü»
1 dy
y dx  =

1(sin ) log cosx x x
x

+

Ü»
dy
dx

 =
sin cos logxy x x

x
 +  

= sin sin cos logx xx x x
x

 +  

= sin 1 sinsin cos logx xx x x x x− ⋅ + ⋅

À°çÅÔðä CC.  Ü¶Õð yx + xy + xx = ab ÔËÍ å» dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ  yx + xy + xx = ab

u = yx, v = xy Áå¶ w = xx ð¼Öä å¶ ÃÅù u + v + w = ab êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
du dv dw
dx dx dx

+ + = 0 ... (1)

Ô¹ä  u = yx ÔËÍ ç¯é¯º êÅÃ¶ ñØÈ×äÕ ñËä å¶
log u = x log y

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé ñËä å¶
1 du
u dx

⋅  = (log ) log ( )d dx y y x
dx dx

+

=
1 log 1dyx y
y dx

⋅ + ⋅  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
du
dx

 = log logxx dy x dyu y y y
y dx y dx

   + = +      
   ... (2)

ÇÂÃ åð·» v = xy

ç¯éº̄ êÅÃ¶ ñØÈ×äÕ ñËä å¶
log v = y log x
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ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶
1 . dv
v dx

 = (log ) logd dyy x x
dx dx

+

= 1 log dyy x
x dx

⋅ + ⋅  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÁðæÅå
dv
dx

 = logy dyv x
x dx

 +  

= logy y dyx x
x dx

 +  
... (3)

×Çäå w = xx

ç¯é¯º êÅÃ¶ ñØÈ×äÕ ñËä å¶
log w = x log x

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé
1 dw
w dx

⋅  = (log ) log . ( )d dx x x x
dx dx

+

=
1 log 1x x
x

⋅ + ⋅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÁðæÅå
dw
dx

 = w (1 + log x)

= xx (1 + log x) ... (4)
(1), (2), (3) Áå¶ (4), ç¹ÁÅðÅ

log logx yx dy y dyy y x x
y dx x dx

   + + +     
 + xx (1 + log x) = 0

Ü» (x . yx – 1 + xy . log x) 
dy
dx

 = – xx (1 + log x) – y . xy–1 – yx log y

ÇÂÃ ñÂÆ
dy
dx

 =
1

1
[ log . (1 log )]

. log

x y x

x y
y y y x x x

x y x x

−

−

− + + +
+
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ÁÇíÁÅÃ E.E
1 åº̄ 11 å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Çç¼å¶ ëñé» çÅ x ç¶ ìÅìå âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ :

1. cos x . cos 2x . cos 3x 2.
( 1) ( 2)

( 3) ( 4) ( 5)
x x

x x x
− −

− − −

3. (log x)cos x 4. xx – 2sin x

5. (x + 3)2 . (x + 4)3 . (x + 5)4 6.
111 x
xx x

x

 + 
  + + 

 

7. (log x)x + xlog x 8. (sin x)x + sin–1 x

9. xsin x + (sin x)cos x 10.
2

cos
2

1
1

x x xx
x

+
+

−

11. (x cos x)x + 
1

( sin ) xx x

12 å¯º 15 å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Çç¼å¶ ëñé» ç¶ ñÂÆ  
dy
dx

 êåÅ Õð¯ :

12. xy + yx = 1 13. yx = xy

14. (cos x)y = (cos y)x 15. xy = e(x – y)

16.  f (x) = (1 + x) (1 + x2) (1 + x4) (1 + x8) ç¹ÁÅðÅ Çç¼å¶ ëñé çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ Áå¶
ÇÂÃ êÌÕÅð f ′(1) êåÅ Õð¯Í

17. (x2 – 5x + 8) (x3 + 7x + 9) çÅ âËðÆòËÇàò ÇéîéÇñÖå Çå¿é åð·» éÅñ êåÅ Õð¯ :
(i) ×¹äéëñ Çéïî çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶
(ii) ×¹äéëñ ç¶ ÇòÃåÅð ç¹ÁÅðÅ ÇÂ¼Õ ÇÂÕ¼ñÅ ìÔ¹êç êÌÅêå ÕðÕ¶
(iii) ñØÈ×äÕ âËðÆòËÇàò ç¹ÁÅðÅ

ÇÂÃ òÆ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂÃ åð·» êÌÅêå Çå¿é¯º À°µåð ÃîÅé ÔéÍ
18. Ü¶Õð u, v Áå¶ w , x ç¶ ëñé Ôé, å» ç¯ ÇòèÆÁ» íÅò êÇÔñ¶-×¹äéëñ Çéïî çÆ ç¹ÔðÅÂÆ

(Repeat) ç¹ÁÅðÅ çÈÜÆ-ñØÈ×¹äÕ âËðÆòËÇàò ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÀ° ÇÕ

d
dx

 (u. v. w) =
du
dx

 v. w + u . 
dv
dx

 . w + u . v 
dw
dx

5.6  ëñé» ç¶ êËðÅîÆàÇðÕ ðÈê» çÅ âËðÆòËÇàò (Derivatives of Functions in Parametric
Forms)
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ÕçÆ - ÕçÆ ç¯ Úñ ðÅôÆÁ» ç¶ Çò¼Ú çÅ Ã¿ì¿è, éÅ å» Ãêôà Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ ÁÃêôà, êð ÇÂ¼Õ Ô¯ð
åÆÜÆ Úñ ðÅôÆ ç¶ Áñ¼×-Áñ¼× Ã¿ì¿è» ç¹ÁÅðÅ êÇÔñÆÁ» ç¯ ðÅôÆÁ» ç¶ ÇòÚÕÅð ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è ÃæÅÇêå
Ô¯ Ü»çÅ ÔË, ÁÇÜÔÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ À°Ôé» ç¯é» ç¶ ÇòÚÕÅð Ã¿ì¿è ÇÂÕ åÆÜÆ Úñ ðÅôÆ
ç¶ îÅÇèÁî éÅñ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÔ åÆÜÆ Úñ ðÅôÆ êËðÅîÆàð ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ Ô¯ð ÃÅø-Ã¹æð¶ åðÆÕ¶ éÅñ
ç¯ Úñ ðÅôÆÁ» x Áå¶  y ç¶ Çò¼Ú x = f (t), y = g (t) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇòÁÕå Ã¿ì¿è, ù êËðÅîÆàÇðÕ Ã¿ì¿è
ÕÇÔ³ç¶ Ô», ÇÜ¼æ¶ t ÇÂ¼Õ êËðÅîÆàð ÔËÍ
ÇÂÃ ðÈê ç¶ ëñé» ç¶ âËðÆòËÇàò êåÅ Õðé ñÂÆ, ñóÆ Çéïî ç¹ÁÅðÅ

dy
dt

 =
dy dx
dx dt

⋅

Ü»
dy
dx

 = 0

dy
dxdt

dx dt
dt

 ≠ 
 
tc dHkh  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

ÇÂÃ åð·»
dy
dx

 =
( ) ( ) ( )
( )

g t dy dxg t f t
f t dt dt
′  = ′ = ′ 
′  

D;kas fd rFkk  [ìôðå f ′(t) ≠

0]

À°çÅÔðä CD.  Ü¶Õð x = a cos θ, y = a sin θ, å» 
dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ ÔË ÇÕ
x = a cos θ, y = a sin θ

ÇÂÃ ñÂÆ
dx
dθ

 = – a sin θ, 
dy
dθ

 = a cos θ

ÇÂÃ ñÂÆ
dy
dx

 =
cos cot
sin

dy
ad

dx a
d

θθ = = − θ
− θ

θ

À°çÅÔðä CE.  Ü¶Õð  x = at2, y = 2at ÔË å» dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ ÔË ÇÕ  x = at2, y = 2at

ÇÂÃ ñÂÆ dx
dt  = 2at   Áå¶   dy

dt
= 2a

Üçº̄ ÕçÆ

ÇÕÀ°ºÇÕ Áå¶
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ÇÂÃ ñÂÆ dy
dx  =

2 1
2

dy
adt

dx at t
dt

= =

À°çÅÔðä CE.  Ü¶Õð x = a (θ + sin θ), y = a (1 – cos θ) ÔË å» dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ ÔË ÇÕ  dx
dθ

= a(1 + cos θ), 
dy
dθ

 = a (sin θ)

ÇÂÃ ñÂÆ dy
dx  =

sin tan
(1 cos ) 2

dy
ad

dx a
d

θ θθ = =
+ θ

θ

AÇà¼êäÆ  ÇÂ¼æ¶, ÇÂÔ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ dy
dx  ù êÌî¹¼Ö Úñ ðÅôÆÁ» x Áå¶ y ù ôÅÇîñ ÕÆå¶ Çìé»

ÔÆ, Õ¶òñ êËðÅîÆàð ç¶ êç» ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä CE.  Ü¶Õð 
2 2 2
3 3 3 dyx y a

dx
+ = gS rks   êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ  x = a cos3 θ, y = a sin3 θ ÔË å»
2 3
3 2x y+  =

2 2
3 33 3( cos ) ( sin )a aθ + θ

=
2 2

2 23 3(cos (sin )a aθ + θ =

ÇÂÃ ñÂÆ x = a cos3θ, y = a sin3θ, 
2 2 2
3 3 3x y a+ = çÆ êËðÅîÆàÇðÕ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÂÃ åð·»,
dx
dθ

 = – 3a cos2 θ sin θ Áå¶ 
dy
dθ

 = 3a sin2 θ cos θ

ÇÂÃ ñÂÆ
dy
dx

 =
2

3
2

3 sin cos tan
3 cos sin

dy
a yd

dx xa
d

θ θθ = = − θ = −
− θ θ

θ

ÔË å»
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AÇà¼êäÆ    Ü¶Õð ÁÃÆº ÁÃê¼ôà ëñé» ç¶ âËðÆòËÇàò êåÅ Õðé çÆ ÇòèÆ çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô» å»
ÇÂÔ ÕÅøÆ î¹ôÇÕñ Ô¯ò¶×Å :

ÁÇíÁÅÃ E.F
Ü¶Õð êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ A å¯º A@ å¼Õ ç¶ x Áå¶ y çÆÁ» ÃîÆÕðä» ç¹ÁÅðÅ, ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ êËðÅîÆàÇðÕ ðÈê

Çò¼Ú Ã¿ì¿Çèå Ô¯ä, å» êËðÅîÆàð» ù Çìé» «êå ÕÆå¶,  dy
dx

êåÅ Õð¯ :

1. x = 2at2, y = at4 2. x = a cos θ, y = b cos θ

3. x = sin t, y = cos 2t 4. x = 4t, y = 
4
t

5. x = cos θ – cos 2θ, y = sin θ – sin 2θ

6. x = a (θ – sin θ), y = a (1 + cos θ) 7. x = 
3sin

cos 2
t
t

, 
3cos

cos2
ty
t

=

8. cos log tan
2
tx a t = + 

 
 y = a sin t 9. x = a sec θ, y = b tan θ

10. x = a (cos θ + θ sin θ),  y = a (sin θ – θ cos θ)

11. Ü¶Õð 
1 1sin cos, ,t t dy yx a y a

dx x
− −

= = = −rks n’kkZb, fd

5.7  çÈÜ¶ ́ î çÅ âËðÆòËÇàò (Second Order Derivative)
î³é ñÀ° ÇÕ y = f (x) ÔË å»

dy
dx

 = f ′(x) ... (1)

Ü¶Õð  f ′(x) Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÁÚñ ÔË å» ÁÃÆº x ç¶ ìÅìå (1) çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»Í

ÇÂÃ åð·» Ö¼ì¶ êÅÃ¶ 
d dy
dx dx

 
 
 

 Ô¯ Ü»çÅ ÔË, ÇÜÃ ù çÈÜ¶ ́ î çÅ âËðÆòËÇàò (Second Order Derivative)

ÕÇÔ³ç¶ Ô» Áå¶ 
2

2
d y
dx

 éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í  f (x) ç¶ çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò ù f ″(x) éÅñ òÆ çðÃÅÀ°ºç¶

Ô»Í Ü¶Õð y = f (x) ÔË å» ÇÂÃ ù  D2(y) Ü» y″  Ü» y2  éÅñ òÆ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÁÃÆº Çà¼êäÆ Õðç¶
Ô» ÇÕ À°µÚ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò òÆ ÇÂÃ¶ åð·» êåÅ ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ

å» çðÃÅÀ¹ ÇÕ
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À°çÅÔðä CH.  Ü¶Õð  y = x3 + tan x ÔË å» 
2

2
d y
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y = x3 + tan x ÔËÍ å»
dy
dx

 = 3x2 + sec2 x

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
d y
dx

 = ( )2 23 secd x x
dx

+

= 6x + 2 sec x . sec x tan x = 6x + 2 sec2 x tan x

À°çÅÔðä CI.  Ü¶Õð y = A sin x + B cos x ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 
2

2 0d y y
dx

+ = ÔËÍ

Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶
dy
dx

 = A cos x – B sin x

Áå¶
2

2
d y
dx

 =
d
dx

 (A cos x – B sin x)

= – A sin x – B cos x = – y

ÇÂÃ åð·»
2

2
d y
dx

 + y = 0

À°çÅÔðä D@.  Ü¶Õð  y = 3e2x + 2e3x ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 
2

2 5 6 0d y dy y
dxdx

− + =

Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶  y = 3e2x + 2e3x  ÔËÍ Ô¹ä

dy
dx

 = 6e2x + 6e3x = 6 (e2x + e3x)

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
d y
dx

 = 12e2x + 18e3x = 6 (2e2x + 3e3x)

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2 5d y dy
dxdx

−  + 6y = 6 (2e2x + 3e3x)

– 30 (e2x + e3x) + 6 (3e2x + 2e3x) = 0

À°çÅÔðä DA.  Ü¶Õð  y = sin–1 x ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ (1 – x2) 
2

2 0d y dyx
dxdx

− = ÔËÍ
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Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶  y = sin–1x ÔË å»
dy
dx

 = 
2

1

(1 )x−

Ü» 2(1 ) 1dyx
dx

− =

Ü» 2(1 ) 0d dyx
dx dx

 − ⋅ =  

Ü» ( )2
2 2

2(1 ) (1 ) 0d y dy dx x
dx dxdx

− ⋅ + ⋅ − =

Ü»
2

2
2 2

2(1 ) 0
2 1

d y dy xx
dxdx x

− ⋅ − ⋅ =
−

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
2(1 ) 0d y dyx x

dxdx
− − =

ÇòÕñê : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y = sin–1 x ÔË å»

1 2

1

1
y

x
=

−
, íÅò ( )2 2

11 1x y− =

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2
1 2 1(1 ) 2 (0 2 ) 0x y y y x− ⋅ + − =

ÇÂÃ ñÂÆ (1 – x2) y2 – xy1 = 0

ÇÚ¼åð E.AB ÇÚ¼åð E.AC
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ÁÇíÁÅÃ E.G

êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ A å¯º A@ å¼Õ Çç¼å¶ ëñé» ç¶ çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ :
1. x2 + 3x + 2 2. x20 3. x . cos x
4. log x 5. x3 log x 6. ex sin 5x
7. e6x cos 3x 8. tan–1 x 9. log (log x)

10. sin (log x) 11. Ü¶Õð y = 5 cos x – 3 sin x ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 
2

2 0d y y
dx

+ =

12. Ü¶Õð  y = cos–1 x ÔË å»
2

2
d y
dx

 ù Õ¶òñ y ç¶ êç» Çò¼Ú êåÅ Õð¯Í

13. Ü¶Õð  y = 3 cos (log x) + 4 sin (log x) ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ  x2 y2 + xy1 + y = 0

14. Ü¶Õð  y = Aemx + Benx ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ  
2

2 ( ) 0d y dym n mny
dxdx

− + + =

15. Ü¶Õð y = 500e7x + 600e– 7x ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ 
2

2 49d y y
dx

=  ÔËÍ

16. Ü¶Õð ey
 (x + 1) = 1 ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ 

22

2
d y dy

dxdx
 =  
 

ÔËÍ

17. Ü¶Õð  y = (tan–1 x)2 ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ (x2 + 1)2 y2 + 2x (x2 + 1) y1 = 2 ÔËÍ

5.8  î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï (Mean Value Theorem)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Õñé ×Çäå ç¶ ç¯ îÈñ éåÆÇÜÁ» ù, Çìé» ÇÃ¼è ÕÆå¶, ÇòÁÕå Õð»×¶Í ÁÃÆº
ÇÂÔé» êÌî¶ï» çÆ ÇÜîÅÇÂåÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ çÅ òÆ Ç×ÁÅé êÌÅêå Õð»×¶Í
êÌî¶ï F. ð¯ñ¶ çÅ êÌî¶ï  (Rolle's Theorem) î³é ñÀ° ÇÕ f : [a, b] → R çÆ ñ×ÅåÅðåÅ Á³åðÅñ
[a, b] Çò¼Ú ÔË Áå¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Á³åðÅñ (a, b) Çò¼Ú ÔË Áå¶ f(a) = f(b) ÔË, ÇÂ¼æ¶ a Áå¶ b Õ¯ÂÆ
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔéÍ å» ÇÂ¼æ¶ Õ¯ÂÆ c Á³åðÅñ  (a, b) Çò¼Ú¯º ÔË, ÇÕ f ′(c) = 0 ÔËÍ

ÇÚ¼åð E.AB Áå¶ E.AC Çò¼Ú Õ°Þ ÁÇÜÔ¶ ÖÅÃ ëñé» ç¶ Áñ¶Ö Çç¼å¶ ×Â¶ Ôé, Ü¯ ð¯ñ¯ çÆ êÌî¶ï çÆ
êÇðÕñêéÅ ù Ã¿å°ôà Õðç¶ ÔéÍ

ÇêÛñ¶ ê³é¶ å¶ ìä¶ ÇÚ¼åð E.AB Áå¶ E.AC ÇÂ¼æ¶ Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ a Áå¶ b ç¶ ÇòÚÕÅð ÃÇæå òÕð ç¶ Çì³çÈÁ» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãÅñ å¶ ÕÆ

òÅêðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ êÌî¶ï Çò¼Ú Ø¼à¯ Ø¼à ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÆ çÆ ãÅñ ÷Æð¯ Ô¯ Ü»çÆ ÔËÍ
ð¯ñ¯ êÌî¶ï çÅ áÆÕ-áÆÕ ÇÂÔÆ çÅÁòÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ  y = f (x) çÅ Áñ¶Ö å¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ
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çÆ ãÅñ Õ°Þ Ô¯ð éÔÆº ìñÇÕ À°Ã Çì³çÈ å¶  f (x)  çÅ âËðÆòËÇàò Ô¹¿çÅ ÔËÍ
êÌî¶ï G. î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï (Mean Value Theorem) î³é ñÀ° ÇÕ f : [a, b] → R Á³åðÅñ
[a, b] Çò¼Ú ñ×ÅåÅð Áå¶ Á³åðÅñ (a, b) Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔËÍ Ô¹ä Á³åðÅñ  (a, b) Çò¼Ú ÇÕÃÆ
ÁÇÜÔ¶ c çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÕ

( ) ( )( ) f b f af c
b a

−
′ =

−
 ÔËÍ

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï (MVT), ð¯ñ¯ çÆ êÌî¶ï çÅ ÇÂ¼Õ ÇòÃåÅð (extension) ÔËÍ
ÁÅÀ°, ÁÃÆº Ô¹ä î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ ÇÜîÅÇÂåÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ ÃîÞÆÂ¶Í ëñé y = f (x) çÅ Áñ¶Ö
ÇÚ¼åð E².AC Çò¼Ú Çç¼åÅ ÔËÍ ÁÃÆº êÇÔñ» ÔÆ  f ′(c) çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ òÕð y = f (x) ç¶ Çì³çÈ (c, f (c))

å¶ ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãÅñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú Õð Ú¹¼Õ¶ Ô»Í ÇÚ¼åð  E.AD å¯º ÃÅë ÔË ÇÕ ( ) ( )f b f a
b a

−
−

Çì³çÈÁ» (a, f (a)) Áå¶ (b, f (b)) ç¶ ÇòÚÕÅð ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ Û¶çÕ ð¶ÖÅ (Secant) çÆ ãñÅé ÔËÍ î¼èîÅé
î¹¼ñ êÌî¶ï Çò¼Ú ÇÕÔÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ Á³åðÅñ (a, b) Çò¼Ú ÃÇæå ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ Çì³çÈ (c,
f(c)) å¶ ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅ (a, f (a)) Áå¶ (b, f (b)) Çì³çÈÁ» ç¶ ÇòÚÕÅð ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ Û¶çÕ ð¶ÖÅ
ç¶ ÃîÅé§åð Ô¹¿çÆ ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú (a, b) Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c ÁÇÜÔÅ ÔË Ü¯ (c, f (c)) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ
(a, f (a)) Áå¶ (b, f (b)) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ Ö³â ç¶ ÃîÅé§åð ÔËÍ

ÇÚ¼åð E.AD

À°çÅÔðä DB.  ëñé y = x2 + 2 ç¶ ñÂÆ ðñ̄¶ çÆ êÌî¶ï çÆ Ü»Ú ÕÆåÆ ÜÅò¶, Üçº̄  a = – 2 Áå¶  b = 2  ÔËÍ

Ô¼ñ :  ëñé y = x2 + 2, Á³åðÅñ [– 2, 2] Çò¼Ú ñ×ÅåÅð Áå¶ Á³åðÅñ (– 2, 2) Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ
ÔËÍ éÅñ ÔÆ f (– 2) = f ( 2) = 6 ÔË f (x) çÅ îÅé – 2 Áå¶ 2 å¶ ìðÅìð ÔËÍ ð¯ñ¶ çÆ êÌî¶ï ç¶ Áé°ÃÅð
ÇÂ¼Õ Çì³çÈ  c ∈ (– 2, 2) çÆ Ô¯ºç Ô¯ò¶×Æ, ÇÜ¼æ¶ f′ (c) = 0 ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ f′ (x) = 2x ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ c =
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0 å¶ f′ (c) = 0 ÔË Áå¶ c = 0 ∈ (– 2, 2)

À°çÅÔðä DC. Á³åðÅñ [2, 4] ç¶ ëñé f (x) = x2  ç¶ ñÂÆ î¼¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ Ü»Ú Õð¯Í

Ô¼ñ :  ëñé f (x) = x2 Á³åðÅñ [2, 4] ç¶ ñ×ÅåÅð Áå¶ Á³åðÅñ (2, 4) å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ
ÇÂÃ çÅ âËðÆòËÇàò f ′ (x) = 2x  Á³åðÅñ (2, 4) Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÔËÍ
Ô¹ä  f (2) = 4 Áå¶ f (4) = 16 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

( ) ( ) 16 4 6
4 2

f b f a
b a

− −
= =

− −
î¼èîÅé  î¹¼ñ êÌî¶ï ç¶ Áé°ÃÅð ÇÂ¼Õ Çì³çÈ   c ∈ (2, 4) ÁÇÜÔÅ Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË å» ÇÕ f ′ (c) = 6

Ô¯ò¶Í ÇÂ¼æ¶ f ′ (x) = 2x ÇÜÃ çÅ íÅò c = 3 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ c = 3 ∈ (2, 4), å¶ f ′ (c) = 6 ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ E.H

1. ëñé f (x) = x2 + 2x – 8, x ∈ [– 4, 2] ç¶ ñÂÆ ð¯ñ¶ çÆ êÌî¶ï çÆ Ü»Ú Õð¯Í
2. Ü»Ú Õð¯ ÇÕ ð¯ñ¶ çÆ êÌî¶ï ÇéîéÇñÖå ëñé» Çò¼Úº̄ ÇÕÃ ÇÕÃ å¶ ñÅ×È Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÔé» À°çÅÔðä»

å¯º ÕÆ å°ÃÆº ð¯ñ¶ çÆ êÌî¶ï ç¶ À°ñà ìÅð¶ Õ°Þ ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô¯?
(i) f (x) = [x] ç¶ ñÂÆ x ∈ [5, 9] (ii) f (x) = [x] ç¶ ñÂÆ x ∈ [– 2, 2]

(iii) f (x) = x2 – 1 ç¶ ñÂÆ  x ∈ [1, 2]

3. Ü¶Õð  f : [– 5, 5] → R ÇÂ¼Õ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ëñé ÔË Áå¶ Ü¶Õð f ′(x) ÇÕÃÆ òÆ Çì³çÈ å¶ ÷Æð¯
éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (– 5) ≠ f (5)

4. î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ Ü»Ú Õð¯, Ü¶Õð Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú  f (x) = x2 – 4x – 3, ÇÂ¼æ¶ a =
1 Áå¶ b = 4 ÔËÍ

5. î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ Ü»Ú Õð¯ Ü¶Õð Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú  f (x) = x3– 5x2 – 3x, ÇÜ¼æ¶ a =
1 Áå¶ b = 3 ÔËÍ  f ′(c) = 0 ç¶ ñÂÆ c ∈ (1, 3) ù êåÅ Õð¯Í

6. êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ B ç¶ À°êð¯Õå Çç¼å¶ Çå¿é¯º ëñé» ç¶ ñÂÆ î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ ñÅ×È Ô¯ä çÆ Ü»Ú
Õð¯Í

ë¹àÕñ À°çÅÔðä»
À°çÅÔðä DD.  x ç¶ ìÅìå ÇéîéÇñÖå çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ :

(i)
2

13 2
2 4

x
x

+ +
+

(ii)   
2sec –13cosxe x+ (iii)    log7 (log x)
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Ô¼ñ :

(i) î³é ñÀ° ÇÕ  y = 2

13 2
2 4

x
x

+ +
+

= 
1 1

22 2(3 2) (2 4)x x
−

+ + + ÔËÍ

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂÔ ëñé ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» 2
3

x > −  ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ :

dy
dx

 =
1 11 12 22 21 1(3 2) (3 2) (2 4) (2 4)

2 2
d dx x x x
dx dx

− − − + ⋅ + + − + ⋅ +  

=
1 3

22 21 1(3 2) (3) (2 4) 4
2 2

x x x
− − + ⋅ − + ⋅  

=
( )

3
2 2

3 2
2 3 2

2 4

x
x

x
−

+
+

ÇÂÔ ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» 
2
3

x > −  ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ

(ii) î³é ñÀ° ÇÕ 
2sec 13cosxy e x−= + ÔËÍ ÇÂÔ [ 1,1]−  ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ

dy
dx

 =
2sec 2

2

1(sec ) 3
1

x de x
dx x

 ⋅ + −  −

=
2sec

2

3
2sec (sec )

1
x de x x

dx x
 ⋅ −   −

=
2sec

2

3
2sec (sec tan )

1
xx x x e

x
−

−

=
22 sec

2

32sec tan
1

xx x e
x

−
−

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Çç¼å¶ ëñé çÅ âËðÆòËÇàò ÇÃðø [ 1,1]−  Çò¼Ú ÔÆ î¿ÇéÁÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ cos –1 x
ç¶ âËðÆòËÇàò çÆ Ô¯ºç ÇÃðø (– 1, 1) Çò¼Ú ÔËÍ
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(iii) î³é ñÀ° ÇÕ y = log 7 (log x) = 
log (log )

log7
x

 (ÁèÅð êÇðòðåé ç¶ ÃÈåð ç¹ÁÅðÅ)

ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» x > 1 ç¶ ñÂÆ ëñé êÇðíÅÇôå ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
dy
dx

 =
1 (log (log ))

log 7
d x
dx

=
1 1 (log )

log7 log
d x

x dx
⋅

=
1

log7 logx x
À°çÅÔðä DE.   x ç¶ ìÅìå ÇéîéÇñÖå çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ :

(i) cos – 1 (sin x) (ii)   1 sintan
1 cos

x
x

−  
 

+ 
 (iii)   

1
1 2sin

1 4

x

x

+
−  

 
+ 

Ô¼ñ :
(i) î³é ñÀ° ÇÕ  f (x) = cos – 1 (sin x) ÔËÍ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂÔ ëñé ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ

Ã¿ÇÖÁÅò» ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÁÃÆº ÇÂÃ ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í

f (x) = cos–1 (sin x)

= 1cos cos
2

x−  π −    
, since [0. ]

2
xπ

− ∈ π

=
2

xπ
−

ÇÂÀ°º f ′(x) = – 1 ÔËÍ

(ii) î³é ñÀ° ÇÕ  f (x) = tan – 1 sin
1 cos

x
x

 
 

+ 
 ÔËÍ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂÔ ëñé À°Ôé» ÃÅðÆÁ»

òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔË ÇÜé·» ç¶ ñÂÆ  cos x ≠ – 1, Áå¶ π ç¶ ÃÅð¶ à»Õ
×¹äÅÕ å¯º ÇÂñÅòÅ ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÃ ëñé ù ÇéîéÇñÖå éÅñ
ÇòÁÕå Õð ÃÕç¶ Ô» :

f (x) = 1 sintan
1 cos

x
x

−  
 

+ 

= 1

2

2 sin cos
2 2tan

2cos
2

x x

x
−

    
        

 
  

 = 1tan tan
2 2
x x−    =    
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ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÁÃÆº Á³ô Áå¶ Ôð Çò¼Ú cos
2
x 

 
 

 ù Õ¼à ÃÕç¶ Ô», ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ ÷Æð¯ ç¶

ìðÅìð éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f ′(x) = 
1
2

 ÔËÍ

(iii) î³é ñÀ° ÇÕ f (x) = sin– 1 
12

1 4

x

x

+ 
 

+ 
 ÔËÍ ÇÂÃ ëñé çÆ êÌ»å êåÅ Õðé ñÂÆ ÃÅù À°Ôé» ÃÅð¶

x ù ñ¼íä çÆ ÷ðÈðå ÔË ÇÜé·» ñÂÆ 
121 1

1 4

x

x

+

− ≤ ≤
+

ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ 
12

1 4

x

x

+

+
Ôî¶ôÅ èé ðÅôÆ ÔË,

ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù ÃÅð¶ x ù ñ¼íäÅ ÔË ÇÜé·» ñÂÆ 
12 1

1 4

x

x

+

≤
+

, íÅò ÇÂÔ ÃÅð¶ x ÇÜé·» ñÂÆ 2x + 1

≤ 1 + 4x  ÔËÍ ÁÃÆº ÇÂÔé» ù 2 ≤ 
1
2x  + 2x  åð·» òÆ ÇñÖ ÃÕç¶ Ô», Ü¯ ÃÅð¶ x ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ ëñé Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ Ô¹ä 2x = tan θ ð¼Öä å¶ ÇÂÔ ëñé
ÇéîéÇñÖå åð·» éÅñ ç¹ìÅðÅ ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

f (x) =
1

1 2sin
1 4

x

x

+
−  

 + 

= ( )
1

2
2 2sin

1 2

x

x

−  ⋅
 
 + 

=
1

2
2 tansin

1 tan
− θ 

 + θ 

= sin – 1 [sin 2θ] = 2θ = 2 tan – 1 (2x)

ÇÂÃ ñÂÆ f ′(x) =
( )2
12 (2 )

1 2
x

x

d
dx

⋅ ⋅
+

=
2 (2 )log 2

1 4
x

x ⋅
+

=
12 log 2

1 4

x

x

+

+
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À°çÅÔðä DF.  Ü¶Õð ÃÅð¶ 0 < x < π ç¶ ñÂÆ  f (x) = (sin x)sin x ÔË å» f ′(x) êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶ ëñé y = (sin x)sin x ÃÅðÆÁ» èé òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå (sin x>0) ÔËÍ
ñØÈ×¹äÅÕ Ô¯ä å¶

log y = log (sin x)sin x = sin x log (sin x)

Ô¹ä 1 dy
y dx

 =
d
dx

 (sin x log (sin x))

= cos x log (sin x) + sin x . 
1 (sin )

sin
d x

x dx
⋅

= cos x log (sin x) + cos x
= (1 + log (sin x)) cos x

Ô¹ä
dy
dx

 = y((1 + log (sin x)) cos x) = (1 + log (sin x)) ( sin x)sin x cos x

À°çÅÔðä DG.  èéÅåîÕ Úñ a ç¶ ñÂÆ dy
dx

, êåÅ Õð¯, ÇÜ¼æ¶
1 1,

at
ty a x t

t
+  = = + 

 
rFkk ÔËÍ

Ô¼ñ :  ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ç¯é¯º y Áå¶ x,ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ t ≠ 0 ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÃÅø å½ð
å¶:

dy
dt

 = ( )1t
t

d
adt

+  =
1 1 . log

t
t da t a

dt t
+  + 

 

=
1

2
11 log

t
ta a

t
+  − 

 

ÇÂÃ åð·»
dx
dt

 =
11 1a da t t

t dt t

−
   + ⋅ +     

=
1

2
1 11

a

a t
t t

−
   + ⋅ −     

dx
dt

 ≠ 0 ÇÃðø Ü¶Õð t ≠ ± 1 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ t ≠ ± 1 ç¶ ñÂÆ

dy
dy dt

dxdx
dt

=  =

1

2

1

2

11 log

1 11

t
t

a

a a
t

a t
t t

+

−

 −  

   + ⋅ −     

 = 

1

1
log
1

t
t

a
a a

a t
t

+

−
 + 
 

Áå¶
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À°çÅÔðä DH.   e cos x    ç¶ ìÅìå sin2 x çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ u (x) = sin2 x Áå¶ v (x) = e cos x  ÔËÍ ÇÜ¼æ¶ ÃÅù /
/

du du dx
dv dv dx

=  êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ ÃÅø

å½ð å¶ :
du
dx

 = 2 sin x cos x Áå¶ 
dv
dx

 = e cos x (– sin x) = – (sin x) e cos x  ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
du
dv

 = cos cos
2sin cos 2cos

sin x x
x x x
x e e

= −
−

ÁÇèÁÅÇÂ E Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
êÌôé Ã¿ÇÖÁ» A å¯º AA å¼Õ Çç¼å¶ ëñé» çÅ, x ç¶ ìÅìå âËðÆò¶Çàò êåÅ Õð¯ :

1. (3x2 – 9x + 5)9 2. sin3 x + cos6 x
3. (5x)3 cos x 2x 4. sin–1(x x ), 0 ≤ x ≤ 1.

5.
1cos

2
2 7

x

x

−

+
, – 2 < x < 2.

6.   
1 1 sin 1 sincot

1 sin 1 sin
x x
x x

−  + + −
 

+ − − 
, 0 < x <

2
π

7. (log x)log x, x > 1
8. cos (a cos x + b sin x), ÇÕÃ¶ ÁÚñ a Áå¶ b ç¶ ñÂÆ

9. (sin x – cos x) (sin x – cos x), 3
4 4

xπ π
< <

10. xx + xa + ax + aa, ÇÕÃ¶ ê¼ÕÅ a > 0 Áå¶ x > 0 ç¶ ñÂÆ

11. ( )
22 3 3 xxx x− + − , x > 3 ç¶ ñÂÆ

12.  Ü¶Õð  y = 12 (1 – cos t), x = 10 (t – sin t), 
2 2

tπ π
− < < , å» dy

dx
 êåÅ Õð¯Í

13. Ü¶Õð  y = sin–1 x + sin–1 21 x− , 0 < x < 1, ÔË å» dy
dx

  êåÅ Õð¯Í

14. Ü¶Õð  – 1 < x < 1 ç¶ ñÂÆ 1 1 0x y y x+ + + =  ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

( )2
1

1
dy
dx x

= −
+
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15. Ü¶Õð ÇÕÃÆ c > 0 ç¶ ñÂÆ (x – a)2 + (y – b)2 = c2 ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

3
2 2

2

2

1 dy
dx

d y
dx

  +  
   ,  a Áå¶ b å¯º Ã¹å¿åð ÇÂ¼Õ ÁÚñ ðÅôÆ ÔË

16. Ü¶Õð cos y = x cos (a + y), Áå¶ cos a ≠ ± 1, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 
2cos ( )
sin

dy a y
dx a

+
=

17. Ü¶Õð x = a (cos t + t sin t) Áå¶ y = a (sin t – t cos t), å» 
2

2
d y
dx

 êåÅ Õð¯Í

18. Ü¶Õð  f (x) = | x |3, å» çðÃÅÀ° ÇÕ  f ″(x) çÆ ÁÃÇååò ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù òÆ êåÅ Õð¯Í
19. ×ÇäåÕ ÁÅ×îé ç¶ ÇÃè»å ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ, ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃÅð¶ èé ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» n ç¶

ñÂÆ ( ) 1n nd x nx
dx

−= ÔËÍ

20. sin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé ç¹ÁÅðÅ
cosines ç¶ ñÂÆ Ü¯ó ÃÈåð êåÅ Õð¯Í

21. ÕÆ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ ëñé çÆ Ô¯ºç ÔË, Ü¯ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð Ô¯ò¶ êð ç¯ Çì³çÈÁ» å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ
éÅ Ô¯ò¶? ÁÅêä¶ ÜÅÇÂ÷ À°µåð òÆ ç¼Ã¯Í

22. Ü¶Õð  
( ) ( ) ( )f x g x h x

y l m n
a b c

= ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  
( ) ( ) ( )f x g x h x

dy l m n
dx

a b c

′ ′ ′
=

23. Ü¶Õð y = 1cosa xe
− , – 1 ≤ x ≤ 1, å» çðÃÅÀ° ÇÕ

( )
2

2 2
21 0d y dyx x a y

dxdx
− − − =

ÃÅð-Á³ô
® ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ ëñé ÁÅêäÆ êÌ»å ç¶ ÇÕÃÆ Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔË Ü¶Õð À°Ã Çì³çÈ å¶

ëñé çÆ ÃÆîÅ, À°Ã Çì³çÈ å¶ ëñé ç¶ îÅé ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ
® ñ×ÅåÅð ëñé» ç¶ Ü¯ó, Á³åð, ×¹äéëñ Áå¶ íÅ×ëñ ñ×ÅåÅð Ô¹¿ç¶ Ôé, íÅò Ü¶Õð  f

Áå¶ g ñ×ÅåÅð  ëñé ÔË, å»
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(f ± g) (x) = f (x) ± g (x)  ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(f . g) (x) = f (x) . g (x)  ñ×ÅåÅð  (Çéð¿åð) Ô¹¿çÅ ÔËÍ

( )( )
( )

f f xx
g g x

  = 
 

 (ÇÜ¼æ¶ g (x) ≠ 0) ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

® Ôð¶Õ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ (ÃÆÇîå) ëñé ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔË, êð ÇÂÃ çÅ À°ñà Ã¼Ú éÔÆº ÔËÍ
® ñóÆ&Çéïî ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ Çéïî ÔËÍ Ü¶Õð

f = v o u, t = u (x) ÔËÍ Ü¶Õð dt
dx

 Áå¶ dv
dt

 çÆ Ô¯ºç ÔË å»

df dv dt
dx dt dx

= ⋅

® Õ°Þ îÅéÕ âËðÆòËÇàò (êÌ»å Çò¼Ú êÇðíÅÇôå) ÇéîéÇñÖå Ôé :

( )1
2

1sin
1

d x
dx x

− =
−

( )1
2

1cos
1

d x
dx x

− −
=

−

( )1
2

1tan
1

d x
dx x

− =
+

( )1
2

1cot
1

d x
dx x

− −
=

+

( )1
2

1sec
1

d x
dx x x

− =
−

( )1
2

1cosec
1

d x
dx x x

− −
=

−

( )x xd e e
dx

= ( ) 1logd x
dx x

=

® ñØÈ×¹äÅÕ Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé  f (x) = [u (x)]v (x)  ç¶ ðÈê ç¶ ëñé» çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õðé ç¶
ñÂÆ ôÕåÆôÅñÆ åÕéÆÕ ÔËÍ ÇÂÃ åÕéÆÕ çÅ Áðæ êÈðé Ô¯ä ç¶ ñÂÆ ÷ðÈðÆ ÔË ÇÕ f (x)
Áå¶ u (x) ç¯é¯ ÔÆ èéÅåîÕ Ô¯äÍ

® ð¯ñ¶ çÆ êÌî¶ï : Ü¶Õð  f : [a, b] → R Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú ñ×ÅåÅð Áå¶ Á³åðÅñ (a,
b) Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Ô¯ò¶, Áå¶ f (a) = f (b) Ô¯ò¶ å» (a, b) Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ c çÆ Ô¯ºç
ÔË ÇÜÃ ç¶ ñÂÆ f ′(c) = 0.

® î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï : Ü¶Õð f : [a, b] → R Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú ñ×ÅåÅð Áå¶ Á³åðÅñ
(a, b) Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Ô¯ò¶ å» Á³åðÅñ (a, b) Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ c çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÜÃ ñÂÆ

( ) ( )( ) f b f af c
b a

−
′ =

−

—v—


