
 âËðÆòËÇàò ç¶ ÁäÀ°êï¯×      211

vWith the Calculus as a key, Mathematics can be successfully applied
to the explanation of the course of Nature — WHITEHEAD v

6.1 íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÁÇèÁÅÇÂ E Çò¼Ú ÁÃÆº Ã¿ï¯ÜÕ ëñé», À°ñà ÇåzÕ¯éÇîåÂÆ ëñé», ÁÃêôà ëñé», Úñ ØÅå ëñé»
Áå¶ ñØÈ-×äé ëñé» çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ ÕðéÅ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº âËðÆòËÇàò çÆ ò¼Ö-ò¼Ö Ö¶åð» Çò¼Ú òðåº̄ çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶ ÇÜò¶º ÇÕ
ÇÂ³ÜéÆÁÇð³×, ÇòÇ×ÁÅé, ÃîÅÇÜÕ ÇòÇ×ÁÅé Áå¶ ÕÂÆ Ô¯ð Ö¶åðÍ À°çÅÔðé ç¶ ñÂÆ, ÁÃÆº ÇÃ¼Ö»×¶ ÇÕ
ÇÕÃ åð·» âËðÆò¶Çàò çÆ òðå¯º (i) ðÅôÆÁ» ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õðé Çò¼Ú, (ii) ÇÕÃ¶ Çì³çÈ Óå¶ Ãêðô
ð¶ÖÅ Áå¶ ¦ì ðÈê çÆ ÃîÆÕðé êåÅ Õðé Çò¼Ú, (iii) ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ Áñ¶Ö Óå¶ ÇéðäÅÇÂÕ Çì³çÈ êåÅ
Õðé Çò¼Ú, Ü¯ ÃÅù À°é·» Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õðé Çò¼Ú ÃÔÅÇÂåÅ ÕðçÅ ÔË ÇÜé·» å¶ ëñé çÅ ÁÇèÕåî Ü»
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃÆº À°Ôé» Á³åðÅñ» çÅ êåÅ Õðé Çò¼Ú òÆ âËðÆò¶Çàò çÆ òðåº̄ Õð»×¶, ÇÜé·»
Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ëñé òèçÅ Ü» ØàçÅ ÔËÍ Á³å Çò¼Ú ÁÃÆº Õ¼°Þ ðÅôÆÁ» ç¶ ñ×í× î¹¼ñ êÌÅêå Õðé Çò¼Ú
âËðÆò¶Çàò çÆ òðåº̄ Õð»×¶Í

6.2 ðÅôÆÁ» ç¶ ìçñÅò çÆ çð (Rate of Change of Quantities)
ÁÅú ïÅç ÕðÆÂ¶ ÇÕ âËðÆò¶Çàò 

ds
dt å¯º ÃÅâÅ îåñì Ãî» Á³åðÅñ t ç¶ ìÅìå çÈðÆ s  ç¶ ìçñÅò

çÆ çð å¯º ÔËÍ ÇÂÃ¶ åð·» Üç¯º ÇÂ¼Õ ðÅôÆ y  ÇÂ¼Õ çÈÃðÆ ðÅôÆ x ç¶ ìçñä  éÅñ ÇÕÃ¶

Çéïî ( )y f x=  ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ô¯Â¶ ìçñçÅ ÔË å» 
dy
dx  (Ü» f ′(x)),  x ç¶ ìÅìå y ç¶ ìçñÅò

çÆ çð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ 
0x x

dy
dx =


  (Ü»  f ′(x0)) 0x x= å¶) x ç¶ ìÅìå y ç¶  ìçñÅò çÆ çð

ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ, Ü¶ ç¯ Úñ x Áå¶ y, Úñ t ç¶ Ã¿ì¿è ìÅìå ìçñ ðÔ¶ Ô¯ä íÅò ( )x f t= Áå¶

âËðÆòËÇàò ç¶ ÁäÀ°êï¯×
(Application of Derivatives)

ÁÇèÁÅÇÂ 6

0x x=
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( )y g t=  ÔË åç ñóÆ Çéïî éÅñ

dy
dx

 =
dy dx
dt dt ,  Ü¶ 0dx

dt
≠  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·», x ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú y ç¶ ìçñÅò çÆ çð çÆ ×äéÅ t ç¶ ìÅìå y Áå¶ x ç¶ ìçñÅò çÆ
çð çÅ êåÅ ÕðÕ¶ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÁÅú ÁÃÆº Õ¼°Þ À°çÅÔðé» Óå¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í
À°çÅÔðä A. Ú¼Õð ç¶ Ö¶åðëñ ç¶ ìçñÅò çÆ çð ÇÂÃ ç¶ Áðè ÇòÁÅÃ  r ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú êåÅ Õð¯ Üç¯º
r = 5 cm ÔËÍ
Ô¼ñ : Áðè ÇòÁÅÃ  r òÅñ¶ Ú¼Õð çÅ Ö¶åðëñ A = π r2 éÅñ êåÅ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ, r  ç¶

ìÅìå A ç¶ ìçñÅò çÆ çð 2A ( ) 2d d r r
dr dr

= π = π  å¯º êåÅ ñ¼×çÆ ÔËÍ Üç¯º r = 5 cm å»

A 10d
dr

= π  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Ú¼Õð çÅ Ö¶åðëñ 10π cm2/cm çÆ çð éÅñ ìçñ ÇðÔÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä B. ÇÂ¼Õ Øä çÅ ÁÅÇÂåé  9 cm3/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ Üç¯º ÇÂÃ ç¶ ÇÂ¼Õ ÇÃð¶ çÆ
¦ìÅÂÆ 10 cm ÔË å» ÇÂÃ çÆ Ãå·Å çÅ Ö¶åðëñ ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË?

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ Øä ç¶ ÇÂ¼Õ ÇÃð¶ çÆ ¦ìÅÂÆ x cm ÔËÍ Øä çÅ ÁÅÇÂåé V Ü» Øä çÆ Ãå·Å çÅ
Ö¶åðëñ S  ÔËÍ åç, V = x3 Áå¶   S = 6x2, ÇÂ¼æ¶ x Ãî» t çÅ ëñé ÔËÍ

Ô¹ä
Vd

dt
 = 9 cm3/s (Çç¼åÅ ÔË)

ÇÂÃ ñÂÆ 9 = 3 3V ( ) ( )d d d dxx x
dt dt dx dt

= = ⋅ (ñóÆ Çéïî éÅñ)

= 23 dxx
dt

⋅

Ü»
dx
dt

 = 2
3
x ... (1)

Ô¹ä
dS
dt

 = 2 2(6 ) (6 )d d dxx x
dt dx dt

= ⋅ (ñóÆ Çéïî éÅñ)

= 2
3 3612x

xx
 ⋅ = 
 

((1) çÆ òðå¯º éÅñ)

ÇÂÃ åð·» Üç¯º x = 10 cm, 
dS
dt = 3.6 cm2/s
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À°çÅÔðä C. ÇÂ¼Õ ÃÇæð ÞÆñ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ê¼æð Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ åð¿×» Ú¼ÕðÅÕÅð Çò¼Ú 4 cm/s
çÆ ÚÅñ éÅñ Ú¼ñçÆÁ» ÔéÍ Üç¯º Ú¼ÕðÅÕÅð åð¿× çÅ ÁðèÇòÁÅÃ 10 cm ÔË, å» À°Ã êñ, Ú¼Õð
ðÅÔÆº ÇØÇðÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ö¶åðëñ ÇÕ¿éÆ å¶ÜÆ éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË?

Ô¼ñ : Áðè ÇòÁÅÃ r òÅñ¶ Ú¼Õð çÅ Ö¶åðëñ  A = πr2  éÅñ êåÅ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ, Ãî»
t ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú  A ç¶ ìçñÅò çÆ çð

Ad
dt

 = 2 2( ) ( )d d drr r
dt dr dt

π = π ⋅  = 2π r 
dr
dt

(ñóÆ Çéïî éÅñ)

ÇÂ¼æ¶ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË
dr
dt

 = 4 cm

ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º r = 10 cm

Ad
dt

 = 2π (10) (4) = 80π

ÇÂÃ åð·» Üçº̄ r = 10 cm åç Ú¼Õð å¯º ÇØð¶ Ô¯Â¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ 80π cm2/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ     x çÅ î¹¼ñ ò¼èä éÅñ Ü¶ y çÅ î¹¼ñ ò¼èçÅ ÔË å» 
dy
dx  èéÅåîÕ  Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ x çÅ

î¹¼ñ ò¼èä éÅñ Ü¶ y çÅ î¹¼ñ ØàçÅ ÔË, å» 
dy
dx  ÇðäÅåîÕ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä D. ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂå çÆ ¦ìÅÂÆ x, ç¶ Øàä çÆ çð 3 cm/min Áå¶ Ú½óÅÂÆ
y, ç¶ òèä çÆ çð 2 cm/min ÔËÍ Üç¯º x = 10 cm Áå¶ y = 6 cm ÔË åç ÁÅÇÂå ç¶  êÇðîÅê Áå¶
Ö¶åðëñ ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ Ãî» ç¶ ìÅìå ¦ìÅÂÆ x Ø¼à ðÔÆ ÔË Áå¶ Ú½óÅÂÆ y ò¼è  ðÔÆ ÔË å» ÁÃÆº ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»

dx
dt  = – 3 cm/min   Áå¶   dy

dt
 = 2 cm/min

 Ü¶ ÁÅÇÂå çÅ êÇðîÅê P éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅò¶,  íÅò ÇÕ
P = 2(x + y)

 ÇÂÃ ñÂÆ
Pd

dt
 = 2 2( 3 2) 2 cm/mindx dy

dt dt
 + = − + = −  

 Ü¶ ÁÅÇÂå çÅ Ö¶åðëñ A éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅò¶
           íÅò ÇÕ A = x . y
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ÇÂÃ ñÂÆ
Ad

dt
 =

dx dyy x
dt dt

⋅ + ⋅

= – 3(6) + 10(2) (ÇÕÀ°ºÇÕ x = 10 cm Áå¶ y = 6cm)
= 2 cm2/min

À°çÅÔðä E. ÇÕÃ¶ òÃå± çÆÁ» x ÇÂÕÅÂÆÁ» ç¶ À°åêÅçé Çò¼Ú Õ°¼ñ ñÅ×å C(x) ð¹êÂ¶ Çò¼Ú
C (x) = 0.005 x3 – 0.02 x2 + 30x + 5000

éÅñ çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÃÆî»å ñÅ×å êåÅ Õð¯ Üç¯º C ÇÂÕÅÂÆÁ» çÅ À°åêÅçé ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶
ÃÆî»å ñÅ×å  (marginal cost Ü» MC) éÅñ ÃÅâÅ îåñì À°åêÅçé ç¶ ÇÕÃ¶ ê¼èð å¶ Õ°¼ñ ñÅ×å
ç¶ ååÕÅÇñÕ ìçñÅò çÆ çð éÅñ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ ÃÆî»å ñÅ×å À°åêÅçé ç¶ ÇÕÃ¶ ê¼èð å¶ x ÇÂÕÅÂÆ ç¶ ìÅìå, Ã¿êÈðé ñÅ×å ç¶
êÇðòðåé çÆ çð ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

ÃÆî»å ñÅ×å MC = 2C 0.005(3 ) 0.02(2 ) 30d x x
dx

= − +

Üç¯º  x = C ÔË åç MC = 20.015(3 ) 0.04(3) 30− +

= 0.135 – 0.12 + 30 = 30.015
ÇÂÃ ñÂÆ, ñ¯óÆºçÆ ÃÆî»å ñÅ×å Rs 30.02 (ñ¼×í×) ÔËÍ

À°çÅÔðä F. ÇÕÃ¶ À°åêÅç çÆÁ» x ÇÂÕÅÂÆÁ» ç¶ ò¶Úä éÅñ êÌÅêå Õ°¼ñ ÁÅîçé ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú
R(x) = 3x2 + 36x + 5 éÅñ çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔËÍ Üç¯º x = 5  Ô¯ò¶ å» ÃÆî»å ÁÅîçé êåÅ Õð¯Í ÇÂ¼æ¶
ÃÆî»å ÁÅîçé (marginal revenue or MR) éÅñ ÃÅâÅ îåñì ÇÕÃ¶ êñ ò¶ÚÆÁ» ×ÂÆÁ» òÃå±Á»
ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú Õ°¼ñ ÁÅîçé ç¶ ìçñÅò çÆ çð éÅñ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ ÃÆî»å ÁÅîçé (marginal revenue or MR) îåñì ÇÕÃ¶ êñ ò¶ÚÆÁ» ×ÂÆÁ»
òÃå±Á» ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú Õ°¼ñ ÁÅîçé ç¶ ìçñÅò çÆ çð Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

ÃÆî»å ÁÅîçé MR =
R 6 36d x

dx
= +

Üç¯º  x = 5 ÔË, åç MR = 6(5) + 36 = 66
ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÆ ÃÆî»å ÁÅîçé íÅò ÁÅîçé Rs 66 ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ F.A
1. Ú¼Õð ç¶ Ö¶åðëñ ç¶ ìçñÅò çÆ çð ÇÂÃ ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ  r ç¶ ìÅìå êåÅ Õð¯ Üç¯º

(a) r = 3 cm ÔËÍ (b) r = 4 cm ÔËÍ
2. ÇÂ¼Õ Øä çÅ ÁÅÇÂåé 8 cm3/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ Ãå·Å Ö¶åðëñ ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è
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ÇðÔÅ ÔË Üç¯º ÇÂÃ çÆ í¹ÜÅ çÆ ¦ìÅÂÆ 12 cm Ô¯ò¶?
3. ÇÂ¼Õ Ú¼Õð çÅ Áðè ÇòÁÅÃ 3 cm/s çÆ ÇÂÕÃîÅé çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ êåÅ Õð¯ ÇÕ Ú¼Õð

çÅ Ö¶åðëñ ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË Üç¯º ÁðèÇòÁÅÃ 10 cm ÔËÍ
4. ÇÂ¼Õ êÇðòðåéôÆñ Øä çÅ ÇÕéÅðÅ 3 cm/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ Øä çÅ ÁÅÇÂåé ÇÕÃ

çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË Üç¯º ÇÕéÅðÅ 10 cm ¦ìÅ ÔËÍ
5. ÇÂ¼Õ ÃÇæð ÞÆñ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ê¼æð Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ åð¿×» Ú¼ÕðÅÕÅð Çò¼Ú 5 cm/s çÆ ÚÅñ

éÅñ Ú¼ñçÆÁ» ÔéÍ Üç¯º Ú¼ÕðÅÕÅð åð¿× çÅ ÁðèÇòÁÅÃ 8 cm ÔË å» À°Ã êñ, Ú¼Õð ðÅÔÆº
ÇØÇðÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ö¶åðëñ ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË?

6. ÇÂ¼Õ Ú¼Õð çÅ Áðè ÇòÁÅÃ 0-7 cm/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ ÇÂÃ çÆ Ø¶ð¶ ç¶ òèä çÆ çð
ÕÆ ÔË Üç¯º r = 4.9 cm ÔË?

7. ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂå çÆ ¦ìÂÆ  x, 5 cm/min çÆ çð éÅñ Ø¼à ðÔÆ ÔË Áå¶ Ú½óÅÂÆ y, 4 cm/min çÆ
çð éÅñ ò¼è ðÔÆ ÔËÍ Üç¯º  x = 8 cm Áå¶ y = 6 cm ÔË åç ÁÅÇÂå ç¶ (a) êÇðîÅê (b)
Ö¶åðëñ ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õð¯Í

8. ÇÂ¼Õ ×¹ìÅðÅ Ü¯ Ôî¶ôÅ ×¯ñÅÕÅð ðÇÔ³çÅ ÔË, ÇÂ¼Õ ê³ê éÅñ I@@ cm3 ×ËÃ êÌåÆ ÃËÇÕ¿â íð Õ¶
ë¹ñÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ×¹ìÅð¶ çÆ ÁðèÇòÁÅÃ ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õð¯ Üç¯º ÁðèÇòÁÅÃ 15
cm ÔËÍ

9. ÇÂ¼Õ ×¹ìÅðÅ Ü¯ Ôî¶ôÅ ×¯ñÕÅð ðÇÔ³çÅ ÔË, çÅ ÁðèÇòÁÅÃ Úñ ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ ç¶ Ã¿ì¿è
Çò¼Ú ÁÅÇÂåé ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õð¯ Üç¯º ÁðèÇòÁÅÃ A@ cm ÔËÍ

10. ÇÂ¼Õ 5 m ¦ìÆ ê½óÆ Õ¿è Óå¶ (Þ¹ÕÆ Ô¯ÂÆ) ñ¼×Æ ÔËÍ ê½óÆ çÅ Ô¶áñÅ ÇÃðÅ, ÷îÆé ç¶ éÅñ-éÅñ
çÆòÅð åº̄ 2 cm/s çÆ çð éÅñ êð·» ÇÖ¼ÇÚÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ çÆòÅð å¶ ÇÂÃ çÆ À°ÚÅÂÆ ÇÕÃ çð éÅñ
Ø¼à ðÔÆ ÔË Üç¯º ê½óÆ çÅ Ô¶áñÅ ÇÃðÅ çÆòÅð å¯º D m çÈð ÔËÍ

11. ÇÂ¼Õ Õä òÕð 6y = x3 +2 ç¶ éÅñ-éÅñ Úñ ÇðÔÅ ÔËÍ òÕð Óå¶ À°Ôé» Çì³çÈÁ» çÅ êåÅ Õð¯
ÇÜé·» ñÂÆ x-Çéðç¶ô Á³Õ çÆ å°ñéÅ éÅñ y-Çéðç¶ô Á³Õ H ×¹äÅ å¶÷Æ éÅñ ìçñ ÇðÔÅ ÔËÍ

12. ÔòÅ ç¶ ÇÂ¼Õ ì¹ñì¹ñ¶ çÅ ÁðèÇòÁÅÃ 
1
2  cm/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ ì¹ñì¹ñ¶ çÅ ÁÅÇÂåé

ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË Üç¯º ÁðèÇòÁÅÃ 1 cm ÔË?

13. ÇÂ¼Õ ×¹ìÅðÅ Ü¯ Ôî¶ôÅ ×¯ñÅÕÅð ðÇÔ³çÅ ÔË, çÅ êÇðòðåéôÆñ ÇòÁÅÃ  
3 (2 1)
2

x + ÔËÍ  x ç¶
Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÁÅÇÂåé ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õð¯?

14. ÇÂ¼Õ êÅÇÂê å¯º ð¶å AB cm3/s çÆ çð éÅñ Çâ¼× ðÔÆ ÔËÍ Çâ¼×çÆ ð¶å ÷îÆé Óå¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·»
çÅ ô¿Õ± ìäÅÀ°ºçÆ ÔË ÇÜÃ çÆ À°ÚÅÂÆ Ôî¶ôÅ ÁèÅð ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ çÅ Û¶ò» ÇÔ¼ÃÅ ÔËÍ ð¶å éÅñ
ìä¶ ô¿Õ± çÆ À°ÚÅÂÆ ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è ðÔÆ ÔË Üç¯º À°ÚÅÂÆ 4 cm ÔË?
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15. ÇÂ¼Õ òÃå± çÆÁ»  x ÇÂÕÅÂÆÁ» ç¶ À°åêÅçé éÅñ Ã¿ì¿èå Õ¹¼ñ ñÅ×å C (x)  (ð¹êÂ¶ Çò¼Ú)
C (x) = 0.007x3 – 0.003x2 + 15x + 4000

éÅñ Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔËÍ ÃÆî»å ñÅ×å êåÅ Õð¯, Üç¯º AG ÇÂÕÅÂÆÁ» çÅ À°åêÅçé ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË?
16. ÇÕÃ¶ À°åêÅç çÆÁ» x ÇÂÕÅÂÆÁ» ç¶ ò¶Úä Óå¶ êÌÅêå Õ°¼ñ ÁÅîçé R (x) ð¹êÂ¶ Çò¼Ú

R (x) = 13x2 + 26x + 15
éÅñ çðÃÅÂÆ ×ÂÆ ÔËÍ ÃÆî»å ÁÅîçé êåÅ Õð¯ Üç¯º x = 7 ÔËÍ

êÌôé AG Áå¶ AH Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯
17. ÇÂ¼Õ Ú¼Õð ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ r = 6 cm å¶ r ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú Ö¶åðëñ çÆ ìçñÅò çÆ çð ÔË :

(A) 10π (B) 12π (C) 8π (D) 11π
18. ÇÂ¼Õ À°åêÅç çÆÁ» x ÇÂÕÅÂÆÁ» ç¶ ò¶Úä éÅñ êÌÅêå Õ°¼ñ ÁÅîçé ð¹êÂ¶ Çò¼Ú

R(x) = 3x2 + 36x + 5 éÅñ çðÃÅÂÆ ×ÂÆ ÔËÍ Üç¯º x = 15 ÔË å» ÃÆî»å ÁÅîçé ÔË :
(A) 116 (B) 96 (C) 90 (D) 126

6.3  òèç¶ (Increasing) Áå¶ Øàç¶ (Decreasing ) ëñé
ÇÂÃ íÅ× éÅñ ÁÃÆº Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé çÆ òðåº̄ ÕðÕ¶ ÁÃÆº ÇÂÔ êåÅ Õð»×¶ ÇÕ ëñé òèçÅ ÔË Ü» ØàçÅ Ü»
ÇÂÔé» Çò¼Úº̄ Õ¯ÂÆ òÆ éÔÆº ÔËÍ

f (x) = x2, x ∈ R ç¹ÁÅðÅ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f  å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÂÃ ëñé çÅ Áñ¶Ö Ü¯ ÇÕ êËðÅì¯ñÅ
ÔË, ÇÚ¼åð F.A Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F.AÇÜò¶º ÇÜò¶º ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ò¼èç¶
Ô» å» Áñ¶Ö çÆ À°ÚÅÂÆ ØàçÆ Ü»çÆ
ÔËÍ

x f (x) = x2

 –2 4
3
2

−
9
4

 –1 1
1
2

−
1
4

  0 0
ÇÜò¶º ÇÜò¶º ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ êÅÃ¶
ò¼èç¶ Ô» å» Áñ¶Ö çÆ À°ÚÅÂÆ
ò¼èçÆ Ü»çÆ ÔËÍ

x f (x) = x2

0 0
1
2

1
4

 1 1
3
2

9
4

 2 4

îÈñ Çì³çÈ ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ î¹¼ñ îÈñ Çì³çÈ ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ î¹¼ñ

å¶ Áñ¶Ö
çÆ À°ÚÅÂÆ
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êÇÔñ» îÈñ Çì³çÈ ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Áñ¶Ö (ÇÚ¼åð F.A) å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Áñ¶Ö ç¶
éÅñ ÇÜò¶º ÇÜò¶º ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Ü»ç¶ Ô», Áñ¶Ö çÆ À°ÚÅÂÆ ñ×ÅåÅð ò¼èçÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÃ¶ ÕÅðé
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» x > 0 ç¶ ñÂÆ ëñé òèçÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Ô¹ä îÈñ Çì³çÈ ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ ç¶ Áñ¶Ö å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÜò¶º ÇÜò¶º Áñ¶Ö ç¶
éÅñ éÅñ ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Ü»ç¶ Ô», Áñ¶Ö çÆ À°ÚÅÂÆ ñ×ÅåÅð ØàçÆ Ü»çÆ ÔËÍ éåÆÜ¶ òÜ¯º
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» x < 0 ç¶ ñÂÆ ëñé ØàçÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Á³åðÅñ Çò¼Ú òèç¶ Ü» Øàç¶ ëñé» çÆ Ô¶á ÇñÖÆÁ» Çòôñ¶ôäÅåîÕ êÇðíÅôÅ ç¶ò»×¶Ía

êÇðíÅôÅ A.  î³é ñÀ° òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ ëñé f  ç¶ êÌ»å Çò¼Ú I ÇÂ¼Õ Á³åðÅñ ÔËÍ åç f
(i) Á³åðÅñ I Çò¼Ú  òèçÅ ÔË, Ü¶ I Çò¼Ú x1 < x2  ⇒ f (x1) ≤ f (x2) ÃÅð¶ x1, x2 ∈ I ç¶ ñÂÆ
(ii) Á³åðÅñ I  Çò¼Ú ñ×ÅåÅð òèçÅ ÔË, Ü¶ I Çò¼Ú x1 < x2  ⇒ f(x1) < f(x2) ÃÅð¶ x1, x2 ∈ I ç¶ ñÂÆ
(iii) Á³åðÅñ I  Çò¼Ú ØàçÅ ÔË, Ü¶ I Çò¼Ú x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2) ÃÅð¶ x1, x2 ∈ I ç¶ ñÂÆ
(iv) Á³åðÅñ I  Çò¼Ú ñ×ÅåÅð ØàçÅ ÔË, Ü¶ I  Çò¼Ú x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2) ÃÅð¶ x1, x2 ∈ I ç¶ ñÂÆ
ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé» çÅ Áñ¶Ö ÇÚåðé ÇÚ¼åð F.B Çò¼Ú ç¶Ö¯Í
Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ òèç¶ Ü» Øàç¶ ëñé» ù êÇðíÅÇôå Õð»×¶Í

ÇÚ¼åð F.B

òèçÅ ëñé ñ×ÅåÅð òèçÅ ëñé

ØàçÅ ëñé ñ×ÅåÅð ØàçÅ ëñé éÅ ÔÆ òèçÅ ëñé å¶ éÅ
ØàçÅ ëñé
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êÇðíÅôÅ B.  î¿é ñò ̄ÇÕ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ ëñé f  ç¶ êÌ»å çÆ êÇðíÅôÅ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ x0 ÔË å» x0 å¶ f  òèçÅ,
ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ, ØàçÅ Áå¶ ÃÖåÆ éÅÿ ØàçÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Üçº̄ x0 ù ð¼Öä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ Ö¹¼ñ·¶ Á³åðÅñ I
çÆ Ôº̄ç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ I Çò¼Ú, ́ îòÅð f   òèçÅ, ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ, ØàçÅ Áå¶  ÃÖåÆ éÅÿ ØàçÅ ÔËÍ

ÁÅÀ° ÇÂÃ êÇðíÅôÅ ù òèç¶ ëñé ç¶ ñÂÆ Ãê¼ôà Õðç¶ Ô»Í

x0 å¶ f  òèçÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Üç¯º ÇÂ¼Õ Á³åðÅñ I = (x0 – h, x0 + h), h > 0 çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·»
ÔË ÇÕ x1, x2 ∈ I ç¶ ñÂÆ

  x1 < x2  ⇒ f (x1) ≤  f (x2)
ìÅÕÆ ÔÅñå» çÅ ÇÂÃ¶ åð·» éÅñ ÃêôàÆÕðé Çç¼åÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä G. ÇçÖÅÀ° ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f (x) = 7x – 3, R å¶ ÇÂ¼Õ ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ ëñé ÔËÍ
Ô¼ñ : î³é ñò¯ R Çò¼Ú x1 Áå¶ x2 Õ¯ÂÆ ç¯ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔË; åç

x1 < x2 ⇒ 7x1 < 7x2

⇒ 7x1 – 3 < 7x2 – 3
⇒ f (x1) < f (x2)

ÇÂÃ åð·» êÇðíÅôÅ A å¯º éåÆÜÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ R å¶  f  ÇÂ¼Õ ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ ëñé ÔËÍ
Ô¹ä ÁÃÆº òèç¶ Áå¶ Øàç¶ ëñé» ç¶ ñÂÆ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä ê¶ô Õð»×¶Í

ÇÂÃ êðÆÇÖÁä ç¶ ÃìÈå ñÂÆ ÁÇèÁÅÇÂ E Çò¼Ú ÁÇèÁËé ÕÆå¶ ×Â¶ î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ ñ¯ó êËºçÆ ÔËÍ
êÌî¶ï A. î³é ñò¯  ÇÕ f Á³åðÅñ [a,b] å¶ ñ×ÅåÅð Áå¶ Ö¹¼ñ·¶ Á³åðÅñ (a,b) å¶ ÇâëðËéôÆÂ¶ìñ ÔËÍ åç
(a)  [a,b] Çò¼Ú f  ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ ÔË Ü¶Õð Ôð¶Õ x ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ  f ′(x) > 0 ÔËÍ
(b) [a,b] Çò¼Ú f  ÃÖåÆ éÅÿ ØàçÅ ÔË Ü¶Õð Ôð¶Õ x ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ  f ′(x) < 0 ÔËÍ
(c) [a,b] Çò¼Ú f  ÇÂ¼Õ ÁÚñ ëñé ÔË Ü¶Õð Ôð¶Õ x ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ  f ′(x) = 0 ÔËÍ

ÃìÈå (a)  î³é ñò¯ ÇÕ x1, x2 ∈ [a, b] ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÕ x1 < x2 åç î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï éÅñ x1 Áå¶
x2 ç¶ î¼è ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ

f (x2) – f (x1) = f ′(c) (x2 – x1)
ÁðæÅå f (x2) – f (x1) > 0 ( ÇÕÀ°ºÇÕ f ′(c) > 0 )

ÁðæÅå f (x2) > f (x1)
ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ

1 2 1 2 1 2[ , ] , ( ) ( )a b x x x x f x f x< ⇒ <oQs lHkh oQs fy,  

ÇÂÃ ñÂÆ  [a,b] Çò¼Ú  f  ÇÂ¼Õ òèçÅ ëñé ÔËÍ
íÅ× (b) Áå¶ (c) ç¶ ÃìÈå òÆ ÇÂÃ¶ åð·» ÔéÍ êÅáÕ» ç¶ ñÂÆ ÇÂÃ ù ÁÇíÁÅÃ ñÂÆ Û¼ÇâÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ç¶ ÃÅð¶ ç¶ ñÂÆ
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Çà¼êäÆÁ»
(i) Ô¯ð ÇòÁÅêÕ êÌî¶ï Áé°ÃÅð Üç¯º  ÇÕÃ¶ Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈÁ» ç¶ ÇÂñÅòÅ x ñÂÆ  f ' (x) > 0

Áå¶ x, f ÇÂÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú ñ×ÅåÅð ÔË åç f  ù ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÇÂÃ¶ åð·» Üç¯º
ÇÕÃ¶ Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈÁ» ç¶ ÇÂñÅòÅ x ñÂÆ  f1 (x) < 0 Áå¶ f  (x) > 0 ÇÂÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú
ñ×ÅåÅð ÔË åç f   ÃÖåÆ éÅÿ ØàçÅ ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í

(ii) Üç¯º Õ¯ÂÆ ëñé ÇÕÃÆ Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ Ü» ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔË å» ê¼Õ¶ å½ð
å¶ f  À°Ã Á³åðÅñ I Çò¼Ú òèçÅ Ü» ØàçÅ ÔËÍ êð¿å±, ÇÂÃ ç¶ Õæé çÅ À°ñà çÅ Ã¼Ú Ô¯äÅ ÷ðÈðÆ
éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä H. çðÃÅú ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé  f ,
f (x) = x3 – 3x2 + 4x, x ∈ R

R å¶ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ
f ′(x) = 3x2 – 6x + 4

= 3(x2 – 2x + 1) + 1
= 3(x – 1)2 + 1 > 0,  ÃÅð¶ x ∈ R ç¶ ñÂÆ

ÇÂÃ ñÂÆ ëñé f , R å¶ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä I. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f (x) = cos x

(a) (0, π) Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ
(b) (π, 2π), Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ
(c) (0, 2π) Çò¼Ú éÅ å» òèçÅ Áå¶ éÅ ÔÆ ØàçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ  f ′(x) = – sin x

(a) ÇÕÀ°ºÇÕ Ôð¶Õ x ∈ (0, π) ç¶ ñÂÆ sin x > 0, ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ f ′(x) < 0 Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ
(0, π) Çò¼Ú f ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

(b) ÇÕÀ°ºÇÕ Ôð¶Õ x ∈ (π, 2π) ç¶ ñÂÆ sin x < 0, ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ  f ′(x) > 0 Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ
(π, 2π) Çò¼Ú f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

(c) À°êð¯Õå (a) Áå¶ (b) éÅñ Ãê¼ôà ÔË ÇÕ (0, 2π) Çò¼Ú f éÅ å» òèçÅ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ ØàçÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä A@. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f (x) = x2 – 4x + 6
(a) ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ (b) ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶
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f (x) = x2 – 4x + 6

Ü» f ′(x) = 2x – 4

ÇÂÃ ñÂÆ  f′(x) = 0 éÅñ x = 2 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ  Ô¹ä Çì³çÈ  x = 2 òÅÃåÇòÕ ð¶ÖÅ ù ç¯ éÅ-Ü¹ó¶
Á³åðÅñ» ÁðæÅå (– ∞, 2) Áå¶ (2, ∞) (ÇÚ¼åð F.C) Çò¼Ú
ò¿âçÅ ÔËÍ Á³åðÅñ (– ∞, 2) Çò¼Ú f′(x) = 2x – 4 < 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, ÇÂÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú  f, ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ
ÔËÍ Á³åðÅñ (2, )∞ , Çò¼Ú ( ) 0f x >′  ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú ëñé f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AA. À°Ô Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú f (x) = 4x3 – 6x2 – 72x + 30 ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ
ëñé  f,
(a)  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ (b)  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶
f (x) = 4x3 – 6x2 – 72x + 30

Ü» f ′(x) = 12x2 – 12x – 72

= 12(x2 – x – 6)

= 12(x – 3) (x + 2)

ÇÂÃ ñÂÆ  f ′(x) = 0 éÅñ x = – 2, 3 êÌÅêå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ x = – 2 Áå¶ x = 3 òÅÃåÇòÕ ð¶ÖÅ ù
Çå¿é éÅ-Ü¹ó¶ Á³åðÅñ» ÁðæÅå (– ∞, – 2), (– 2, 3)  Áå¶ (3, ∞) Çò¼Ú ò¿âçÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð F.D)A

Á³åðÅñ» (– ∞, – 2) Áå¶ (3, ∞) Çò¼Ú f′(x) èéÅåîÕ ÔË Üç¯º ÇÕ Á³åðÅñ (– 2, 3) Çò¼Ú f′(x)
ÇðäÅåîÕ ÔËÍ ëñÃðÈê ëñé f Á³åðÅñ» (– ∞, – 2) Áå¶ (3, ∞) Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË Üçº̄ ÇÕ
Á³åðÅñ (– 2, 3) Çò¼Ú ëñé ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ êð f, R Çò¼Ú éÅ å» òèçÅ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ  ØàçÅ ÔËÍ

Á³åðÅñ f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· ëñé f çÆ ÇÕÃî

(– ∞, – 2) (–) (–) > 0 f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË

(– 2, 3) (–) (+) < 0 f  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔË

(3, ∞) (+) (+) > 0 f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË

ÇÚ¼åð F.C

ÇÚ¼åð F.D
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À°çÅÔðä AB. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f (x) = sin 3x, 0,
2

x π ∈  
(a) òèçÅ ÔËÍ (b) ØàçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ
f (x) = sin 3x

Ü» f ′(x) = 3cos 3x

ÇÂÃ ñÂÆ,  f ′(x) = 0 éÅñ ÇîñçÅ ÔË cos 3x = 0 ÇÜÃ éÅñ ÃÅù
33 ,

2 2
x π π

=

(ÇÕÀ°ºÇÕ 0,
2

x π ∈  
 ⇒ 33 0,

2
x π ∈   

) êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ, 6
x π

=  Áå¶ 2
π

 ÔËÍ Ô¹ä Çì³çÈ

6
x π

= , Á³åðÅñ 0,
2
π 

  
 ù ç¯ éÅ-Ü¹ó¶ Á³åðÅñ» a  0,

6
π 

 
 Áå¶ ,

6 2
π π 

  
 Çò¼Ú ò¿âçÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÃÅð¶ 0,
6

x π ∈  
 ç¶ ñÂÆ ( ) 0f x >′  ÇÕÀ°ºÇÕ 0 0 3

6 2
x xπ π

≤ < ⇒ ≤ <  Áå¶ ÃÅð¶

,
6 2

x π π ∈ 
 

 ç¶ ñÂÆ ( ) 0f x <′  ÇÕÀ°ºÇÕ 33
6 2 2 2

x xπ π π π
< ≤ ⇒ < ≤

ÇÂÃ ñÂÆ Á³åðÅñ 0,
6
π 

 
 Çò¼Ú f ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË Áå¶ Á³åðÅñ ,

6 2
π π 

    Çò¼Ú ÃÖåÆ

éÅñ ØàçÅ ÔËÍ ÇÂÃç¶ éÅñ ÔÆ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé  x = 0 Ü» 
6

x π
=  å¶ ñ×ÅåÅð òÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

êÌî¶ï 1 å¯º,  f,  0,
6
π 

  
 Çò¼Ú òèçÅ Áå¶ ,

6 2
π π 

  
 Çò¼Ú ØàçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AC. Á¿åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú f (x) = sin x + cos x, 0 ≤ x ≤ 2π ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ
ëñé f, ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ Ü» ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÃÅù Çç¼åÅ ÔË ÇÕ
f (x) = sin x + cos x,       0 ≤ x ≤ 2π

Ü» f ′(x) = cos x – sin x

Ô¹ä ( ) 0f x =′  éÅñ sin x = cos x ÇÜÃ éÅñ ÃÅù 4
x π

= , 
5
4
π

 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ 0 2x≤ ≤ π ,

ÇÚ¼åð F. E
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Çì³çÈ 4
x π

=  Áå¶ 
5
4

x π
=  Á³åðÅñ [0, 2π] ù Çå¿é éÅ-Ü¹ó¶ Á³åðÅñ», ÁðæÅå 0,

4
π 

 
,

5,
4 4
π π 

    Áå¶ 5 ,2
4
π π  

Çò¼Ú ò¿âç¶ ÔéÍ

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ 5( ) 0 0, ,2
4 4

f x x π π   > ∈ ∪ π′       
;fn

ÇÂÃ åð·» Á³åðÅñ» a 0,
4
π 

 
 

 Áå¶ 
5 ,2
4
π π  

 Çò¼Ú ëñé f ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

Áå¶ 5( ) 0, ,
4 4

f x x π π ′ < ∈ 
 

;fn

ÇÂÃ åð·» f  Á³åðÅñ 
5,

4 4
π π 

    Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

Á³åðÅñ ( )f x′ çÅ ÇÚ¿é· ëñé çÆ ÇÕÃî

0,
4
π 

 
> 0 f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË

5,
4 4
π π 

   < 0 f  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔË

5 ,2
4
π π  

> 0 f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË

ÁÇíÁÅÃ F.B
1. ÇÃ¼è Õð¯ R å¶  f (x) = 3x + 17 éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ
2. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R å¶ f (x) = e2x éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ
3. ÇÃ¼è Õð¯  f (x) = sin x éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé

(a) 0,
2
π 

 
 

Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ (b) ,
2
π π 

 
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

(c)  (0, π) Çò¼Ú éÅ å» òèçÅ ÔË Áå¶ éÅ ØàçÅ ÔËÍ
4. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú f (x) = 2x2 – 3x éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé

ÇÚ¼åð F. F

Üç̄º

Üç̄º
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(a) ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ (b) ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ
5. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú  f  (x) = 2x3 – 3x2 – 36x + 7 éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé

(a) ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ (b) ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ
6. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» Çò¼Ú Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé f  ÃÖåÆ éÅñ òèç¶ Ü» Øàç¶ Ôé :

(a) x2 + 2x + 5 (b) 10 – 6x – 2x2

(c) –2x3 – 9x2 – 12x + 1 (d)  6 – 9x – x2

(e) (x + 1)3 (x – 3)3

7. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ
2log(1 )

2
xy x
x

= + −
+

, x > – 1, ÁÅêä¶ Ã¿êÈðé êÌ»å Çò¼Ú ÇÂ¼Õ òèçÅ ëñé ÔËÍ

8. x ç¶ À°Ô î¹¼ñ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» ñÂÆ  y = [x(x – 2)]2 ÇÂ¼Õ òèçÅ ëñé ÔËÍ

9. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 0,
2
π 

  
 Çò¼Ú 4sin

(2 cos )
y θ

= − θ
+ θ

, θ  çÅ ÇÂ¼Õ òèçÅ ëñé ÔËÍ

10. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ñØÈ×äé ëñé 0,
2
π 

  
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

11. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (– 1, 1) Çò¼Ú f (x) = x2 – x + 1 éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé éÅ å» òèçÅ Áå¶ éÅ
ÔÆ ØàçÅ ÔËÍ

12. Ô¶á ÇñÖÆÁ» Çò¼Ú ÇÕÔó¶ ëñé 0,
2
π 

  
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ Øàç¶ Ôé?

(A) cos x (B) cos 2x (C) cos 3x (D) tan x
13. Ô¶á ÇñÖÆÁ» Á³åðÅñ» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú f (x) = x100 + sin x –1 ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ

ëñé  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

(A) (0,1) (B) ,
2
π π  

(C) 0,
2
π 

   (D)  ÇÂÔé» Çò¼Úº̄ Õ¯ÂÆ éÔÆº

14. a çÅ À°Ô ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ñÂÆ Á³åðÅñ [1, 2] Çò¼Ú f (x) = x2 + ax + 1 éÅñ
Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f] ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

15. î³é ñÀ° [–1, 1] éÅñ ÇÂ¼Õ éÅ Ü¹óÅ Á³åðÅñ I Ô¯ò¶ å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ I Çò¼Ú 1( )f x x
x

= +

éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f] ñ×ÅåÅð òèçÅ ÔËÍ

16. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé  f (x) = log sin x , 0,
2
π 

  
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË Áå¶ ,

2
π π  

 Çò¼Ú

ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ
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17. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé f (x) = log cos x  Á³åðÅñ 0,
2
π 

  
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔË

Áå¶ 3 , 2
2
π π 

 
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

18. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R å¶ f (x) = x3 – 3x2 + 3x – 100 å¯º Çç¼åÅ ëñé òèçÅ ÔËÍ
19. Ô¶á ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú  y = x2 e–x òèçÅ ÔËÍ

(A) (– ∞, ∞) (B) (– 2, 0) (C) (2, ∞) (D) (0, 2)

6.4  Ãêðô ð¶ÖÅò» Áå¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅò» (Tangents and Normals)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Çâëð¶ÇôÂ¶ôé ç¶ êÌï¯× éÅñ ÇÕÃ¶ òÕð å¶ ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶
ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÆÕðä êåÅ Õð»×¶Í

ïÅç Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çì³çÈ (x0, y0) åº̄ Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ Áå¶ ÃÆÇîå ãñÅé (slope)  m òÅñÆ
ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðé

y – y0 = m (x – x0) éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ  òÕð  y = f (x) ç¶ Çì³çÈ  (x0, y0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ

ãñÅé 0
( , )0 0

[ ( )]
x y

dy f x
dx

 = ′
 éÅñ çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

(x0, y0) å¶ òÕð y = f (x) çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä
y – y0 =f ′(x0)(x – x0) Ô¹¿çÆ ÔË

ÇÂÃ ç¶ éÅñ ÔÆ, ÇÕÀ°ºÇÕ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ, Ãêðô ð¶ÖÅ å¶ ¦ì Ô¹¿çÆ ÔË
ÇÂÃ ñÂÆ y = f (x) ç¶ Çì³çÈ (x0, y0) å¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

 
0

1
( )f x
−
′

 ÔËÍ (Ü¶ 0( ) 0f x ≠′ ), ÇÂÃ ñÂÆ òÕð  y = f (x)

ç¶ Çì³çÈ (x0, y0) å¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðé Ô¶á ÇñÖÆ ÔË :

y – y0 = 0
0

1 ( )
( )

x x
f x

−
−

′

ÁðæÅå 0 0 0( ) ( ) ( )y y f x x x′− + − = 0

AÇà¼êäÆ    Üç¯º y = f (x) çÆ Õ¯ÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅ x-è¹ð¶ çÆ èé ÇçôÅ éÅñ θ Õ¯ä ìäÅÂ¶, åç

tandy
dx

= = θLi’kZ js[kk dh ioz .krk

ÇÚ¼åð F.G

 Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

å¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ
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Çòô¶ô ÃÇæåÆÁ» (Particular cases)
(i) Üç¯º Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé ÇÃøð ÔË,  tanθ = 0 Áå¶ ÇÂÃ åð·» θ = 0 ÇÜÃ çÅ Áðæ ÔË ÇÕ Ãêðô

ð¶ÖÅ x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú, (x0, y0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðé y = y0 Ô¯ Ü»çÆ ÔËÍ

(ii) Üç¯º 
2
π

θ → , åç tanθ → ∞, ÇÜÃçÅ Áðæ ÔË ÇÕ Ãêðô ð¶ÖÅ x-è¹ð¶ å¶ ¦ì ÔË ÁðæÅå y-è¹ð¶

ç¶ Ãî»åð ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú, (x0, y0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðé x = x0 Ô¹¿çÆ ÔËÍ (ÇÕÀ°º?)A
À°çÅÔðä AD. x = 2 å¶ òÕð  y = x3 – x çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ òÕð çÆ x = 2 å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

2x

dy
dx =




= 2
2

3 1 11
x

x
=

− = ÔËÍ

À°çÅÔðä AE. òÕð 4 3 1y x= − −  å¶ À°Ô Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé
2
3  ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ òÕð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y)  å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé
dy
dx

 =
1

21 2
(4 3) 4

2 4 3
x

x

−

− ⋅ =
−

ÔËÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ ãñÅé 
2
3
 Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ

2
4 3x −

 =
2
3

Ü» 4x – 3 = 9
Ü» x = 3
Ô¹ä 4 3 1y x= − −  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º x = 3, 4(3) 3 1 2y = − − =  ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, ñ¯óÆºçÅ Çì³çÈ (3, 2) ÔËÍ

À°çÅÔðä AF. ãñÅé B òÅñÆÁ» ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» ç¶ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ òÕð 
2 0

( 3)
y

x
+ =

−
ù Ãêð²ô ÕðçÆÁ» Ôé :
Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ òÕð ç¶ Çì³çÈ (x,y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

dy
dx

 = 2
2

( 3)x −
ÔËÍ

ÇÕÀ¹ºÇÕ ãñÅé B Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ
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2
2

( 3)x −
 = 2

Ü» (x – 3)2 = 1
Ü» x – 3 = ± 1
Ü» x = 2, 4

Ô¹ä x = 2 éÅñ y = 2 Áå¶ x = 4 éÅñ y = – 2 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·», Çç¼å¶ òÕð çÆ ãñÅé
B òÅñÆ ç¯ Ãêðô ð¶ÖÅò» Ôé Ü¯ ́ îòÅð Çì³çÈÁ» (2] 2) Áå¶ (4] &2) å¯º ¦ØçÆÁ» ÔéÍ ÇÂÃ åð·»
(2] 2) å¯º ¦ØçÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä :

y – 2 = 2(x – 2) ÔËÍ
Ü» y – 2x + 2 = 0
Áå¶ (4] &2) å¯º ¦ØçÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä :

y – (– 2) = 2(x – 4)
Ü» y – 2x + 10 = 0 gSA

À°çÅÔðä AG. òÕð 
2 2

1
4 25
x y

+ =  å¶ À°Ô Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» (i) x-è¹ð¶ ç¶

Ãî»åð ÔË (ii) y-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔËÍ

Ô¼ñ : 
2 2

1
4 25
x y

+ =  ù x, ç¶ ìÅìå Çâëð¶ºÇôÂ¶ô²é Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2
2 25
x y dy

dx
+  = 0

Ü»
dy
dx

 =
25
4

x
y

−

(i) Ô¹ä Ãêðô ð¶ÖÅ x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔË Üç¯º ÇÕ À°Ã çÆ ãñÅé ÇÃøð ÔË, ÇÜÃ å¯º

0dy
dx

= ⇒ 25 0
4

x
y

−
=  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÔ åç Ã¿íò ÔË Üç¯º x = 0 Ô¯ò¶ ÇÂÃ åð·»

2 2

1
4 25
x y

+ =  Çò¼Ú x = 0 å¶ y2 = 25,ÁðæÅå y = ± 5 ÇîñçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Çì³çÈ  (0, 5) Áå¶

(0, – 5) ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÜ¼æ¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» x&è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ
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(ii) Ãêðô ð¶ÖÅ  y-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔË Üç¯º ÇÕ ÇÂÃ ç¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé ÇÃøð ÔË ÇÜÃ å¯ºs

4 0
25

y
x

= , Ü» y = 0 ÇîñçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·»Í 
2 2

1
4 25
x y

+ =  å¶ y = 0 å¯º x = ± 2 ÇîñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» À°Ô Çì³çÈ (2] 0) Áå¶ (&2] 0) Ôé, ÇÜ¼æ¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» y-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ

À°çÅÔðä AH. òÕð 
7

( 2)( 3)
xy

x x
−

=
− −

 å¶ À°Ôé» Çì³çÈÁ» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ ÇÂÔ

x-è¹ð¶ ù Õ¼àçÆÁ» ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ x-è¹ð¶ å¶ y = 0 Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º y = 0, åç òÕð ç¶ ÃîÆÕðä éÅñ

x = 7 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» òÕð x-è¹ð¶ ù (7, 0) å¶ Õ¼àçÅ ÔËÍ Ô¹ä òÕð ç¶ ÃîÆÕðé ù x ç¶ ìÅìå
Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶

dy
dx

 =
1 (2 5)
( 2)( 3)

y x
x x
− −
− − (ÇÕÀ°º)

Ü»
(7,0)

dy
dx




 =
1 0 1

(5)(4) 20
−

= êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·», Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ (7, 0) å¶ ãñÅé 
1
20 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ (7, 0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðé ÔË :

10 ( 7)
20

y x− = − Ü» 20 7 0y x− + = ÔËÍ

À°çÅÔðä AI. òÕð 
2 2
3 3 2x y+ =  ç¶ Çì³çÈ (1, 1) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÃîÆÕðé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : 
2 2
3 3 2x y+ =  çÆ x, ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶

1 1
3 32 2

3 3
dyx y
dx

− −

+  = 0

Ü»
dy
dx

 =

1
3y

x
 − 
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ÇÂÃ ñÂÆ, (1, 1) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé 
(1,1)

1dy
dx

 = −
 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ (1]1) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä
   y – 1 = – 1 (x – 1)        Ü»        y + x – 2 = 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ (1] 1) å¶ ÁÇí¦ì çÆ ãñÅé
1 1−

=
(1]1)ij Li’khZ dh ioz .krk

ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, (1] 1) å¶ ÁÇí¦ì çÆ ÃîÆÕðä
   y – 1 = 1 (x – 1)         Ü»        y – x = 0 ÔËÍ

À°çÅÔðä B@. x = a sin3 t , y = b cos3 t åº̄ Çç¼å¶ òÕð ... (1)

ç¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ, ÇÜ¼æ¶  2
t π

=  ÔË, å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : (1) çÅ t ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶

23 sin cosdx a t t
dt

= Áå¶ 23 cos sindy b t t
dt

= −

Ü»

dy
dy dt

dxdx
dt

=  =
2

2
3 cos sin cos

sin3 sin cos
b t t b t

a ta t t
− −

=

ÇÂÃ åð·» 2
t π

=  åç 
2

t

dy
dx π=


  =

cos
2 0

sin
2

b

a

π
−

=
π  å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

Áå¶ Üç¯º 
2

t π
= , åç x = a Áå¶ y = 0 ÔËÍ ÇÂÃ åð·» 

2
t π

=  å¶ ÁðæÅå (a, 0) å¶ Çç¼å¶ ×Â¶ òÕð

çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä y – 0 =0 (x – a) ÁðæÅå  y = 0 ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ F.C
1. òÕð y = 3x4 – 4x å¶ x = 4 å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé êåÅ Õð¯Í

2. òÕð 1 , 2
2

xy x
x

−
= ≠

−
 å¶ x = 10 å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé êåÅ Õð¯Í

3. òÕð y = x3 – x + 1 çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé À°Ã Çì³çÈ å¶ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ x-Çéðç¶ô Á³Õ B ÔËÍ

å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé
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4. òÕð y = x3 –3x +2 çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé À°Ã Çì³çÈ å¶ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ
x-Çéðç¶ô Á³Õ C ÔËÍ

5. òÕð 3 3cos , sinx a y a= θ = θ  å¶ 
4
π

θ =   å¶ ÁÇí¦ì çÆ ãñÅé êåÅ Õð¯Í

6. òÕð 21 sin , cosx a y b= − θ = θ  å¶ 
2
π

θ =  å¶ ÁÇí¦ì çÆ ãñÅé êåÅ Õð¯Í

7. òÕð  y = x3 – 3x2 – 9x + 7 å¶ À°Ô Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» x&è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ
8. òÕð  y = (x – 2)2  å¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ, Çì³çÈÁ» a (2] 0) Áå¶

(4] 4) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ÜÆòÅ ç¶, Ãî»åð ÔËÍ
9. òÕð  y = x3 – 11x + 5 å¶ Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ  y = x – 11 ÔËÍ

10. ãñÅé – 1 òÅñÆ ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÆ ÃîÆÕðä» êåÅ Õð¯ Ü¯ òÕð 1
1

y
x

=
−

, x ≠ – 1  ù

Ãêðô ÕðçÆÁ» ÔéÍ

11. ãñÅé B òÅñÆÁ» ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÆ ÃîÆÕðä» êåÅ Õð¯ Ü¯ òÕð 1
3

y
x

=
−

, x ≠ 3 ù

Ãêðô ÕðçÆÁ» ÔéÍ

12. ãñÅé @ òÅñÆ ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÆ ÃîÆÕðé» êåÅ Õð¯ Ü¯ òÕð 2
1
2 3

y
x x

=
− +

ù Ãêðô

ÕðçÆÁ» ÔéÍ

13. òÕð  
2 2

1
9 16
x y

+ =  å¶ À°Ô Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò»

(i)  x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ (ii) y-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ
14. Ô¶á» Çç¼å¶ òÕð» å¶ Çç¼å¶ Çì³çÈÁ» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶ ÁÇí¦ì çÆÁ» ÃîÆÕðé» êåÅ Õð¯Í

(i) y = x4 – 6x3 + 13x2 – 10x + 5 ç¶ (0, 5) å¶
(ii) y = x4 – 6x3 + 13x2 – 10x + 5 ç¶ (1, 3) å¶
(iii) y = x3 ç¶ (1, 1) å¶
(iv) y = x2 ç¶ (0, 0) å¶
(v) x = cos t, y = sin t ç¶ 

4
t π

=  å¶
15. òÕð y = x2 – 2x +7 çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯

(a) ð¶ÖÅ 2x – y + 9 = 0 ç¶ Ãî»åð ÔËÍ
(b) ð¶ÖÅ  5y – 15x = 13 å¶ ¦ì ÔËÍ

16. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ òÕð y = 7x3 + 11 ç¶ Çì³çÈÁ» å¶, ÇÜ¼æ¶ x = 2 Áå¶ x = – 2 ÔË, Ãêðô ð¶ÖÅò»
Ãî»åð ÔéÍ
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17. òÕð y = x3 å¶ À°Ô Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé Çì³çÈ ç¶
y-Çéðç¶ô Á³Õ ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

18. òÕð  y = 4x3 – 2x5, å¶ À°Ô Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» îÈñ Çì³çÈ åº̄ Ô̄ Õ¶ ¦ØçÆÁ» ÔéÍ
19. òÕð x2 + y2 – 2x – 3 = 0 ç¶ Çì³çÈÁ» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» çÆÁ» ÃîÆÕðä» êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ À°Ô

x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ
20. òÕð ay2 = x3  ç¶ Çì³çÈ (am2, am3) å¶ ÁÇí¦ì çÆ ÃîÆÕðé êåÅ Õð¯Í
21. òÕð y = x3 + 2x + 6 ç¶ À°Ôé» ÁÇí¦ì çÆÁ» ÃîÆÕðé» êåÅ Õð¯ Ü¯ ð¶ÖÅ x + 14y + 4 = 0

ç¶ Ãî»åð ÔéÍ
22. êËðÅì¯ñÅ y2 = 4ax ç¶ Çì³çÈ (at2, 2at) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶ ÁÇí¦ì çÆÁ» ÃîÆÕðä» êåÅ Õð¯Í
23. ÇÃ¼è  Õð¯ ÇÕ òÕð x = y2 Áå¶ xy = k ÇÂ¼Õ çÈÃð¶ ù ÃîÕ¯ä* å¶ Õ¼àçÆÁ» Ôé, Üç¯º 8k2 = 1Ô¯ò¶Í

24. ÔÅÂÆêðì¯ñÅ
2 2

2 2 1x y
a b

− =  ç¶ Çì³çÈ (x0, y0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶  ÁÇí¦ì çÆÁ» ÃîÆÕðä»  êåÅ ÕðÍ̄

25. òÕð 3 2y x= −  çÆ À°Ã Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ ð¶ÖÅ 4 2 5 0x y− + = ç¶
Ãî»åð ÔËÍ

êÌôé BF Áå¶ BG Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯Í
26. òÕð y = 2x2 + 3 sin x ç¶ x = 0 å¶ ÁÇí¦ì çÆ ãñÅé ÔË :

(A) 3 (B)
1
3 (C) –3 (D)

1
3

−

27. ÇÕÃ Çì³çÈ å¶  y = x + 1, òÕð y2 = 4x çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ ÔË?
(A) (1, 2) (B) (2, 1) (C) (1, – 2) (D) (– 1, 2) ÔËÍ

6.5  ñ×í×åÅò» (Approximation)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Õ°Þ êÇðîÅä» ç¶ ñ×í× î¹¼ñ ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Çâøð¶ºÇôÁñ çÆ òðå¯º Õð»×¶Í

î³é ñÀ° f : D → R, D ⊂ R, ÇÂ¼Õ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé ÔË Áå¶ y = f(x) Çç¼åÆ ×ÂÆ òÕð ÔËÍ
î³é ñÀ° ∆x, Ô¯ä òÅñÆ ÇÕÃ¶ Û¯à¶ òÅè¶ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ïÅç Õð¯ ÇÕ x Çò¼Ú Ô¯Â¶ Û¯à¶ òÅè¶  ∆x

ç¶ Ã¿×å y Çò¼Ú Ô¯Â¶ òÅè¶ ù ∆y éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ∆y = f (x + ∆x) – f (x) ÔËÍ ÁÃÆº
Ô¹ä Ô¶á ÇñÇÖÁ» ù êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í

(i) x ç¶ Çâøð¶ºÇôÁñ ù dx éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» Ü» dx = ∆x éÅñ êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í

(ii)  y ç¶ Çâøð¶ºÇôÁñ ù dy éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» Ü» dy = f ′(x) dx Ü» 
dydy x
dx

 = ∆ 
 

éÅñ

êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú x çÆ å°ñéÅ Çò¼Ú  dx = ∆x Û¯àÅ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ∆y çÅ ñ×í× ÃÔÆ î¹¼ñdy Ô¹¿çÅ

* ç¯ òÕð ÁÅêÃ Çò¼Ú ÃîÕ¯ä å¶ Õ¼àç¶ Ôé Üç¯º À°Ôé» ç¶ ÕÅà Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» ÁÅêÃ Çò¼Ú ¦ì Ô¯äÍ
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ÔË Áå¶ ÇÂÃ ×¼ñ ù dy ≈ ∆y éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í
∆x, ∆y,  dx Áå¶ dy ç¶ ÇÜîÅÇÂåÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ ç¶ ñÂÆ ÇÚ¼åð F. H ç¶Ö¯Í

AÇà¼êäÆ    À°êð¯Õå ÚðÚÅ Áå¶ ÇÚ¼åð ù ÇèÁÅé Çò¼Ú ð¼Öç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ Çéðíð Úñ
(Dependent variable) çÅ ÇâøðËºÇôÁñ, Úñ ç¶ òÅè¶ ç¶ ìðÅìð éÔÆº ÔË Üç¯º ÇÕ ÁÅ÷Åç Úñ
(Independent variable) çÅ ÇâøðËºÇôÁñ, Úñ ç¶ òÅè¶ ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

À°çÅÔðä BA. 36.6  çÆ ñ×í×åÅ êåÅ Õðé
ç¶ ñÂÆ ÇâøðËºÇôÁñ çÆ òðå¯º Õð¯Í

Ô¼ñ : y x=  ñò¯ ÇÂ¼æ¶ x = 36 Áå¶ î³é ñÀ° ∆x
= 0.6 ÔËÍ
åç ∆y =

36.6 36 36.6 6x x x+ ∆ − = − = −

36.6  = 6 + ∆y

Ô¹ä ∆y ñ×í× dy ç¶ ìðÅðìð ÔË Áå¶ Ô¶á ÇñÖ¶
Áé°ÃÅð çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË :

dy =
1 (0.6) ( )

2
dy x y x
dx x

  ∆ = =  
D;kfas d

=
1

2 36
 (0.6) = 0.05

ÇÂÃ åð·», 36.6  çÅ ñ×í× î¹¼ñ 6 + 0.05 = 6.05 ÔËÍ

À°çÅÔðé BB.  
1
3(25) çÆ ñ×í×åÅ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Çâøð¶ºÇôÁñ çÆ òðå¯º Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ°  
1
3y x=  ÇÂ¼æ¶  x = 27 Áå¶ 2x∆ = −  ÔËÍ

åç ∆y =
1 1
3 3( )x x x+ ∆ −

=
1 1 1
3 3 3(25) (27) (25) 3− = −

Ü»
1
3(25)  = 3 + ∆y

ÇÚ¼åð F. H

ÇÕÀ°ºÇÕ
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Ô¹ä ∆y  ñ×í× dy ç¶ ìðÅìð ÔË Áå¶ Ô¶á ÇñÖ¶ Áé°ÃÅð çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË :

dy =
dy x
dx

 ∆ 
 

=
1
3

2
3

1 ( 2) ( )
3

y x
x

− =D; kasfd

= 1
23

1 2( 2) 0.074
27

3((27) )

−
− = = −

ÇÂÃ åð·», 
1
3(25)  çÅ ñ×í× î¹¼ñ ÔË :

3 + (– 0. 074) = 2.926

À°çÅÔðä BC. f (3.02) çÅ ñ×í× î¹¼ñ êåÅ Õð¯ ÇÂ¼æ¶ f (x) = 3x2 + 5x + 3 ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ°  x = 3 Áå¶ ∆x = 0.02 ÔËÍ
f (3. 02) = f (x + ∆x) = 3 (x + ∆x)2 + 5(x + ∆x) + 3

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ ∆y = f (x + ∆x) – f (x) ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ f (x + ∆x) = f (x) + ∆y

≈ f (x) + f ′(x) ∆x (ÇÕÀ°ºÇÕ dx = ∆x)
≈ (3x2 + 5x + 3) + (6x + 5) ∆x

f (3.02) = (3(3)2 + 5(3) + 3) + (6(3) + 5) (0.02) (ÇÕÀ°ºÇÕ x =3, ∆x = 0.02)
= (27 + 15 + 3) + (18 + 5) (0.02)
= 45 + 0.46 = 45.46

ÇÂÃ åð·»  f (3.02) çÅ ñ×í× î¹¼ñ 45-46 ÔËÍ

À°çÅÔðä BD. x îÆàð í¹ÜÅ òÅñ¶ Øä çÆ í¹ÜÅ Çò¼Ú 2% ç¶ òÅè¶ ÕÅðé éÅñ Øä ç¶ ÁÅÇÂåé Çò¼Ú
ñ×í× ìçñÅò êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ
V = x3

Ü» dV =
Vd x

dx
 ∆ 
 

 = (3x2) ∆x

= (3x2) (0.02x)        (ÇÕÀ°ºÇÕ x çÅ 2% = .02x)
= 0.06x3 m3

ÇÕÀ°ºÇÕ



 âËðÆòËÇàò ç¶ ÁäÀ°êï¯×      233

ÇÂÃ åð·», ÁÅÇÂåé Çò¼Ú ñ×í× ìçñÅò 0.06 x3 m3  ÔËÍ
À°çÅÔðä BE. ÇÂ¼Õ ×¯ñ¶ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ 9 cm îÅÇêÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú 0-03 cm çÆ ×ñåÆ
ÔËÍ ÇÂÃç¶ ÁÅÇÂåé çÆ ×äéÅ Çò¼Ú ñ×í× ×ñåÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ ×¯ñ¶ çÅ ÁðèÇòÁÅÃ r ÔË Áå¶ ÇÂÃ ç¶ îÅêä Çò¼Ú ×ñåÆ ∆r ÔËÍ ÇÂÃ åð·» r = 9
cm Áå¶ ∆r = 0.03 cm ÔËÍ Ô¹ä ×¯ñ¶ çÅ ÁÅÇÂåé V

V = 34
3

rπ  éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

Ü»
Vd

dr
 = 4π r2

ÇÂÃ ñÂÆ dV =
2V (4 )d r r r

dr
  ∆ = π ∆  

= [4π(9)2] (0.03) = 9.72π cm3

ÇÂÃ åð·» ÁÅÇÂåé çÆ ×äéÅ Çò¼Ú ñ×í× ×ñåÆ 9.72π cm3 ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ F.D
1. ÇâøðËºÇôÁñ çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ Ô¶á ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÅ ñ×í× î¹¼ñ çôîñò ç¶ Çå¿é

ÃæÅé» å¼Õ êåÅ Õð¯ :
(i) 25.3 (ii) 49.5 (iii) 0.6

(iv)
1
3(0.009) (v)

1
10(0.999) (vi)

1
4(15)

(vii)
1
3(26) (viii)

1
4(255) (ix)

1
4(82)

(x)
1
4(401) (xi)

1
2(0.0037) (xii)

1
3(26.57)

(xiii)
1
4(81.5) (xiv)

3
2(3.968) (xv)

1
5(32.15)

2.  f (2.01) çÅ ñ×í× î¹¼ñ êåÅ Õð¯ ÇÂ¼æ¶ f (x) = 4x2 + 5x + 2 ÔËÍ
3.  f (5.001) çÅ ñ×í× î¹¼ñ êåÅ Õð¯ ÇÂ¼æ¶ f (x) = x3 – 7x2 + 15 ÔËÍ
4. x m í¹ÜÅ òÅñ¶ Øä çÆ í¹ÜÅ Çò¼Ú 1% òÅè¶ ç¶ ÕÅðé Øä ç¶ ÁÅÇÂåé Çò¼Ú Ô¯ä òÅñÅ ñ×í×

ìçñÅò êåÅ Õð¯Í
5. x m í¹ÜÅ òÅñ¶ Øä çÆ í¹ÜÅ Çò¼Ú 1% ØÅà¶ ç¶ ÕÅðé Øä ç¶ Ãå·Å ç¶ Ö¶åðëñ Çò¼Ú Ô¯ä òÅñÅ
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ñ×í× ìçñÅò êåÅ Õð¯Í
6. ÇÂ¼Õ ×¯ñ¶ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ 7 m îÅÇêÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú 0-02 m çÆ ×ñåÆ ÔËÍ ÇÂÃ ç¶

ÁÅÇÂåé çÆ ×äéÅ Çò¼Ú ñ×í× ×ñåÆ êåÅ Õð¯Í
7. ÇÂ¼Õ ×¯ñ¶ çÅ ÁðèÇòÁÅÃ 9 m îÅÇêÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú 0.03 cm çÆ ×ñåÆ ÔËÍ ÇÂÃç¶

Ãå·Å ç¶ Ö¶åðëñ çÆ ×äéÅ Çò¼Ú ñ×í× ×ñåÆ êåÅ Õð¯Í
8. Üç¯º  f (x) = 3x2 + 15x + 5 Ô¯, å» f (3.02) çÅ ñ×í× î¹¼ñ ÔË :

(A) 47.66 (B) 57.66 (C) 67.66 (D) 77.66
9. í¹ÜÅ Çò¼Ú 3% òÅè¶ ç¶ ÕÅðé í¹ÜÅ x ç¶ Øä ç¶ ÁÅÇÂåé Çò¼Ú ñ×í× ìçñÅò ÔË :

(A) 0.06 x3 m3 (B) 0.6 x3 m3 (C) 0.09 x3 m3 (D) 0.9 x3 m3

6.6  ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ (Maximum and Minimum)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú, ÁÃÆº ò¼Ö-ò¼Ö ëñé» ç¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ» çÆ ×äéÅ Õðé Çò¼Ú âËðÆò¶Çàò
ç¶ Ã¿Õñê çÆ òðå¯º Õð»×¶Í ÁÃñ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ Áñ¶Ö ç¶ ÇéðäÅÇÂÕ Çì³çÈÁ» (Turning
points) çÅ êåÅ Õð»×¶Í ÇÂÃ åð·» À°Ôé» Çì³çÈÁ» çÅ êåÅ Õð»×¶ ÇÜÃ å¶ Áñ¶Ö ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
(Ü» ÇéÀ±éåî) å¶ êÔ¹¿ÚçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ Çì³çÈÁ» çÅ Ç×ÁÅé ÇÂ¼Õ ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÖ¼Úä Çò¼Ú ìÔ¹å
À°êï¯×Æ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ éÅñ ÔÆ ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ëñé çÅ ÁÃñ ÁÇèÕåî î¹¼ñ (Absolute maximum
value) Áå¶ ÁÃñ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ (Absolute minimum value) òÆ êåÅ Õð»×¶ Ü¯ ÕÂÆ ÇòÔÅðÕ
Ãî¼ÇÃÁÅò» ç¶ Ô¼ñ ç¶ ñÂÆ ÷ðÈðÆ ÔËÍ
ÁÅÀ° ÁÃÆº ð¯÷ÅéÅ ÜÆòé çÆÁ» Ô¶á ÇñÖÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

(i) Ã¿åÇðÁ» ç¶ çð¼Öå» ç¶ ÇÂ¼Õ ìÅ× åº̄ Ô¯ä òÅñÅ ñÅí ëñé P(x) = ax + bx2 ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ a,b +ÁÚñ ÔË Áå¶ x êÌåÆ Â¶Õó Çò¼Ú Ã¿åð¶ ç¶ çð¼Öå» çÆ Ç×äåÆ ÔËÍ êÌåÆ Â¶Õó
ÇÕ¿é¶ çð¼Öå ÁÇèÕåî ñÅí ç¶ä×¶º?

(ii) ÇÂ¼Õ 60 m À°µÚ¶ íòé å¯º ÔòÅ Çò¼Ú Ã¹¼àÆ ×ÂÆ ÇÂ¼Õ ×¶ºç 
2

( ) 60
60
xh x x= + −  ç¶ éÅñ çðÃÅÂ¶

ðÃå¶ å¶ ÚñçÆ ÔË, ÇÂ¼æ¶  x íòé å¯º ×¶ºç çÆ ñ¶àòÆº çÈðÆ Áå¶  h(x) À°ÃçÆ À°ÚÅÂÆ ÔËÍ ×¶ºç ÇÕ¿éÆ
ÁÇèÕåî À°ÚÅÂÆ å¼Õ êÔ¹¿Ú¶×Æ?

(iii) ç¹ôîä çÅ ÇÂ¼Õ ÁêÅÚ¶ ÔËñÆÕÅêàð òÕð f (x) = x2 + 7 éÅñ çðÃÅÂ¶ ðÃå¶ å¶ À°µâ ÇðÔÅ ÔËÍ
Çì³çÈ (1] 2) å¶ ÃÇæå ÇÂ¼Õ ÃËÇéÕ À°Ã ÔËñÆÕÅêàð ù ×¯ñÆ îÅðéÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË Üçº̄ ÔËñÆÕÅêàð
À°Ã ç¶ é¶ó¶ åº̄ é¶ó¶ ÔËÍ ÇÂÔ ÇéÀ±éåî çÈðÆ ÇÕ¿éÆ ÔË?
À°êð¯Õå Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ Çò¼Ú Õ°¼Þ Ã»ÞÅ ÔË ÁðæÅå ÁÃÆº ëñé» ç¶ ÁÇèÕåî Ü»
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô»Í ÇÂÔé» Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ã¹ñÞÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ðÃîÆ å½ð
å¶ ÇÂ¼Õ ëñé çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Áå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Ü» ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ» ç¶ Çì³çÈÁ» Áå¶ ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» ù ÇéðèÅÇðå Õðé ç¶ êðÆÇÖÁä ù êÇðíÅÇôå Õð»×¶Í
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êÇðíÅôÅ C.  î¿é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ëñé  f  êÇðíÅÇôå ÔË, åç
(a)   f çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ I Çò¼Ú Ô¹¿çÅ ÔË, Üç¯º I Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ

( ) ( )f c f x≥ , ÃÅð¶ ∀  x ∈ I ñÂÆ ÔËÍ
Ã¿ÇÖÁÅ  f (c) ù I Çò¼Ú f  çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÁÅÖç¶ Ô» Áå¶ Çì³çÈ c ù  I Çò¼Ú f  ç¶ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ òÅñÅ Çì³çÈ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ

(b)  f  çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ I Çò¼Ú Ô¹¿çÅ ÔË Üçº̄ ÇÕ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ  c  çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ f (c) ≤ f (x),
ÃÅð¶ ∀ x ∈ I ñÂÆ ÔËÍ
Ã¿ÇÖÁÅ f (c) ù I Çò¼Ú  f  çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÁÅÖç¶ Ô» Áå¶ Çì³çÈ c ù I Çò¼Ú f ç¶ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ òÅñÅ Çì³çÈ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ

(c) I Çò¼Ú f  ÇÂ¼Õ Úðî î¹¼ñ (extreme value) ð¼Öä òÅñÅ ëñé ÁÅÖç¶ Ô» Üç¯º I Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯
ÇÜÔ¶ Çì³çÈ c çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ f (c),  f çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú f (c), I ù f  çÅ Úðî î¹¼ñ ÁÅÖç¶ Ô» Áå¶ Çì³çÈ c ÇÂ¼Õ Úðî Çì³çÈ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ  ÇÚ¼åð 6.9 (a), (b) Áå¶ (c) Çò¼Ú ÁÃÆº Õ°Þ ÖÅÃ ëñé» ç¶ Áñ¶Ö êÌçðÇôå ÕÆå¶ Ôé
ÇÜÃ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õðé Çò¼Ú ÃÔÅÇÂåÅ ÇîñçÆ
ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú Áñ¶Ö éÅñ ÁÃÆº À°Ôé» ëñé» ç¶ òÆ Ü¯ ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ éÔÆº Ô¹¿ç¶ Ôé, ç¶ ÁÇèÕåî
/ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»Í (À°çÅÔðé BG)A

À°çÅÔðä BF. f (x) = x2, x ∈ R éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f ç¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶ Õ¯ÂÆ
ÔË å», êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶, ëñé ç¶ Áñ¶Ö (ÇÚ¼åð F. A@) å¯º ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ f (x) = 0 Üç¯º x = 0 ÔË
Áå¶

f (x) ≥ 0, ÃÅð¶ x ∈ R ç¶ ñÂÆ

ÇÚ¼åð F. I
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ÇÂÃ ñÂÆ,  f çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ @ ÔË Áå¶  f  çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ çÅ Çì³çÈ x = 0 ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ éÅñ
ÔÆ Áñ¶Ö å¯º ÇÂÔ òÆ ç¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ëñé f  çÅ Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ éÔÆº ÔË, ÇÂÃ åð·» R Çò¼Ú
f ç¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ çÅ Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ

AÇà¼êäÆ     Ü¶ ÁÃÆº ëñé ç¶ êÌ»å ù Õ¶òñ [– 2, 1] å¼Õ ÃÆÇîå ÕðÆÂ¶ åç x = – 2 å¶ f çÅ
ÁÇèÕåî î¹¼ñ (– 2)2 = 4 Ô¯ò¶×ÅÍ

À°çÅÔðä BG.  f (x) = |x |, x ∈ R ç¹ÁÅðÅ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f ç¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶
Õ¯ÂÆ Ô¯ò¶ å», êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé çÅ Áñ¶Ö (ÇÚ¼åð F. AA) å¯º
f (x) ≥ 0, ÃÅð¶ x ∈ R ñÂÆ Áå¶ f (x) = 0  Üç¯º ÇÕ  x = 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ,  f çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ @ ÔË Áå¶ f  ç¶ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ çÅ Çì³çÈ x = 0 ÔËÍ Áå¶ Áñ¶Ö éÅñ ÇÂÔ òÆ Ãêôà ÔË R Çò¼Ú a
f  çÅ Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ éÔÆº ÔË ÇÂÃ åð·» R Çò¼Ú Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ çÅ Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ
Çà¼êäÆ

(i) Üç¯º ÇÕ ÁÃÆº ëñé ç¶ êÌ»å ù Õ¶òñ [– 2, 1] å¼Õ ÃÆîå
ÕðÆÂ¶,å» f çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ |– 2 | = 2 Ô¯ò¶×ÅÍ

(ii) À°çÅÔðé BG Çò¼Ú ÇèÁÅé Ççú ÇÕ ëñé f ,  x = 0 å¶ Çâëð¶ºÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ
À°çÅÔðä BH.  f (x) = x, x ∈ (0, 1) ç¹ÁÅðÅ Çç¼å¶ ×Â¶
ëñé ç¶ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶ ÕÂ̄Æ Ôò̄¶ å», êåÅ ÕðÍ̄

Ô¼ñ : Çç¼å¶ Á³åðÅñ (0] 1) Çò¼Ú Çç¼åÅ ëñé ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð
òèçÅ ëñé ÔËÍ ëñé f  ç¶ Áñ¶Ö (ÇÚ¼åð F. AB) å¯º ÇÂÃ
åð·» êÌåÆå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ ëñé çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ @ ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶
ç¶ é¶óñ¶ Çì³çÈ Áå¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ 1 ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ ç¶ é¶óñ¶
Çì³çÈ å¶ Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ ÕÆ ÇÂÃ åð·» ç¶ Çì³çÈ À°êñìè Ôé?
ÇÂÃ åð·» ç¶ Çì³çÈÁ» ù Á³ÇÕå ÕðéÅ Ã¿íò éÔÆº ÔËÍ ÁÃñ

Çò¼Ú, Üç¯º @ çÅ é¶óñÅ Çì³çÈ x0 Ô¯ò¶ å» ÃÅù 0
02

x
x<  ÃÅð¶

0 (0,1)x ∈  ç¶ ñÂÆ, Çîñ Ü»çÅ ÔË Áå¶ Ü¶ 1 çÅ é¶óñÅ Çì³çÈ x1 Ô¯ò¶ å» ÃÅð¶ 1 (0,1)x ∈  ç¶ ñÂÆ

1
1

1
2

x
x

+
>  Çîñ Ü»çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F. A@

ÇÚ¼åð F. AA
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ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé çÅ Á³åðÅñ (0] 1) Çò¼Ú éÅ å» Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔË Áå¶ éÅ Õ¯ÂÆ
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :  êÅáÕ ç¶Ö ÃÕç¶ Ôé ÇÕ À°çÅÔðé BH Çò¼Ú Üçº̄ÇÕ
f  ç¶ êÌ»å Çò¼Ú 0 Áå¶ 1 ù ôÅîñ Õð ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÁðæÅå
f  ç¶ êÌ»å ù òèÅ Õ¶ [0, 1] Õð Çç¼åÅ ÜÅÂ¶ å» ëñé çÅ
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ x = 0 å¶ 0 Áå¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ x = 1 å¶ 1
ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú ÃÅù Ô¶á ÇñÖ¶ éåÆÜ¶ Çîñç¶ Ôé (ÇÂÔé»
éåÆÇÜÁ» ç¶ ÃìÈå ÇÂÃ ê¹ÃåÕ ç¶ Ö¶åð å¯º ìÅÔð Ôé)A
Ôð¶Õ ÇÂ¼Õ ÇçôÅòÆ (monotonic) ëñé ÁÅêä¶ êÇðíÅÇôå êÌ»å
ç¶ Á³å Çì³çÈÁ» å¶ ÁÇèÕåî@ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ éåÆÜ¶ çÅ Ô¯ð ÇòÁÅêÕ ðÈê ÇÂÔ ÔË ÇÕ ì¿ç Á³åðÅñ å¶ Ôð¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé ç¶ ÁÇèÕåî
Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

AÇà¼êäÆ :  ÇÕÃ¶ Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇçôÅòÆ  (monotonic)  ëñé f  éÅñ ÃÅâÅ íÅò ÔË ÇÕ
I Çò¼Ú ëñé f  Ü» å» òèçÅ ÔË Ü» ØàçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ å¶ êÇðíÅÇôå ëñé ç¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ» ç¶ ìÅð¶
ìÅÁç Çò¼Ú ÇòÚÅð Õð»×¶Í

ÁÅÀ° Ô¹ä ÇÚ¼åð F. AC Çò¼Ú çðÃÅÂ¶ ×Â¶ ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ Áñ¶Ö çÅ ÁÇèÁËé ÕðÆÂ¶Í ç¶Ö¯ ÇÕ ëñé
çÅ Áñ¶Ö Çì³çÈÁ» A, B, C Áå¶ D å¶ Øàç¶ åº̄ òèçÅ Ü» ÇÂÃ ç¶ À°ñà òèç¶ å¯º ØàçÅ ÔË íÅò  ÁÅêäÅ
Ã¹íÅò ìçñçÅ ÔËÍ ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» ù Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé ç¶ ÇéðäÅÇÂÕ Çì³çÈ ÁÅÖç¶ Ô»Í ÇèÁÅé Ççú ÇÕ
ÇéðäÅÇÂÕ Çì³çÈÁ» å¶ Áñ¶Ö Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Û¯àÆ êÔÅóÆ Ü» Û¯àÆ ØÅàÆ ìäçÆ ÔËÍ î¯à¶ å½ð å¶ Çì³çÈÁ» A Áå¶
C Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ ×¹Á»ã Çò¼Ú ëñé çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔË, Ü¯ À°Ôé» çÆÁ» ÁÅêäÆ ÁÅêäÆ ØÅàÆÁ» ç¶
Ô¶áñ¶ ÇÃð¶  å¶  ÔËÍ ÇÂÃ¶ åð·» Çì³çÈÁ» B Áå¶ D Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ ×¹Á»ã Çò¼Ú ëñé çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔË,
Ü¯ À°Ôé» çÆÁ» ÁÅêäÆ ÁÅêäÆ êÔÅóÆÁ» ç¶ À°êðñ¶ ÇÃð¶ å¶ ÔËÍ ÇÂÃ ÕÅðé éÅñ Çì³çÈÁ» A Áå¶ C ù
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ (Ü» î¹ÕÅìñåé ÇéÀ±éåî î¹¼ñ) çÅ Çì³çÈ Áå¶ B Áå¶ D ù ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ (Ü» î¹ÕÅìñåé ÁÇèÕåî î¹¼ñ) ç¶ Çì³çÈ ÃîÇÞÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ëñé ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ
Áå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ» ù ´îòÅð : ëñé ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ÇÕÔÅ
Ü»çÅ ÔËÍ
Ô¹ä ÁÃÆº ðÃîÆ å½ð å¶ Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ Çç³ç¶ Ô»Í
êÇðíÅôÅ D.  î³é ñÀ°  f   ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ ëñé ÔË Áå¶ c ëñé  f  ç¶ êÌ»å Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Á³çðñÅ
Çì³çÈ ÔËÍ åç

(a) c ù ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË Ü¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» çÅ h > 0 ÔË ÇÕ Á³åðÅñ

ÇÚ¼åð F. AB
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(c – h, c + h) å¶ ÃÅð¶ x ç¶ ñÂÆ f (c) > f (x) Ô¯ò¶Í åç  f (c), ëñé  f  çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

(b) c ù ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË Ü¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» çÅ h > 0 ÔË ÇÕ Á³åðÅñ (c –
h, c + h) å¶ ÃÅð¶  x ç¶ ñÂÆ  f (c) < f (x)  Ô¯ò¶Í åç  f  (c), ëñé  f   çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

 ÇÜîÅÇÂåÆ ÇçzôàÆÕ¯ä éÅñ, À°êð¯Õå êÇðíÅôÅ çÅ Áðæ ÔË ÇÕ Ü¶  x = c, ëñé f  çÅ ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÔË, å»  c  ç¶ ×¹Á»ã çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð  6-14(a) ç¶ Áé°ÃÅð Ô¯ò¶×ÅÍ ÇèÁÅé Ççú
ÇÕ Á³åðÅñ (c – h, c) Çò¼Ú ëñé f òèçÅ ÔË (ÁðæÅå f ′(x) > 0)  Áå¶ Á³åðÅñ (c, c + h) Çò¼Ú
ëñé ØàçÅ (ÁðæÅå f ′(x) < 0) ÔËÍ
ÇÂÃ çÅ ÇÂÔ íÅò ÔË ÇÕ f ′(c) ÷ðÈð ÔÆ ÇÃøð Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·», Üç¯º ÇÕ c , ëñé f  çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË å» c ç¶ ×¹Á»ã çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð  6-
14(b) ç¶ Áé°ÃÅð Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂ¼æ¶ Á³åðÅñ (c – h, c) Çò¼Ú f  ØàçÅ (ÁðæÅå  f ′(x) < 0) ÔË Áå¶
Á³åðÅñ (c, c + h) Çò¼Ú f  òèçÅ (ÁðæÅå, f ′(x) > 0) ÔËÍ ÇÂÔ Çëð ÃÅù Ã¹ÞÅÁ Çç³çÅ ÔË ÇÕ f ′(c)
÷ðÈð ÔÆ ÇÃøð Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F. AC
òè

çÅ

Øàç¶Øàç¶Øàç¶

òè
çÅ

ÇÚ¼åð F. AC

ÇÚ¼åð F. AD

Øàç
¶ òèçÅ Øàç¶ òè

çÅ
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À°êð¯Õå ÚðÚÅ éÅñ ÃÅù Ô¶á ÇñÇÖÁÅ êÌî¶ï êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË (Çìé» ÃìÈå)A

êÌî¶ï B. î³é ñÀ° ÇÂ¼Õ Ö¹¼ñ¶· Á³åðÅñ I Çò¼Ú  f  ÇÂ¼Õ êÇðíÅÇôå ëñé ÔËÍ î³é ñÀ° c ∈ I Õ¯ÂÆ Çì³çÈ
ÔËÍ Ü¶ f  çÅ x = c å¶ ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Ü» ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ ÔË å» f ′(c) = 0 ÔË
Ü» f  Çì³çÈ  c å¶ ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ

Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå êÌî¶ï çÅ À°ñà ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔË ÇÕ Ã¼Ú Ô¯ò¶ ÇÜÃ åð·» ÇÕ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÇÜÃ å¶ âËðÆò¶Çàò
ÇÃøð Ô¯ Ü»çÅ ÔË å» ÇÂÔ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔË ÇÕ ÇÂÔ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Ü» ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ ÔËÍ
À°çÅÔðé ç¶ å½ð å¶, Üç¯º ÇÕ f (x) = x3 Ô¯ò¶ å» f ′(x) = 3x2 Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ f ′(0) = 0 ÔËÍ êð¿å± @
éÅ å» ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶ éÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔËÍ (ÇÚ¼åð F. AE) ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈÍ

AÇà¼êäÆ :  ëñé  f  ç¶ êÌ»å Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c, ÇÜÃ å¶ Ü» å»  f ′(c) = 0 ÔË Ü» f  ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ
éÔÆº ÔË, f  çÅ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ (Critical Point) ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Ü¶ f  Çì³çÈ c å¶
ñ×ÅåÅð ÔË Áå¶ f ′(c) = 0 ÔË å» ÇÂ¼æ¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» h > 0 çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÕ Á³åðÅñ (c – h, c +
h) Çò¼Ú f ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÃðø êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä çÆ òðå¯º ÕðÕ¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
Çì³çÈ Ü» ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õðé çÆ ÇÕÇðÁÅ ÇòèÆ ê¶ô Õð»×¶Í
êÌî¶ï C. (êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä) î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ëñé f  ÇÕÃ¶ Ö¹¼ñ·¶ Á³åðÅñ  I å¶
êÇðíÅÇôå ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ f  Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÃÇæå éÅ÷¹Õ
Çì³çÈ c å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ åç

(i) x ç¶ Çì³çÈ c å¯º Ô¯ Õ¶ ò¼èä ç¶ éÅñ&éÅñ, Üç¯º f ′(x)
çÅ ÇÚ¿é· èé å¯º Çðä Çò¼Ú ìçñçÅ ÔË ÁðæÅå Üç¯º
ÇÕ Çì³çÈ c ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ À°Ãç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ
Çì³çÈ å¶ f ′(x) > 0 Áå¶ c ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Áå¶ ìÔ¹å
é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ f ′(x) < 0 Ô¯ò¶ å» c ÇÂ¼Õ
ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔËÍ

(ii) x ç¶ Çì³çÈ  c å¯º Ô¯ Õ¶ ò¼èä ç¶ éÅñ&éÅñ, Üç¯º
f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· Çðä å¯º èé Çò¼Ú ìçñçÅ ÔË ÁðæÅå
Üçº̄ ÇÕ Çì³çÈ c ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ À°Ã ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶  f ′(x) < 0 Ü» c ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶
Áå¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ f ′(x) >0 Ô¯ò¶ å» c ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F². AE

ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ
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(iii) x ç¶ Çì³çÈ  c å¯º Ô¯ Õ¶ ò¼èä ç¶ éÅñ Üç¯ºÇÕ f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· éÔÆº ìçñçÅ å» c  éÅ å» ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË Áå¶ éÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈÍ ÁÃñ Çò¼Ú, ÇÂÃ  åð·» ç¶ Çì³çÈ  ù ÇÂéëñËÕôé
Çì³çÈ (Point of Inflection) (ÇÚ¼åð F. AE) ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í

AÇà¼êäÆ :  Üç¯º c ëñé f  çÅ ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË å» f(c) ëñé f  çÅ ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔËÍ ÇÂÃ¶ åð·» Üçº̄ c ëñé  f  çÅ ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË å» f(c) ëñé  f
çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔËÍ ÇÚ¼åð F.AE Áå¶ F.AF êÌî¶ï C çÆ  ÇÜîÅÇÂåÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õðç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä BI. f (x) = x3 – 3x + 3 éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f  ç¶ ñÂÆ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» çÅ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ f (x) = x3 – 3x + 3

Ü» f ′(x) = 3x2 – 3 = 3 (x – 1) (x + 1)

Ü»                                    f ′(x) = 0 ⇒ x = 1 Áå¶ x = – 1

ÇÂÃ åð·», Õ¶òñ x = ± 1 ÔÆ ÇÂÃ åð·» ç¶ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ Ôé Ü¯ f  ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶/Ü»
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Ã¿íÅÇòå Çì³çÈ Ô¯ ÃÕç¶ ÔéÍ êÇÔñ¶ ÁÃÆº x = 1 å¶ êðÆÇÖÁä Õðç¶ Ô»Í

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Aç¶ é¶ó¶ Áå¶ A ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶  f ′(x) > 0 ÔË Áå¶ A ç¶ é¶ó¶ Áå¶ A ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶  f ′(x)
< 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ êÇÔñ¶ ´î ç¶ âËðÆòËÇàò êÌ¶Öä x  = 1] ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË å¶ ÃæÅéÕ
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  f (1) = 1 ÔËÍ

x = – 1 çÆ ÔÅñå Çò¼Ú –1 ç¶ é¶ó¶ Áå¶ –1 ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ f ′(x) > 0 Áå¶ &1 ç¶ é¶ó¶ Áå¶ &1 ç¶
Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ f ′(x) < 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò êÌ¶Öä  x =  –1 ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî  Çì³çÈ ÔË
Áå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (–1) = 5 ÔËÍ

ÇÚ¼åð F². AF

ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÇâøðËºÇôÂ¶ôé Áå¶ ÃæÅéÕ
 ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ

ÇâøðËºÇôÂ¶ôé Áå¶ ÃæÅéÕ
 ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ

ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî
 Çì³çÈ
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 x ç¶ î¹¼ñ ( ) 3( 1)( 1)f x x x′ = − + çÅ ÇÚ¿é·

1 osQ fudV     
 >0

<0
nk;ha vksj (ekuk1 -1)

ck;ha vkjs (ekuk 0 - 9)

–1 osQ fudV   
 0
 0

–
–

<
>

nk;ha vksj (ekuk 0 - 9)

ck;ha vkjs (ekuk 1-1)

À°çÅÔðä C@. f (x) = 2x3 – 6x2 + 6x +5 éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f   ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶

f (x) = 2x3 – 6x2 + 6x + 5
Ü» f ′(x) = 6x2 – 12x + 6 = 6 (x – 1)2

Ü»                f ′(x) = 0 ⇒ x = 1
ÇÂÃ åð·» Õ¶òñ  x = 1 ÔÆ f  çÅ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÃ Çì³çÈ å¶  f  ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî

Ü» ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ç¶ ñÂÆ êÌ¶Öä Õð»×¶Í ÇèÁÅé éÅñ ç¶Ö¯ ÇÕ Ôð¶Õ  x ∈ R ç¶ ñÂÆ f ′(x) ≥ 0
Áå¶ Çòô¶ô ðÈê éÅñ A ç¶ é¶ó¶ Áå¶ A ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ f ′(x) > 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò  êÌ¶Öä  Çì³çÈ  x = 1 éÅ å» ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ ÃæÅéÕ
ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» x = 1 ÇÂ¼Õ ÇÂéëñËÕôé (inflection) Çì³çÈ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ   ÇèÁÅé Ççú ÇÕ À°çÅÔðé C@ Çò¼Ú  f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· Á³åðÅñ R Çò¼Ú Õç¶ òÆ éÔÆº
ìçñçÅÍ ÇÂÃ åð·»  f  ç¶ Áñ¶Ö Çò¼Ú Õ¯ÂÆ òÆ ÇéðäÅÇÂÕ Çì³çÈ éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî Ü»  ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ Õ¯ÂÆ òÆ Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ç¶  êÌ¶Öä ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ
çÈÃðÆ ÇÕÇðÁÅ ÇòèÆ ê¶ô Õð»×¶Í ÇÂÔ êÌ¶Öä, êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä çÆ å°ñéÅ Çò¼Ú ÁÅî
å½ð å¶ Ã½ÖÅ ÔËÍ
êÌî¶ï D.  (çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä) î³é ñÀ° ÇÕ  f, ÇÕÃ¶ Á³åðÅñ I Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ
ëñé ÔË Ü» c ∈ I ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ f, c å¶ ç¯ òÅð ñ×ÅåÅð ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ÔËÍ åç

(i) Üç¯º ÇÕ f ′(c) = 0 Áå¶  f ″(c) < 0 å» x = c ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú  f  çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ f (c) ÔËÍ

(ii) Üç¯º ÇÕ ( ) 0f c =′  Áå¶  f ″(c) > 0 å» x = c ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî çÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú f  çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (c) ÔËÍ

(iii) Üç¯º ÇÕ  f ′(c) = 0 Áå¶  f ″(c) = 0 ÔË å» ÇÂÔ êðÆÖÇÁä ÁÃëñ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº òÅêÃ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä å¶ òÅêÃ ÜÅ Õ¶ ÇÂÔ êåÅ
Õðç¶ Ô» ÇÕ c ÁÇèÕåî, ÇéÀ±éåî Ü» ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ ÔËÍ

ç¶ é¶ó¶

ç¶ é¶ó¶

 > 0
< 0

nk;ha vksj (ekuk1-1)

ck;ha vkjs (ekuk 0 - 9)

 0
 0

–
–

<
>

nk;ha vksj (ekuk 0 - 9)

ck;ha vkjs (ekuk 1 -1)

Ö¼ì¶ êÅÃ¶ (î³ÇéÁÅ @.I)

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ (î³ÇéÁÅ A.A)

Ö¼ì¶ êÅÃ¶ (î³ÇéÁÅ-A.A)
(î³ÇéÁÅ- @.I)

                       x ç¶ î¹¼ñ                                       ( ) 3( 1)( 1)f x x x′ = − + çÅ ÇÚ¿é·



242        ×Çäå

AÇà¼êäÆ  Çì³çÈ c å¶ f  ç¯ òÅð ñ×ÅåÅð ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ÔË ÇÂÃ å¯º ÃÅâÅ íÅò ÔË ÇÕ c å¶  f  ç¶
çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò çÆ Ô¯ºç ÔËÍ

À°çÅÔðé CA.  f (x) = 3 + |x |, x ∈ R éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé  f çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé x = 0 å¶ ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ
éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ åð·» çÈÜ¶ ´î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä ÁÃëñ Ô¯
Ü»çÅ ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä Õðé çÆ
Õ¯Çôô Õðç¶ Ô»Í ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ @ ëñé f çÅ ÇÂ¼Õ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ
ÔËÍ Ô¹ä @ ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶,  f (x) = 3 – x Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ f ′(x) =
– 1 < 0 ÔËÍ éÅñ ÔÆ @ ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶,  f (x) = 3 + x ÔË Áå¶ ÇÂÃ
ñÂÆ  f ′(x) = 1 > 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò êÌ¶Öä
x = 0, f çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË Ü» f  çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ  f (0) = 3 ÔËÍ
À°çÅÔðä CB.  f (x) = 3x4 + 4x3 – 12x2 + 12 éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f  ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶

f (x) = 3x4 + 4x3 – 12x2 + 12

Ü» f ′(x) = 12x3 + 12x2 – 24x = 12x (x – 1) (x + 2)

Ü» x = 0, x = 1 Áå¶ x = – 2 å¶ f ′(x) = 0 ÔËÍ
Ô¹ä f ″(x) = 36x2 + 24x – 24 = 12 (3x2 + 2x – 1)

ÇÂÃ åð·»
(0) 12 0
(1) 48 0

( 2) 84 0

f
f

f

′′ = − <
 ′′ = >
 ′′ − = >

ÇÂÃ ñÂÆ, çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò êÌ¶Öä x  = 0 ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË Áå¶  f çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ f (0) = 12 ÔËÍ Üçº̄ÇÕ x = 1 Áå¶ x = – 2 ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ Ôé Áå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ
´îòÅð f (1) = 7 Áå¶ f (–2) = –20 ÔéÍ
À°çÅÔðä CC.  f (x) = 2x3 – 6x2 + 6x +5  éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶

f (x) = 2x3 – 6x2 + 6x +5

Ü»            
2 2( ) 6 12 6 6( 1)

( ) 12( 1)
f x x x x
f x x

 ′ = − + = −


′′ = −

       ÇÚ¼åð F². AG
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Ô¹ä  f ′(x) = 0 å¯º x = –1 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ü» f ″(1) = 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼æ¶ çÈÜ¶ ´î çÅ âËðÆòËÇàò
êÌ¶Öä ÁÃëñ ÔËÍ ÇÂÃ ÕðÕ¶ ÁÃÆº êÇÔñ¶ ´î ç¶ âËðÆòËÇàò êÌ¶Öä ò¼ñ òÅêÃ ÜÅò»×¶Í ÁÃÆº êÇÔñ» ÔÆ
(À°çÅÔðé C@) Çò¼Ú ç¶ÇÖÁÅ ÔË ÇÕ êÇÔñ¶ ´î ç¶ âËðÆòËÇàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä éÅñ x =1 éÅ å» ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ ÔË, ÇÂÃ åð·» ÇÂÔ ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ ÔËÍ
À°çÅÔðä CD.  ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç¯ èé Ã¿ÇÖÁÅò» êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» çÅ Ü¯ó AE ÔË Áå¶ ÇÜÔé» ç¶ òð×»
çÅ Ü¯ó ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ êÇÔñÆ Ã¿ÇÖÁÅ  x ÔË åç çÈÃðÆ Ã¿ÇÖÁÅ 15 – x Ô¯ò¶×ÆÍ î³é ñÀ° ÇÂÔ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶
òð×» çÅ Ü¯ó  S(x) éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ åç

S(x) = x2 + (15 – x)2 = 2x2 – 30x + 225

Ü» S ( ) 4 30
S ( ) 4

x x
x

′ = −
 ′′ =

Ô¹ä  S′(x) = 0 éÅñ 15
2

x =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Ü» 15S 4 0
2

 ′′ = > 
 

 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ çÈÜ¶ ´î ç¶

âËðÆò¶Çàò  êÌ¶Öä  S ç¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ 15
2

x = ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Üç¯º Ã¿ÇÖÁÅò» 15
2

 Áå¶

15 1515
2 2

− = Ô¯ä å» Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ òð×» çÅ Ü¯ó ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶×ÅÍ

Çà¼êäÆ : À°çÅÔðä CD çÆ åð·» ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ÇÂÃ åð·» ç¯ èé Ã¿ÇÖÁÅò» ÇÜÔé» çÅ

Ü¯ó  k ÔË Áå¶ ÇÜÔé» ç¶ òð×» çÅ Ü¯ó ÇéÀ±éåî ÔË å» Ã¿ÇÖÁÅò» ,
2 2
k k

  Ô¯ä×ÆÁ»Í

À°çÅÔðä CE.  Çì¿çÈ (0, c) å¶ êËðÅì¯ñÅ y = x2 çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯ ÇÂ¼æ¶ 0 ≤ c ≤ 5 ÔËÍ

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° êËðÅì¯ñÅ  y = x2  å¶  (h, k) Õ¯ÂÆ Çì³çÈ ÔËÍ î³é ñÀ° (h, k) Áå¶ (0, c) ç¶ Çò¼Ú çÈðÆ
D ÔËÍ åç

                      2 2 2 2D ( 0) ( ) ( )h k c h k c= − + − = + − ... (1)

ÇÕÀ°ºÇÕ (h, k) êËðÅì¯ñÅ y = x2 å¶ ÃÇæå ÔË ÇÂÃ åð·» k = h2 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ  (1) å¯º

D ≡ D(k) = 2( )k k c+ −

Ü» D′(k) =
2

1 2( )

( )

k c

k k c

+ −

+ −
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Ô¹ä D′(k) = 0 å¯º 2 1
2

ck −
=  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Üçº̄  2 1
2

ck −
< , åç 2( ) 1 0k c− + < ,ÁðæÅå D ( ) 0k′ <  ÔË Ü» Üçº̄

2 1
2

ck −
>

åç 2( ) 1 0k c− + >  ÔËÍ ÁðæÅå D ( ) 0k′ >  (ÇÂÃ åð·» êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò êÌ¶Öä 
2 1

2
ck −

=

å¶ k ÇéÀ±éåî ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ

22 1 2 1 2 1 4 1D
2 2 2 2

c c c cc− − − −   = + − =   
   

 ÔËÍ

AÇà¼êäÆ   êÅáÕ ÇèÁÅé ç¶ä ÇÕ À°çÅÔðé CE Çò¼Ú ÁÃÆº çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò êÌ¶Öä çÆ æ»
å¶ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò Ã¿Ö¶ê çÆ òðå¯º ÕÆåÆ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ Ã½ÖÅ Áå¶ Ã¿Ö¶ê ÔËÍ

À°çÅÔðä CF.  î³é ñÀ° Çì³çÈ A Áå¶ B å¶ ´îòÅð AP Áå¶ BQ ç¯ ¦ìÕÅðÆ Ö³í¶ ÔéÍ Üç¯º ÇÕ
AP = 16 m, BQ = 22 m Áå¶ AB = 20 m Ô¯ò¶ å» AB å¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ R å¯º A çÆ çÈðÆ êåÅ Õð¯ å»
ÇÕ RP2 + RQ2 ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í
Ô ¼ñ  : î³é ñÀ° AB å¶ ÇÂ¼Õ Çì³ç È R ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ
AR = x m ÔËÍ åç  RB = (20 – x)m (ÇÕÀ°ºÇÕ AB = 20 m) ÇÚ¼åð F. AH å¯º

RP2 = AR2 + AP2

Áå¶ RQ2 = RB2 + BQ2

ÇÂÃ ñÂÆ RP2 + RQ2 = AR2 + AP2 + RB2 + BQ2

     = x2 + (16)2 + (20 – x)2 + (22)2

     = 2x2 – 40x + 1140

î³é ñÀ° ÇÕ  S ≡S(x) = RP2 + RQ2 = 2x2 – 40x + 1140 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» S′(x) = 4x – 40 ÔËÍ

Ô¹ä S′(x) = 0 éÅñ  x = 10 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ  x ç¶
ñÂÆ S″(x) = 4 > 0 ÔË  Áå ¶ ÇÂÃ ñÂÆ
S″(10) > 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò êÌ¶Öä  x =10,
S çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» AB å¶ R çÆ A å¯º çÈðÆ AR = x = 10 m ÔËÍ

       ÇÚ¼åð F².AH
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À°çÅÔðä CG. Üç¯ºÇÕ ÇÂ¼Õ Ãî¦ì Úå°ðí¹Ü ç¶ ÁèÅð ç¶ ÇÂñÅòÅ Çå¿é» í¹ÜÅò» çÆ ¦ìÅÂÆ A@ cm ÔË
åç Ãî¦ì Úå°ðí¹Ü çÅ ÁÇèÕåî Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ñ¯óÆºçÆ Ãî¦ì Úå°ðí¹Ü ù ÇÚ¼åð F. AI éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ  AB  å¶ DP Áå¶ CQ
¦ì ÇÖ¼Ú¯Í î³é ñÀ° ÇÕ AP = x cm ÔË ÇèÁÅé Ççú ÇÕ ∆APD ≅ ∆BQC ÔË ÇÂÃ ñÂÆ QB = x cm

ÔË Áå¶ êÅÇÂæÅ×¯ðÃ êÌî¶ï å¯º  DP = QC = 2100 x−  ÔËÍ î³é ñÀ° Ãî¦ì Úå°ðí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ
A ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» A ≡ A(x)

 =
1
2

(Ãî»åð í¹ÜÅò»

çÅ Ü¯ó) (À°ÚÅÂÆ)
=

( )21 (2 10 10) 100
2

x x+ + −

=

( )2( 10) 100x x+ −

Ü»  A′(x) = ( )2
2

( 2 )( 10) 100
100

xx x
x

−
+ + −

−

=
2

2

2 10 100

100

x x

x

− − +

−
Ô¹ä     A′(x) =0  éÅñ 2x2 + 10x – 100 = 0, ÇÜÃ éÅñ x  = 5  Áå¶ x = –10 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÕÀ°ºÇÕ x çÈðÆ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ Çðä éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ x = 5 ÔËÍ

 Ô¹ä A″(x) =

2 2
22

2

( 2 )100 ( 4 10) ( 2 10 100)
100

100

xx x x x
x

x

−
− − − − − − +

−

−

=
3

3
2 2

2 300 1000

(100 )

x x

x

− −

−
 (Ãðñ Õðé å¶)

ÇÂÃ åð·» A″(5) =
3

3
2 2

2(5) 300(5) 1000 2250 30 0
75 75 75

(100 (5) )

− − − −
= = <

−

 ÇÚ¼åð F². AI
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ÇÂÃ åð·» x = 5  å¶ Ãî¦ì çÅ Ö¶åðëñ ÁÇèÕåî ÔË Áå¶ ÁÇèÕåî Ö¶åðëñ

A(5) = 2 2(5 10) 100 (5) 15 75 75 3 cm+ − = = ÔËÍ

À°çÅÔðä CH. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ ô¿Õ± ç¶ Á³åð×å, ÁÇèÕåî òÕð Ãå·Å Ö¶åðëñ òÅñ¶, ò¶ñä çÅ
ÁðèÇòÁÅÃ À°Ã ô¿Õ± ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ çÅ Á¼èÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ ô¿Õ± ç¶ ÁèÅð çÅ ÁðèÇòÁÅÃ  OC = r Áå¶
À°ÚÅÂÆ OA = h ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ô¿Õ± ç¶ Á³åð×å ò¶ñä ç¶
ÁèÅð ç¶ Ú¼Õð çÅ ÁðèÇòÁÅÃ OE = x ÔË (ÇÚ¼åð F. B@)A ò¶ñä
çÆ À°ÚÚÅÂÆ QE ç¶ ñÂÆ

QE
OA

 =
EC
OC

   (ÇÕÀ°ºÇÕ ∆QEC ~∆AOC)

Ü» QE
h

 =
r x

r
−

Ü» QE =
( )h r x

r
−

î³é ñÀ° ò¶ñä çÆ òÕð Ãå·Å Ö¶åðëñ S  ÔËÍ åç

S  ≡ S (x) = 
2 ( )xh r x

r
π −

 = 22 ( )h rx x
r
π

−     ÇÚ¼åð F². B@

Ü»

2S ( ) ( 2 )

4S ( )

hx r x
r

hx
r

π ′ = −
 − π ′′ =


Ô¹ä S′(x) = 0 éÅñ 2
rx =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ Ôð¶Õ x ç¶ ñÂÆ S″(x) < 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

S 0
2
r ′′ < 

 
 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ 2

rx =  , S çÅ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔËÍ ÇÂÃ åð·», ÇÂ¼Õ ô¿Õ± ç¶ Á³çð, ÁÇèÕåî
òÕð Ãå·Å Ö¶åðëñ òÅñ¶ ò¶ñä çÅ ÁðèÇòÁÅÃ, À°Ã ô¿Õ± ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ çÅ Á¼èÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

6.6.1 ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ Ç ò¼Ú ÇÕÃ¶ ëñé çÅ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ (Maximum and
Minimum Values of a Function in a Closed Interval)

î³é ñÀ° ÇÕ  f (x) = x + 2, x ∈ (0, 1) éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÇÂ¼Õ ëñé f  ÔËÍ
ÇèÁÅé Ççú ÇÕ (0] 1) å¶ ëñé ñ×ÅåÅð ÔË Áå¶ ÇÂÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú éÅ å» ÇÂÃ çÅ Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ ÇÂÃ çÅ Õ¯ÂÆ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔËÍ
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êð Üç¯º ÁÃÆº  f  ç¶ êÌ»å ù ì¿ç Á³åðÅñ [0, 1] å¼Õ òèÅ Çç³ç¶ Ô» åç òÆ f  çÅ ôÅÇÂç Õ¯ÂÆ
ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî (ÇéÀ±éåî) î¹¼ñ éÔÆº Ô¯ò¶×Å êÌ¿å± ÇÂÃ çÅ ÇéôÇÚå ÔÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ 3 = f (1)
Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ 2 =  f (0) ÔËÍ  x = 1 å¶  f  çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ 3] [0, 1] å¶ f  çÅ Çéðê¶Ö
ÁÇèÕåî î¹¼ñ (global maximum or greatest value) ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·», x = 0 å¶ f  çÅ
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ 2] [0, 1] å¶ f  çÅ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ(global minimum or least value)
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ  [a, b] å¶ êÇðíÅÇôå ÇÕÃ¶ ñ×ÅåÅð ëñé f  ç¶ ÇÚ¼åð F . BAÇò¼Ú êÌçðÇôå
Áñ¶Ö å¶ ÇòÚÅð Õð¯ ÇÕ x = b å¶ ëñé f  çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË Áå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ
f (b) ÔËÍ ëñé f  çÅ x = c  å¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË Áå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (c) ÔËÍ

éÅñ ÔÆ Áñ¶Ö å¯º ÇÂÔ òÆ Ãêôà ÔË ÇÕ  f  çÅ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (a) Áå¶ Çéðê¶Ö
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ f (d) ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ ÇÂñÅòÅ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ f  çÅ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî (ÇéÀ±éåî) î¹¼ñ,
ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî (ÇéÀ±éåî) î¹¼ñ éÅñ¯º ò¼ÖðÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ  I Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ ÁÃñ ÁÇèÕåî Áå¶  Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ»
ç¶ Çòô¶ Çò¼Ú ç¯ éåÆÇÜÁ» (Çìé» ÃìÈå) ç¶ Õæé ç¼Ã»×¶Í
êÌî¶ï E. î³é ñÀ° ÇÕ Á³åðÅñ I = [a, b] å¶  f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ åç f  çÅ  Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî
î¹¼ñ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ I Çò¼Ú Ø¼à åº̄ Ø¼à ÇÂ¼Õ òÅð f  ÇÂÔ î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔË Áå¶ f  çÅ  Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶  I Çò¼Ú Ø¼à å¯º Ø¼à ÇÂ¼Õ òÅð f  ÇÂÔ î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔËÍ
êÌî¶ï F. î³é ñÀ¹ ì¿ç Á³åðÅñ I å¶  f ÇÂ¼Õ ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ëñé ÔË Áå¶ î³é  ñÀ° ÇÕ I ç¶ Á³çð Õ¯ÂÆ
ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c ÔËÍ åç

(i) Üç¯º c å¶ f   Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔË, åç  f ′(c) = 0
(ii) Üç¯º c å¶ f   Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔË, åç  f ′(c) = 0

À°êð¯Õå êÌî¶ï» çÆ ð½ôéÆ Çò¼Ú, Çç¼å¶ ×Â¶ ì¿ç Á³åðÅñ Çò¼Ú ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ
Áå¶ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÕÇðÁÅ ÇòèÆ Ô¶á ÇñÖÆ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F. BA
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ÇÕÇðÁÅ ÇòèÆ
Õçî A: Çç¼å¶ ×Â¶ Á³åðÅñ Çò¼Ú  f  ç¶ ÃÅð¶ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÁðæÅå x ç¶ À°Ô ÃÅð¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯
ÇÕ ÇÜ¼æ¶ Ü» å» ( ) 0f x =′  Ü» f  ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ
Õçî B: Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈ ñÀ°Í
Õçî C: ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ» Çì³çÈÁ» å¶ (Õçî A Áå¶ Õçî B Çò¼Ú Á³ÇÕå) f  ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
Õçî D: Õçî C Çò¼Ú ÕÆåÆ ×äéÅ åº̄ êÌÅêå  f  ç¶ î¹¼ñ» Çò¼Ú ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ» ù ñÀ°Í ÇÂÔ
ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔÆ, f  çÅ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, f  Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Ô¯ä×¶Í

À°çÅÔðä CI. Á³åðÅñ [1, 5] Çò¼Ú f (x) = 2x3 – 15x2 + 36x +1 éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f  ç¶ Çéðê¶Ö
ÁÇèÕåî Áå¶ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ» çÅ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË
f (x) = 2x3 – 15x2 + 36x + 1

Ü» f ′(x) = 6x2 – 30x + 36 = 6 (x – 3) (x – 2)

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ f ′(x) = 0 éÅñ  x = 2 Áå¶ x = 3 êÌÅêå Ô¿¹çÅ ÔËÍ
Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» Áå¶ Á³åðÅñ [1, 5] ç¶ Á³å Çì³çÈÁ» ÁðæÅå x = 1, x = 2, x = 3 Áå¶
x = 5 å¶ f  ç¶ î¹¼ñ çÆ ×äéÅ Õð»×¶Í Ô¹ä :

f (1) = 2 (13) – 15 (12) + 36 (1) + 1 = 24
f (2) = 2 (23) – 15 (22) + 36 (2) + 1 = 29
f (3) = 2 (33) – 15 (32) + 36 (3) + 1 = 28
f (5) = 2 (53) – 15 (52) + 36 (5) + 1 = 56

ÇÂÃ åð·», ÁÃÆº ÇÂÃ éåÆÜ¶ å¶ êÔ¹¿Úç¶ Ô» ÇÕ Á³åðÅñ [1, 5] å¶ ëñé f  ç¶ ñÂÆ x =5 å¶ Çéðê¶Ö
ÁÇèÕåî î¹¼ñ EF Áå¶ x = 1 å¶ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ BD ÔËÍ

À°çÅÔðä D@. 
4 1
3 3( ) 12 6 , [ 1, 1]f x x x x= − ∈ −  éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ÇÂ¼Õ ëñé f  ç¶ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî

Áå¶ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË

f (x) =
4 1
3 312 6x x−

Ü» f ′(x) =
1
3

2 2
3 3

2 2(8 1)16 xx
x x

−
− =

ÇÂÃ åð·»  f ′(x) = 0 éÅñ 1
8

x =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ x = 0 å¶ f ′(x)
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êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ ÇºÂÃ ñÂÆ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ x = 0 Áå¶ 1
8

x =  ÔËÍ Ô¹ä éÅ÷¹Õ Çì³çÈÁ» x = 0, 
1
8  Áå¶

Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈÁ» x = –1 Áå¶ x = 1 å¶ ëñé f  ç¶ î¹¼ñ çÆ ×äéÅ Õðé éÅñ

f (–1) =
4 1
3 312( 1 ) 6( 1 ) 18− − − =

f (0) = 12 (0) – 6 (0) = 0

1
8

f  
 
 

 =
4 1
3 31 1 912 6

8 8 4
−   − =   

   

f (1) =
4 1
3 312(1 ) 6(1 ) 6− =

êÌÅêå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ÇÂÃ ÇÃ¼à¶ å¶ êÔ¹¿Úç¶ Ô» ÇÕ x = –1 å¶  f çÅ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî

î¹¼ñ AH ÔË Áå¶ 
1
8

x = å¶ f  çÅ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ 9
4

−
 ÔËÍ

À°çÅÔðä DA.  ç¹ôîä çÅ ÇÂ¼Õ ÁêÅÚ¶ ÔËñÆÕÅêàð òÕð y = x2 + 7 Áé°ÃÅð À°µâ ÇðÔÅ ÔËÍ Çì³çÈ (3]
7) å¶ ÃÇæå ÇÂ¼Õ ÃËÇéÕ ÁÅêäÆ ÃÇæåÆ å¯º ÇéÀ±éåî çÈðÆ å¶ À°Ã ÔËñÆÕÅêàð ù ÇéôÅéÅ ñÅÀ°äÅ
ÚÅÔ¹¿çÅ ÔËÍ ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  x ç¶ Ôð¶Õ î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ ÔËñÆÕÅêàð çÆ ÃÇæåÆ Çì³çÈ (x, x2 + 7) ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ (3, 7) å¶ ÃÇæå
ÃËÇéÕ Áå¶ ÔËñÆÕÅêàð ç¶ Çò¼Ú çÈðÆ 2 2 2( 3) ( 7 7)x x− + + − , ÁðæÅå 2 4( 3)x x− + ÔËÍ

î³é ñÀ° ÇÕ f (x) = (x – 3)2 + x4

Ü» f ′(x) = 2(x – 3) + 4x3 = 2 (x – 1) (2x2 + 2x + 3)
ÇÂÃ ñÂÆ  f ′(x) = 0 éÅñ x = 1 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË å¶ 2x2 + 2x + 3 = 0 éÅñ Õ¯ÂÆ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ êÌÅêå
éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔËÍ Çç¼å¶ Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈ òÆ éÔÆº Ôé, ÇÜÔé» ù ÃîÈÔ Çò¼Ú ôÅÇîñ ÕÆåÅ ÜÅò¶ ÇÜÔé»
ñÂÆ  f ′ çÅ î¹¼ñ ÇÃøð ÔË ÁðæÅå Õ¶òñ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ, ÁðæÅå x = 1 ÔÆ ÇÂÃ åð·» çÅ ÔËÍ ÇÂÃ Çì³çÈ å¶
f çÅ î¹¼ñ f (1) = (1 – 3)2 + (1)4  = 5 çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·», ÃËÇéÕ Áå¶ ÔËñÆÕÅêàð ç¶
Çò¼Ú çÈðÆ  (1) 5f =  ÔËÍ
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ 5  Ü» å» ÁÇèÕåî î¹¼ñ Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔËÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ (0)f  = 2 4(0 3) (0) 3 5− + = > ÔËÍ

ÇÂÃ å¯º ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ ( )f x   çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ 5  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÃËÇéÕ Áå¶ ÔËñÆÕÅêàð
ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ 5  ÔËÍ
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ÁÇíÁÅÃ F. E

1. Ô¶á» Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé» ç¶ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶ Õ¯ÂÆ Ô¯ò¶ å» êåÅ Õð¯Í
   (i)   f (x) = (2x – 1)2 + 3              (ii)   f (x) = 9x2 + 12x + 2

(iii) f (x) = – (x – 1)2 + 10 (iv) g (x) = x3 + 1

2. Ô¶á» Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé» ç¶ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶ Õ¯ÂÆ Ô¯ò¶ å» êåÅ Õð¯Í
(i) f (x) = |x + 2 | – 1 (ii) g (x) = – |x + 1| + 3

(iii) h (x) = sin(2x) + 5 (iv) f (x) = | sin 4x + 3|
(v) h (x) = x + 1, x ∈ (– 1, 1)

3. Ô¶á» Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé» ç¶ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶ Õ¯ÂÆ Ô¯ò¶ å» êåÅ Õð¯Í ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî Ü» ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, ÇÜÃ åð·» çÆ ÃÇæåÆ Ô¯ò¶, òÆ êåÅ Õð¯Í

(i) f (x) = x2 (ii) g (x) = x3 – 3x

(iii) h (x) = sin x + cos x, 0
2

x π
< <

(iv) f (x) = sin x – cos x, 0 2x< < π

(v) f (x) = x3 – 6x2 + 9x + 15 (vi)
2( ) , 0

2
xg x x

x
= + >

(vii) 2
1( )

2
g x

x
=

+
(viii) ( ) 1 , 0 1= − < <f x x x x

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» çÅ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ
(i) f (x) = ex (ii) g (x) = log x

(iii) h (x) = x3 + x2 + x +1
5. Çç¼å¶ ×Â¶ Á³åðÅñ» Çò¼Ú Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» ç¶ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ Áå¶ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ

êåÅ Õð¯Í
(i) f (x) = x3, x ∈ [– 2, 2] (ii) f (x) = sin x + cos x , x ∈ [0, π]

(iii) f (x) = 21 94 , 2,
2 2

x x x  − ∈ −  
(iv) 2( ) ( 1) 3, [ 3,1]f x x x= − + ∈ −

6. Üç¯ºÇÕ ñÅí ëñé p (x) =41 – 72x – 18x2  éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË å» ÇÕÃ¶ Õ¿êéÆ ò¼ñ¯º
ÕîÅÇÂÁÅ ÁÇèÕåî ñÅí êåÅ Õð¯Í

7. Á³åðÅñ [0, 3] å¶  3x4 – 8x3 + 12x2  – 48x + 25 ç¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êÌÅêå Õð¯Í
8. Á³åðÅñ [0, 2π] ç¶ ÇÕÔó¶ Çì³çÈÁ» å¶ ëñé sin 2x ÁÅêäÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔË?
9. ëñé sin x + cos x çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÕÆ ÔË?
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10. Á³åðÅñ [1, 3] Çò¼Ú 2x3 – 24x + 107 çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í ÇÂÃ ëñé çÅ Á³åðÅñ
[–3, –1]  Çò¼Ú òÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

11. Üç¯º ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ Á³åðÅñ [0, 2] Çò¼Ú  x = 1 å¶ ëñé x4 – 62x2 + ax + 9
ÁÇèÕåî î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔË, å» a çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

12. [0, 2π] å¶ x + sin 2x çÅ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
13. ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç ̄Ã¿ÇÖÁÅò» êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» çÅ Ü¯ó BD ÔË Áå¶ ÇÜÔé» çÅ ×¹äéëñ ÁÇèÕåî Ôò̄¶Í
14. ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç¯ èé Ã¿ÇÖÁÅò»  x Áå¶ y êåÅ Õð¯ å» ÇÕ x + y = 60 Áå¶ xy3 ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í
15. ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç¯ èé Ã¿ÇÖÁÅò» x Áå¶ y êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» çÅ Ü¯ó CE Ô¯ò¶ Áå¶ ×¹äéëñ

x2 y5 ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í
16. ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç¯ èé Ã¿ÇÖÁÅò» êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» çÅ Ü¯óëñ AF Ô¯ò¶ Áå¶ À°Ôé» ç¶ Øä» çÅ

Ü¯óëñ ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í
17. 18 cm í¹ÜÅ ç¶ àÆé ç¶ ÇÕÃ¶ òð×ÕÅð à¹Õó¶ éÅñ Ôð¶Õ Õ¯é¶ å¯º ÇÂ¼Õ òð× Õ¼à Õ¶ Áå¶ ÇÂÃ åð·»

ìä¶ àÆé ç¶ ëñÕ» ù î¯ó Õ¶ ÇÂ¼Õ ã¼Õä ðÇÔå ìÕÃÅ ìäÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ Õ¼à¶ ÜÅä òÅñ¶ òð×
çÆ í¹ÜÅ ÇÕ¿éÆ Ô¯ò¶×Æ ÇÜÃ éÅñ ìÕÃ¶ çÅ ÁÅÇÂåé ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í

18. 45 cm × 24 cm çÆ àÆé çÆ ÁÅÇÂåÅÕÅð ÚÅçð ç¶ Õ¯é¶ å¶ òð× Õ¼à Õ¶ Áå¶ ÇÂÃ åð·» ìä¶
àÆé ç¶ ëñÕ» ù î¯ó Õ¶ ÇÂ¼Õ ã¼Õä ðÇÔå ìÕÃÅ ìäÅÇÂÁÅ ÔËÍ Õ¼à¶ ÜÅä òÅñ¶ òð× çÆ í¹ÜÅ
ÇÕ¿éÆ Ô¯ò¶×Æ ÇÜÃ éÅñ ìÕÃ¶ çÅ ÁÅÇÂåé ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í

19. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ Ú¼Õð ç¶ Á³åð×å ÃÅðÆÁ» ÁÅÇÂå» Çò¼Úº̄ òð× çÅ Ö¶åðëñ ÁÇèÕåî Ô¹¿çÅ ÔËÍ
20. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇéôÇÚå Ãå·Å Ö¶åðëñ òÅñ¶ ¦ì Ú¼ÕðÆ ò¶ñä çÅ ÁÅÇÂåé ÁÇèÕåî Ô¯ò¶×Å

Üç¯º À°Ã çÆ À°ÚÅÂÆ À°Ã ç¶ ÁèÅð ç¶ ÇòÁÅÃ ç¶ ìðÅìð Ô¯ò¶Í
21. 100 cm3 ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ÃÅð¶ ì¿ç ò¶ñäÅÕÅð (¦ì Ú¼ÕðÆ) â¼ÇìÁ» Çò¼Ú¯º ÇéÀ±éåî Ãå·Å

Ö¶åðëñ òÅñ¶ â¼ì¶ çÆÁ» ÇòîÅò» êåÅ Õð¯Í
22. ÇÂ¼Õ 28 cm ¦ì¶ åÅð ù ç¯ à¹ÕÇóÁ» Çò¼Ú ò¿â Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ à¹Õó¶ éÅñ òð× Áå¶

çÈÃð¶ çÅ Ú¼Õð ìäÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ç¯é» à¹ÕÇóÁ» çÆ ¦ìÅÂÆ ÇÕ¿éÆ Ô¯äÆ ÚÅÔÆçÆ ÔË å» ÇÕ òð×
Áå¶ Ú¼Õð ç¶  Ö¶åðëñ» çÅ Ü¯ó ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í

23. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R Áðè ÇòÁÅÃ ç¶ ×¯ñ¶ ç¶ Á³åð×å ò¼â¶ åº̄ ò¼â¶ ô¿Õ± çÅ ÁÅÇÂåé, ×¯ñ¶ ç¶ ÁÅÇÂåé

çÅ 
8
27  ò» Ô¹¿çÅ ÔËÍ

24. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇéÀ±éåî òÕð Ãå·Å  Ö¶åðëñ Áå¶ ÇéôÇÚå ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ¦ì Ú¼ÕðÆ ô¿Õ± çÆ
À°ÚÅÂÆ, ÁèÅð ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ çÆ 2  ×¹äÅ Ô¹¿çÆ ÔËÍ

25. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇéôÇÚå ÇåðÛÆ À°ÚÅÂÆ Áå¶ ÁÇèÕåî ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ô¿Õ± çÅ Áðè ÇÃÖð Õ¯ä
1tan 2−  Ô¹¿çÅ ÔËÍ

26. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ãå·Å ç¶ Ö¶åðëñ Áå¶ ÁÇèÕåî ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ¦ì Ú¼ÕðÆ ô¿Õ± çÅ Áðè



252        ×Çäå

ÇÃÖð Õ¯ä 1 1sin
3

−  
  

 Ô¹¿çÅ ÔËÍ

êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ BG å¯º BI Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
27.  òÕð x2 = 2y  å¶ (0, 5)  å¯º ÇéÀ±éåî çÈðÆ å¶ ÃÇæå Çì³çÈ ÔË :

(A) (2 2,4) (B) (2 2,0) (C) (0, 0) (D) (2, 2)

28. x,  ç¶ ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ 
2

2
1
1

x x
x x

− +
+ +

  çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔË :

(A) 0 (B) 1 (C) 3 (D)
1
3

29.
1
3[ ( 1) 1]x x − + , 0 1x≤ ≤   çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔË :

(A)
1
31

3
 
  

(B)
1
2 (C) 1 (D) 0

ë¹àÕñ À°çÅÔðä»
À°çÅÔðä DB.  ÇÂ¼Õ ÕÅð Ãî¶º t = 0 å¶ Çì³çÈ P å¯º Ú¼ñäÅ ô¹ðÈ ÕðÕ¶ Çì³çÈ Q å¶ ð¹Õ Ü»çÆ ÔËÍ ÕÅð ò¼ñ¯º
t ÃËÇÕ¿â Çò¼Ú åËÁ ÕÆåÆ çÈðÆ, x îÆàð Çò¼Ú

x = 2 2
3
tt  −    éÅñ çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔË

ÕÅð ù Q å¼Õ êÔ¹¿Úä Çò¼Ú ñ¼Ç×ÁÅ Ãî» êåÅ Õð¯ Áå¶  P Áå¶ Q ç¶ Çò¼Ú çÈðÆ òÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ t ÃËÇÕ¿â Çò¼Ú ÕÅð çÅ ò¶×  v ÔËÍ

Ô¹ä x = 2 2
3
tt  − 

 

Ü» v =
dx
dt

 = 4t – t2 = t (4 – t)

ÇÂÃ åð·»                   v = 0 å¯º  t =0 Áå¶ t = 4 êÌÅêå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
Ô¹ä P Áå¶ Q å¶ ÕÅð çÅ ò¶×  v = 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Q å¶ ÕÅð  4 ÃËÇÕ¿â» Çò¼Ú êÔ¹¿Ú¶×ÆÍ Ô¹ä D ÃËÇÕ¿â»
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Çò¼Ú ÕÅð ò¼ñ¯º åËÁ ÕÆåÆ ×ÂÆ çÈðÆ Ô¶á ÇñÖÆ ÔË :

x] t = 4 =
2 4 2 324 2 16 m

3 3 3
   − = =      

 

À°çÅÔðä DC.   êÅäÆ çÆ ÇÂ¼Õ àËºÕÆ çÅ ÁÅÕÅð, ¦ì è¹ð¶ òÅñ¶ ÇÂ¼Õ À°ñà¶ ¦ìÕÅðÆ ô¿Õ± òð×Å ÔË ÇÜÃ çÅ
ÇÃÖð Ô¶á» ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðè ÇÃÖð Õ¯ä  tan–1(0.5) ÔËÍ ÇÂÃ Çò¼Ú 5 m3/h çÆ çð éÅñ êÅäÆ íÇðÁÅ
Ü»çÅ ÔËÍ êÅäÆ ç¶ ê¼èð ç¶ òèä çÆ çð À°Ã êñ êåÅ Õð¯ Üçº̄ àËºÕÆ Çò¼Ú êÅäÆ çÆ À°ÚÅÂÆ 10 m ÔËÍ
Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  r, h  Áå¶ α  ÇÚ¼åð F. BB ç¶ Áé°ÃÅð ÔËÍ åç
tan r

h
α = ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ α = 1tan r
h

−  
 
 

 = tan–1(0.5)     (Çç¼åÅ ÔË)

ÇÂÃ åð·» r
h

 = 0.5  Ü»  r = 
2
h

î³é ñÀ° ô¿Õ± çÅ ÁÅÇÂåé  V ÔË åç
V =2 3

21 1
3 3 2 12

h hr h h π π = π =  

ÇÂÃ åð·»
Vd

dt
 =

3

12
d h dh
dh dt

 π
⋅ 

 
    (ñóÆ Çéïî éÅñ)

= 2

4
dhh
dt

π

Ô¹ä ÁÅÇÂåé ç¶ ìçñÅò çÆ çð ÁðæÅå V 5d
dt

= m3/h Áå¶ h = 4 m ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ 5 = 2(4)
4

dh
dt

π
⋅

Ü»
dh
dt

 =
5 35 22m/min

4 88 7
 = π =  π

ÇÂÃ åð·» êÅäÆ ç¶ ê¼èð ç¶ òèä çÆ çð 
35 m/min
88 ÔËÍ

À°çÅÔðä DD.   2 m À°ÚÅÂÆ çÅ ÁÅçîÆ 6 m À°µÚ¶ ÇìÜñÆ ç¶ Ö³í¶ å¯º çÈð  5 km/h çÆ ÇÂ¼Õ ÃîÅé
ÚÅñ éÅñ ÚñçÅ ÔËÍ À°Ã ç¶ êðÛÅò¶º çÆ ¦ìÅÂÆ çÆ òèä çÆ çð êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð F. BC Çò¼Ú î³é ñÀ°, AB ÇÂ¼Õ ÇìÜñÆ çÅ Ö³íÅ ÔËÍ  B Çì³çÈ å¶ ìñì ÔË Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ
ÇÂ¼Õ Çòô¶ô Ãî¶º t å¶ ÁÅçîÆ MN ÔËÍ î³é ñÀ° AM = l m Áå¶ ÁÅçîÆ çÅ êðÛÅò» MS ÔË Áå¶ î¹¼ñ
MS = s m ÔËÍ
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ  ∆ASB ~ ∆MSN

ÇÚ¼åð F. BB

h
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Ü»
MS
AS

 =
MN
AB

Ü» AS = 3s
[(ÇÕÀ°ºÇÕ MN = 2 m Áå¶ AB = 6 m  (Çç¼åÅ

ÔË)]
ÇÂÃ åð·» AM = 3s – s = 2s ÔËÍ êð¿å± AM =
l îÆàð ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ l = 2s

ÇÂÃ åð·»
dl
dt

 = 2 ds
dt

ÇÕÀ°ºÇÕ 
dl
dt

= 5 km/h ÔËÍ ÇÂÃ åð·» êðÛÅò¶º çÆ ¦ìÅÂÆ Çò¼Ú òÅèÅ 
5
2  km/h çÆ çð éÅñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðé DE.   òÕð x2 = 4y ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ ÁÇí¦ì çÅ ÃîÆÕðé êåÅ Õð¯ Ü ̄Çì³çÈ (1] 2) åº̄ ¦ØçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : x2 = 4y çÅ] x ç¶ ìÅìå ÇâøðËºÇôÂ¶ôé Õðé å¶
dy
dx

 =
2
x

î³é ñÀ° ÇÕ òÕð  x2 = 4y ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ Ãêðô Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (h, k) Ôé (h, k) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

( , )h k

dy
dx


  =

2
h

⇒ (h, k) å¶ ÁÇí¦ì çÆ ãñÅé  =
2

h
−

ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ (h, k) å¶ ÁÇí¦ì çÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

y – k =
2 ( )x h

h
−

− ... (1)

êð¿å± ÇÂÔ Çì³çÈ (1, 2) å¯º ¦ØçÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

22 (1 )k h
h

−
− = −  Ü»  

22 (1 )k h
h

= + − ... (2)
ÇÕÀ°ºÇÕ (h, k) òÕð x2 = 4y å¶ ÃÇæå ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

h2 = 4k ... (3)
Ô¹ä (2) Áå¶ (3), å¯º h = 2 Áå¶ k = 1 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ  h Áå¶ k ç¶ ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù (1) Çò¼Ú ð¼Öä
å¶ ¦ìðÈê ð¶ÖÅ çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä

21 ( 2)
2

y x−
− = − Ü»   x  + y  = 3 êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F. BC
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À°çÅÔðä DF.   òÕð  y = cos(x + y), – 2π ≤ x ≤ 2π çÆÁ» À°Ô Ãêðô ð¶ÖÅò» çÆÁ» ÃîÆÕðé
êåÅ Õð¯ Ü¯ ð¶ÖÅ  x + 2y = 0 ç¶ Ãî»åð ÔéÍ

Ô¼ñ : y = cos(x + y) çÅ x, ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶
dy
dx

 =
sin ( )

1 sin ( )
x y
x y

− +
+ +

Ü» (x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé =
sin ( )

1 sin ( )
x y
x y

− +
+ +

ÇÕÀ°ºÇÕ Çç¼å¶ ×Â¶ òÕð çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ x + 2y = 0 ç¶ Ãî»åð ÔË ÇÜÃçÆ ãñÅä
1

2
−

 ÔËÍ ÇÂÃ åð·»

sin( )
1 sin( )

x y
x y

− +
+ +  =

1
2
−

Ü» sin(x + y) = 1

Ü» x + y = nπ + (– 1)n ,
2
π

 n ∈ Z,

åç y = cos (x + y) = ,cos ( 1)
2

nn π π + −     n ∈ Z,

= 0 Ôð¶Õ  n ∈ Z ç¶ ñÂÆ

éÅñ ÔÆ ÇÕÀ°ºÇÕ 2 2x− π ≤ ≤ π , ÇÂÃ ñÂÆ 3
2

x π
= −  Áå¶ 

2
x π

=  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Çç¼å¶ ×Â¶

òÕð ç¶ Õ¶òñ Çì³çÈÁ» 3 ,0
2
π −  

 Áå¶ ,0
2
π 

    å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò», ð¶ÖÅ x + 2y = 0 ç¶ Ãî»åð ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅò» ç¶ ÃîÆÕðé

y – 0 =
1 3

2 2
x− π + 

 
    Ü»   2 4 3 0x y+ + π =

Ü» y – 0 =
1

2 2
x− π − 

 
     Ü»   2 4 0x y+ − π =  ÔËÍ

À°çÅÔðä DG.  À°Ôé» Á³åðÅñ» ù êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» Çò¼Ú ëñé

f (x) = 4 3 23 4 363 11
10 5 5

x x x x− − + +

(a)  ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ (b) ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ
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Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

f (x) = 4 3 23 4 363 11
10 5 5

x x x x− − + +

Ü» f ′(x) =

3 23 4 36(4 ) (3 ) 3(2 )
10 5 5

x x x− − +

=
6 ( 1)( 2)( 3)
5

x x x− + − (Ãðñ Õðé å¶)

Ô¹ä f ′(x) = 0 éÅñ x = 1, x = – 2, Áå¶ x = 3 êÌÅêå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ x = 1, – 2, Áå¶ 3 òÅÃåÇòÕ
Ã¿ÇÖÁÅ ð¶ÖÅ ù ÚÅð éÅ-Ü¹ó¶ Á³åðÅñ» ÇÜò¶º ÇÕ (– ∞, – 2), (– 2, 1), (1, 3) Áå¶ (3, ∞) Çò¼Ú ò¿â
Õðç¶ ÔéÍ (ÇÚ¼åð 6.24)

Á³åðÅñ (– ∞, – 2) ù ñÀ°, ÁðæÅå Üç¯º – ∞ < x < – 2 ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº  x – 1 < 0, x + 2 < 0 Áå¶ x – 3 < 0 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

(Çòô¶ô ðÈê Çò¼Ú x = –3 ç¶ ñÂÆ ç¶Öç¶ Ô» ÎÇÕ f ′(x) = (x – 1) (x + 2) (x – 3)

= (– 4) (– 1) (– 6) < 0) ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º  – ∞ < x < – 2 ÔË, åç  f ′(x) < 0 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» (– ∞, – 2) Çò¼Ú ëñé f  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ
Á³åðÅñ (–2, 1), ù ñÀ° ÁðæÅå Üç¯º – 2 < x < 1 ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú

x – 1 < 0, x + 2 > 0 Áå¶ x – 3 < 0 ÔËÍ
 (Çòô¶ô ðÈê Çò¼Ú x = 0, ç¶ ñÂÆ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ f ′(x) = (x – 1) (x + 2) (x – 3) = (–1) (2)

(–3) = 6 > 0)
ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º – 2 < x < 1 ÔË, åç  f ′(x) > 0 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» (&2] 1) Çò¼Ú ëñé  f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

Ô¹ä Á³åðÅñ (1,3) ù ñÀ° ÁðæÅå Üç¯º 1 < x < 3 ÔË ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú  x – 1 > 0, x  + 2 > 0
Áå¶ x – 3 < 0 ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º  1 < x < 3 ÔË å» f ′(x) < 0 ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» Á³åðÅñ (1, 3) Çò¼Ú ëñé  f  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ Á³å Çò¼Ú Á³åðÅñ (3, ∞), ù ñÀ°
ÁðæÅå Üç¯º 3 < x < ∞ ÔË ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú x – 1 > 0, x + 2 > 0 Áå¶  x – 3 > 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º
x > 3 ÔË, å» f ′(x) > 0 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» Á³åðÅñ (3, ∞) Çò¼Ú ëñé  f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

–2 1 320–1
ÇÚ¼åð F. BD
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À°çÅÔðä DH.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = tan–1(sin x + cos x), x > 0 éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f ,

0,
4
π 

  
Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶
f (x) = tan–1(sin x + cos x), x > 0

Ü» f ′(x) = 2
1 (cos sin )

1 (sin cos )
x x

x x
−

+ +

=
cos sin
2 sin 2

x x
x

−
+

(Ãðñ Õðé å¶)

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ 0,
4
π 

   Çò¼Ú Ôð¶Õ x ç¶ ñÂÆ 2 + sin 2x > 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ f ′(x) > 0  Üç¯º ÇÕ cos x – sin x > 0

Ü» f ′(x) > 0  Üç¯º ÇÕ cos x > sin x  Ü» cot x > 1

Ô¹ä cot x > 1 Üç¯º ÇÕ  tan x < 1, ÁðæÅå Üç¯º  0
4

x π
< <

ÇÂÃ ñÂÆ Á³åðÅñ 0,
4
π 

  
 Çò¼Ú  f ′(x) > 0 ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» 0,
4
π 

 
 

 Çò¼Ú f  ÇÂ¼Õ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ëñé ÔËÍ

À°çÅÔðä DI.  3 cm  Ãî Áðè ÇòÁÅÃ òÅñÆ ÇÂ¼Õ Ú¼ÕðÅÕÅð êñ¶à ×ðî ÕÆåÆ ÜÅ ðÔÆ ÔËÍ ëËñä
éÅñ ÇÂÃ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ @.@E cm/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÂÃ çÅ Ö¶åðëñ ÇÕÃ
çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË Üç¯º Áðè ÇòÁÅÃ C. B cm Ô¯ò¶Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ Çç¼åÆ ×ÂÆ êñ¶à çÅ Áðè ÇòÁÅÃ r ÔË Áå¶ A ÇÂÃ çÅ Ö¶åðëñ ÔËÍ åç
Ô¹ä A = π r2

Ü»
Ad

dt
 = 2 drr

dt
π (ñóÆ Çéïî éÅñ)

Ô¹ä Áðè ÇòÁÅÃ ç¶ òÅè¶ çÆ ñ×í× çð  = dr = 0.05dr t
dt

∆ = cm/s ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ Ö¶åðëñ ç¶ òÅè¶ çÆ ñ×í× çð

dA =
A ( )d t

dt
∆
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= 2 drr t
dt

 π ∆ 
 

 = 2πr (dr)

= 2π (3.2) (0.05) (r = 3.2 cm)
= 0.320π cm2/s

À°çÅÔðä E@.   ÁÅÇÂåÕÅð 3 m × 8 m ÁË¬îÆéÆÁî çÆ ÚÅçð éÅñ, Ôð¶Õ Õ¯é¶ å¯º ìðÅìð òð×
Õ¼à Õ¶ Áå¶ ÇÕéÅð¶ À°µêð ò¼ñ î¯ó Õ¶ ÇÂ¼Õ Ö¹¼ñÅ ìÕÃÅ ÇåÁÅð ÕÆåÅ ÜÅäÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ Ãí å¯º ò¼â¶
ìÕÃ¶ çÅ ÁÅÇÂåé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° Õ¼à Õ¶ ÔàÅÂ¶ ×Â¶ Ôð¶Õ òð× çÆ í¹ÜÅ x îÆ ÔËÍ åç, ìÕÃ¶ çÆ À°ÚÅÂÆ x ¦ìÅÂÆ 8 – 2x
Áå¶ Ú½óÅÂÆ 3 – 2x Ô¯ò¶×ÆÍ (ÇÚ¼åð 6.25) Ü¶ ìÕÃ¶ çÅ ÁÅÇÂåé V(x) ÔË å»

V(x) = x (3 – 2x) (8 – 2x)

             =4x3 – 22x2 + 24x,

ÇÂÃ ñÂÆ 
2V ( ) 12 44 24 4( 3)(3 2)

V ( ) 24 44
x x x x x
x x

 ′ = − + = − −


′′ = −

Ô¹ä V′(x) = 0 å» x = 
2
3

 Áå¶ x = 3 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË êð¿å± x ≠ 3 (ÇÕÀ°º?)

ÇÂÃ ñÂÆ x =
2
3

Ô¹ä 2V
3

 ′′   
 =

224 44 28 0
3

  − = − <  

ÇÂÃ ñÂÆ, 2
3

x =  ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÔË ÁðæÅå Ü¶ ÁÃÆº Ôð¶Õ Õ¯é¶ å¯º í¹ÜÅ 
2 m
3  çÅ òð× Õ¼à

Õ¶ ÔàÅÀ°ºç¶ Ô» Áå¶ ìÅÕÆ ÚÅçð å¯º ìÕÃÅ ìäÅÀ°ºç¶ Ô» å» À°Ã ìÕÃ¶ çÅ ÁÅÇÂåé Ãí åº̄ ò¼è Ô¯ò¶×Å Áå¶
2V
3

 
 
 

 =
3 22 2 24 22 24

3 3 3
     − +     
     

 = 3200 m
27

ÇÚ¼åð F. BE
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À°çÅÔðé EA.   ÇÂ¼Õ ÇéðîÅåÅ òÃå±Á» ù Rs 5
100

x −    ð¹êÂ¶ êÌåÆ òÃå± ç¶ éÅñ ò¶Ú ÃÕçÅ ÔËÍ

x òÃå±Á» çÅ ÖðÆç î¹¼ñ Rs 500
5
x +    ð¹êÂ¶ ÔËÍ êåÅ Õð¯ ÇÕ À°Ã ù ÇÕ¿éÆÁ» òÃå±Á» ò¶ÚäÆÁ»

ÚÅÔÆçÆÁ» Ôé ÇÜÃ éÅñ À°Ã ù ÁÇèÕåî ñÅí Ô¯ò¶Í
Ô¼ñ :  î³é ñÀ° S(x) òÃå±Á» çÅ ò¶Ú î¹¼ñ ÔË Áå¶ î³é ñÀ° C(x),  x òÃå±Á» çÅ ÖðÆç î¹¼ñ ÔËÍ åç, ÃÅù êåÅ ÔË

S (x) =
2

5 5
100 100

x xx x − = − 
 

Áå¶ C (x) = 500
5
x

+

ÇÂÃ åð·», ñÅí ëñé P (x) éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

P(x) =
2

S( ) C( ) 5 500
100 5
x xx x x− = − − −

ÁðæÅå P(x) =
224 500

5 100
xx − −

Ü» P′(x) =
24
5 50

x
−

Ô¹ä P′(x) = 0 éÅñ x = 240 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ 1P ( )
50

x −′′ = . ÇÂÃ ñÂÆ 1P (240) 0
50
−′′ = <  ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» x = 240 ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÔË ÇÂÃ åð·» ÇéðîÅåÅ ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅ ÃÕçÅ ÔË Üç¯º
À°Ô240 ÇÂÕÅÂÆÁ» ò¶ÚçÅ ÔËÍ

ÁÇèÁÅÇÂ F Óå¶  ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. ÇâëðËéôÆÁñ çÆ òðå¯º  ÕðÕ¶ Ô¶á» ÇñÖ¶ Ôð¶Õ çÅ ñ×í× î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

(a)
1
417

81
 
  

(b) ( )
1
533 −

2. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ log( ) xf x
x

=  éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé x = e å¶ ÁÇèÕåî ÔËÍ
3. ÇÕÃÆ ÇéôÇÚå ÁÅèÅð  b ç¶ ÇÂ¼Õ Ãîç¯í¹ÜÆ Çåzí¹Ü çÆÁ» ìðÅìð í¹ÜÅò» 3 cm/s çÆ çð å¯º

Ø¼à ðÔÆÁ» ÔéÍ ÇÜÃ Ãî¶º Çåzí¹Ü çÆ ìðÅìð í¹ÜÅò» ÁÅèÅð ç¶ ìðÅìð Ô¯ä, À°Ã Ãî¶º Çåzí¹Ü çÅ
Ö¶åðëñ ÇÕ¿éÆ å¶ÜÆ éÅñ Ø¼à ÇðÔÅ ÔË?
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4. òÕð x2 = 4y ç¶ Çì³çÈ (1] 2) å¶ ÁÇí¦ì  çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
5. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ òÕð x = a cosθ + aθ sinθ, y = a sinθ – aθ cosθ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ θ å¶ ÁÇí¦ì

îÈñ Çì³çÈ å¯º ÁÚñ çÈðÆ å¶ ÔËÍ
6. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÜÃ å¶

4sin 2 cos( )
2 cos

x x x xf x
x

− −
=

+

éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f (i) ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ (ii) ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

7. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ 3
3

1( ) , 0f x x x
x

= + ≠  éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé

(i) òèçÅ ÔË (ii) ØàçÅ ÔËÍ

8. ÇÂÇñêÃ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ç¶ Á³åð×å À°Ã Ãîç¯í¹ÜÆ Çåzí¹Ü çÅ ÁÇèÕåî Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯

ÇÜÃçÅ ÇÃÖð, è¹ð¶ ç¶ ÇÂ¼Õ ÇÃð¶ å¶ ÔËÍ
9. ÁÅÇÂåÕÅð ÁèÅð Áå¶ ÁÅÇÂåÕÅð çÆòÅð» çÆ 2 m â±¿ØÆ Áå¶ 8 m3 ÁÅÇÂåé çÆ ÇÂ¼Õ Çìé» ã¼Õä

çÆ àËºÕÆ çÅ ÇéðîÅä ÕðéÅ ÔËÍ Üçº̄ ÇÕ àËºÕÆ ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú ÁèÅð ç¶ ñÂÆ Rs 70/m2 Áå¶ çÆòÅð»
å¶ Rs 45/m2 çð éÅñ ÖðÚ ÁÅÀ°ºçÅ ÔË å» ÇéÀ±éåî ÖðÚ éÅñ ìäÆ àËºÕÆ çÆ ñÅ×å ÕÆ Ôò̄¶×Æ?

10. ÇÂ¼Õ Ú¼Õð Áå¶ ÇÂ¼Õ òð× ç¶ êÇðîÅê» çÅ Ü¯ó  k ÔË, ÇÂ¼æ¶ k ÇÂ¼Õ ÁÚñ ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ À°Ôé»
ç¶ Ö¶åðëñ» çÅ Ü¯ó ÇéÀ±éåî ÔË, Üçº̄ òð× çÆ í¹ÜÅ, Ú¼Õð ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ çÆ ç¹¼×äÆ ÔËÍ

11. ÇÕÃ¶ ÁÅÇÂå ç¶ À°µêð ìäÆ Áðè-Ú¼ÕðÕÅð ÇÖóÕÆ çÅ Ã¿êÈðé êÇðîÅê 10 m ÔËÍ ÇÖóÕÆ çÅ
ÇòîÅò» êåÅ Õð¯ Üç¯º ÇÕ êÈðÆ Ö¹¼ñ·Æ ÇÖóÕÆ Çò¼Ú¯º ÁÇèÕåî ð¯ôéÆ ÁÅò¶Í

12. Çåzí¹Ü çÆÁ» í¹ÜÅò» å¯º a Áå¶ b çÈðÆ å¶ Çåzí¹Ü ç¶ Õðä å¶ ÃÇæå Çì³çÈ ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Õðä

çÆ ÁÇèÕåî ¦ìÅÂÆ 
2 2 3
3 3 2( )a b+  ÔËÍ

13. À°Ôé» Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ f (x) = (x – 2)4 (x + 1)3 éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f çÅ]
(i) ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË (ii) ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË

(iii) ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ ÔË
14. f (x) = cos2 x + sin x, x ∈ [0, π] éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé  f  çÅ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî Áå¶

Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
15. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ r ÁðèÇòÁÅÃ òÅñ¶ ×¯ñ¶ ç¶ Á³åð×å ÁÇèÕåî ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ¦ì Ú¼ÕðÆ

ô¿Õ± çÆ À°ÚÅÂÆ 
4
3
r

 ÔËÍ
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16. î³é ñÀ° ÇÕ [a, b] å¶ êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé f ÇÂÃ åð·» x ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ f ′(x) > 0 ÔË å»
ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (a, b) å¶ f òèçÅ ëñé ÔËÍ

17. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ R ÁðèÇòÁÅÃ òÅñ¶ ×¯ñ¶ ç¶ Á³åð×å ÁÇèÕåî ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ò¶ñä çÆ

À°ÚÅÂÆ 2R
3
 ÔËÍ ÁÇèÕåî ÁÅÇÂåé òÆ êåÅ Õð¯Í

18. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Áðè ÇÃÖð Õ¯ä α  Áå¶ À°ÚÅÂÆ h òÅñ¶ ¦ì Ú¼ÕðÆ ô¿Õ± ç¶ Á³åð×å, ÁÇèÕåî
ÁÅÇÂåé ç¶ ò¶ñä çÆ À°ÚÅÂÆ, ô¿Õ± çÆ À°ÚÅÂÆ çÆ ÇÂ¼Õ ÇåÔÅÂÆ ÔË Áå¶ ì¶ñä çÅ ÁÇèÕåî

ÁÅÇÂåé  3 24 tan
27

hπ α  ÔËÍ
AI å¯º BD å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯Í

19. ÇÂ¼Õ 10 m ÁðèÇòÁÅÃ çÆ ò¶ñäÕÅð àËºÕÆ Çò¼Ú 314 m3/h çÆ çð éÅñ ÕäÕ íðÆ Ü»çÆ
ÔËÍ íðÆ ×ÂÆ ÕäÕ çÆ â±¿ØÅÂÆ ç¶ òÅè¶ çÆ çð ÔË :
(A) 1 m/h (B) 0.1 m/h

(C)  1.1 m/h (D) 0.5 m/h
20. òÕð  x = t2 + 3t – 8, y = 2t2 – 2t – 5 ç¶ Çì³çÈ (2,– 1) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅä ÔË :

(A)
22
7 (B)

6
7 (C)

7
6 (D)

6
7

−

21. ð¶ÖÅ y = mx + 1, òÕð  y2 = 4x çÆ ÇÂ¼Õ Ãêðô ð¶ÖÅ ÔË Üç¯ºÇÕ m çÅ î¹¼ñ ÔË :

(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D)
1
2

22. òÕð 2y + x2 = 3 ç¶ Çì³çÈ (1,1) å¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä ÔË :
(A) x + y = 0 (B) x – y = 0
(C) x + y +1 = 0 (D) x – y = 1

23. òÕð x2 = 4y çÅ Çì³çÈ (1,2) å¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ ÔË :
(A) x + y = 3 (B) x – y = 3
(C) x + y = 1 (D) x – y = 1

24. òÕð 9y2 = x3 å¶ À°Ô Çì³çÈ ÇÜ¼æ¶ òÕð çÆ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ è¹ÇðÁ» ç¶ ìðÅìð Á³åð Ö³â ìäÅÀ°ºçÆ ÔË :

(A)
84,
3

 ± 
 

(B)
84,

3
− 

  

(C)
34,
8

 ± 
 

(D)
34,
8

 ± 
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ÃÅð-Á³ô

® Üç¯º ÇÕ ðÅôÆ y ÇÂ¼Õ çÈÃðÆ ðÅôÆ x ìÅìå ÇÕÃ¶ Çéïî ( )y f x=  ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ô¯Â¶

ìçñçÆ ÔË å» 
dy
dx  (Ü» ( )f x′ )  x ìÅìå y ç¶ ìçñÅò çÆ çð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶

0x x

dy
dx =


  (Ü» 0( )f x′ ) 0x x= å¶) x ìÅìå y ç¶ ìçñÅò çÆ çð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

® Üç¯º ç¯ Úñ» x Áå¶ y, t ìÅìå ìçñ ðÔ¶ Ô¯ä ÁðæÅå ( )x f t= Áå¶ ( )y g t= , åç ñóÆ
Çéïî éÅñ

dy dy dx
dt dtdx

= ,  Ü¶Õð 0dx
dt

≠

® ÇÂ¼Õ ëñé  f
(a) Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú òèçÅ ÔË Üç¯º ÇÕ

[a, b] Çò¼Ú x1 < x2   ⇒ f (x1) ≤  f (x2), ÃÅð¶ x1, x2 ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ
çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú Üç¯º ÇÕ Ôð¶Õ x  ∈ [a, b]  ç¶ ñÂÆ  f ′(x) ≥ 0, ÔËÍ
(b) Á³åðÅñ  [a, b] Çò¼Ú ØàçÅ ÔË Üç¯ºÇÕ

[a, b] Çò¼Ú x1 < x2  ⇒ f (x1) ≥ f (x2), ÃÅð¶ x1, x2 ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ
çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú Üç¯ºÇÕ Ôð¶Õ x  ∈ [a, b] ç¶ ñÂÆ  f ′(x) ≤ 0 ÔËÍ

®   òÕð y = f (x) ç¶ Çì³çÈ (x0, y0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä

0 0

0 0
( , )

( )
x y

dyy y x x
dx

− = − ÔËÍ

® Üç¯ºÇÕ Çì³çÈ 0 0( , )x y å¶ 
dy
dx  çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË, å» ÇÂÃ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ y-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð

ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÆ ÃîÆÕðé x = x0 ÔËÍ

® Üç¯ºÇÕ òÕð y = f (x) çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ x = x0  å¶, x&è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔË å»  
0

0
x x

dy
dx =

 = ÔËÍ

® òÕð  y = f (x) ç¶ Çì³çÈ 0 0( , )x y  å¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä
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0 0

0 0

( , )

1 ( )

x y

y y x x
dy
dx

−
− = −




ÔËÍ

® Üç¯ºÇÕ Çì³çÈ 0 0( , )x y  å¶ 
dy
dx  = 0 åç ¦ì ÁÇí¦ì ÃîÆÕðä x = x0 ÔËÍ

® Üç¯ºÇÕ Çì³çÈ 0 0( , )x y  å¶ 
dy
dx  çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË ÇÂÃ Çì³çÈ ÁÇí¦ì x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔË Áå¶

ÇÂÃ çÅ ÃîÆÕðé y = y0 ÔËÍ

® î³é ñÀ°  y = f (x) Áå¶ ∆x, x  Çò¼Ú Û¯àÅ òÅèÅ ÔË Áå¶ x  çÆ òÅè¶ ç¶ Ã¿×å y Çò¼Ú òÅèÅ
∆y ÔË ÁðæÅå ∆y = f (x + ∆x) – f (x) å»

( )dy f x dx= ′  Ü» dydy x
dx

 = ∆ 
 

Üç¯º dx x= ∆ ÃÅê¶ÖåÅ ìÔ¹å Û¯àÅ ÔË å» ÇÂÔ  ∆y çÆ ÇÂ¼Õ Ú¿×Å ñ×í×åÅ ÔËÍ ÇÂÃ ù ÁÃÆº
dy ≈ ∆y ç¶ éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

® ëñé f ç¶ êÌ»å Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c ÇÜÃ å¶ Ü» å»  f ′(c) = 0 Ü»  f  ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ éÔÆº
ÔËÍ  f çÅ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

® (êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä) î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ëñé f ÇÕÃ¶ Ö¹¼ñ·¶ Á³åðÅñ I å¶
ëñé f  êÌíÅÇôå ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ f Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÃÇæå éÅ÷¹Õ Çì³çÈ c å¶ ñ×ÅåÅð f  ÔËÍ
(i) Üç¯º x ç¶ Çì³çÈ c å¯º Ô¯ Õ¶ ò¼èä ç¶ éÅñ Üç¯ºÇÕ f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· èé å¯º Çðä Çò¼Ú

ìçñçÅ ÔË ÁðæÅå Üç¯º ÇÕ Çì³çÈ c ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ À°Ãç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶
f ′(x) > 0 Áå¶ c ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Áå¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ f ′(x) < 0 Ô¯ò¶ å» c ÇÂ¼Õ
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔËÍ

(ii) Üç¯º x ç¶ Çì³çÈ  c Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ Ô¼æ ò¼ñ ç¶ éÅñ éÅñ, Üç¯º f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· Çðä å¯º èé
Çò¼Ú ìçñçÅ ÔË ÁðæÅå Üç¯º ÇÕ Çì³çÈ c ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ À°Ã ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ
Çì³çÈ å¶  f ′(x) < 0 Ü» c ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Áå¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ÇéÕà ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ f ′(x)  >
0 Ô¯ å» c ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔËÍ

(iii)  Üç¯º x ç¶ Çì³çÈ c ç¶ Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ Ô¼æ ò¼ñ ò¼èä ç¶ éÅñ Üç¯ºÇÕ f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· éÔÆº
ìçñçÅ å» c éÅ å» ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË Áå¶ éÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî
Çì³çÈÍ ÁÃñ Çò¼Ú, ÇÂÃ åð·» ç¶ Çì³çÈ ù ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ (Point of Inflection)
(ÇÚ¼åð F. AE) ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í
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® (çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä) î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ Á³åðÅñ I å¶ f ÇÂ¼Õ êÌíÅÇôå
ëñé ÔË Ü» c ∈ I ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ f, c å¶ ç¯ òÅð ñ×ÅåÅð ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ÔËÍ åç
(i) Üç¯ºÇÕ f ′(c) = 0 Áå¶ f ″(c) < 0  å» x = c ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî çÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ

ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú
f  çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (c) ÔËÍ

(ii) Üç¯ºÇÕ f ′(c) = 0 Áå¶ f ″(c) > 0 å» x = c ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ ÇÂÃ
ÃÇæåÆ Çò¼Ú f  çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (c) ÔËÍ

(iii) Üç¯ºÇÕ  f ′(c) = 0 Áå¶ f ″(c) = 0, ÔË å» ÇÂÔ êðÆÇÖÁä ÁÃëñ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº òÅêÃ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä å¶ òÅêÃ ÜÅ
Õ¶ ÇÂÔ êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ c ÁÇèÕåî, ÇéÀ±éåî Ü» ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ ÔËÍ

® ÁÃñ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Ü» ÁÃñ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õðé çÆ ÇÕÇðÁÅ ÇòèÆ (Working Rule)
Õçî A. Çç¼å¶ ×Â¶ Á³åðÅñ Çò¼Ú f  ç¶ ÃÅð¶ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÁðæÅå x ç¶ À°Ô ÃÅð¶ î¹¼ñ
êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÜ¼æ¶ Ü» å» f ′(x) = 0 Ü» f  ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ
Õçî B. Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈ ñÀ°Í
Õçî C. ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ» Çì³çÈÁ» å¶  (Õçî A Áå¶ Õçî B Çò¼Ú Á³ÇÕå) f  ç¶ î¹¼ñ» çÆ
Ç×äåÆ Õð¯Í
Õçî D. Õçî C Çò¼Ú ÕÆåÆ ×äéÅ å¯º êÌÅêå f  ç¶ î¹¼ñ» Çò¼Ú ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ» ù ñÀ°Í ÇÂÔ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔÆ, f çÅ ÁÃñ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, f  çÅ
ÁÃñ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Ô¯ä×¶Í

—v—



Á³ÇåÕÅ

×Çäå Çò¼Ú ÃìÈå
(Proofs in Mathematics)

1

vProofs are to Mathematics what calligraphy is to poetry.
Mathematical works do consist of proofs just as

poems do consist of characters
— VLADIMIR ARNOLD v

A.1.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÜîÅå  IX] X Áå¶ XI Çò¼Ú ÁÃÆº Õæé, Ã¿ï°Õå Õæé, Õæé çÅ ÇéÖ¶èä, À°ñà Áå¶ êÌÇåèéÅåîÕ
ðÈê Áå¶ Áé°îÅéå Õæé, êÌî¶ï» Áå¶ Çé×îéÅåîÕ Çòò¶Úé çÆ Ã¿ÕñêéÅò» ç¶ ìÅð¶ êó· Ú¹¼Õ¶ Ô»Í
ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ×ÇäåÆ À°ÕåÆÁ» ù ÇÃ¼è Õðé çÆÁ» ò¼Ö-ò¼Ö ÇòèÆÁ» å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í

A.1.2  ÃìÈå ÕÆ ÔË? (What is a Proof?)
ÇÕÃÆ ×ÎÇäåÆ Õæé ç¶ ÃìÈå Çò¼Ú Õæé» çÅ ÇÂ¼Õ ́ î Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÜÃ ç¶ Ôð¶Õ Õæé ç¶ îÕÃç ù ÇÕÃ¶
êÇðíÅÇôå êç Ü» ÇÕÃ¶ À°ÕåÆ ðÅÔÆº êÌîÅÇäå Õðç¶ Ô», ÇÜÃù Çé×îé ÇòèÆ Áå¶ Õ°Þ ÁêÇðíÅÇôå
êç» ðÅÔÆº Õ¶òñ î³é¶ Ô¯Â¶ åðÕ Çéïî» çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕðÕ¶ êÇÔñ» Çç¼åÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ Ô¯ò¶Í

ÇÂÃ åð·» Ôð¶Õ ÃìÈå Çé×îéÅåîÕ åðÕ» çÆ ÇÂ¼Õ ñóÆ Ô¹¿çÆ ÔË, ÇÜÔé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÆ ÁÅêäÆ
êÇðÕñêéÅò» Áå¶ éåÆÜ¶ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÁÕÃð ÁÃÆº ÇÕÃ¶ À°ÕåÆ ù À°Ã Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ å¼æ» åº̄ êÌå¼Ö åð·»
ÇÃ¼è Õðç¶ ÔéÍ êð¿å± Õç¶-Õç¶ À°ÕåÆ ù ÇÃ¼è¶ ÇÃ¼è Õðé çÆ æ» À°Ãç¶ å°¼ñ À°ÕåÆ ù ÇÃ¼è ÕðéÅ ÁÃÅé
Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇÕÃ¶ À°ÕåÆ ù ÇÃ¼è Õðé çÆÁ» ç¯ ÇòèÆÁ» êÌçðÇôå Ô¹¿çÆÁ» Ôé, êÌå¼Ö ÃìÈå Áå¶
ÁêÌå¼Ö ÃìÈå Áå¶ ÇÂÃ åº̄ ÇÂñÅòÅ Ôð¶Õ ÇòèÆ Çò¼Ú Çå¿é ò¼Ö-ò¼Ö åðÆÕ¶ Ô¹¿ç¶ Ôé ÇÜÔé» çÆ ÚðÚÅ Ô¶á»
ÕÆåÆ Ô¯ÂÆ ÔËÍ

êÌå¼Ö ÃìÈå ÇÂÔ À°ÕåÆ çÅ À°Ô ÃìÈå ÔË, ÇÜÃù ÁÃÆº ÇÃ¼è¶ ðÈê Çò¼Ú Çç¼å¶ å¼æ» å¯º ô¹ðÈ ÕðÕ¶ À°ÕåÆ
çÅ ÃìÈå Çç³ç¶ Ô»Í
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(i) ÇÃ¼èÆ ÁÅîç (Approach) ÇÂÔ åðÕ» çÆ ÇÂ¼Õ ñóÆ ÔË, Ü¯ Çç¼å¶ Ü» ÕñÇêå å¼æ» å¯º ÇÃ¼è¶ ô¹ðÈ
ÕðÕ¶ êÇðíÅÇôå êç» Áå¶ êÇÔñ» êÌîÅÇäå À°ÕåÆÁ» çÆ îçç éÅñ åðÕ ç¶ Çéïî» ç¶
ÇÂÃå¶îÅñ ðÅÔÆº ÇÃ¼è ÕÆå¶ ÜÅä òÅñ¶ éåÆÜ¶ ù êÌîÅÇäå ÕðçÆ ÔËÍ

Ô¶á» Çç¼å¶ À°çÅÔðä å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

À°çÅÔðä A. Ü¶Õð x2 – 5x + 6 = 0 ÔË å» x = 3 Ü» x = 2 ÔËÍ

Ô¼ñ :  x2 – 5x + 6 = 0 (Çç¼åÅ ÔË)
⇒ (x – 3) (x – 2) = 0 (ÇÂ¼Õ ÇòÁ³ÜÕ ù Ãîå°¼ñ ÇòÁ³ÜÕ å¯º ìçñä å¶)
⇒ x – 3 = 0 Ü» x – 2 = 0 (êÇÔñ» êÌîÅÇäå À°ÕåÆ ab = 0 å» a = 0 Ü» b = 0, a, b ∈

R ðÅÔÆº)
⇒ x – 3 + 3 = 0 + 3  Ü»  x – 2 + 2 = 0 + 2  ( ÃîÆÕðä ç¶ ç¯ò¶º ê¼Ö» Çò¼Ú ìðÅìð Ã¿ÇÖÁÅ

Ü¯óé å¶ À°ÃçÆ êÌÇ´åÆ éÔÆº ìçñçÆ)
⇒ x + 0 = 3  Ü» x + 0 = 2  ( Ü¯ó Çò¼Ú Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ååÃîÕ (Identity) ×¹ä ç¶ ðÅÔÆº)
⇒ x = 3 Ü» x = 2 (Ü¯ó Çò¼Ú Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ååÃîÕ ×¹ä ðÅÔÆº)

x2 – 5x + 6 = 0 ⇒ x = 3 ;k x = 2

ÇÂ¼æ¶ p Çç¼åÅ Õæé  “x2 – 5x + 6 = 0” ÔË Áå¶ q éåÆÜÅ Õæé “x = 3 Ü» x = 2” ÔËÍ
Õæé p ç¶ ÇòÁ³ÜÕ x2 – 5x + 6 ù, ÇÂÃ ç¶ å¼¹ñ ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇòÁ³ÜÕ(x – 3) (x – 2) å¯º ìçñ Õ¶

ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇòÁ³ÜÕ r : “(x – 3) (x – 2) = 0” êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í
ÇÂ¼æ¶ ç¯ êÌôé À°áç¶ Ôé :

(i) ÇòÁ³ÜÕ (x – 3) (x – 2) ÇÕÃ êÌÕÅð ÇòÁ³ÜÕ x2 – 5x + 6 ç¶ å°¼ñ ÔË?
(ii) ÇÕÃ¶ ÇòÁ³ÜÕ ù À°Ãç¶ ÃîÅé ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇòÁ³ÜÕ å¯º ÁÃÆº ÇÕò¶º ìçñ ÃÕç¶ Ô»? ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º

êÇÔñ¶ ù ÁÃÆº ÇêÛñÆÁ» ÜîÅå» Çò¼Ú ×¹äéÖ³â ðÅÔÆº ÇÃ¼è Õð Ú¹¼Õ¶ Ô» :
íÅò  x2 – 5x + 6 = x2 – 3x – 2x + 6 = x (x – 3) – 2 (x – 3) = (x – 3) (x – 2)

çÈÜÅ êÌôé åðÕ ç¶ òËè ðÈê ðÅÔÆº Ã¿íò Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ç¶ ìÅÁç r êÈðò Õæé Ü» Çç¼åÅ Õæé Ô¯ Ü»çÅ ÔË, ÇÜÃ å¯º Õæé (Premise)

s: “ x – 3 = 0  Ü» x – 2 = 0” êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ôð¶Õ ê× (steps) çÅ îÕÃç ìËÌÕ¶à (brackets) Çò¼Ú  Çç¼åÅ ÔËÍ
ÇÂÔ ÕÅðòÅÂÆ ñ×ÅåÅð åç å¼Õ Ú¼ñçÆ ðÇÔ³çÆ ÔË Üç¯º å¼Õ ÁÅÖðÆ éåÆÜ¶ å¶ éÔÆº êÔ¹¿Úç¶Í

åðÕ çÆ êÌåÆÕÅåîÕ å°ñåÅ Çé×îé ðÅÔÆº ÇÂÔ êÌîÅÇäå Õðé Çò¼Ú ÔË ÇÕ p ⇒ q Ã¼Ú ÔËÍ
p å¯º ô¹ðÈ ÕðÕ¶ Çé×îé ðÅÔÆº p ⇒ r ⇒ s ⇒ … ⇒ q ù êÌîÅÇäå Õð¯Í ÇÂÃ åð·»

“p ⇒ q” Ã¼Ú ÔËÍ
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À°çÅÔðä B. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé f : R → R ÇÜÔóÅ f(x) = 2x + 5 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔË, ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ
(one-one) ëñé ÔËÍ
ÃìÈå : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ëñé f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ô¯ò¶×Å Ü¶Õð f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x2

(ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé çÆ êÇðíÅôÅ)
Ô¹ä î³é ñÀ° ÇÕ f (x1) = f (x2) íÅò 2x1+ 5 = 2x2 + 5

⇒                  2x1+ 5 – 5 = 2x2 + 5 – 5  (ç¯ò¶º ê¼Ö» Çò¼Ú ìðÅìð Ã¿ÇÖÁÅò» Ü¯óé å¶)
⇒                       2x1+ 0 = 2x2 + 0
⇒                            2x1 = 2x2   (òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Çò¼Ú ååÃîÕ ×¹ä ðÅÔÆº)

⇒                          1
2
2

x = 2
2
2

x  (ç¯ò¶º ê¼Ö» ù ìðÅìð ×Ëð-ÇÃøð Ã¿ÇÖÁÅ éÅñ íÅ× Õðé éÅñ)

⇒ x1 = x2

ÇÂÃ ñÂÆ ëñé ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ
(ii) ×ÇäåÆ ÁÅ×îé

×ÇäåÆ ÁÅ×îé, À°ÕåÆÁ» ù ÇÃ¼è Õðé çÆ ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ÇòèÆ ÔË, ÇÜÃçÅ ðÈê Çé×ÇîÕ Ô¹¿çÅ
ÔËÍ ÇÂÃ ÇòèÆ Çò¼Ú ÃìÈå êÈðÆ åð·» Ô¶á» Çç¼å¶ å¶ ÁèÅÇðå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
N ç¶ Çç¼å¶ À°ê-ÃîÈÔ S Çò¼Ú, Ü¶Õð

(i) êÌÇ´ÇåÕ Ã¿ÇÖÁÅ 1 ∈ S Áå¶
(ii) êÌÇ´ÇåÕ Ã¿ÇÖÁÅ  k + 1 ∈ S Üç¯º k ∈ S, å» S = N

×ÇäåÆ ÁÅ×îé çÅ ÇÃè»å ÇÂÔ ÔË ÇÕ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ Õæé  “S(n), n = 1 ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÓÓ(Ü» ÇÕÃ¶ Ô¯ð
ô¹ðÈÁÅåÆ Ã¿ÇÖÁ» j ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔË) Áå¶ Ü¶Õð Õæé n = k ñÂÆ Ã¼Ú Ô¯ä Çò¼Ú ÇÂÔ Çç¼åÅ ÔË ÇÕ À°Ô n
= k + 1 ñÂÆ ÷ðÈðÆ å½ð å¶ Ã¼Ú ÔË (Üç¯º Õç¶ èé Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ k ≥  j), å» Çç¼åÅ Õæé ÇÕÃ¶ òÆ èé
Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ n, ÇÜ¼æ¶ n ≥  j ñÂÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðä ñËºç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä C. Ü¶Õð A = 
cos sin
sin cos

θ θ 
 − θ θ 

,  å» çðÃÅÀ° ÇÕ  An = 
cos sin
sin cos

n n
n n
θ θ 

 − θ θ 

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ P(n) : An =
cos sin
sin cos

n n
n n
θ θ 

 − θ θ 
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ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ P(1) : A1 =
cos sin
sin cos

θ θ 
 − θ θ 

ÇÂÃ åð·» P(1) Ã¼Ú ÔËÍ
Ô¹ä î³é ñÀ° ÇÕ P(k) Ã¼Ú ÔË, íÅò,

P(k) : Ak =
cos sin
sin cos

k k
k k

θ θ 
 − θ θ 

å» ÁÃÆº î³é ÇñÁÅ ÇÕ P(k + 1) Ã¼Ú ÔË, Üç¯º Õç¶ P(k) Ã¼Ú ÔË, íÅò

P(k + 1) : Ak+1 =
cos ( 1) sin ( 1)

sin( 1) cos ( 1 )
k k
k k

+ θ + θ 
 − + θ + θ 

Ã¼Ú ÔË

ç¹ìÅðÅ : Ak+1 = Ak . A

ÇÕÀ°ºÇÕ P(k) Ã¼Ú ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ

Ak+1 =
cos sin
sin cos

k k
k k

θ θ 
 − θ θ 

  
cos sin
sin cos

θ θ 
 − θ θ 

=
cos cos sin sin cos sin sin cos
sin cos cos sin sin sin cos cos

k k k k
k k k k

θ θ − θ θ θ θ + θ θ 
 − θ θ − θ θ − θ θ + θ θ 

(îËÇàzÕÃ çÆ ×¹äÅ ðÅÔÆº)

=
cos ( 1) sin ( 1)

sin( 1) cos ( 1 )
k k
k k

+ θ + θ 
 − + θ + θ 

ÇÂÃ ñÂÆ P(k + 1) Ã¼Ú ÔË, Üç¯º Õç¶ P(k) Ã¼Ú ÔËÍ
ÇÂÃ ÕðÕ¶ P(n), n ç¶ ÃÅð¶ î¹¼ñ» ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ
(iii) ò¼Ö ò¼Ö ÔÅñÅå» Çò¼Ú ÇòÖ³âé ðÅÔÆº Ü» Ã¼ÖäÅêä ðÅÔÆº ÃìÈå

Õæé  p ⇒ q ù ÇÃ¼è Õðé çÆ ÇÂÔ ÇòèÆ Õ¶òñ å» ÔÆ Ã¿íò ÔË, Üç¯º  p ù ÕÂÆ Õæé» r, s, t  (î³é
ñÀ°) Çò¼Ú ò¿ÇâÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ Ô¯ò¶ ÇÜò¶º ÇÕ p = r ∨  s ∨  t (ÇÜ¼æ¶ “ ∨ ” êÌåÆÕ “Ü»” ñÂÆ ÔË)
Ü¶Õð ìÅôðå Õæé» r ⇒ q;

s ⇒ q;

Áå¶
t ⇒ q
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vko‘Qfr A1-1

ù êÌîÅÇäå ÕÆåÅ ÜÅò¶, å» (r ∨  s ∨  t) ⇒ q, ÇÃ¼è Ô¯ Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ åð·»  p ⇒ q êÌîÅÇäå
Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ÇòèÆ Çò¼Ú êÇðÕñêéÅ çÆ Ôð¶Õ Ã¿íò ÔÅñå ù Ü»ÇÚÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÔ ÇòèÆ ÇòòÔÅÇðÕ ðÈê
éÅñ Õ¶òñ å» ÔÆ Ã¹ÇòèÅÜéÕ ÔË Üç¯º ÇòÖ³âé ðÅÔÆº êÌÅêå Õæé» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ Ø¼à Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä D. ÇÕÃ¶ Çåzí¹Ü ABC, Çò¼Ú ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

a = b cos C + c cos B

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ p Õæé “ABC ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü ÔË” Áå¶ q Õæé

“a = b cos C + c cos B” ÔËÍ
î³é ñÀ° ÇÕ  ABC ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü ÔËÍ ÇÃÖð A  å¯º BC (å¶) ¦ì AD ÇÖ¼Ú¯Í
ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ Çåzí¹Ü Ü» å» ÇéÀ±éÕ¯ä Çåzí¹Ü Ü» ÁÇèÕ Õ¯ä Çåzí¹Ü Ü» ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü Ô¹¿çÅ ÔË,

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº  p ù r, s Áå¶ t Çò¼Ú ÇòÖ³âå  Õð ÃÕç¶ Ô», ÇÜ¼æ¶
r : ABC ÇÂ¼Õ ÇéÀ±éÕ¯ä Çåzí¹Ü ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú  ∠ C  ÇéÀ±éÕ¯ä ÔËÍ
s : ABC ÇÂ¼Õ ÁÇèÕÕ¯ä Çåzí¹Ü ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú,  ∠ C ÁÇèÕ Õ¯ä ÔËÍ
t : ABC ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú,  ∠ C ÃîÕ¯ä ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº À°ÕåÆ ù À°µå¶ Çç¼åÆ Çå¿é» Ã¿íÅòéÅò» ñÂÆ ò¼Ö-ò¼Ö ÇÃ¼è Õðç¶ Ô»Í
ÔÅñå (i)  Üç¯º ∠ A, ∠ B, Áå¶ ∠ C Çå¿é¯º ÔÆ ÇéÀ±éÕ¯ä Ôé (ÇÚ¼åð A1.1)

ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü  ADB, ðÅÔÆº
BD
AB

 = cos B

íÅò BD = AB cos B = c cos B

ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü ADC ðÅÔÆº
CD
AC

 = cos C

íÅò CD = AC cos C
= b cos C

Ô¹ä
a = BD + CD

= c cos B + b cos C ... (1)

ÇÚ¼åð
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ÔÅñå (ii)  Üç¯º ∠ C ÁÇèÕ Õ¯ä ÔË (ÇÚ¼åð A1.2)

ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü  ADB ðÅÔÆº
BD
AB

 = cos B

íÅò BD = AB cos B
= c cos B

ÃîÕ¯äÆ Çåzí¹Ü  ADC  ðÅÔÆº
CD
AC

 = cos ∠ ACD

= cos (180 – C)
= – cos C

íÅò CD = – AC cos C
= – b cos C

Ô¹ä a = BC = BD – CD

íÅò a = c cos B – ( – b cos C)
a = c cos B + b cos C ... (2)

ÔÅñå (iii)  Üç¯º ∠ C ÃîÕ¯ä ÔË (ÇÚ¼åð A1.3)

Çåzí¹Ü ACB, ðÅÔÆº
BC
AB

 = cos B

íÅò BC = AB cos B

Áå¶ a = c cos B,
b cos C = b cos 900 = 0

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» a = 0 + c cos B
= b cos C + c cos B ... (3)

ÃîÆÕðä (1), (2) Áå¶ (3) å¯º ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô», ÇÕ ÇÕÃ¶ Çåzí¹Ü ABC Çò¼Ú
a = b cos C + c cos B

ÔÅñå (i) å¯º  r ⇒ q êÌîÅÇäå ÔËÍ
ÔÅñå (ii) å¯º s ⇒ q êÌîÅÇäå ÔËÍ
Áå¶ ÔÅñå (iii) å¯º t ⇒ q êÌîÅÇäå ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ  (r  ∨  s  ∨  t) ⇒ q êÌîÅÇäå ÔË íÅò p ⇒ q êÌîÅÇäå ÔËÍ

 ÇÚ¼åð A1-2

 ÇÚ¼åð A1-3
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ÁêÌå¼Ö ÃìÈå Çç¼åÆ ×ÂÆ À°ÕåÆ ù ÇÃ¼è¶ êÌîÅÇäå Õðé çÆ æ» å¶, ÁÃÆº À°Ã ç¶ Ãîå°¼ñ ÇÕÃ¶ À°ÕåÆ
ù ÇÃ¼è ÕðÕ¶, Çç¼åÆ À°ÕåÆ ù êÌîÅÇäå Õðç¶ ÔéÍ

(i) Çòð¯è ðÅÔÆº ÃìÈå (Reductio Ad Absurdum):
ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº îÅéåÅ éÅÿ ô¹ðÈ Õðç¶ Ô» ÇÕ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ×¼ñ Ã¼Ú ÔË Áå¶ éåÆÜÅ ÞÈá ÔËÍ åðÕ ç¶
Çéïî» ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ ðÅÔÆº ÁÃÆº ÇÂÃ éåÆÜ¶ å¶ êÔ¹¿Úç¶ Ô» ÇÕ ÇÂ¼Õ ÜÅä± Ã¼Ú Õæé, ÞÈá ÔË,
ÇÜÔóÅ ÇÂ¼Õ Çòð¯è ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Õæé Ã¼Ú ÔË ÇÂÃ ÇòèÆ ù ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ðÅÔÆº ÃîÞç¶
Ô»Í

À°çÅÔðä E. ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÁÃÆÇîå (Infinite)  Ô¹¿çÅ ÔËÍ
Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò»  (Prime Numbers) çÅ ÃîÈÔ P ÔË ÇÜÔóÅ ÁÃÆÇîå ÔËÍ
ÁÃÆº ÇÂÃ Õæé ç¶ Çòð¯è ù íÅò ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÁÃÆÇîå éÔÆº ÔË, Ã¼Ú î³é ñËºç¶ Ô»,
íÅò ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» ÃÆÇîå ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» ù ÃÈÚÆòÅð Õð
ÃÕç¶ Ô»Í î³é ñÀ° ÇÕ P1, P2, P3,..., Pk  ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ ÃÈÚÆ ÔËÍ Ô¹ä î³é ñÀ°

N = (P1 P2 P3…Pk)  + 1 ... (1)
Ãêôà ÔË ÇÕ N ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ ÃÈÚÆ Çò¼Ú éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ ÃÈÚÆ çÆ ÇÕÃ¶ òÆ Ã¿ÇÖÁÅ å¯º

ò¼è ÔËÍ
N Ü» å» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË Ü» Ã¿ï°Õå Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

Ü¶Õð N ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË å» (1) å¯º Ãêôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ çÆ Ô¯ºç
ÔË, ÇÜÔóÆ ÃÈÚÆ Çò¼Ú éÔÆº ÔËÍ

çÈÜÆ åð·», Ü¶Õð N ÇÂ¼Õ Ã¿ï°Õå Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, å» ÇÂÃ çÅ Ø¼à¯ Ø¼à ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ íÅÜÕ (Divisor)
Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ êð¿å± ÃÈÚÆ çÆ Õ¯ÂÆ òÆ Ã¿ÇÖÁÅ N ù ÇòíÅÇÜå éÔÆº Õð ÃÕçÆ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ À°Ôé» Çò¼Úº̄
ÇÕÃ¶ ðÅÔÆº N ù ÇòíÅÇÜå Õðé å¶ ìÅÕÆ Ôî¶ôÅ A ìÚçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ N çÅ ÁíÅÜ íÅÜÕ ÃÈÚÆ ç¶
ÇÂñÅòÅ Õ¯ÂÆ Ô¯ð Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
êð¿å± ÇÂÔ, ÇÂÃ Õæé çÅ ÇÕ ÃÅù ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ ÃÈÚÆ ìäÅ ñÂÆ ÔË, Çòð¯è ÔËÍ ÇÂÃ åð·»
ÃÅâÆ êÇÔñ» î³éÆ èÅðéÅ ÇÕ ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÃÆÇîå ÔË, ÞÈá ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅðÆÁ»
ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÁÃÆÇîå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ  (ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ À°µå¶ Çç¼åÅ ÃìÈå Çò¼Ú ò¼Ö ò¼Ö ÔÅñå» Çò¼Ú ÇòÖ³âé ðÅÔÆº ÃìÈå
çÆ ÇòèÆ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ òÆ ÔËÍ)

(ii)  Çç¼å¶ Õæé çÅ êÌÇåèéÅåîÕ (contrapositive) ç¶ Õæé ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ ðÅÔÆº ÃìÈå :
 ÇÂ¼æ¶ ìÅôðå Õæé  p ⇒ q  ù ÇÃ¼è Õðé çÆ æ» å¶ ÁÃÆº À°Ãç¶ Ãîå°¼ñ Õæé ~ q ⇒ ~ p  ù
ÇÃ¼è Õðç¶ Ô»Í ( ÇòÇçÁÅðæÆ Ãîå°ñåÅ ù ÃÅÇìå Õð ÃÕç¶ Ô»)A

ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ìÅôðå Õæé ç¶ éåÆÜ¶ Áå¶ êÇðÕñêéÅ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕðÕ¶ À°Ôé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÅ
ÇéÖ¶èé å¯º Çç¼å¶ Õæé çÅ êÌÇåèéÅåîÕ Õæé ìäçÅ ÔËÍ
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À°çÅÔðä F. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = 2x + 5 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé f : R → R ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : ëñé ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ô¹¿çÅ ÔË, Ü¶Õð  f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x2.
ÇÂÃ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕðÕ¶ ÃÅù êÌîÅÇäå ÕðéÅ ÔË ÇÕ  “2x1+ 5 = 2x2 + 5” ⇒ “x1 = x2” ÇÂÔ p ⇒
q, ç¶ ðÈê çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ 2x1+ 5 = 2x2 + 5 Õæé p ÔË Áå¶  x1  = x2 Õæé q ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ ù ÁÃÆº
À°çÅÔðä B Çò¼Ú ÒÒêÌå¼Ö ÇòèÆÓÓ ðÅÔÆº ÇÃ¼è Õð Ú¹¼Õ¶ Ô»Í

ÁÃÆº ÇÂÃ ù Çç¼å¶ Õæé ç¶ êÌÇåèéÅåîÕ Õæé ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ ðÅÔÆº òÆ êÌîÅÇäå Õð ÃÕç¶ Ô»Í
Çç¼å¶ ×Â¶ Õæé çÅ êÌÇåèéÅåîÕ Õæé  ~ q ⇒ ~ p ÔË, íÅò, ÒÒÜ¶Õð f (x1) = f (x2) å» x1 = x2”
çÅ êÌÇåèéÅåîÕ ÔË ÒÒÜ¶Õð x1≠ x2 å» f (x1) ≠ f (x2)”

Ô¹ä x1 ≠ x2

⇒ 2x1 ≠ 2x2

⇒ 2x1+ 5 ≠ 2x2 + 5
⇒ f (x1) ≠ f (x2).
ÇÕÀ°ºÇÕ “~ q ⇒ ~ p”, Áå¶ “p ⇒ q” Ãîå°¼ñ ÔË, ÇÂÃ êÌÕÅð ÃìÈå êÈðÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä G. êÌîÅÇäå Õð¯ ÇÕ ÒÒÜ¶Õð îËÇàzÕÃ A, Invertible ÔË å» A, Non-singular ÔËÍ

Ô¼ñ : À°µå¶ Çç¼å¶ Õæé ù êÌåÆÕ ç¶ å½ð å¶ ÇñÖä å¶  p ⇒ q ÇÜ¼æ¶ p Õæé ÒÒîËÇàzÕÃ A, invertible
ÔËÓÓ Áå¶ q Õæé “A, non-singular ÔËÍÓÓ

Çç¼å¶ Õæé ù êÌîÅÇäå Õðé çÆ æ» ÁÃÆº ÇÂÃ ç¶ êÌÇåèéÅåîÕ Õæé ù êÌîÅÇäå Õðç¶ Ô», íÅò
Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ non-singular îËÇàzÕÃ éÔÆº ÔË å» îËÇàzÕÃ A invertible éÔÆº ÔËÍ
Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ non-singular îËÇàzÕÃ éÔÆº ÔË å» ÇÂÃ çÅ îåñì Ô¯ÇÂÁÅ |A| = 0 ÔËÍ

Ô¹ä A–1 =
A

|A|
adj

 çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ |A | = 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ A, Invertible éÔÆº ÔËÍ
ÇÂï åð·» ÁÃÆº êÌîÅÇäå Õð Çç¼åÅ ÇÕ Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ non-singular îËÇàzÕÃ éÔÆº ÔË å»A,

invertible éÔÆº ÔËÍ íÅò, ~ q ⇒ ~ p.
ÇÂÃ ñÂÆ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ A invertible ÔË å» A non-singular ÔËÍ
(iii) êÌÇå-À°çÅÔðä (counter example) ðÅÔÆº ÃìÈå :

×Çäå ç¶ ÇÂÇåÔÅÃ Çò¼Ú ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ ÔÅñå òÆ ÁÅÀ°ºç¶ Ôé, Üçº̄ ÇÕÃ¶ êÇðÕñÇêå ÇòÁÅêÆÕðä
ç¶ ÜÅÇÂ÷ ÃìÈå ÜÅéä çÆÁ» ÃÅðÆÁ» Õ¯Çôô» ÁÃëñ Ô¯ Ü»çÆÁ» Ôé Áå¶ ÇòÁÅêÆÕðé çÅ Ã¼Ú
ÁÇéôÇÚå ìÇäÁÅ ðÇÔ³çÅ ÔËÍ

ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ÔÅñå Çò¼Ú ÇÂÔ øÅÇÂç¶î³ç Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ Õæé ù ÞÈá ÃÅÇìå Õðé ñÂÆ, ÁÃÆº ÇÂ¼Õ
À°çÅÔðä ñ¼í ÃÕÆÂ¶Í ÇÕÃ¶ Õæé ù éÅ î³éä òÅñÅ À°çÅÔðä êÌÇå-À°çÅÔðä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
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ÇÕÀ°ºÇÕ À°ÕåÆ p ⇒ q çÅ Ö³âé, À°ÕåÆ ~ (p ⇒ q) çÅ Õ¶òñ îÅåð ÇÂ¼Õ ÃìÈå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ ÇÂÔ òÆ ÃìÈå ç¶ä çÆ ÇÂ¼Õ ÇòèÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä H. Õæé Ôð¶Õ n ∈ N ñÂÆ ( 22
n + 1)  ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

ÇÂÔ Õæé Ô¶á ÇñÖ¶ Áé°ÃÅð ÇÂ¼Õ Ã¼Ú Õæé î³ÇéÁÅ Ç×ÁÅ ÃÆ :
122 + 1 = 22 +  1 = 5 ÇÜÔóÆ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
222 + 1 = 24 + 1 = 17 ÇÜÔóÆ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
322 + 1 = 28 + 1 = 257 ÇÜÔóÆ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

ÔÅñ»ÇÕ, êÇÔñÆ òÅðÆ ò¶Öä å¶ ÇÂÔ ÇòÁÅêÆÕðé áÆÕ ñ×çÅ ÔËÍ ìÅÁç Çò¼Ú ÇÂÔ ò¶ÇÖÁÅ Ç×ÁÅ
ÇÕ  

522 + 1 = 232 + 1 = 4294967297 ÇÂ ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ éÔÆº Ô Ë ÇÕÀ° º ÇÕ
4294967297  =  641 × 6700417 ÔËÍ ÇÜÔóÅ ç¯ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ×¹äéëñ ÔË (A Áå¶ ÁÅêä¶ Ö¹ç å¯º
ÇÂñÅòÅ) ÇÂÃ åð·» ç¶ ÇòÁÅêÆÕðé ÇÕ ÒÒÔð¶Õ n ç¶ ñÂÆ n22 + 1 ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË ∀ n ∈
N+” ÞÈá ÔËÍ

ÇÃðø ÇÂÔ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ÇÕ 522 + 1 ÁíÅÜ éÔÆº ÔË, çÅ À°çÅÔðä ÒÒÇòÁÅêÆÕðé ù Ö³Çâå
Õðé ñÂÆ ÕÅøÆÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÃ¼è Õð Çç¼åÅ ÇÕ Õæé ÒÒÔð¶Õ n ∈ N ñÂÆ + 1 ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÓÓ Ã¼Ú éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä I. Õæé ÒÒÔð¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé Çâøð¶éÇôÂ¶ìñ Ô¹¿çÅ ÔËÍÓÓ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

ÃìÈå : ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô» :
(i) f (x) = x2

(ii) g (x)  = ex

(iii) h (x)  = sin x

ÇÂÔ ÃÅð¶ ëñé x ç¶ ÃÅð¶ î¹¼ñ» ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔéÍ Ü¶Õð ÁÃÆº Çâøð¶ºÇôÂ¶ÇìÇñàÆ å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶
å» ÇÂÔ x ç¶ ÃÅð¶ îÅé» ñÂÆ Çâøð¶ºéÇôÂ¶ìñ ÔéÍ ÇÂÔ ÃÅù ÇòôòÅÃ ñÂÆ êÌ¶Çðå ÕðçÅ ÔË ÇÕ Õæé
ÒÒÔð¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé Çâøð¶ºéÇôÂ¶ìñ Ô¹¿çÅ ÔËÓÓ Ã¼Ú ÔËÍ êð Ü¶Õð ÁÃÆº ëñé “φ(x) = |x |” çÆ
Çâøð¶ºéÇôÂ¶ÇìÇñàÆ ù Ü»ÚÆÂ¶, ÇÕ ÇÜÔóÅ ñ×ÅåÅð ÔË, å» ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÂÔ  x = 0 å¶
Çâøð¶ºéÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂÔ íÅò ÔË ÇÕ Õæé ÒÒÔð¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé Çâøð¶ºéÇôÂ¶ìñ Ô¹¿çÅ ÔË
ÒÒÞÈá ÔËÍ ëñé “φ(x) = |x |” çÅ Õ¶òñ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ÇòÁÅêÆÕðé çÅ Ö³âä Õðé ñÂÆ ÕÅøÆ
ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ëñé  “φ(x) = |x |” ù Çç¼å¶ Õæé íÅò, ÒÒÔð¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé Çâøð¶ºéÇôÂ¶ìñ Ô¹¿çÅ
ÔËÓÓ ç¶ Ö³âé çÅ êÌÇåÀ°çÅÔðä ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

—v—
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A.2.1 íÈÇîÕÅ  (Introduction)
Ç×ÁÅðòÆº ÜîÅå Çò¼Ú ÁÃÆº ×ÇäåÕ Çéçðôé ù òÅÃåÇòÕ ÜÆòé çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» ç¶ Õ¼¹Þ Á³ô» çÅ
×ÇäåÕ íÅôÅ Çò¼Ú ÁÇèÁËé ç¶ ÇÂ¼Õ À°êðÅñ¶ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÜÅä Ú¹¼Õ¶ Ô», ÁðæÅå À°êð¯Õå êÌÇåì¿è» ç¶
À°êï¯× éÅñ ÇÕÃ¶ í½ÇåÕ ÃÇæåÆ çÅ ×ÇäåÕ ð¹ê»åðä ÔÆ ×ÇäåÕ Çéçðôé ÔËÍ î¹¼Ö ðÈê Çò¼Ú ×ÇäåÆ
Çéçðôé ÇÂ¼Õ êÌÇÕÇðÁÅ ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú ÁÃÆº ÁÅêäÆ ð¹ÚÆ ç¶ ÃÅèé» Ü» òÃå±Á» ç¶ ÇòòÔÅð çÅ òðäé
Õðé ÇÔå Çéçðô»(Models)çÆ ðÚéÅ, ÇòÇí¿é êÌÕÅð ç¶ ôìç», ÁÅñ¶Ö» Ü» ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð», Õ¿ÇêÀ±àð
êÌ¯×ðÅî, ×ÇäåÕ ÃÈåð» ÁÅÇç ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ Õðç¶ Ô»Í

ÇêÛñÆÁ» ÜîÅå» Çò¼Ú ÁÃÆº ò¶ÇÖÁÅ ÔË ÇÕ ÇòÇí¿é ×ÇäåÕ Ã¿ÕñêéÅò» ç¶ À°êï¯× éÅñ Ã¿ì¿Çèå
òè¶ð¶ êÌôé» ç¶ Ô¼ñ ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ êÌÕÅð ç¶ ×ÇäåÕ Çéçðôé çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇÂÔ
îÔ¼åòêÈðä ÔË ÇÕ ×ÇäåÕ Çéçðôé çÅ ÁÇèÁËé ÇÂ¼Õ ò¼Öð¶ Çòô¶ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÕÆåÅ ÜÅäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ç¹ìÅðÅ ×ÇäåÕ Çéçðôé çÅ ÁÇèÁËé òÅÃåÇòÕ ÜÆòé çÆÁ» Õ°¼Þ ÁÇÜÔÆÁ»
Ãî¼ÇÃÁÅò» ç¶ ñÂÆ Õð»×¶ ÇÜÔé» Çò¼Ú îËÇàzÕÃ, Õñé Áå¶ ðËÇÖÕ êÌ¯×ðÅÇî³× çÆÁ» åÕéÆÕ» çÅ
À°êï¯× ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

A.2.2 ×ÇäåÕ Çéçðôé ÇÕÀ°º? (Why Mathematical Modelling?)
ÇòÇçÁÅðæÆÁ» ù Á³Õ ×Çäå, ìÆÜ ×Çäå, ÇåÕ¯äÇîåÆ Áå¶ ðËÇÖÕ êÌ¯×ðÅÇî³× ÁÅÇç ç¶ ôÅìÇçÕ
êÌôé» ù Ô¼ñ Õðé çÅ Ç×ÁÅé ÔËÍ Õç¶ Õç¶ ÁÃÆº ÃÇæåÆÜéÕ êÌôé» ù í½ÇåÕ ðÈê Çò¼Ú À°Ôé» çÆ
×ÇÔðÅÂÆ Çò¼Ú ×Â¶ Çìé» ÔÆ Ãðñ Õðç¶ Ô»Í

êÌôé» ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ í½ÇåÕ ðÈê Çò¼Ú À°Ôé» çÆ ×ÇÔðÅÂÆ Çò¼Ú ÜÅä çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔË,
íÅò í½ÇåÕ Çéïî» Áå¶ Õ°¼Þ êÌåÆÕ» ç¶ À°êï¯× çÆ ÷ðÈðå ÇÜÃ ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå ×ÇäåÕ êÇðäÅî» çÅ
Ã¿×å êÌï¯Ç×Õ î¹¼ñ» éÅñ å°ñéÅ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕ¶Í Áé¶Õ Çç¼å¶ êÌÃå°å êÌôé» ù Ãðñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÃÅù
ÇÂ¼Õ Õ¯ôñ çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔË ÇÜÃ ù ÁÃÆº ×ÇäåÕ Çéçðôé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÁÅÀ° ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå
Ãî¼ÇÃÁÅò» å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶ :

(i) ÇÕÃ¶ éçÆ çÆ Ú½óÅÂÆ êåÅ ÕðéÅ (Çòô¶ô ðÈê éÅñ Üç¯º éçÆ ù êÅð ÕðéÅ î¹ôÇÕñ Ô¯ò¶)A

Á³ÇåÕÅ 2
×ÇäåÕ Çéçðôé

(Mathematical Modelling)
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(ii) ÇÕÃ¶ ×¯ñ¶ ù Ã¹¼àä ñÂÆ Áé°Õ±ñåî Õ¯ä êåÅ ÕðéÅ (×¯ñÅ Ã¹¼àä òÅñ¶ çÆ À°ÚÅÂÆ, îÅÇèÁî çÅ
êÌÇåð¯è, ×ð¹¼åÅÁÅÕðôé g ÁÅÇç Úñ å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô¯ò¶)Í

(iii) ÇÕÃ¶ îÆéÅð çÆ À°ÚÅÂÆ êåÅ ÕðéÅ (Çòô¶ô ðÈê Çò¼Ú Üç¯º îÆéÅð çÅ ÇÃÖðå¶ éÔÆº êÔ¹¿ÇÚÁÅ ÜÅ
ÃÕçÅ)Í

(iv) ÃÈðÜ çÆ Ãå·Å çÅ åÅêîÅé êåÅ ÕðéÅÍ
(v) êåÅ ÕðéÅ ÇÕ Ççñ ç¶ ð¯×ÆÁ» ù Çñëà çÅ êÌï¯× òðÇÜå ÇÕÀ°º ÔË (Çìé» îé°¼ÖÆ ôðÆð ÇÕÇðÁÅ

ÇòÇ×ÁÅé ÜÅä¶)Í
(vi) èðåÆ çÅ ê¹¿Ü êåÅ ÕðéÅÍ
(vii) ÖóÆ ëÃñ éÅñ íÅðå Çò¼Ú çÅñ» çÆ êËçÅòÅð çÅ Áé°îÅé ñ×ÅÀ°äÅ (Üç¯º ÇÕÃ¶ ù ëÃñ ç¶

Õ¼àä çÆ ÁÅÇ×ÁÅ éÔÆº ÔË)Í
(viii) ÇÕÃ¶ ÇòÁÕåÆ ç¶ ôðÆð Çò¼Ú ÖÈé çÅ ÁÅÇÂðé êåÅ ÕðéÅ (ÇòÁÕåÆ çÅ ÖÈé Õ¼ãä çÆ

ÁÅÇ×ÁÅ éÔÆº ÔË)Í
(ix) ÃÅñ B@@I ÂÆ. Çò¼Ú íÅðå çÆ ÜéÃ¿ÇÖÁÅ çÅ Áé°îÅé ñ×ÅÀ°äÅ  (Üç ÇÕ ÃÅñ B@@I ÂÆ.

å¼Õ ÇÂ³åÜÅð Õðé çÆ ÁÅÇ×ÁÅ éÔÆº ÔË)Í
À°êð¯Õå ÃÅðÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» ù ×ÇäåÕ Çéçðôé ç¶ À°êï¯× ç¹ÁÅðÅ Ãðñ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË

Áå¶ òÅÃåò Çò¼Ú Ãðñ ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÕÅ ÔËÍ ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º Õ°¼Þ Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ãðñ Õðé çÆÁ» ÇòèÆÁ»
çÅ ÁÇèÁËé å°ÃÆº ÇÂÃ êÅá ê¹ÃåÕ Çò¼Ú Õð¯×¶Í Çëð òÆ ÇÂÔ Ç×ÁÅéòÅÚÕ Ô¯ò¶×Å Ü¶Õð å°ÃÆº ÇÂÔé»
ù ÁÅê Ãðñ Õðé çÅ À°êðÅñÅ Õð¯ À°Ô òÆ Çìé» ×Çäå ç¶ À°êï¯× ÕÆå¶ Çìé»Í åç å°ÃÆº ×Çäå çÆ
ï¯×åÅ Áå¶ ×ÇäåÆ Çéçðôé çÆ ñ¯ó ç¶ îÔ¼åò ù ÃîÞ ÃÕ»×¶Í

A.2.3 ×ÇäåÆ Çéçðôé ç¶ ÇÃè»å (Principles of Mathematical Modelling)
×ÇäåÆ Çéçðôé ÇÂ¼Õ ÇÃè»å ï°Õå ÇÕÇðÁÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Õ°¼Þ ÇÃè»å ÔéÍ ÇÂÔé»
ÇÃè»å» çÅ ÃðÈê ñ×í× çÅðôÇéÕ ÔËÍ ×ÇäåÆ Çéçðôé ç¶ Õ°¼Þ îÈñ ÇÃè»å» ù Çéðç¶ôÅåîÕ ðÈê Çò¼Ú
Ô¶á ÃÈÚÆ ì¼è ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË :

(i) Çéçðô çÆ ÷ðÈðå ù êÇÔÚÅä¯ (ÁÃÆº îÅâñ ÇÕÀ°º Ö¯Ü ðÔ¶ Ô»)Í
(ii) îÅâñ ç¶ ñÂÆ êËðÅîÆàð/Úñ ù ÃÈÚÆ ì¼è Õð¯ (ÁÃÆº ÕÆ êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô»)Í
(iii) À°êñìè ã¹¼Õò¶º/Ã¿×å Á³ÕÇóÁ» ù êÇÔÚÅä¯(ÕÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË)Í
(iv) êÌï¯× ï¯× êÌÃÇæåÆÁ» ù êÇÔÚÅä¯ (êÈðòèÅðéÅ, ÕñêéÅ)Í
(v) ôÅôÕ/êÌì¿èÕ í½ÇåÕ Çéïî» ù êÇÔÚÅä¶Í
(vi) êÇÔÚÅä¯ :

(a) ÃîÆÕðé ÇÜé·» çÆ òðåº̄ ÕÆåÆ ÜÅò¶×ÆÍ
(b) ×äéÅ Ü¶ êåÅ ÕðéÆ ÔËÍ
(c) Ô¼ñ Ü¯ êÌÅêå Ô¯ò¶×ÅÍ
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(vii) À°Ôé» êðÆÖä» ù êÇÔÚÅä¯ ÇÜÃ éÅñ ÇéîéÇñÖå Ü»Ú ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕ¶ :
(a) îÅâñ Áå¶ À°Ã éÅñ Ã¿ì¿Çèå Çéïî» Áå¶ ÕñêéÅò» çÅ Ã¿×å Ô¯äÅÍ
(b) îÅâñ çÆ À°êï¯×åÅ

(viii) À°Ôé» êËðÅîÆàð» ù êÇÔÚÅä¯ Ü¯ îÅâñ ù Ã¹èÅð ÃÕäÍ
Çéðç¶ôé ç¶ À°êï°Õå ÇÃè»å» ç¶ ÁÅèÅð å¶ ÃÅù ×ÇäåÆ Çéçðôé ç¶ ÇéîéÇñÖå êç êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé:
ê× A: í½ÇåÕ ÃÇæåÆ ù êÇÔÚÅä¯Í
ê× B: êËðÅîÆàð /Úñ» çÆ Ú¯ä Áå¶ êÌÅêå í½ÇåÕ Çéïî» Áå¶ êÌåÆÕ» ç¶ À°êï¯× ç¹ÁÅðÅ í½ÇåÕ
ÃÇæåÆ ù ×ÇäåÆ îÅâñ Çò¼Ú êÇðòðÇåå ÕðéÅÍ
ê× C: ×ÇäåÆ êÌôé» ç¶ Ô¼ñ êÌÅêå Õð¯Í
ê× D: êÌÅêå êÇðäÅî çÆ îÈñ êÌôé (Ãî¼ÇÃÁÅ) ç¶ Ã¿çðí Çò¼Ú ÇòÁÅÇÖÁÅ Õð¯ Áå¶ À°Ãç¶ (êÇðäÅî)
êÌ¶Öä» Ü» êÌï¯×» éÅñ å°ñéÅ Õð¯Í
ê× E: Ü¶Õð êÇðäÅî ñ×í× î¶ñ Ö»ç¶ Ôé å» îÅâñ ù ÃòÆÕÅð Õð¯ éåÆÜÅ í½ÇåÕ ÃÇæåÆ çÆ
êÇðÕñêéÅ /ÕñêéÅ ù êÇðòðÇåå Õð¯ Áå¶ êç B å¶ ÜÅúÍ
À°êð¯Õå êç» ù Ô¶á çðÃÅÂ¶ ÁÅñ¶Ö Çò¼Ú ç¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
À°çÅÔðä A. ×ÇäåÆ Çéçðôé ç¶ À°êï¯× ç¹ÁÅðÅ ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ îÆéÅð çÆ À°ÚÅÂÆ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ê× A.  ÒÒÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ îÆéÅð çÆ À°ÚÅÂÆ êåÅ ÕðéÅÓÓ Çç¼åÆ ×ÂÆ í½ÇåÕ ÃÇæåÆ ÔËÍ
ê× B.  î³é ñÀ° ÇÕ  AB Çç¼åÆ ×ÂÆ îÆéÅð ÔË (ÇÚ¼åð A.2.2)Í î³é ñÀ°  PQ îÆéÅð çÆ À°ÚÅÂÆ
éÅêä òÅñÅ ÇÂ¼Õ êÌ¶Öä ÔË; ÇÜÃ çÆ Á¼Ö Çì³çÈ P å¶ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ  PQ = h  Áå¶ îÆéÅð çÆ À°ÚÅÂÆ
H ÔËÍ Çëð å¯º î³é ñÀ° ÇÕ êÌ¶Öä çÆ Á¼Ö å¯º îÆéÅð ç¶ ÇÃÖð çÅ Õ¯ä α ÔË Áå¶  l = QB = PC

˙Ú…åð A.2.1

Ô…æ ÕðØ å¶ ˙ò`¯˙Ö`¯ 

Õðfl

Øå˘Ü¶ ˙îæç¶ Ü„æç¶ ÔØ
ŒÌ¶Öä» ç˘ å°æØ¯ Õðfl

˙ØçðôØ 

ˆò˘Õ¯ð Õðfl

í‰˙åÕ 

ˆ˙æå˘

î„…ªæ¶ ŒÌôØ

ç¯ Ô…æ



×ÇäåÕ Çéçðôé      277

Ô¹ä tan α =
AC H
PC

h
l
−

=

Ü» H = h + l tan α ... (1)

ê× C: ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ êËðÅîÆàð h, l Áå¶ α ç¶ î¹¼ñ ÇéðÆÖÕ ù êåÅ Ôé Áå¶ êÇðäÅî (1) éÅñ
Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ Ô¼ñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ê× D: À°Ã çôÅ Çò¼Ú Üç¯º îÆéÅð çÅ ÁèÅð éÅ êÔ¹¿Úäï¯× Ô¯ò¶, ÁðæÅå Üç¯º ÇéðÆÖÕ ù l çÅ î¹¼ñ
êåÅ éÔÆº Ô¯ò¶, åç î³é ñÀ° ÇÕ îÆéÅð ç¶ ÁèÅð B çÅ Çì³çÈ P åº̄ ÇéòÅä Õ¯ä β ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ∆ PQB

ÇÚ¼åð A.2.2

å¯º ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

tan β =
PQ
QB

h
l

=  Ü»  l = h cot β

ê× E: ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÇÂÃ Úðä çÆ ÷ðÈðå éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ h, l, α Áå¶ β  êËðÅîÆàð» ç¶ ÃÔÆ îÅé
êåÅ ÔéÍ
À°çÅÔðä B. î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇòòÃÅÇÂÕ ëðî Çå¿é êÌÕÅð ç¶ À°åêÅç P1, P2 Áå¶ P3 çÅ À°åêÅçé
ÕðçÆ ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú Çå¿é êÌÕÅð ç¶ Õ¼Ú¶ îÅñ R1, R2 Áå¶ R3çÅ À°êï¯× Ô¹¿çÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ ëðî å¯º
ç¯ ×ÅÔÕ F1 Á²å¶ F2 ÖðÆç çÆ î³× Õðç¶ ÔéÍ ÇÂÔ î³éç¶ Ô¯Â¶ ÇÕ ëðî ç¶ Õ¯ñ R1, R2 Áå¶ R3 çÆ
ÃÆîå îÅåðÅ ÔË, ÇÂ¼Õ îÅâñ ìäÅú, Ü¯ î³× ù êÈðÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ¼Ú¶ îÅñ R1, R2 Á²å¶ R3 çÆ îÅåðÅ
ù ÇéôÇÚå Õð¯Í
Ô¼ñ : ê× A. ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ Çò¼Ú í½ÇåÕ ÃÇæåÆ çÆ êÇÔÚÅä íñÆí»å Ô¹¿çÆ ÔËÍ
ê× B. î³é ñÀ° ÇÕ A ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ÔË, Ü¯ ×ÅÔÕ» F1 Áå¶ F2 çÆ ÷ðÈðå ù ÇéðÈÇêå ÕðçÅ ÔËÍ åç A
çÅ ðÈê ÁÇÜÔÅ Ô¯ò¶×ÅÍ
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1 2 3

1
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P P P
F • • •

A
F • • •

 
=  

 

î³é ñÀ° ÇÕ B ....... ÔË, Ü¯ À°åêÅç P1, P2 Áå¶ P3 çÆ Ôð¶Õ ÇÂÕÅÂÆ ç¶ À°åêÅçé ÇÔ¼å Õ¼Ú¶ îÅñ  R1,
R2 Áå¶ R3, çÆ ñ¯óÆºçÆ îÅåðÅò» ù ÇéðÈÇêå ÕðçÅ ÔËÍ åç B Ô¶á Çç¼å¶ ×Â¶ êÌÕÅð çÅ Ô¯ò¶×Å ;

1 2 3

1

2

3

R R R
• • •P

B P • • •
P • • •

 
 =  
  

ê× C. ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ A Áå¶ B îËÇàzÕÃ» çÅ ×¹äéëñ (Ü¯ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÔË)
ÇéîéÇñÖå îËÇàzÕÃ ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

1 2 3

1

2

R R R
F • • •

AB
F • • •

 
=  

 

ÇÂÃ éÅñ òÅÃåò Çò¼Ú ×ÅÔÕ» F1 Áå¶ F2 çÆÁ» ëðîÅÇÂô» ù êÈðÅ Õðé ÇÔ¼å Õ¼Ú¶ îÅñ R1, R2 Áå¶
R3 çÆÁ» ñ¯óÆºçÆÁ» îÅåðÅò» Ç×ÁÅå Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ
À°çÅÔðä C. À°çÅÔðä B ç¶ îÅâñ çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õð¯, Üç ÇÕ

3 4 0
10 15 6

A= , B 7 9 3
10 20 0

5 12 7

 
   =       

Áå¶ Õ¼Ú¶ îÅñ çÆ À°êñìè îÅåðÅò» R1 çÆÁ» CC@ ÇÂÕÅÂÆÁ»,  R2 çÆÁ» DEE ÇÂÕÅÂÆÁ» Áå¶ R3

çÆÁ» AD@ ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔéÍ

Ô¼ñ : é¯à Õð¯ ÇÕ

3 4 0
10 15 6

AB= 7 9 3
10 20 0

5 12 7

 
   
       

 = 

1 2 3

1

2

R RR
F 165 247 87
F 170 220 60

 
 
 

ÇÂÔ Ãêôà çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ F1 Áå¶ F2 çÆ î³× ù êÈðÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ¼Ú¶ îÅñ R1 çÆÁ» CEE
ÇÂÕÅÂÆÁ»Í R2 çÆÁ»  DFG ÇÂÕÅÂÆÁ» Áå¶ R3 çÆÁ» ADG ÇÂÕÅÂÆÁ» çÆ ÷ðÈðå ÔË Ü¯ ÇÕ Õ¼Ú¶ îÅñ
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çÆÁ» À°êñìè îÅåðÅò» åº̄ òè¶ð¶ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ Çå¿éº̄ À°åêÅç» çÆ Ôð¶Õ ÇÂÕÅÂÆ ç¶ ÇéðîÅä ÇÔ¼å Õ¼Ú¶ îÅñ
çÆÁ» ñ¯óÆºçÆÁ» îÅåðÅò» ÇéôÇÚå Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº Ü» å» Õ¼Ú¶ îÅñ çÆÁ» À°êñìè îÅåðÅò» ù
òèÅÀ°ä çÆ î³× Õð ÃÕç¶ Ô» Ü» ÁÃÆº ×ÅÔÕ» ù À°Ôé» çÆÁ» î³×» ù Ø¼à Õðé çÆ ì¶éåÆ Õð ÃÕç¶ Ô»Í
Çà¼êäÆ :  Ü¶Õð ÁÃÆº À°çÅÔðä C Çò¼Ú A ù A1 éÅñ ìçñ ç¶ÂÆÂ¶, ÇÜ¼æ¶

1

9 12 6
A

10 20 0
 

=  
 

íÅò Ü¶Õð ×ÅÔÕ ñ¯Õ ÁÅêäÆÁ» î³×» ù Ø¼à Õðé ç¶ ñÂÆ î³é Ü»ç¶ Ôé, å»

1

3 4 0
9 12 6

A B 7 9 3
10 20 0

5 12 7

 
   =        

 
141 216 78
170 220 60

 
=  

 

ÇÜ¼æ¶ R1 çÆÁ» 311, R2 çÆÁ» DCF Áå¶ R3 çÆÁ» ACH ÇÂÕÅÂÆÁ» ñ¯óÆºçÆÁ» Ôé Ü¯ ÇÕ Õ¼Ú¶ îÅñ çÆÁ»
À°êñìè îÅåðÅò» ÁðæÅå R1 çÆÁ» CC@, R2 çÆÁ» DEE Áå¶ R3 çÆÁ» AD@ ÇÂÕÅÂÆÁ» å¯º Ø¼à ÔéÍ

AÇà¼êäÆ :  ÁÃÆº  A ù Çëð å¯º ÇÂÃ åð·» êÇðòðÇåå Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÜÃ éÅñ À°êñìè Õ¼Ú¶ îÅñ
çÅ êÈðò ðÈê Çò¼Ú À°êï¯× Ô¯ ÜÅò¶Í

ÇÂÃ åð·» Ü¶Õð ×ÅÔÕ» çÆ î³× ù êÈðÅ Õðé ç¶ ñÂÆ A1 ç¶ ç¹ÁÅðÅ ÖðÆç ÁÅç¶ô Çç¼å¶ Ü»ç¶ Ôé, å»
ëðî ç¯ò¶º ×ÅÔÕ» ç¶ ÖðÆç ÁÅç¶ô ù ÃðñåÅ éÅñ êÈðÅ Õð ÃÕçÅ ÔËÍ

ê¹¼ÛÇ×¼Û : Çç¼å¶ B Áå¶ À°êñìè Õ¼Ú¶ îÅñ çÆÁ» ÇéðèÅÇðå îÅåðÅò» ç¶ ñÂÆ ÕÆ ÁÃÆº, ëðî ç¶
îÅñÕ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ, ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ×ÇäåÕ îÅâñ ìäÅ ÃÕç¶ Ô», ÇÜÃ éÅñ À°Ô ×ÅÔÕ» ù ì¶éåÆ
Õð ÃÕ¶ ÇÕ À°Ô ÁÅêäÆÁ» î³×» ù ÇÂÃ êÌÕÅð êÇðòðÇåå Õð¯ ÇÕ À°êñìè Õ¼ÚÅ îÅñ êÈðä ðÈê Çò¼Ú
À°êï¯× Çò¼Ú ÁÅ ÜÅò¶Í
ÇÂÃ ê¹¼ÛÇ×¼Û çÅ À°µåð ÇéîéÇñÖå À°çÅÔðä Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË :
À°çÅÔðä D. î³é ñÀ° ÇÕ P1, P2, P3 Áå¶ R1, R2, R3 À°Ã¶ åð·» ÔË ÇÜò¶º À°çÅÔðä B Çò¼Ú Çç¼åÅ ÔËÍ
î³é ñÀ° ÇÕ ëðî ç¶ Õ¯ñ R1 çÆÁ» CC@ R2 çÆÁ» DEE Áå¶  R3 çÆÁ» AD@ ÇÂÕÅÂÆÁ» À°êñìè Ôé
Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ Çå¿é¯º À°åêÅç» çÆ Ôð¶Õ ÇÂÕÅÂÆ ç¶ ÇéðîÅä ç¶ ñÂÆ Õ¼Ú¶ îÅñ R1, R2 Áå¶ R3, çÆÁ»
îÅåðÅò» ÇéîéÇñÖå îËÇàzÕÃ åº̄ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË :

1 2 3

1

2

3

R R R
P 3 4 0

B P 7 9 3
P 5 12 7

 
 =  
  

Ôð¶Õ À°åêÅç çÆÁ» ÇÕ¿éÆÁ» ÇÂÕÅÂÆÁ» ìäÅÂÆÁ» Ôé ÇÕ À°êñìè Õ¼Ú¶ îÅñ çÅ À°êï¯× êÈðÅ Ô¯
ÜÅò¶?
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Ô¼ñ : ê× A. ÃÇæåÆ ÃðñåÅ éÅñ êÇÔÚÅä ï¯× ÔËÍ
ê× B.  î³é ñÀ° ÇÕ ëðî P1 çÆÁ»  x ÇÂÕÅÂÆÁ», P2 çÆÁ» y Áå¶ P3çÆÁ» z ÇÂÕÅÂÆÁ» çÅ
À°åêÅçé ÕðçÆ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ À°åêÅç P1 ç¶ ñÂÆ R1 çÆÁ» 3, P2 ç¶ ñÂÆ R1 çÆÁ» G Áå¶ P3 ç¶ ñÂÆ
R1 çÆÁ» E ÇÂÕÅÂÆÁ» çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔË (îËÇàzÕÃ B ò¶Ö¯) Áå¶ R1 çÆÁ» Õ°¼ñ CC@ ÇÂÕÅÂÆÁ»
À°êñìè Ôé, ÇÂÃ åð·» :

3x + 7y + 5z = 330 (Õ¼Ú¶ îÅñ R1 ç¶ ñÂÆ)
ÇÂÃ åð·» 4x + 9y + 12z = 455 (Õ¼Ú¶ îÅñ R2 ç¶ ñÂÆ)
Áå¶ 3y + 7z = 140 (Õ¼Ú¶ îÅñ R3 ç¶ ñÂÆ)
ÇÂÃ (À°êï°Õå) ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù îËÇàzÕÃ ðÈê Çò¼Ú Çéîé êÌÕÅð ÇòÁÕå Õð ÃÕç¶ Ô» :

3 7 5
4 9 12
0 3 7

x
y
z

   
   
   
     

 =
330
455
140

 
 
 
  

ê× C.  ÁÅð¿ÇíÕ ÕåÅð Ã¿ÇÕÇðÁÅ ç¹ÁÅðÅ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

1 0 0
0 1 0
0 0 1

x
y
z

   
   
   
     

 =
20
35
5

 
 
 
  

ÇÂÃ åð·» x = 20, y = 35 Áå¶ z = 5 ÇîñçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ëðî P1 çÆÁ» 20, P2 çÆÁ» CE Áå¶
P3 çÆÁ» E ÇÂÕÅÂÆÁ» À°åê³é Õð ÃÕçÆ ÔËÍ
Çà¼êäÆ:  Õ¯ÂÆ òÆ ç¶Ö ÃÕçÅ ÔË ÇÕ Ü¶Õð ÇéðîÅåÅ ×ÅÔÕ»  F1 Áå¶ F2 çÆÁ» î³×» a (ÇÜò¶º À°çÅÔðä
C Çò¼Ú ÔË) å¶ ÇòÚÅð ÕÆå¶ Çìé» ÔÆ Õ¶òñ À°êñìè Õ¼Ú¶ îÅñ ç¶ Áé°ÃÅð À°åêÅçé Õðé çÅ ëËÃñÅ
ñËºçÅ ÔË, å» À°Ô À°Ôé» çÆÁ» î³×» ù êÈðÅ éÔÆº Õð ÃÕçÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ F1 é¶ P3 çÆÁ» F ÇÂÕÅÂÆÁ»
î³×ÆÁ» Ôé Üç¯º ÇÕ ÇéðîÅåÅ À°ÃçÆÁ» Õ¶òñ E ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔÆ ìäÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä E.  ÇÂ¼Õ çòÅ ÇéðîÅåÅ M1 Áå¶ M2 çòÅÂÆÁ» ç¶ À°åêÅçé çÆ ï¯ÜéÅ ìäÅÀ°ºçÅ ÔËÍ  M1
çÆÁ» B@,@@@ Áå¶ M2 çÆÁ» D@,@@@ ì¯åñ» ç¶ ñÂÆ çòÅÂÆ ìäÅÀ°ä ÇÔ¼å ñ¯óÆºçÅ Õ¼ÚÅ îÅñ
À°êñìè ÔËÍ êð¿å± À°Ôé» Õ¯ñ Õ¶òñ DE,@@@ ì¯åñ» Ôé, ÇÜÃ Çò¼Ú À°Ôé» ç¯ò» Çò¼Ú¯º òÆ çòÅ íð
ÃÕçÅ ÔËÍ M1 çÆÁ» A@@@ ì¯åñ» íðé ç¶ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ îÅñ ÇåÁÅð Õðé Çò¼Ú Çå¿é Ø³à¶ Áå¶ M2
çÆÁ» A@@@ ì¯åñ» íðé ç¶ ñ¯óÆºçÅ îÅñ ÇåÁÅð Õðé Çò¼Ú A Ø³àÅ ñ¼×çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ êÌÇÕÇðÁÅ ç¶
ñÂÆ Õ¶òñ FF Ø³à¶ À°êñìè ÔéÍ M1 çÆ Ôð¶Õ ì¯åñ å¶ H ð¹êÂ¶ Áå¶ M2 çÆ Ôð¶Õ ì¯åñ å¶ G ð¹êÂ¶ çÅ
ñÅí Ô¹¿çÅ ÔËÍ çòÅ ÇéðîÅåÅ îÔ¼åî ñÅí êÌÅêå Õðé ÇÔ¼å ÁÅêäÆ À°åêÅçé ï¯ÜéÅ ÇÕÃ êÌÕÅð
ìäÅÂÆ ÜÅò¶?
ê× A.  Çç¼åÆ êÇðÕñêéÅ ç¶ Áé°ÃÅð, îÔ¼åò ñÅí êÌÅêå Õðé ÇÔ¼å çòÅÂÆÁ» M1 Áå¶ M2 çÆÁ»
ì¯åñ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå ÕðéÅÍ
ê× B.  î³é ñÀ° ÇÕ çòÅ M1  çÆÁ» x Áå¶ çòÅ M2 çÆÁ» y ì¯åñ» ÔéÍ ÇÕÀ°ºÇÕ M1 çÆÁ» ì¯åñ»
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å¶ ñÅí H ð¹êÂ¶ Áå¶ M2 çÆ Ôð¶Õ ì¯åñ å¶ ñÅí G ð¹êÂ¶ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ À°åêÅçé ëñé(objective
function)] ÇÜÃ ù ÁÇèÕåî ÕðéÅ ÔËÍ Ô¶á ÇñÖ¶ ÃîÆÕðé ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Z ≡ Z (x, y) = 8x + 7y
ÇÂÃ À°ç¶ô ëñé çÅ ÇéîéÇñÖå êÌÇåì¿è» ç¶ Áé°ÃÅð ÁÇèÕåî ÕðéÅ ÔË (ðËÇÖÕ êÌ¯×ðÅÇî³× ç¶

ÁÇèÁÅÇÂ AB å¶ ÇèÁÅé ÇçÀ°)Í

20000
40000

45000
3 66000

0, 0

x
y
x y
x y

x y

≤ 
≤ + ≤ 
+ ≤ 

≥ ≥ 

... (1)

ê× C. Çç¼å¶ êÌÇåì¿è (constraints) (1) ç¶ ÁèÆé ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå Ö¶åð OPQRST Áé°Õ±ñåî
Ö¶åð ÔË (ÇÚ¼åð A.2.3) Çì³çÈÁ» O, P, Q, R, S Áå¶ T Õ¯ÇéÁ» ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ´îòÅð : (0, 0),
(20000, 0), (20000, 6000), (10500, 34500), (5000, 40000) Áå¶ (0, 40000) ÔËÍ

ÇÚ¼åð A.2.3
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é¯à Õð¯ ÇÕ :
P (0, 0) å¶ Z  = 0

P (20000, 0) å¶ Z = 8 × 20000 = 160000

Q (20000, 6000) å¶ Z  = 8 × 20000 + 7 × 6000 = 202000

R (10500, 34500) å¶ Z = 8 × 10500 + 7 × 34500 = 325500

S = (5000, 40000) å¶ Z = 8 × 5000 + 7 × 40000   = 320000

T = (0, 40000)  å¶ Z = 7 × 40000 = 280000

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ x = 10500 Áå¶ y = 34500 å¶ îÔ¼åî ñÅí êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË, Ü¯ ÇÕ CBEE@@ ð¹êÂ¶ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» ÇéðîÅåÅ (À°åêÅçÕ) ù 325500 ð¹êÂ¶ çÅ îÔ¼åî ñÅí êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ M1 çÆÁ»
A@E@@ Áå¶ M2 çÆÁ» CDE@@ ì¯åñ» À°åê³é ÕðéÆÁ» ÚÅÔÆçÆÁ» ÔéÍ
À°çÅÔðä F.  î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ Õ¿êéÆ Õ¯ÂÆ éò» À°åêÅç ìäÅÀ°äÅ ÚÅÔ¹¿çÆ ÔË, ÇÜÃ å¶ Õ°¼Þ ñÅ×å
(ÃÇæð Áå¶ Úñ ñÅ×å) ÁÅÀ°ºçÆ ÔË Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ Õ¿êéÆ À°Ã À°åêÅç ù ÇÂ¼Õ ÃÇæð î¹¼ñ å¶ ò¶Úä
çÆ ï¯ÜéÅ ìäÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ñÅí-ÔÅéÆ ç¶ êðÆÖä ÇÔ¼å ÇÂ¼Õ ×ÇäåÕ îÅâñ ìäÅÀ°Í
Ô¼ñ : ê× A.  ÇÂ¼æ¶ ÃÇæåÆ Ãêôà ðÈê Çò¼Ú êÇÔÚÅä ï¯× ÔËÍ
ê× B.  ÃÈåðÆÕðé å¯º ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ ñÅ×å ç¯ êÌÕÅð çÆ Ô¹¿çÆ ÔË, ÃÇæð Áå¶ ÚðÍ ÃÇæð ñÅ×å
À°åêÅç çÆ Ã¿ÇÖÁ» åº̄ Ãòå¿åð Ô¹¿çÆ ÔË (ÇÜò¶º ÇÕðÅÇÂÁÅ, àËÕÃ ÁÅÇç)Í Üç ÇÕ Úñ ñÅ×å À°åêÅç
çÆ Ã¿ÇÖÁÅ òèä éÅñ òèçÆ ÔË (ÇÜò¶º Ãî¼×ðÆ, êËÇÕ¿× ÁÅÇç) ÁÅð¿í Çò¼Ú ÁÃÆº î³é ñËºç¶ Ô» ÇÕ Úñ
ñÅ×å À°åêÅç çÆ Ã¿ÇÖÁÅ çÆ ÇÃ¼èÅ Áé°êÅåÆ ÔËÍ ÇÂÃ éÅñ ÃÅâÅ îÅâñ Ãðñ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ Õ¿êéÆ ù
Õ°¼Þ èé ðÅôÆ ò¶Úä ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË Áå¶ À°Ô (Õ¿êéÆ)ÇÂÔ ÇéôÇÚå ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿çÆ ÔË ÇÕ ÇÂÔ
êÌÅêå èé îÔ¼åî ÔËÍ Ã¹ÇòèÅ ç¶ ñÂÆ, ÁÃÆº ÇÂÔ î³é ñËºç¶ Ô» ÇÕ Ôð¶Õ À°åêÅÇçå ÇÂÕÅÂÆ å°ð¿å ò¶Ú
Çç¼åÆ Ü»çÆ ÔËÍ
×ÇäåÕ îÅâñ
î³é ñÀ° ÇÕ À°åê³é Áå¶ ò¶ÚÆÁ» ×ÂÆÁ» ÇÂÕÅÂÆÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ  x ÔËÍ

C = À°åêÅçé çÆ Õ°¼ñ ñÅ×å ÔË (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú)
I = ò¶Ú î¹¼ñ å¯º êÌÅêå Ô¯ä òÅñÆ Õ°¼ñ ÁÅîçé ÔË (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú)
P = Õ°¼ñ ñÅí ÔË (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú)

ÃÅâÆ I À°êð¯Õå îÅéåÅ (assumption) ç¶ Áé°ÃÅð C  ç¯ íÅ×» å¯º Çîñ Õ¶ ìäçÅ ÔË :
ÃÇæð ñÅ×å = a (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú a),

Úð ñÅ×å = b (ð¹êÂ¶ êÌåÆ ÇÂÕÅÂÆ)
Áå¶ C = a + bx ... (1)
éÅñ ÔÆ Õ°¼ñ ÁÅîçé I ò¶ÇÚÁÅ Ç×ÁÅ î¹¼ñ s (ð¹êÂ¶ êÌåÆ ÇÂÕÅÂÆ) å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔËÍ
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ÇÂÃ åð·» I = sx ... (2)

ñÅí P ÁÅîçé Áå¶ ñÅ×å ç¶ Á³åð ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔË, ÇÂÃ åð·»
P = I – C

= sx – (a + bx)
= (s – b) x – a ... (3)

ÇÂÃ åð·» Ô¹ä ÁÃÆº Úñ ðÅôÆÁ» x, C, I, P, a, b, Áå¶ s ç¶ Çò¼Ú (1)] (2) Áå¶ (3) Çò¼Ú çðÃÅÂ¶
êðÃêð Ã¿ì¿è» çÅ ÇÂ¼Õ ×ÇäåÆ îÅâñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÔé» Úñ ðÅôÆÁ» çÅ òð×ÆÕðä ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË :
Ãòå¿åð x

ÁÅôÇðå (Çéðíð) C, I, P

êËðÅîÆàð a, b, s

À°åêÅçÕ ù x, a, b, s, çÆ ÜÅäÕÅðÆ ÔË Áå¶ À°Ô P êåÅ Õð ÃÕçÅ ÔËÍ
ê× C.  Ã¿ì¿è (3) ç¹ÁÅðÅ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ Ãî ÇòÛ¶çé  Çì¿çÈ  (éÅ Õ¯ÂÆ ñÅí Áå¶ éÅ Õ¯ÂÆ ÔÅéÆ)

ç¶ ñÂÆ P = 0, ÁðæÅå, 
ax

s b
=

−
 ÇÂÕÅÂÆÁ»Í

ê× D Áå¶ E Ãî ÇòÛ¶çé Çì³çÈ ç¶ ÇòÚÅð éÅñ ÁÃÆº éåÆÜÅ Õ¼ã ÃÕç¶ Ô» ÇÕ Ü¶Õð Õ¿êéÆ Õ°Þ

ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔÆ À°åêÅÇçå ÕðçÆ ÔË ÁðæÅå ax
s b

=
−

ÇÂÕÅÂÆÁ» å¯º Ø¼à Ô¯ò¶ å» À°Ã ù ÔÅéÆ Ô¯ò¶×Æ

Áå¶ Ü¶Õð À°Ô òè¶ð¶ ÇÂÕÅÂÆÁ» À°åêÅÇçå ÕðçÆ ÔË ÁðæÅå 
a

s b−
ÇÂÕÅÂÆÁ» å¯º òè¶ð¶ ÇÂÕÅÂÆÁ»

éÅñ À°Ã ù ñÅí Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ Ü¶Õð Ãî ÇòÛ¶çé Çì³çÈ ÁòÅÃåÇòÕ ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔË, åç Õ¯ÂÆ
Ô¯ð îÅâñ À°êï°Õå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË Ü» èé êÌòÅÔ éÅñ Ã¿ì¿Çèå èÅðéÅò» Çò¼Ú êÇðòðåé ÕÆåÅ ÜÅ
ÃÕçÅ ÔËÍ
Çà¼êäÆ : Ã¿ì¿è (3) å¯º ÃÅù ÇÂÔ òÆ ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

Pd
d x

 = s – b

íÅò x ç¶ ÃÅê¶Ö P ç¶ êÇðòðåé çÆ çð, ðÅôÆ s – b å¶ Çéðíð ÕðçÆ ÔË Ü¯ ÇÕ À°åêÅç ç¶ ò¶Ú î¹¼ñ Áå¶
À°Ã çÆ Úñ ñÅ×å ç¶ Á³åð ç¶ ìðÅìð ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ñÅí êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂÃ ðÅôÆ ù èéÅåîÕ
Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË Áå¶ òÅèÈ îÅåðÅ Çò¼Ú ñÅí êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ ÃÅù ìÔ¹å ÁÇèÕ îÅåðÅ À°åê³é ÕðéÆ
ÚÅÔÆçÆ ÔË, ÇÂÃ ç¶ éÅñ Úñ ñÅ×å ù Ø¼à Õðé çÅ ïåé òÆ ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ
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À°çÔÅðä G.  î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ àËºÕ Çò¼Ú A@@@ ñÆàð ÖÅðÅ Üñ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú êÌåÆ ñÆàð 250 g ÖÅðÅ
ÔËÍ  200 g/L ÖÅðÅ òÅñÅ ÖÅðÅ Üñ, 25 L/min  çÆ çð éÅñ àËºÕ Çò¼Ú ÁÅ ÇðÔÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ åð·» êÌÅêå
Çîôðä ÃîÅé çð éÅñ àËºÕ å¯º ìÅÔð ÇéÕñ ÇðÔÅ ÔËÍ ÇÕÃ¶ Ãî¶º  t å¶ àËºÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ ÕÆ ÔË?
Ô¼ñ : ê× A ÇÂ¼æ¶ ÃÇæåÆ ÃðñåÅ ç¶ éÅñ êÇÔÚÅéä ç¶ ï¯× ÔËÍ
ê× B. î³é ñÀ° ÇÕ  y = y (t) ç¹ÁÅðÅ Á³åð êÌòÅÔ, ìÅÔð êÌòÅÔ ÁÅð¿í Ô¯ä ç¶ ìÅÁç, ÇÕÃ¶ Ãî¶º t
(Çî³à Çò¼Ú) å¶, àËºÕ Çò¼Ú À°êÃÇæå ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ (ÇÕñ¯×ðÅî Çò¼Ú) ÃÈÇÚå (êÌ×à) Ô¹¿çÆ ÔËÍ Üç¯º
t = 0, ÁðæÅå Á³åð êÌòÅÔ Áå¶ ìÅÔð êÌòÅÔ ô¹ðÈ Ô¯ä å¯º êÇÔñ» y = 250 g × 1000 = 250 kg
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ y Çò¼Ú êÇðòðåé, Çîôðä Çò¼Ú Á³åð êÌòÅÔ, ìÅÔð êÌòÅÔ ç¶ ÕÅðä Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä àËºÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ Üñ çÅ Á³åð êÌòÅÔ 5 kg/min (ÇÕÀ°ºÇÕ 25 × 200 g  = 5 kg) çÆ çð éÅñ

ÖÅðÅ ÇñÁÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÖÅð¶ Üñ çÅ ìÅÔð êÌòÅÔ Áå¶ Á³åð êÌòÅÔ 25 kg/min
1000 40

y y  =  

(ÇÕÀ°ºÇÕ t Ãî¶º å¶ àËºÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ 1000
y

 kg ÔËÍ)

ÇÂÃ åð·» t ç¶ ÃÅê¶Ö àËºÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ Çò¼Ú êÇðòðåé çÆ çð ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä åº̄ êÌÅêå
Ô¹¿çÆ ÔË :

dy
dt  = 5

40
y

− (ÇÕÀ°º?)

Ü»
1
40

dy y
dt

+  = 5 ... (1)

ÇÂÔ éåÆÜÅ Çç¼åÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ÇÂ¼Õ ×ÇäåÕ îÅâñ Çç³çÅ ÔËÍ
ê× C. éåÆÜÅ /êÇðäÅî (1) ÇÂ¼Õ ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä ÔË, ÇÜÃ ù ÁÃÅéÆ éÅñ Ãðñ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ
ÔËÍ ÃîÆÕðä (1) çÅ Ô¼ñ Ô¶á Çç¼åÅ ÔË :

40
t

y e  = 40200 C
t

e +   Ü»   y (t) = 200 + C 40
t

e
−

... (2)
ÇÜ¼æ¶ C ÇÂ³àð×ð¶ôé/Áé°Õ±ñé ÁÚ¼ñ ÔË
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Çç¼åÅ ÔË ÇÕ Üç¯º  t = 0, y = 250. ÇÂÃ åð·» 250 = 200 + C
Ü» C = 50
åç ÃîÆÕðä  (2) ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÇðòðÇåå Ô¯ Ü»çÅ ÔË

y = 200 + 50 40
t

e
−

... (3)

Ü»
200

50
y −

 = 40
t

e
−
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Ü» 40
t

e  =
50
200y −

ÇÂÃ åð·» t =
50

40log
200y

 
 − 

... (4)

ÇÂÃ åð·» ÃîÆÕðä (4) À°Ô Ãî» t Çç³çÅ ÔË Üç¯º àËºÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ y kg ÔËÍ

Úðä D. ÃîÆÕðä (3) å¯º ÁÃÆº éåÆÜÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ Ôî¶ôÅ y > 200 ÇÕÀ°ºÇÕ 40
t

e
−  çÅ î¹¼ñ Ôî¶ô»

èéÅåîÕ ðÇÔ³çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» àËÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ çÆ ÇéÀ±éåî îÅåðÅ ñ×í× B@@ kg (êð¿å± áÆÕ áÆÕ 200 kg éÔÆºa) Ô¯
ÃÕçÆ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ ÃîÆÕðä  (4) åº̄ ÁÃÆº éåÆÜÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ  t > 0 Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð
0 < y – 200 < 50 ÁðæÅå Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð 200 < y < 250 ÁèÆé àËºÕ ç¶ ÖÅð¶ Üñ ç¶ Á³åð
êÌòÅÔ Áå¶ ìÅÔð êÌòÅÔ ç¶ ô¹ðÈ Ô¯ä ç¶ ìÅÁç ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ B@@ kg Áå¶ BE@ kg ç¶ î¼è Çò¼Ú ÔËÍ

×ÇäåÕ Çéçðôé çÆÁ» ÃÆîÅò» (Limitations)
Ô¹ä å¼Õ Áé¶Õ ×ÇäåÆ îÅâñ ÇòÕÇÃå ÕÆå¶ ×Â¶ Ôé Áå¶ À°Ôé» çÆ òðåº̄ (application) ìÔ¹å

êÇðÃÇæåÆÁ» ù ×¿íÆðåÅ éÅñ ÃîÞä Çò¼Ú ÃëñåÅêÈðòÕ ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÕÅ ÔËÍ Õ°¼Þ Çòô¶ ÇÜò¶º ×ÇäåÆ,
í½ÇåÕÆ, ×ÇäåÆ Áðæ ôÅÃåð, Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÇòÇ×ÁÅé (operations research)] ÜÆò ×Çäå (Bio-
mathematics) ÁÅÇç, ×ÇäåÕ Çéçðôé ç¶ (ñ×í×) ÃîÅéÁðæÆ ÔËÍ

êð¿å± Á¼Ü òÆ ÕÂÆ êÇðÃÇæåÆÁ» ÁÇÜÔÆÁ» Ôé ÇÜÔé» ç¶ îÅâñ ÁÜ¶ ìäé¶ ÔéÍ ÇÜÃ ç¶ Çê¼Û¶ ÕÅðä
ÇÂÔ ÔË ÇÕ Ü» å» À°Ô êÇðÃÇæåÆÁ» ìÔ¹å ÜÇàñ Ôé Ü» ÇòÕÇÃå îÅâñ ×Çäå Áé°ÃÅð ê¶ÚÆçÅ ÔéÍ

ôÕåÆôÅñÆ Õ¿ÇêÀ±àð» Áå¶ Ã¹êð Õ¿ÇêÀ±àð»  (Super Computers) ç¶ ÇòÕÅÃ é¶ êÇðÃÇæåÆÁ»
ù ÇÂ¼Õ ìÔ¹å ò¼âÆ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ñÂÆ, ×Çäå Áé°ÃÅð îÅâñ ìäÅÀ°ä Çò¼Ú ÃÅù ï¯× ìäÅ Çç¼åÅ ÔËÍ

å¶÷ (fast) Áå¶ À°µéå Õ¿ÇêÀ±àð» ç¶ ÕÅðä ÇÂÔ Ã¿íò Ô¯ ÃÇÕÁÅ ÔË ÇÕ ÁÃÆº òè¶ð¶ ïæÅðæ
îÅâñ» çÆ ðÚéÅ Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÜÔé» ç¶ ç¹ÁÅðÅ êÌ¶Öä ç¶ éÅñ ò¼è ÃÇÔîåÆ êÌÅêå ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ

ÇÂÃ ç¶ éÅñ ÃÅâ¶ Õ¯ñ, ÇÕÃ¶ ×ÇäåÕ îÅâñ Çò¼Ú ï°Õå ÇòÇí¿é Úñ» çÆ Ú¯ä Áå¶ ÇÂÔé» Úñ» ç¶
îÈñÁ³Õä ÇÔ¼å òè¶ð¶ îÅð×çðôé ÇÃè»å éÔÆº ÔéÍ òÅÃåò Çò¼Ú ÁÃÆº ê³Ü é» Û¶ Úñ» çÆ Ú¯ä ÕðÕ¶
ÇÕÃ¶ òÆ Á³Õó¶ ç¶ ñÂÆ ìÔ¹å Ô¼ç å¼Õ ÇòÁðæ  (accurate) îÅâñ» çÅ ÇéðîÅä Õð ÃÕç¶ ÔËÍ ÇÂÔé»
ç¶ áÆÕ áÆÕ î¹¦Õä ÇÔ¼å ÃÅù Úñ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ Ø¼à å¯º Ø¼à ð¼ÖäÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ

ò¼âÆ ÜÇàñ êÇðÃÇæåÆÁ» ç¶ ×ÇäåÕ Çéçðôé çÆ ÁÅêäÆ Çòô¶ô Ãî¼ÇÃÁÅ Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð
çÆÁ» êÇðÃÇæåÆÁ» ÁÅî å½ð å¶ òÅåÅòðä (environment)] Ãî¹¿çð ÇòÇ×ÁÅé (oceanography)]
Ü¿é Ã¿ÇÖÁÅ Çéï¿åðä (population control) ÁÅÇç ç¶ ñ¯Õ Çéçðô» (world models) ç¶¶
ÁÇèÁËé Çò¼Ú ÁÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÇÃ¼ÇÖÁÅ çÆÁ» ÃÅðÆÁ» ÃÅÖÅò» ×Çäå, Õ¿ÇêÀ±àð ÇòÇ×ÁÅé, í½ÇåÕÆ,
ÇÂ³ÜÆéÆÁÇð³×, ÃîÅÜ ôÅÃåð ÁÅÇç å¶ ×ÇäåÆ Çéçðôé, ÇÂÃ Ú¹ä½åÆ çÅ ÃÅÔîäÅ ÃÅÔÃêÈðòÕ Õð
ðÔ¶ ÔéÍ

—v—
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ÁÇíÁÅÃ A.A
1. (i) Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÕðîÕ

(ii) Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÕðîÕ
(iii) Çé¼ÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ êð¿å± ÃîÇîåÂÆ éÔÆº
(iv) Çé¼ÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ
(v) (a) Çé¼ÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ

(b) Çé¼ÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ
(c) Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ å» ÃÕðîÕ
(d) Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº êð¿å± ÃÕðîÕ
(e) Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÕðîÕ

3. Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ  ÃÕðîÕ
5. Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ  ÃÕðîÕ
9. (i) {1, 5, 9},  (ii) {1} 12. T1 Áå¶  T3 ÁÅêÃ Çò¼Ú Ã¿ì¿Çèå ÔéÍ

13. ÃÅðÆÁ» Çåzí¹Ü» çÅ Çé¼ÜòÅÚÕ 14. ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò»  y = 2x + c, c ∈ R çÅ  Çé¼ÜòÅÚÕ
15. B 16. C

ÁÇíÁÅÃ A.B
1. éÔÆº
2. (i) ÇÂ³ÜËÕÇàò êÌ¿å± ÃðÜËÕÇàò éÔÆº (ii) éÅ å» ÇÂ³ÜËÕÇàò Áå¶ éÅ ÔÆ ÃðÜËÕÇàò

(iii) éÅ å» ÇÂ³ÜËÕÇàò Áå¶ éÅ ÔÆ ÃðÜËÕÇàò(iv) ÇÂ³ÜËÕÇàò êÌ¿å± ÃðÜËÕÇàò éÔÆº
(v) ÇÂ³ÜËÕÇàò êÌ¿å± ÃðÜËÕÇàò éÔÆº

7. (i) ÇÂ³ÜËÕÇàò Áå¶ ÃðÜËÕÇàò (ii) éÅ å» ÇÂ³ÜËÕÇàò Áå¶ éÅ ÔÆ ÃðÜËÕÇàò
9. éÔÆº 10. Ô» 11. D 12. A

ÁÇíÁÅÃ A.C
1. gof  = {(1, 3), (3,1), (4,3)}
3. (i) (gof ) (x) = |5 |x |– 2|, (fog) (x) = |5x – 2 |

(ii) (go f ) (x) = 2x, (f o g) (x) = 8x

À°µåðîÅñÅ
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4.  f  çÅ À°ñà Ö¹ç  f  ÔÆ ÔË
5. (i) éÔÆº, ÇÕÀ°ºÇÕ f  ÇÂ¼Õ ìÔ¹-ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ (ii) éÔÆº ÇÕÀ°ºÇÕ g ÇÂ¼Õ ìÔ¹¹-ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ

(iii) Ô», ÇÕÀ°ºÇÕ h ÇÂ¼Õ, ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé ÔËÍ
6. f –1,  f –1 (y) = 

2
1

y
y− , y ≠ 1 ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ ÔË  7. f –1 , f –1 (y) = 

3
4

y −
ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ ÔËÍ

11. f –1,  f –1 (a) = 1, f –1 (b) = 2 Áå¶  f –1 (c) = 3 ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ ÔËÍ
13. (C) 14. (B)

ÁÇíÁÅÃ A.D
1. (i) éÔÆº (ii) Ô» (iii) Ô» (iv) Ô» (v) Ô»
2. (i) ∗ ç¯-ÁèÅðÆ ÔË êð¿å± éÅ å» ́ î òà»çðÅ Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÇÔÚð ÔËÍ

(ii) ∗ ç¯-ÁèÅðÆ Áå¶  ´î òà»çðÅ ÔË êð¿å± ÃÇÔÚð éÔÆºÍ
(iii) ∗ ç¯-ÁèÅðÆ ´î òà»çðÅ Áå¶ ÃÇÔÚð ÔéÍ
(iv) ∗ ç¯-ÁèÅðÆ Áå¶ ́ î òà»çðÅ ÔË êð¿å± ÃÇÔÚð éÔÆºÍ
(v) ∗ ç¯-ÁèÅðÆ ÔË êð¿å± éÅ å» ́ î òà»çðÅ Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÇÔÚðÍ
(vi) ∗ éÅ å» ç¯-ÁèÅðÆ ́ î òà»çðÅ Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÇÔÚðÍ

   3. Λ 1 2 3 4 5
1 1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 2

3 1 2 3 3 3

4 1 2 3 4 4

5 1 2 3 4 5

4. (i) (2 * 3) * 4 = 1 Áå¶ 2 * (3 * 4) = 1 (ii)  Ô» (iii) 1
5. Ô»
6. (i) 5 * 7 = 35, 20 * 16 = 80 (ii)   Ô» (iii) Ô» (iv) 1     (v) 1
7. éÔÆº 8. ∗ ´î òà»çðÅ Áå¶ ÃÇÔÚð ç¯ò¶º Ôé,  ∗ ç¶ ÃÅê¶Ö; N Çò¼Ú Õ¯ÂÆ ååÃîÕ å¼å éÔÆº ÔËÍ
9.   (ii) , (iv), (v) ´î òà»çðÅ ÔËÍ (v) ÃÇÔÚð ÔËÍ 10.   (V)

11. ååÃîÕ å¼å çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ
12. (i)  Ã¼Ú (ii) ÞÈá 13. B
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ÁÇèÁÅÇÂ A Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1.
7( )

10
yg y −

= 2. f  çÅ À°ñà Ö¹ç f  ÔËÍ

3. x4 – 6x3 + 10x2 – 3x 8. éÔÆº 10. n!
11. (i) F–1 = {(3, a), (2, b), (1, c)}, (ii) F–1 çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ 12. éÔÆº
15. Ô» 16. A 17. B 18. éÔÆº
19. B

ÁÇíÁÅÃ B.A

1.
6

−π
2. 6

π
3. 6

π
4.

3
−π

5.
2
3
π

6. 4
π

− 7. 6
π

8. 6
π

9.
3
4
π

10. 4
−π

11.
3
4
π

12.
2
3
π

13. B 14. B

ÁÇíÁÅÃ B.B

5. 11 tan
2

x− 6. 2
π

– sec–1 x 7. 2
x

8.
4

xπ
−

9. 1sin x
a

− 10. 13 tan x
a

− 11. 4
π

12. 0

13. 1
x y

xy
+

− 14.
1
5

15.
1
2

± 16.
3
π

17.
4

−π
18.

17
6

19. B 20. D

21. B

ÁÇèÁÅÇÂ B Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. 6
π

2.
6
π

13.
4

x π
= 14.

1
3

x =

15. D 16. C 17. C
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ÁÇíÁÅÃ C.A

1. (i) 3 × 4 (ii) 12 (iii) 19, 35, – 5, 12, 
5
2

2. 1 × 24, 2 × 12, 3 × 8, 4 × 6, 6 × 4, 8 × 3, 12 × 2, 24 × 1; 1 × 13, 13 × 1
3. 1 × 18, 2 × 9, 3 × 6, 6 × 3, 9 × 2, 18 × 1; 1 × 5, 5 × 1

4. (i)

92
2

9 8
2

 
 
 
 
  

(ii)
11
2

2 1

 
 
 
 

(iii)
9 25
2 2
8 18

 
 
 
 

5. (i)

1 11 0
2 2

5 32 1
2 2

7 54 3
2 2

 
 
 
 
 
 
 
  

(ii)
1 0 1 2
3 2 1 0
5 4 3 2

− − 
 
 
  

6. (i) x = 1, y = 4, z = 3
(ii) x = 4, y = 2, z = 0   or   x = 2,    y = 4,  z = 0
(iii) x = 2, y = 4, z = 3

7. a = 1, b = 2, c = 3, d = 4
8. C 9. B 10. D

ÁÇíÁÅÃ C.B

1. (i)
3 7

A + B =
1 7

 
 
 

(ii)
1 1

A B =
5 3

 
−  − 

(iii)
8 7

3A C =
6 2

 
−  

 
(iv)

6 26
A B =

1 19
− 

 − 
(v) 11 10

BA =
11 2

 
 
 

2. (i) 2 2
0 2
a b

a
 
 
 

(ii)
2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

a b b c

a c a b

 + +
 

− −  

(iii)
11 11 0
16 5 21
5 10 9

 
 
 
  

(iv)
1 1
1 1
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3. (i)
2 2

2 2

0

0

a b

a b

 +
 

+  
(ii)

2 3 4
4 6 8
6 9 12

 
 
 
  

(iii)
3 4 1

8 13 9
− − 

 
 

(iv)
14 0 42
18 1 56
22 2 70

 
 − 
 − 

(v)
1 2 3
1 4 5
2 2 0

 
 
 
 − 

(vi)
14 6
4 5

− 
 
 

4.
4 1 1 1 2 0

A + B = 9 2 7 , B C = 4 1 3
3 1 4 1 2 0

− − −   
   − −   
   −   

5.
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 
 
  

6.
1 0
0 1

 
 
 

7. (i)
5 0 2 0,X Y
1 4 1 1

   
= =   

   
(ii)

2 12 2 13
5 5 5 5,X Y
11 143 2
5 5

−   
   

= =   
−   −      

8.
1 1

X
2 1

− − 
=  − − 

9. x = 3, y = 3 10. x = 3, y = 6, z = 9, t = 6

11. x = 3, y = – 4 12. x = 2, y = 4, w = 3, z = 1

15.
1 1 3
1 1 10
5 4 4

− − 
 − − − 
 − 

17. k = 1

19. (a) Rs 15000, Rs 15000 (b) Rs 5000,   Rs 25000
20. Rs 20160 21. A 22. B

ÁÇíÁÅÃ C.C

1. (i)
15 1
2

 −  
(ii)

1 2
1 3

 
 − 

(iii)
1 3 2

5 5 3
6 6 1

 −
 
 
 − 
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4.
4 5

1 6
− 

 
 

9.
0 0 0 0
0 0 0 , 0
0 0 0 0

a b
a c
b c

   
   −   
   − −   

10. (i)
3 3 0 2

A
3 1 2 0

   
= +   − −   

(ii)
6 2 2 0 0 0

A 2 3 1 0 0 0
2 1 3 0 0 0

−   
   = − − +   
   −   

(iii)

1 5 5 3
3 0

2 2 2 2
1 5A 2 2 0 3
2 2
5 3

2 2 3 0
2 2

−   
   
   

−   = − − +   
   − −   − −
      

(iv)
1 2 0 3

A
2 2 3 0

   
= +   −   

11. A 12. B

ÁÇíÁÅÃ C.D

1.

3 1
5 5
2 1

5 5

 
 
 

− 
  

2.
1 1
1 2

− 
 − 

3.
7 3
2 1

− 
 − 

4.
7 3

5 2
− 

 − 
5.

4 1
7 2

− 
 − 

6.
3 5
1 2

− 
 − 

7.
2 1
5 3

− 
 − 

8.
4 5
3 4

− 
 − 

9.
7 10
2 3

− 
 − 

10.

11
2
32
2

 
 
 
 
  

11.
1 3
1 1

2

− 
 − 
 

12. À°ñà´î çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ



×Çäå292

13.
2 3
1 2

 
 
 

14. À°ñà´î çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ

15.

2 30
5 5
1 1 0

5 5
2 1 2
5 5 5

− 
 
 

− 
 
 − 
  

16.

2 31
5 5

2 4 11
5 25 25
3 1 9

5 25 25

− − 
 
 

− 
 
 − 
  

17.
3 1 1
15 6 5
5 2 2

− 
 − − 
 − 

18. D
ÁÇèÁÅÇÂ C Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

6.
1 1 1, ,
2 6 3

x y z= ± = ± = ±

7. x = – 1 9. 4 3x= ±

10. (a) ì÷Åð -I Çò¼Ú Õ°¼ñ ÁÅîçé = Rs 46000

ì÷Åð-II Çò¼Ú Õ°¼ñ ÁÅîçé = Rs 53000
(b) Rs 15000,  Rs 17000

11. 1 2
X

2 0
− 

=  
 

13. C 14. B 15. C

ÁÇíÁÅÃ D.A
1. (i) 18 2. (i)  1,   (ii)   x3 – x2 + 2

5. (i) – 12,   (ii)   46,   (iii)   0,   (iv)   5 6. 0

7. (i) 3x= ± ,   (ii)  x = 2 8. (B)

ÁÇíÁÅÃ D.B
15. C 16. C

ÁÇíÁÅÃ D.C

1. (i)
15
2

,    (ii)   
47
2 ,  (iii)   15

3. (i)   0, 8,  (ii)   0, 8 4. (i)  y = 2x,  (ii)  x – 3y = 0 5.  (D)
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ÁÇíÁÅÃ D.D
1. (i) M11 = 3, M12 = 0,   M21 = – 4, M22 = 2, A11 = 3, A12 = 0, A21 = 4, A22 = 2

(ii) M11 = d, M12 = b,  M21 = c,    M22 = a

 A11 = d,  A12= – b, A21 = – c,  A22 = a

2. (i) M11= 1, M12= 0, M13 = 0,  M21 = 0, M22 = 1, M23 = 0, M31 = 0, M32 = 0, M33 = 1,

 A11= 1, A12= 0,   A13= 0, A21= 0, A22= 1, A23= 0,   A31= 0,   A32= 0,    A33= 1

(ii)  M11= 11, M12= 6,   M13= 3,  M21= –4, M22= 2, M23= 1,   M31= –20, M32= –13, M33= 5

        A11=11,   A12= – 6, A13= 3,  A21= 4,  A22= 2,  A23= –1, A31= –20, A32= 13, A33= 5

3. 7 4. (x – y) (y – z) (z – x) 5.  (D)

ÁÇíÁÅÃ D.E

1.
4 2
3 1

− 
 − 

2.
3 1 11
12 5 1
6 2 5

− 
 − − 
  

5.
3 21
4 214

 
 − 

6.
2 51
3 113

− 
 − 

7.
10 10 2

1 0 5 4
10

0 0 2

− 
 − 
  

8.

3 0 0
1 3 1 0

3
9 2 3

− 
−  − 

 − − 

9.
1 5 3

1 4 23 12
3

1 11 6

− 
−  − 

 − − 

10.

2 0 1
9 2 3
6 1 2

− 
 − 
 − 

11.

1 0 0
0 cos sin
0 sin – cos

 
 α α 
 α α 

13.
2 11
1 37

− 
 
 

14. a = – 4, b = 1 15. 1
3 4 5

1A 9 1 4
11

5 3 1

−

− 
 = − − 
 − − 

16.

3 1 1
1 1 3 1
4

1 1 3

− 
 
 
 − 

17. B 18. B
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ÁÇíÁÅÃ D.F
1. Ã¿×å 2. Ã¿×å 3. ÁÃ¿×å
4. Ã¿×å 5. ÁÃ¿×å 6. Ã¿×å

7. x = 2, y = – 3 8.
5

11
x −

= , 
12
11

y = 9.
6 19,

11 11
x y− −

= =

10. x = –1, y = 4 11. x = 1, 
1
2

y = , 
3

2
z −

=

12. x = 2, y = –1, z = 1 13. x = 1, y = 2, z = –1
14. x = 2, y = 1, z = 3

15.

0 1 2
2 9 23
1 5 13

− 
 − − 
 − − 

, x = 1, y = 2, z = 3

16. ÇêÁÅ÷ çÅ î¹¼ñ êÌÇå  kg = Rs 5
ÕäÕ çÅ î¹¼ñ êÌÇå  kg = Rs 8
Ú½ñ çÅ î¹¼ñ êÌÇå  kg = Rs 8

ÁÇèÁÅÇÂ D Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

3. 1 5.
3
ax −

= 7.

9 3 5
2 1 0
1 0 2

− 
 − 
  

9. – 2(x3 + y3) 10. xy 16. x = 2, y = 3, z = 5
17. A 18. A 19. D

ÁÇíÁÅÃ E.A
2. f , x = 3 Óå¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
3. (a), (b), (c) Áå¶  (d) ÃÅð¶ ñ×ÅåÅð ëñé ÔéÍ
5. f , x = 0 Áå¶ x = 2 Óå¶ ñ×ÅåÅð Ôé, êÌ¿å± x = 1 Óå¶ ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔË
6. x = 2 Óå¶ à¹¼àò» ÔË 7. x = 3 Óå¶ à¹¼àò» ÔË
8. x = 0 Óå¶ à¹¼àò» ÔË 9. Õ¯ÂÆ à¯à Çì³çÈ éÔÆº ÔË

10. Õ¯ÂÆ à¯à Çì³çÈ éÔÆº ÔË 11. Õ¯ÂÆ à¯à Çì³çÈ éÔÆº ÔË
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12. x = 1 Óå¶ f  ñ×ÅåÅð ÔË 13. x = 1 Óå¶ f  ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔËÍ
14. x = 1 Áå¶  x = 3 Óå¶ f  ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔËÍ
15. Õ¶òñ x = 1 à¯à Çì³çÈ ÔËÍ

16. ñ×ÅåÅð 17.
2
3

a b= +

18. λ ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ f , x = 0 Óå¶ ñ×ÅåÅð ÔË êð¿å± f , λ ç¶ Ôð¶Õ î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ
x = 1 Óå¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

20. x = π Óå¶ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ 21. (a), (b) Áå¶ (c) ÃÅð¶ ñ×ÅåÅð ëñé ÔéÍ
22. Ôð¶Õ  x ∈ R ç¶ ñÂÆ cosine ëñé ñ×ÅåÅð ÔË cosecant ëñé x = nπ, n ∈ Z ç¶ ÇÂñÅòÅ

ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» å¶ ñ×ÅåÅð ÔË secant ëñé x = (2 1)
2

n π
+ , n ∈ Z ç¶ ÇÂñÅòÅ ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» Óå¶

ñ×ÅåÅð ÔË cotangent ëñé, x = nπ, n ∈ Z ç¶ ÇÂñÅòÅ ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» Óå¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
23. Õ¯ÂÆ à¯à Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ
24. Ô», Ôð¶Õ x ∈ R ç¶ ñÂÆ f ñ×ÅåÅð ÔËÍ 25. Ôð¶Õx ∈ R ç¶ ñÂÆ  f ñ×ÅåÅð ÔËÍ

26. k = 6 27.
3
4

k = 28.
2k −

=
π

29.
9
5

k = 30. a = 2, b = 1 34. Õ¯ÂÆ à¯à Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ
ÁÇíÁÅÃ E.B

1. 2x cos (x2 + 5) 2. – cos x sin(sin x) 3. a cos (ax + b)

4.
2sec(tan ).tan (tan ).sec

2
x x x

x

5. a cos (ax + b) sec (cx + d) + c sin(ax + b) tan(cx + d) sec (cx + d)
6. 10x4 sinx5 cosx5 cosx3 – 3x2 sinx3 sin2 x5

7. 2 2

2 2

sin sin 2

x

x x

−
8.

sin
2

x
x

−

ÁÇíÁÅÃ E.C

1. cos 2
3
x − 2.

2
cos 3y − 3.

2 sin
a

by y
−

+
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4.
2sec
2 1
x y

x y
−

+ −
5.

(2 )
( 2 )

x y
x y

+
−

+ 6.
2 2

2 2
(3 2 )
( 2 3 )

x xy y
x xy y

+ +
−

+ +

7.
sin

sin 2 sin
y xy
y x xy− 8.

sin 2
sin 2

x
y

9. 2
2

1 x+
10. 2

3
1 x+

11. 2
2

1 x+
12. 2

2
1 x

−
+

13. 2
2

1 x
−
+

14. 2

2

1 x−

15. 2

2

1 x
−

−

ÁÇíÁÅÃ E.D

1. 2
(sin cos )

sin

xe x x
x

− , x ≠ nπ, n ∈ Z 2.
sin 1

2
, ( 1,1)

1

e x x
x

−

∈ −
−

3.
323 xx e 4.

1 –

2
cos (tan )

1

x x

x
e e

e

− −

−−
+

5. – ex tan ex, (2 1) ,
2

xe n nπ
≠ + ∈N 6.

2 3 4 52 3 42 3 4 5
xx e x x xe x x e x e x e+ + + +

7.
4

x

x

e

xe
, x > 0 8.

1
logx x , x > 1

9. 2
( sin log cos ) , 0

(log )
x x x x x

x x
⋅ +

− > 10.
1 sin (log ),x xe x e
x

 − + +  
x > 0

ÁÇíÁÅÃ E.E
1. – cos x cos 2x cos 3x [tan x + 2 tan 2x + 3 tan 3x]

2.
1 ( 1)( 2) 1 1 1 1 1
2 ( 3)( 4)( 5) 1 2 3 4 5

x x
x x x x x x x x

 − −
+ − − − − − − − − − − − 

3.
cos cos(log ) sin log (log )

log
x xx x x

x x
 

− 
 

4. xx (1 + log x) – 2sin x cos x log 2
5. (x + 3) (x + 4)2 (x + 5)3 (9x2 + 70x + 133)
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6.
12 1

2 2
1 1 1 1 loglog( )

1

x
xx x xx x x

x xx x
+ − + −   + + + +    +    

7. (log x)x-1 [1 + log x . log (log x)] + 2x logx–1 . logx

8. (sin x)x (x cot x + log sin x) + 
2

1 1
2 x x−

9. x sinx sin cos logx x x
x

 +  
+ (sin x)cos x [cos x cot x – sin x log sin x]

10. x x cosx [cos x . (1 + log x) – x sin x log x] – 2 2
4

( 1)
x

x −

11. (x cos x)x [1 – x tan x + log (x cos x)] + (x sin x) 
1

2
cot 1 log( sin )x x x x x

x
+ − 

  

12.
1

1
log

log

y x

y x
yx y y
x x xy

−

−

+
−

+
13. 

log
log

y y x y
x x y x

 −
 − 

14.
tan logcos
tan logcos

y x y
x y x

+
+

15. 
( 1)
( 1)

y x
x y

−
+

16. (1 + x) (1 + x2) (1 +x4) (1 + x8) 
3 7

2 4 8
1 2 4 8

1 1 1 1
x x x

x x x x
 

+ + + + + + + 
;  f ′(1) = 120

17. 5x4 – 20x3 + 45x2 – 52x + 11

ÁÇíÁÅÃ E.F

1. t2 2.
b
a 3. – 4 sin t 4. 2

1
t

−

5.
cos 2cos2
2sin 2 sin

θ− θ
θ − θ 6. cot

2
θ

− 7. – cot 3t 8. tan t

9. cosecb
a

θ 10. tan θ

ÁÇíÁÅÃ E.G
1. 2 2. 380 x18 3. – x cos x – 2 sin x

4. 2
1
x

− 5. x(5 + 6 log x) 6. 2ex (5 cos 5x – 12 sin 5x)
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7. 9 e6x (3 cos 3x – 4 sin 3x) 8. 2 2
2

(1 )
x
x

−
+

9. 2
(1 log )
( log )

x
x x
+

− 10. 2
sin (log ) cos (log )x x

x
+

−

12. – cot y cosec2 y

ÁÇèÁÅÇÂ E Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. 27 (3x2 – 9x + 5)8 (2x – 3) 2. 3sinx cosx (sinx – 2 cos4 x)

3. 3cos2 3cos2(5 ) 6sin 2 log 5x xx x x
x

 −  

4. 3
3
2 1

x
x−

5. 3
2

1

2

cos1 2
4 2 7 (2 7)

x

x x x

− 
 

− + 
− + + 

6.
1
2

7. log 1 log (log )(log ) , 1x xx x
x x

 + >  
8. (a sin x – b cos x) sin (a cos x + b sin x)
9. (sinx – cosx)sin x – cos x (cosx + sinx) (1 + log (sinx – cos x)), sinx > cosx

10. xx (1 + log x) + ax a–1 + ax log a

11.
2 2

2 2
3 3 2 log ( 3) 2 log( 3)

3
x xx xx x x x x x

x x
−    −

+ + − + −   −   

12.
6 cot
5 2

t
13. 0 17.

3sec ,0
2

t t
at

π
< <

ÁÇíÁÅÃ F.A
1. (a) 6π cm2/cm (b) 8π cm2/cm

2.
8
3

 cm2/s 3. 60π cm2/s 4. 900 cm3/s

5. 80π cm2/s 6. 1.4π cm/s
7. (a) –2 cm/min (b) 2 cm2/min

8.
1
π

 cm/s 9. 400π cm3/cm 10.
8
3

 cm/s
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11. (4, 11)  and 
314,
3

− − 
 

12. 2π cm3/s

13. 227 (2 1)
8

xπ + 14.
1

48π
 cm/s 15. Rs 20.967

16. Rs 208 17. B 18. D

ÁÇíÁÅÃ F.B

4. (a)
3 ,
4

 ∞ 
 

(b) 
3,
4

 −∞ 
 

5. (a) (– ∞, – 2) and (3, ∞) (b)  (– 2, 3)
6. (a) x < – 1 ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ Áå¶ x > – 1 ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ

(b)
3
2

x > −  ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ Áå¶ 
3
2

x < − ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ

(c) – 2 < x < –1 ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ Áå¶ x < – 2 Áå¶ x > – 1 ç¶ ñÂÆ  ÃÖåÆ  éÅñ ØàçÅ

(d)
9
2

x < −  ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ Áå¶ 
9
2

x > − ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ

(e) (1, 3) Áå¶  (3, ∞), Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ Áå¶ (– ∞, –1) Áå¶ (– 1, 1) Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ
8. 0 < x < 1 Áå¶ x > 2 12. A, B

13. D 14. a = – 2 19. D

ÁÇíÁÅÃ F.B

1. 764 2.
1

64
−

3. 11 4. 24

5. 1 6.
2

a
b

−
7. (3, – 20) Áå¶ (–1, 12)

8. (3, 1) 9. (2, – 9)
10. (i) y + x +1 = 0 Áå¶ y + x – 3 = 0

11. òÕð Óå¶ Õ¯ÂÆ ÁÇÜÔÆ Ãêðô ð¶ÖÅ éÔÆº ÇÜÃ çÆ ãñÅé B Ô¯ò¶Í

12.
1
2

y = 13. (i)  (0, ± 4)     (ii)  (± 3, 0)

14. (i) Ãêðô ð¶ÖÅ : 10x + y = 5; ÁÇí¦ì : x – 10y + 50 = 0
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(ii) Ãêðô ð¶ÖÅ : y = 2x + 1; ÁÇí¦ì : x  + 2y – 7 = 0

(iii) Ãêðô ð¶ÖÅ : y = 3x – 2; ÁÇí¦ì : x + 3y – 4 = 0

(iv) Ãêðô ð¶ÖÅ : y = 0; ÁÇí¦ì : x = 0

(v) Ãêðô ð¶ÖÅ : x + y 2− = 0; ÁÇí¦ì x = y

15. (a) y – 2x – 3 = 0 (b) 36 y + 12x – 227 = 0
17. (0, 0), (3, 27) 18. (0, 0), (1, 2), (–1, –2)
19. (1, ± 2) 20. 2x + 3my – am2 (2 + 3m2) = 0
21. x + 14y – 254 = 0, x + 14y + 86 = 0
22. ty = x + at2, y = – tx + 2at + at3

24.
0 0 0 0

2 2 2 2
0 0

1, 0
x x y y y y x x
a b a y b x

− −
− = + =

25. 48x – 24y = 23 26. D 27. A

ÁÇíÁÅÃ F.D
1. (i) 5.03 (ii) 7.035 (iii) 0.8

(iv) 0.208 (v) 0.9999 (vi) 1.96875
(vii) 2.9629 (viii) 3.9961 (ix) 3.009

(x) 20.025 (xi) 0.06083 (xii) 2.984

(xiii) 3.0046 (xiv) 7.904 (xv) 2.00187

2. 28.21 3. – 34.995 4. 0.03 x3 m3

5. 0.12 x2 m2 6. 3.92 π m3 7. 2.16 π m2

8. D 9. C

ÁÇíÁÅÃ F.E
1. (i) ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = 3 (ii) ÇéÀ±éåî î¹¼ñ = – 2

(iii) ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 10 (iv) éÅ å» ÇéÀ±éåî Áå¶ éÅ ÔÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ
2. (i) ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = – 1; ÁÇèÕåî î¹¼ñ çÆ Ô¯ºç éÔÆº

(ii) ÁÇèÕåî î¹¼ñ  = 3; ÇéÀ±éåî î¹¼ñ çÆ Ô¯ºç éÔÆº
(iii) ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = 4; ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 6
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(iv) ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = 2; ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 4
(v) éÅ å» ÇéÀ±éåî Áå¶ éÅ ÔÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ

3. (i) x = 0 Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî, ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, = 0
(ii) x = 1 Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî, ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, = – 2

x = – 1 Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî, ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ, = 2

(iii)
4

x π
=  Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî , ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ, = 2

(iv)
4

x 3π
=  Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî, ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ, = 2

7
4

x π
= Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, = – 2

(v) x = 1 Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî , ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ, = 19
x = 3 Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî, ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ,  = 15

(vi) x = 2 Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî, ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ,  = 2

(vii) x = 0 Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî , ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 
1
2

(viii) 2
3

x =  Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî , ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 
2 3

9
5. (i) Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = – 8, Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 8

(ii) Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ = – 1, Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ  = 2
(iii) Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ = – 10, Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 8
(iv) Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = 3, Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 19

6. ÁÇèÕåî ñÅí = 113 ÇÂÕÅÂÆ
7. x = 2 Óå¶ ÇéÀ±éåî, ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = – 39, x = 0 Óå¶ ÁÇèÕåî, ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 25.

8.
5

4 4
x π π

= vkSj Óå¶ 9. ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 2

10. x = 3 Óå¶ ÁÇèÕåî, ÁÇèÕåî î¹¼ñ 89; x = – 2 Óå¶ ÁÇèÕåî, ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 139
11. a = 120
12. x = 2π Óå¶ ÁÇèÕåî, ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 2π; x = 0 Óå¶ ÇéÀ±éåî, ÇéÀ±éåî î¹¼ñ = 0

Áå¶
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13. 12, 12 14. 45, 15 15. 25, 10 16. 8, 8

17. 3 cm 18. x = 5 cm

21. Áðè ÇòÁÅÃ  = 
1
350 

 π 
cm Áå¶ À°ÚÅÂÆ = 

1
3502  

 π 
cm

22.
112 28cm, cm

4 4
π

π + π +
27.  A 28. D 29. C

ÁÇèÁÅÇÂ F Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. (a) 0.677 (b) 0.497

3. 3b  cm2/s 4. x + y – 3 = 0

6. (i) 0 < x < 
2
π

 Áå¶  
3
2
π

 < x < 2π (ii)
3

2 2
xπ π

< <

7. (i) x < –1 Áå¶ x > 1 (ii) – 1 < x < 1

8.
3 3

4
ab 9. Rs 1000

11. ¦ìÅÂÆ = 
20

4π +
 m, Ú½óÅÂÆ = 

10
4π +

 m

13. (i)
2
7

x =  Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî ( ii) x = 2 Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî

(iii) x = –1 Óå¶ ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ

14. Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ  = 
5
4

,    Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ = 1

17.
34 R

3 3
π

19. A 20. B 21. A

22. B 23. A 24. A
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ÁÇíÁÅÃ E

êÌî¶ï E(ê³éÅ AI@ Óå¶ ÇÃðñ¶Ö ÒÒêÌî¶ïÓÓ ç¶ Á³åð×å ÔË)
(i) Úñ ØÅåÆ ëñé f(x) = ex çÅ âËðÆòËÇàò

Ü¶Õð  f(x) = ex ÔË, å»

f '(x) =
0

( ) ( )lim
x

f x x f x
x∆ →

+ ∆ −
∆

=
0

lim
x x x

x

e e
x

+∆

∆ →

−
∆

=
0

1lim
x

x

x

ee
x

∆

∆ →

−
⋅

∆

= 1xe ⋅  [ÇÕÀ°ºÇÕ 
0

1lim 1
h

h

e
h→

−
= ]

ÇÂÃ åð·» ( )x xd e e
dx

=  ÔËÍ

(ii) ñØÈ×äÕÆ ëñé f(x) = logex çÅ âËðÆòËÇàò

Ü¶Õð f(x) = logex ÔË, å»

f '(x) =
0

log ( ) log
lim e e

x

x x x
x∆ →

+ ∆ −
∆

=
0

log 1
lim

e

x

x
x

x∆ →

∆ +  
∆

êÈðÕ êÅá Ãî¼×ðÆ
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= 0

log 1
1lim

e

x

x
x

xx
x

∆ →

∆ +  
∆

=
1
x   [ÇÕÀ°ºÇÕ 

0

log (1 )
lim 1e

h

h
h→

+
= ]

ÇÂÃ åð·» loge
d x
dx =

1
x  ÔËÍ
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