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v In most sciences one generation tears down what another has built and what
one has established another undoes. In Mathematics alone each generation

builds a new story to the old structure. – HERMAN HANKEL v

10.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÃÅù ÁÅêä¶ çËÇéÕ ÜÆòé Çò¼Ú Áé¶Õ êÌôé Çîñç¶ ÔË ÇÜÃ åð·» å°ÔÅâÆ
À°ÚÅÂÆ ÕÆ ÔË? ÇÂ¼Õ ë¹¼àìÅñ ç¶ ÇÖâÅðÆ ù ÁÅêäÆ àÆî ç¶ çÈÜ¶ ÇÖâÅðÆ
Õ¯ñ ×¶ºç ù êÔ¹¿ÚÅÀ°ä ñÂÆ ×¶ºç å¶ ÇÕÃ åð·» çÆ êÌÔÅð ÕðéÆ ÚÅÔÆçÆ
ÔË? êÌÆÖä Õð¯ ÇÕ êÇÔñ¶ êÌôé çÅ Ã¿íÅÇòå À°µåð A.F îÆàð Ô¯ ÃÕçÅ
ÔËÍ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú Õ¶òñ (ÇÃðë) ÇÂ¼Õ ÕÆîå
(ÁÕÅð) Ü¯ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, ôÅÇîñ ÔËÍ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆÁ»
ÃÕ¶ñð ÕÔÅÀ°ºçÆÁ» ÔéÍ êð çÈÃð¶ êÌôé çÅ À°µåð ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆ
ÔË (ÇÜÃ ù ìñ ÕÇÔ³ç¶ Ô») ÇÜÃ Çò¼Ú îÅÃê¶ôÆÁ» çÆ ôÕåÆ ÁÕÅð ç¶
éÅñ éÅñ ÇçôÅ (ÇÜÃ Çò¼Ú çÈÜÅ ÇÖñÅóÆ ÃÇæå ÔË) òÆ ôÅÇîñ ÔËÍ
ÁÇÜÔÆÁ» ðÅôÆÁ» òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÆÁ» ÔéÍ ×Çäå, í½ÇåÕ Áå¶
ÇÂ³ÜéÆÁÇð³× Çò¼Ú ÇÂÔ ç¯é¯º åð·» çÆÁ» ðÅôÆÁ» íÅò, ÇÜò¶º ÇÕ ¦ìÅÂÆ,
ê¹¿Ü, Ãî¶º, çÈðÆ, ×åÆ, Ö¶åðëñ, ÁÅÇÂåé, åÅêîÅé, Õ¿î, èé, ò¯ñà¶Ü
ØäåÅ, êÌåÆð¯èÕ ÁÅÇç Áå¶ òËÕàð ðÅôÆÁ» ÇÜò¶º ÇòÃæÅêé, ò¶×,
êÌò¶×, ìñ íÅð, Ø¹¿îä (îÈòîËºà) ÇìÜñÂÆ Ö¶åð çÆ åÆìðåÅ ÁÅÇç ÇîñçÆÁ» ÔéÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÃÅù òËÕàð» çÆ Õ°Þ ÁèÅðîÈñ èÅðéÅò», òËÕàð» çÆ ÇòÇí¿é Ã¿ÇÕÇðÁÅ Áå¶
ÇÂÔé» ç¶ ìÆÜÕ Áå¶ ÇÜÀ°îËÇàzÕ ×¹ä» çÅ ÁÇèÁé Õð»×¶Í ÇÂÔé» ç¯éº̄ åð·» ç¶ ×¹äÅ çÅ ÇîÇñÁÅ ðÈê
òËÕàð» çÆ èÅðéÅò» çÅ êÈðé Ã¯ÞÆ (ì¯è) Çç³çÅ ÔË Áå¶ À°êð¯Õå ÚðÇÚå Ö¶åð» Çò¼Ú ÇÂÔé» çÆ ÇòôÅñ
À°êï¯×åÅ ò¼ñ êÌ¶Çðå ÕðçÅ ÔËÍ

10.2  Õ°Þ îÈñ èÅðéÅò» (Ã¿Õñê) (Some Basic Concepts)
î³é ñÀ° ÇÕ ÇÕÃÆ åñ Ü» Çå¿é&ÇòîÅÂÆ ê¹ñÅó Çò¼Ú l Õ¯ÂÆ Ãðñ ð¶ÖÅ ÔËÍ åÆð ç¶ ÇéôÅé¶ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ
éÅñ ÇÂÃ ð¶ÖÅ ù ç¯ ÇçôÅò» Çç¼åÆÁ» ÜÅ ÃÕçÆÁ» ÔéÍ ÇÂÔé» ç¯é» Çò¼Ú¯º ÇéôÇÚå ÇçôÅ òÅñÆ Õ¯ÂÆ
òÆ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ, ÇçôÅ ð¶ÖÅ ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ  [ÇÚ¼åð 10.1 (i), (ii)]A
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Ô¹ä êÌ¶ÇÖå Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð ÁÃÆº ð¶ÖÅ ‘l’ ù ð¶ÖÅÖ³â AB å¼Õ ÃÆÇîå Õð Çç³ç¶ Ô» å» ç¯é» Çò¼Ú¯º ÇÕÃÆ

ÇÂ¼Õ ÇçôÅ òÅñÆ ð¶ÖÅ ‘l’ ç¶ ÁÕÅð ÇéðèÅÇðå Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÃÅù ÇÂ¼Õ ÇçôÅ ð¶ÖÅÖ³â êÌÅêå Ô¹¿çÅ
ÔË (ÇÚ¼åð 10.1(iii))Í ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ÇçôÅ ð¶ÖÅÖ³â ç¶ ÁÕÅð Áå¶ ÇçôÅ ç¯é¯º Ô¹¿ç¶ ÔËÍ
êÇðíÅôÅ : ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆ ÇÜÃ Çò¼Ú ÁÕÅð Áå¶ ÇçôÅ ç¯é¯º ÔË, òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇçôÅ ð¶ÖÅÖ³â òËÕàð Ô¹¿çÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð 10.1(iii)), ÇÜÃù AB
uuur

 Ü»
ÃèÅðé ar ,  ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÃ ù òËÕàð ̂ AB

uuur
* Ü» òËÕàð ̂ ar * ç¶ ðÈê Çò¼Ú êó·ç¶ Ô»Í

À°Ô Çì³çÈ  A ÇÜ¼æ¶ òËÕàð AB
uuur

 ÁÅð¿í Ô¹¿çÅ ÔË, ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ À°Ô Çì³çÈ B ÇÜ¼æ¶
òËÕàð AB

uuur
, Öåî Ô¹¿çÅ ÔË, Á³Çåî Çì³çÈ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÕÃÆ òËÕàð ç¶ ÁÅð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì¿çÈÁ» ç¶

Çò¼Ú òÅñÆ çÈðÆ òËÕàð çÅ ÁÕÅð (Ü» ¦ìÅÂÆ) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù  | AB
uuur

| Ü» | ar | ç¶ ðÈê Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ åÆð çÅ ÇéôÅé òËÕàð çÆ ÇçôÅ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ   ÇÕÀ°ºÇÕ ¦ìÅÂÆ ÕçÆ òÆ ÇðäÅåî éÔÆº Ô¹¿çÆ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÚ¿é·  | ar | < 0 çÅ Õ¯ÂÆ
Áðæ éÔÆº ÔËÍ

ÃÇæåÆ òËÕàð (Position Vector)

ÕñÅÃ XI å¯º, Çå¿é&ÇòîÅÂÆ ÃîÕ¯äÆ ÁÇèåÕÅð Çéðç¶ôÕ êÌäÅñÆ right handed rectangular Co-
ordination System ù ïÅç Õð¯ (ÇÚ¼åð 10-2 (i))A ê¹ñÅó Çò¼Ú îÈñ Çì³çÈ O (0, 0, 0) ç¶ ìÅìå
ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ Çì³çÈ P ñò¯ ÇÜÃ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x, y, z) ÔËÍ å» òËÕàð OP

uuur
ÇÜÃ Çò¼Ú O Áå¶ P  ́ îòÅð

ÁÅð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ ÔË, O ç¶ ìÅìå Çì³çÈ P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ çÈðÆ ÃÈåð (ÕñÅÃ
XI å¯º) çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶  OP

uuur
 (Ü» rr ) çÅ ÁÕÅð ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

| OP |
uuur

 = 2 2 2x y z+ +

ÇÚ¼åð A@.A
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ÁÇíÁÅÃ ç¶ îÈñ Çì³çÈ O ç¶ ìÅìå Çì³çÈÁ» A, B, C ÁÅÇç çÆ ÃÇæåÆ ´îòÅð : , ,a b c
rr r

 éÅñ
ÜÅÇäÁÅ ÕÆå¶ Ü»ç¶ Ôé [ÇÚ¼åð 10.2(ii)]A
ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé (Direction Cosines)

ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P(x, y, z)  çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ( )OP  r
uuur r

vFkok  ñò¯ ÇÜÃ åð·» ÇÕ ÇÚ¼åð A@.C Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ òËÕàð rr  ç¹ÁÅðÅ  x, y  Áå¶  z-è¹ð¶ çÆÁ» èéÅåîÕ ÇçôÅò» ç¶ éÅñ ìäÅÂ¶
´îòÅð : Õ¯ä α, β, Áå¶ γ ÇçôÅ Õ¯ä ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇÂÔé» Õ¯ä» ç¶ Õ¯îÅÇÂé ÕÆîå íÅò cosα, cosβ
Áå¶ cos γ òËÕàð rr  ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé ÕÔÅÀ°ºç¶ Ôé Áå¶ ÁÅî å½ð å¶ ÇÂÔé» ù ́ îòÅð l, m Áå¶ n
éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ  Ü»çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð A@.C, å¯º ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ Çåzí¹Ü OAP ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯äÆ ÇåÕ¯ä ÔË Áå¶ ÇÂÃ ÇåÕ¯ä å¯º ÁÃÆº

ÇÚ¼åð A@.B

ÇÚ¼åð A@.C

Ü»
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( )cos   | | x r r
r

α =
r

dks osQ fy, iz;kxs fd;k x;k gS  êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» ÃîÕ¯äÆ Çåzí¹Ü OBP

Áå¶ OCP å¯º ÁÃÆº cos   cosy z
r r

β = γ =,oa  ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» Çì³çÈ P  ç¶ í¹Ü» ù (lr, mr,

nr) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÷ÅÇÔð ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé ç¶ ÃîÅé Áé°êÅåÆ Ã¿ÇÖÁÅò»  lr, mr  Áå¶
nr òËÕàð rr  ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ÕÔÅÀ°ºç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÃ ù ́ îòÅð % a, b, c éÅñ ÜÅÇäÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ  ÁÃÆº é¯à Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ  l2 + m2 + n2 = 1 êð ÇòÁÅêÕ : a2 + b2 + c2 ≠ 1

10.3  òËÕàð» çÆÁ» ÇÕÃî» (Types of Vectors)

÷Æð¯ òËÕàð [Zero (null) Vector] ÇÂ¼Õ òËÕàð ÇÜÃ ç¶ ÁÅð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ Ã¿êÅåÆ Ô¹¿ç¶ Ôé,
÷Æð¯ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù 0

r
 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÷Æð¯ òËÕàð ù Õ¯ÂÆ ÇéôÇÚå

ÇçôÅ êÌçÅé éÔÆº ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÃ çÅ ÁÕÅð ÷Æð¯ çÅ Ô¹¿çÅ ÔË Ü» ÇòÕñêÆ : ÇÂÃ ù Õ¯ÂÆ òÆ

ÇçôÅ èÅðé ÕÆå¶ Ô¯Â¶ î³¿ÇéÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ òËÕàð AA,BB
uuur uuur

 ÷Æð¯ òËÕàð ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ
ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð (Unit Vector) ÇÂ¼Õ òËÕàð ÇÜÃ çÅ ÁÕÅð ÇÂ¼Õ (íÅò A ÇÂÕÅÂÆ Z) ÔË, îÅåzÕ
òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÕÃÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ar  çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú îÅåzÕ òËÕàð ù ar  éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔËÍ
ÃÇÔ ô¹ðÈÁÅåÆ (Co-initial Vectors) ç¯ Ü» ç¯ å¯º ò¼è òËÕàð ÇÜé·» çÅ ÇÂ¼Õ ÔÆ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ ÔË,
ÃÇÔ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔéÍ
Ãîð¶ÖÆ òËÕàð (Collinear Vectors) ç¯ Ü» ç¯ å¯º ò¼è Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÔÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÅéÁ³åð ÔË å» À°Ô
Ãîð¶ÖÆ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÃîÅé òËÕàð (Equal Vectors) ç¯ òËÕàð  ÃîÅé òËÕàð ÕÔÅÀ°ºç¶ Ôé Ü¶Õð À°Ôé» çÅ ÁÅÕÅð Áå¶

ÇçôÅ ÃîÅé ÔËÍ ÇÂÔé» ù  =a b
rr  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇðäÅåîÕ òËÕàð (Negative of  a Vector)  ÇÂ¼Õ òËÕàð ÇÜÃ çÅ ÁÅÕÅð Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð (î³é

ñÀ° AB
uuur

) ç¶ ÃîÅé ÔË, êð ÇÜÃ çÆ ÇçôÅ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ç¶ À°ñà ÔË, Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð çÅ ÇðäÅåîÕ

ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ À°çÅÔðé BA
uuur

, òËÕàð AB
uuur

 ç¶ ÇðäÅåîÕ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù BA AB= −
uuur uuur

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú
ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ
Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå êÌíÅÇôå òËÕàð ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ À°Ôé» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ù òÆ À°Ôé» ç¶ ÁÅÕÅð Áå¶ ÇçôÅ
ù ìçñÆ ÕÆå¶ Çìé» ÁÅêä¶ ÃîÅé»åð ÇòÃæÅÇêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ òËÕàð Ã¹å¿åð
òËÕàð ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔËÍ ÇÂÃ êÈð¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº Ã¹å¿åð (ÁÅ÷Åç) òËÕàð» çÆ ÔÆ ÚðÚÅ Õð»×¶Í
À°çÅÔðä A.  ç¼Öä å¯º  30° ê¼Ûî Çò¼Ú, 40 km ç¶ ÇòÃæÅêé çÅ ×ÌÅë ÇéðÈêä Õð¯Í

ç¶ ñÂÆ êÌï¯× ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËù

Áå¶
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vko‘Qfr 10-5

vko‘Qfr 10-4

Ô¼ñ :  òËÕàð OP
uuur

 ñ¯óÆºçÆ ÇòÃæÅêé ù ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ
(ÇÚ¼åð 10-4 ç¶Ö¯)A
À°çÅÔðä B.  ÇéîéÇñÖå ÕÆîå» ù ÃÕ¶ñð Áå¶ òËÕàð ç¶
ðÈê Çò¼Ú ôÌ¶äÆì¼è Õð¯Í

(i) 5 s (ii) 1000 cm3 (iii) 10 N
(iv) 30 km/h (v) 10 g/cm3

(vi) 20 m/s À°µåð çÆ åð·»
Ô¼ñ :

(i) Ãî¶º-ÃÕ¶ñð (ii) ÁÅÇÂåé-ÃÕ¶ñð (iii) ìñ-òËÕàð
(iv) ×åÆ-ÃÕ¶ñð (v) ØäåÅ-ÃÕ¶ñð (vi) ò¶×-òËÕàð
À°çÅÔðä C.  ÇÚ¼åð A@.E Çò¼Ú¯º ÇÕÔó¶ òËÕàð Ôé?

(i) Ãîð¶ÖÆ ÔË
(ii) ÃîÅé ÔËÍ
(iii) ÃÇÔ ÔËÍ a

Ô¼ñ :
(i) ............. : ,a c d

rr r
rFkk

(ii) ÃîÅé òËÕàð : a cr r
rFkk

(iii) ..........òËÕàð : ,b c d
r rr

rFkk

ÁÇíÁÅÃ A@.A
1. À°µåð å¯º 30° êÈðì Çò¼Ú 40 km ç¶ ÇòÃæÅêé çÅ ×ÌÅë ÇéðÈêé Õð¯Í
2. ÇéîéÇñÖå ÕÆîå» ù ÃÕ¶ñð Áå¶ òËÕàð ç¶ ðÈê Çò¼Ú ôÌÌ¶äÆì¼è Õð¯Í

(i) 10 kg (ii) 2 îÆàð À°µåð ê¼Ûî (iii) 40°
(iv) 40 ò¯ñà (v) 10–19 Õ°ñî (vi) 20 m/s2

3. ÇéîéÇñÖå  ù ÃÕ¶ñð Áå¶ òËÕàð ç¶ ðÈê Çò¼Ú ôÌÌ¶äÆì¼è Õð¯Í
(i) Ãî¶º çÆ ÇîÁÅç (ii) çÈðÆ (iii) ìñ

(iv) ò¶×      (v) Õ¿î
4. ÇÚ¼åð A@.F (ÇÂ¼Õ òð×) Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå òËÕàð» ù êÇÔÚÅä¯Í

(i) ÃÇÔ ô¹ðÈÁÅåÆ (ii) ÃîÅé
(iii) Ãîð¶ÖÆ êð ÃîÅé éÔÆº

êËîÅéÅ

ÇÚ¼åð A@. D

ÇÚ¼åð A@. E

êËîÅéÅÁå¶
Áå¶

Áå¶
ÇÂÕÅÂÆ
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5. ÇéîéÇñÖå çÅ À°µåð ÃÔÆ Ü» ×ñå ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇçÀ°Í
(i) ar  Áå¶ a−

r  Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ
(ii) ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð» çÅ ÁÕÅð Ôî¶ôÅ ÃîÅé Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(iii) ÃîÅé ÁÅÕÅð òÅñ¶ ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
(iv) ÃîÅé ÁÕÅð òÅñ¶ ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð ÃîÅé Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

10.4  òËÕàð» çÅ Ü¯óëñ (Addition of Vectors)

òËÕàð AB
uuur

 ÃèÅðé å½ð å¶ : ÃÅâÅ íÅò ÔË ÇÕ Çì³çÈ A  åº̄ Çì³çÈ B å¼Õ
ÇòÃæÅêéÍ Ô¹ä ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ÃÇæåÆ çÆ ÚðÚÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ñóÕÆ Çì³çÈ A å¯º Çì³çÈ B å¼Õ Ú¼ñçÆ
ÔË Áå¶ À°Ã ç¶ ìÅÁç Çì³çÈ B å¯º Çì³çÈ C å¼Õ Ú¼ñçÆ ÔËÍ  (ÇÚ¼åð A@.G)A Çì³çÈ A å¯º Çì³çÈ C å¼Õ ñóÕÆ
ç¹ÁÅðÅ ÕÆåÅ Ç×ÁÅ Õ°ñ ÇòÃæÅêé Ü¯ òËÕàð ÇÕ AC

uuur
 å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù  AC

uuur
 =

AB BC+
uuur uuur

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÔ òËÕàð Ü¯ó
çÅ Çåzí¹Ü Çéïî ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÁÅî å½ð å¶ : Ü¶Õð ÃÅâ¶ Õ¯ñ ç¯ òËÕàð ar  Áå¶ b
r
 ÔË

[ÇÚ¼åð10.8 (i)], å» À°Ôé» çÅ Ü¯ó êåÅ Õðé ñÂÆ À°Ôé» ù
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÇñÁÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË, å»ÇÕ ÇÂ¼Õ çÅ ÁÅð¿ÇíÕ
Çì³çÈ çÈÜ¶ ç¶ Á³Çåî Çì³çÈ ç¶ Ã¿êÅåÆ Ô¯ ÜÅò¶ [ÇÚ¼åð 10.8(ii)]A

À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶ : ÇÚ¼åð 10.8 (ii) Çò¼Ú, ÁÃÆº òËÕàð

b
r

ç¶ ÁÅÕÅð Áå¶ ÇçôÅ ù åìçÆñ ÕÆå¶ Çìé» ÇÂÃ åð·» ÔàÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔË å» ÇÕ ÇÂÃ çÅ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ, ar  ç¶ Á³Çåî Çì³çÈ ç¶ Ã¿êÅåÆ ÔË Áå¶ Çåzí¹Ü ABC çÆ åÆÜÆ í¹ÜÅ
AC ç¹ÁÅðÅ ÇéðÈêå òËÕàð  a b+

rr  ÃÅù òËÕàðÅ ar  Áå¶ b
r

çÅ Ü¯ó (Ü» êÇðäÅîÆ) êÌçÅé ÕðçÅ

ÔË; íÅò Çåzí¹Ü ABC Çò¼Ú ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ AB BC+
uuur uuur

 = AC
uuur

 [ÇÚ¼åð 10.8 (ii)]A

ÇÚ¼åð A@.G

ÇÚ¼åð A@.F

ÇÚ¼åð A@.F
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Ô¹ä ç¹ìÅðÅ : ÇÕÀ°ºÇÕ AC CA= −
uuur uuur

, ÇÂÃ ñÂÆ À°êð¯Õå ÃîÆÕðé å¯º ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

AB BC CA+ +
uuur uuur uuur

 = AA 0=
uuur r

ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ ÇÕÃÆ Çåzí¹Ü çÆÁ» í¹ÜÅò» ù Ü¶Õð ÇÂÔ ´î Çò¼Ú ÇñÁÅ ÜÅò¶ å» ÇÂÔ ÜÆð¯
ÁÕÅð ò¼ñ ù êÌ¶Çðå ÕðçÅ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ Áð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ Ã¿êÅåÆ Ô¯ Ü»ç¶ Ôé [ÇÚ¼åð 10.8(iii)]A

Ô¹ä ÇÂ¼Õ òËÕàð BC′
uuuur

 çÆ ðÚéÅ ÇÂÃ êÌÕÅð Õð¯ å» ÇÕ ÇÂÃ çÅ ÁÕÅð òËÕàð BC
uuur

, ç¶ ÁÅÕÅð ç¶

ÃîÅé Ô¯ò¶, êð ÇÂÃ çÆ ÇçôÅ BC
uuur

 çÆ ÇçôÅ ç¶ À°ñà Ô¯ò¶ ÇÚ¼åð 10-8 (iii) íÅò BC′
uuuur

 = BC−
uuur

 Ô¹ä

Çåzí¹Ü Çéïî çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ [ÇÚ¼åð 10-8 (iii)] å¯º ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ  AC AB BC′ ′= +
uuuur uuur uuuur

= AB ( BC)+ −
uuur uuur

a b= −
rr

òËÕàð AC′
uuuur

, a b
rr

rFkk  ç¶ Á³åð ù ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ
Ô¹ä ÇÕÃÆ éçÆ ç¶ ÇÕéÅð¶ å¯º çÈÃð¶ ÇÕéÅð¶ å¼Õ êÅäÆ ç¶ òÔÅÁ çÆ ÇçôÅ ç¶ ÁÇí¦ì ÜÅä òÅñÆ ÇÂ¼Õ

éÅÀ° çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í Ô¹ä ÇÂÃ éÅò (ÇÕôåÆ) å¶ ç¯ ò¶× òËÕàð Õ¿î Õð ðÔ¶ Ôé, ÇÂ¼Õ ÇÂ³Üé ç¹ÁÅðÅ
ÇÕôåÆ ù Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ò¶× Áå¶ çÈÜÅ éçÆ ç¶ êÅäÆ ç¶ òÔÅÁ çÅ ò¶×Í ÇÂÔé» ç¯é» ò¶×» ç¶ ÇÂÕ¼á¶
êÌíÅò ç¹ÁÅðÅ ÇÕôåÆ ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çí¿é ò¶× éÅñ Ú¼ñäÅ ô¹ðÈ ÕðçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ÇÕôåÆ çÆ êÌíÅòÆ
×åÆ Áå¶ ÇçôÅ  (íÅò Çòñ¯êä ò¶×) ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÃÔÆ ²ÇòÚÅð ÇñÁÅÀ°ä ñÂÆ ÃÅâ¶ Õ¯ñ òËÕàð çÅ
Ü¯óëñ çÅ ÇéîéÇñÖå Çéïî ÔËÍ

 Ü¶Õð ÃÅâ¶ Õ¯ñ ÇÂ¼Õ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆ ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» ù ÇéðÈêå ÕÆå¶ ÜÅä òÅñ¶ (ÁÅÕÅð
Áå¶ ÇçôÅ ÃÇÔå)  ç¯ òËÕàð a b

rr
rFkk   ÔË (ÇÚ¼åð A@.I) å» Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆ ÇÂÔé» ç¯é» í¹ÜÅò»

ç¶ Ã»Þ¶ Çì³çÈ å¯º  ¦Øä òÅñ¶ ÇòÕðä ÇÂÔé» ç¯é¯º òËÕàð» ç¶ Ü¯ó +a b
rr  ù ÁÕÅð Áå¶ ÇçôÅ ÃÇÔå

ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÔ òËÕàð Ü¯ó ç¶ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü Çéïî ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ : Çåzí¹Ü Çéïî çÅ À°êï¯× Õðç¶
Ô¯Â¶ ÇÚ¼åð A@. I å¯º ÁÃÆº é¯à Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ
OA AC+
uuur uuur

 = OC
uuur

 Ü» OA OB+
uuur uuur

 = OC
uuur

(ÇÕÀ°ºÇÕ AC OB=
uuur uuur

) Ü¯ ÇÕ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü
Çéïî ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ òËÕàð
Ü¯ó ç¶ ç¯ Çéïî ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

ÇÚ¼åð A@.G

Áå¶
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òËÕàð Ü¯óëñ çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» (Properties of vector addition)

Çòô¶ôåÅ A.  ç¯ òËÕàð a b
rr

rFkk  ç¶ ñÂÆ

a b+
rr  = b a+

r r                      ( ´î òà»çðÅ Çòô¶ôåÅ)

ÃìÈå :  Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ABCD ù ñÀ° (ÇÚ¼åð A@.A@) î³é ñÀ° AB   BC ,a b= =
uuur uuur rr

vkjS  Ô¹ä
Çåzí¹Ü ABC Çò¼Ú Çåzí¹Ü Çéïî çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ AC

uuur
 = +a b

rr

Ô¹ä, ÇÕÀ°ºÇÕ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» Ãéî¹Ö í¹ÜÅò» ÃîÅé Áå¶ Ãî»éåð ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÚ¼åð
A@.A@ Çò¼Ú AD = BC = DC = AB =b a

uuur uuur uuur uuurr r
vkjS  ÔËÍ ç¹ìÅðÅ Çåzí¹Ü ADC Çò¼Ú Çåzí¹Ü Çéïî çÅ

êÌï¯× ÕðÕ¶ AC
uuuur

 = AD + DC
uuur uuur

 = +b a
r r

ÇÂÃ ñÂÆ a b+
rr  = b a+

r r

Çòô¶ôåÅ B.  î³é ñÀ°, òËÕàð ,a b c
rr r
vkSj òÅÃå¶

´îòÅð : ( )a b c+ +
rr r  = ( )a b c+ +

rr r  (ÃÇÔÚÅðåÅ
Çéïî)

Çòô¶ÃåÅ :  î³é ñÀ°, òËÕàð ,a b c
rr r

rFkk ù ́ îòÅð

:  PQ,  QR    RS
uuur uuur uuur

,oa  éÅñ ÇéðÈêå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ
ÔË ÇÜÃ åð·» ÇÕ ÇÚ¼åð 10.11(i) Áå¶ (ii)  Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

å» a b+
rr  = PQ + QR = PR

uuur uuur uuur

Áå¶ b c+
r r  = QR + RS = QS

uuur uuur uuur

ÇÂÃ ñÂÆ ( )  a b c+ +
rr r  = PR + RS = PS

uuur uuur uur

ÇÚ¼åð A@.A@

ÇÚ¼åð A@.AA

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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ÇÚ¼åð A@.AB

Áå¶ ( )a b c+ +
rr r  = PQ + QS = PS

uuur uuur uur

ÇÂÃ ñÂÆ ( )a b c+ +
rr r  = ( )a b c+ +

rr r

 fà¼êäÆ      òËÕàð Ü¯óëñ ç¶ ÃÇÔÚÅðåÅ Çòô¶ôåÅ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÁÃÆº Çå¿é òËÕàð» ,a b c
rr r
rFkk

çÅ Ü¯óëñ ìðËÕà» ç¶ À°êï¯× åº̄ Çìé» a b c+ +
rr r  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖç¶ Ô» :

é¯à Õð¯ ÇÕ ÇÕÃÆ ìðËÕà ar  ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
0a +
rr  = 0 a a+ =

r r r

ÇÂ¼æ¶ ÷Æð¯ òËÕàð 0
r

 òËÕàð Ü¯óëñ ç¶ ñÂÆ Ü¹óäï¯× êÛÅä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

10.5  ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÃÕ¶ñð éÅñ ×¹äÅ (Multiplication of a Vector by  Scalar)
î³é ñÀ° ÇÕ ar  ÇÂ¼Õ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ òËÕàð ÔË Áå¶ λ ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð ÔËÍ Ô¹ä òËÕàð ar  çÅ ÃÕ¶ñð λ, éÅñ
×¹äéëñ ÇÜÃ ù λ ar  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË, òËÕàð ar  çÅ ÃÕ¶ñð λ éÅñ ×¹äÅ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
é¯à Õð¯ ÇÕ λ ar  òÆ òËÕàð ar  ç¶ Ãîð¶ÖÆ ÇÂ¼Õ òËÕàð ÔËÍ  λ çÆ ÕÆîå èéÅåîÕ Áå¶ ÇðäÅåîÕ Ô¯ä
ç¶ Áé°ÃÅð λ ar  çÆ ÇçôÅ, ar  ç¶ ÃîÅé Ü» À°ñà Ô¹¿çÆ ÔËÍ  λ ar  çÅ ÁÅÕÅð ar ç¶ ÁÅÕÅð å¯º |λ | ×¹äÅ
Ô¹¿çÅ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ

| |aλ
r  = | | | |aλ

r

ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð çÅ òËÕàð éÅñ ×¹äÅ çÅ ÇÜîÅÇÂåÆ ÃèÅðé [ðÈê çÆ ÕñêéÅ (visualisation)] ÇÚ¼åð
A@.AB Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔËÍ

Üç¯º λ = – 1, å» a aλ = −
r r  Ü¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ òËÕàð ÔË ÇÜÃçÅ ÁÅÕÅð ar  ç¶ ÃîÅé ÔË Áå¶ ÇçôÅ

ar çÆ ÇçôÅ åº̄ À°ñà ÔËÍ òËÕàð – ar  òËÕàð ar  ç¶ ÇðäÅåîÕ (Ü» Ü¹óéï¯× À°ñà)ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶
Ôî¶ôÅ (– )a a+

r r  = (– ) 0a a+ =
rr r ÔÆ êÅÀ°ºç¶ Ô»Í

Áå¶ Ü¶Õð 1=
| |a

λ r , Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ 0,  a a≠
r r

vFkkrZ ~  ÇÂ¼Õ ÜÆð¯ òËÕàð éÔÆº ÔË å»

| | | | | |a aλ = λ
r r

 =
1 | | 1

| |
a

a
=

r
r

Áå¶

Ü¯ ÇÕ
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ÇÂÃ åð·» λ ar , ar  çÆ ÇçôÅ îÅåzÕ òËÕàð ù ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ

â  =
1

| |
a

a
r

r  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖç¶ Ô»Í

AÇà¼êäÆ  ÇÕÃÆ òÆ ÃÕËñð k ç¶ ñÂÆ 0 = 0k
r r

10.5.1  ÇÂ¼Õ òËÕàð ç¶ ØàÕ (Components of a vector)
ÁÅÀ° Çì³çÈÁ»  A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) Áå¶ C(0,0, 1) ù ́ îòÅð % x-í¹ÜÅ y-í¹Ü Áå¶ z-í¹Ü å¶ ñËºç¶ Ô»Í
å» ÃÅø å½ð å¶

| OA | 1, | OB |=
uuur uuur

 = 1 | OC | 1=
uuur

vkSj

òËÕàð OA,   OB OC
uuur uuur uuur

vkjS  Çò¼Ú Ôð¶Õ çÅ ÁÕÅð A ÔËÍ ́ îòÅð
OX, OY Áå¶ OZ í¹ÜÅ ç¶ îÅåzÕ òËÕàð ÕÔÅÀ°º¶ç Ôé Áå¶ ÇÂÔé» ù
´îòÅð : ˆˆ ˆ,      i j kvkSj  ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð A@.AC)A

Ô¹ä ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P(x, y, z) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð OP
uuur

 ñò¯ ÇÜÃ åð·» ÇÕ
ÇÚ¼åð A@.AD Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ  P1 ç¶ åñ XOY å¶ ÇÖ¼Ú¶
×Â¶ ¦ì çÅ êËð Çì³çÈ P1 ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ  P1 P,  z-í¹Ü ç¶
Ãî»åð ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ˆˆ ˆ,   i j k,oa  ́ îòÅð : x, y Áå¶ z-í¹Ü ç¶ îÅåzÕ òËÕàð
ÔË Áå¶ P ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ» çÆ êÇðíÅôÅ ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ 1

ˆP P OR zk= =
uuur uuur

. ÇÂÃ åð·»

1
ˆQP OS yj= =

uuur uuur
 Áå¶ ˆOQ xi=

uuur
. ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

1OP
uuur

 = 1
ˆ ˆOQ + QP xi yj= +

uuur uuur

Áå¶ OP
uuur

 = 1 1
ˆˆ ˆOP + P P xi yj zk= + +

uuur uuuur

ÇÂÃ åð·» O ç¶ ÔòÅñ¶ ç¶ éÅñ  P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð OP ( )r
uuur r

vFkok  = ˆˆ ˆxi yj zk+ + ç¶ ðÈê Çò¼Ú
êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÕÃ¶ òÆ òËÕàð çÅ ÇÂÔ ðÈê ØàÕ ðÈê ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶  x, y Áå¶ z, rr  ç¶ Ã¶ÕËñð ØàÕ ÕÔÅÀ°ºç¶
Ôé Áå¶ ˆˆ ˆ,   xi yj zk,oa  ́ îòÅð í¹ÜÅ ç¶ éÅñ éÅñ rr  ç¶ òËÕàð ØàÕ ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔéÍ Õç¶&Õç¶ x,
y Áå¶ z ù ÃîÕ¯äÆ ØàÕ òÆ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÇÕÃ¶ òËÕàð ˆˆ ˆr xi yj zk= + +r , çÆ ¦ìÅÂÆ êÅÇÂæÅ×¯ðÃ çÆ ÇæÀ±ðî ç¶ ç¯ ìÅð êÌï¯× ÕðÕ¶ å°ð¿å
êåÅ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ ÁÃÆº é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü OQP1 Çò¼Ú a (ÇÚ¼åð 10.14)

1| OP |
uuuur

 = 2 2 2 2
1| OQ | +|QP | x y= +

uuuur uuur

ÇÚ¼åð A@.AC

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Ü»
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Áå¶ ÃîÕ¯ä ÇåÕ¯ä OP1P, Çò¼Ú ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

| OP |
uuur

 = 2 2 2 2 2
1 1| OP | | P P | ( )x y z+ = + +

uuur uuur

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÕÃ¶ òËÕàð ˆˆ ˆ +r xi yj zk= +r  çÆ ¦ìÅÂÆ | |rr  = 2 2 2ˆˆ ˆ| | =xi yj zk x y z+ + + +
ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ

Ü ¶Õð ç ¯  ò ËÕàð   a b
rr

vkjS  ØàÕ ð Èê Çò ¼Ú  ´îòÅð : 1 2 3
ˆˆ ˆ +a i a j a k+  vk S j

1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k+ + ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË å»

(i) òËÕàð   a b
rr

vkjS çÅ Ü¯ó
a b+

rr  = 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i a b j a b k+ + + + +  ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(ii) òËÕàð   a b
rr

vkjS  çÅ Á³åð
a b−

rr = 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i a b j a b k− + − + −  ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(iii) òËÕàð   a b
rr

vkjS  ÃîÅé Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð Áå¶ ÇÃðë Ü¶Õð
a1 = b1, a2 = b2   Áå¶   a3 = b3

(iv) ÇÕÃ¶ ÃÕËñð λ çÅ òËÕàð ar  çÅ ×¹äÅ
aλ
r  = 1 2 3

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a i a j a kλ + λ + λ  ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð A@.AD

Áå¶Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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òËÕàðÅ ç¶ Ü¯óëñ Áå¶ ÇÕÃÆ ÃÕñ¶ð éÅñ òËÕàð çÆ ×¹äÅ ÇÂÕ¼á¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå ò¿âäÅåîÕ
Çéïî éÅñ ÇîñçÅ ÔËÍ
î ³é  ñ À ° ÇÕ    a b

rr
vkjS Õ¯ÂÆ ç¯ òËÕàð ÔË Áå¶ k Áå¶ m ç¯ ÃÕËñð ÔË å»

(i) ( )ka ma k m a+ = +
r r r (ii) ( ) ( )k ma km a=

r r (iii) ( )k a b ka kb+ = +
r rr r

Çà¼êäÆ
1. å°ÃÆº é¯ÇàÃ Õð ÃÕç¶ Ô ̄ÇÕ λ ù ÇÕÃÆ òÆ ÕÆîå ç¶ ñÂÆ òËÕàð aλ

r  Ôî¶ôÅ òËÕàð ar  ç¶ Ãîð¶ÖÆ
ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú ç¯ òËÕàð   a b

rr
vkjS  Ãîð¶ÖÆ å» ÔÆ Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð λ  ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶

×Ëð ÜÆð¯ òËÕàð çÅ î½÷Èç ÔË å» ÇÕ  b a= λ
r r

 Ô¯ò¶Í Ü¶Õð òËÕàð              ØàÕ ðÈê Çò¼Ú Çç¼åÅ
Ô¯ÇÂÁÅ ÔË íÅò 1 2 3

ˆˆ ˆa a i a j a k= + +r  Áå¶ 1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +

r
, å» ç¯ òËÕàð Ãîð¶ÖÆ Ô¹¿ç¶

Ôé Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð

1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k+ +  = 1 2 3

ˆˆ ˆ( )a i a j a kλ + +

⇔ 1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k+ +  = 1 2 3

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a i a j a kλ + λ + λ

⇔ 1 1b a= λ , 2 2 3 3,b a b a= λ = λ

⇔ 1

1

b
a

 = 32

2 3

bb
a a

= = λ

2. Ü¶Õð ar  = 1 2 3
ˆˆ ˆa i a j a k+ +  å» a1, a2, a3 òËÕàð ar  ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔËÍ

3. Ü¶Õð l, m, n ÇÕÃÆ òËÕàð ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé ÔË å»
ˆˆ ˆli mj nk+ + = ˆˆ ˆ(cos ) (cos ) (cos )i j kα + β + γ

Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú îÅåzÕ òËÕàð ÔË ÇÜ¼æ¶ : α, β Áå¶ γ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ç¹ÁÅðÅ
´îòÅð : x, y Áå¶ z í¹Ü ç¶ éÅñ ìäÅÂ¶ ×Â¶ Õ¯ä ÔéÍ

À°çÅÔðä :D.  x, y Áå¶ z çÆÁ» ÕÆîå» êåÅ Õð¯ å» ÇÕ òËÕàð ˆˆ ˆ2a xi j zk= + +r Áå¶
ˆˆ ˆ2b i yj k= + +

r
ìðÅìð ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ç¯ òËÕàð ÃîÅé Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð À°Ôé» ç¶ Ã¿×å ØàÕ ÃîÅé
ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð a b

rr
vkjS  ÃîÅé Ô¯ä×¶ Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð x = 2, y = 2, z = 1

À°çÅÔðä :E. î³é ñÀ°  ˆ ˆ2a i j= +r  Áå¶ ˆ ˆ2b i j= +
r

 åç ÕÆ | | | |a b=
rr ÔË? ÕÆ òËÕàð   a b

rr
vkjS

ç¶ ÃîÅé Ôé?

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ 2 2| | 1 2 5a = + =
r  Áå¶ 2 2| | 2 1 5b = + =

r

ÇÂÃ ñÂÆ | | | |a b=
rr  êð Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ÃîÅé éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔé» ç¶ Ã¿×å ØàÕ Çí¿é ÔéÍ

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

  a b
rr

vkjSÁå¶
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À°çÅÔðä :F. òËÕàð ˆˆ ˆ2 3a i j k= + +r ç¶ ÇçôÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯?

Ô¼ñ.  òËÕàð ar  çÆ ÇçôÅ ò¼ñ ÇÂÕÅÂÆ îÅåzÕ òËÕàð 1ˆ
| |

a a
a

=
r

r  ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË?

Ô¹ä | |ar  = 2 2 22 3 1 14+ + =

ÇÂÃ ñÂÆ 1 ˆˆ ˆˆ (2 3 )
14

a i j k= + +  =
2 3 1 ˆˆ ˆ
14 14 14

i j k+ +

À°çÅÔðä :G. òËÕàð ˆ ˆ2a i j= −r  çÆ  ÇçôÅ ò¼ñ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ òËÕàð êåÅ Õð̄  ÇÜÃ çÅ îÅê Á³Õ G ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔËÍ

Ô¼ñ :  Çç¼å¶ ÔÂ̄¶ òËÕàð ar  çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð 1ˆ
| |

a a
a

=
r

r  =
1 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( 2 )
5 5 5

i j i j− = −  ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ar ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ G îÅê Á³Õ òÅñÅ òËÕàð 7a∧  = 1 27
5 5

i j∧ ∧ − 
 

 = 
7 14ˆ ˆ
5 5

i j− ÔËÍ

À°çÅÔðä :H. òËÕàð» ˆˆ ˆ2 2 – 5a i j k= +r  Áå¶ ˆˆ ˆ2 3b i j k= + +
r

ç¶ Ü¯óëñ ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ  ò¼ñ
ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð» çÅ Ü¯óëñ

ˆˆ ˆ,    = 4 3 2a b c c i j k+ = + −
rr r r

tgk¡  ÔËÍ

Áå¶ | |cr  = 2 2 24 3 ( 2) 29+ + − =

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð
1 1 4 3 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ (4 3 2 )

| | 29 29 29 29
c c i j k i j k

c
= = + − = + −

r
r  ÔËÍ

À°çÅÔðä : I. òËÕàð ˆˆ ˆ 2a i j k= + −r  ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ÇñÖ¯ Áå¶ ÇÂÃ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÇçôÅ&
Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ òËÕàð  ˆˆ ˆr xi yj zk= + +r
 ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå a, b, c òËÕàð ç¶, ´îòÅð

ØàÕ x, y, z Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàðÅ ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ a = 1, b = 1 Áå¶  c =
–2 ÔËÍ Á¼×¶ : Ü¶Õð l, m Áå¶ n Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé Ôé å»

1 1 2, ,  (   | | 6)
| | | | | |6 6 6
a b cl m n r
r r r

−
= = = = = = =

r
r r r D;kfsa d

ÇÂÃ ñÂÆ : ÇçôÅ Õ¯¯ÃÅÇÂé 1 1 2, , –
6 6 6

 
 
 

 ÔéÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ

ÇÜ¼æ¶
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10.5.2  ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ òËÕàð (Vector joining two points)

Ü¶Õð P1(x1, y1, z1) Áå¶  P2(x2, y2, z2) ç¯ Çì³çÈ ÔË å»
P1 ù  P2 éÅñ ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ òËÕàð 1 2P P

uuuur
 ÔËÍ  (ÇÚ¼åð

10-15)A P1 Áå¶ P2 ù îÈñ Çì³çÈ O éÅñ ÇîñÅÀ°ä å¶
Áå¶ Çåzí¹Ü Çéïî çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ ÁÃÆº Çåzí¹Ü OP1P2

å¯º êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ 1 1 2OP P P+
uuur uuuur

 = 2OP
uuuur

òËÕàð Ü¯óëñ çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» çÅ À°êï¯× Õðç¶
Ô¯Â¶ À°êð¯Õå ÃîÆÕðé ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðé ù
ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

1 2P P
uuuur

 = 2 1OP OP−
uuuur uuur

íÅò   1 2P P
uuuur

 = 2 2 2 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )x i y j z k x i y j z k+ + − + +

= 2 1 2 1 2 1
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )x x i y y j z z k− + − + −

òËÕàð 1 2P P
uuuur

 çÅ ÁÅÕÅð 1 2P P
uuuuur

 = 2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )x x y y z z− + − + − ç¶  ð Èê  Çò ¼Ú

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä : A@. Çì³çÈÁ» P(2, 3, 0) Áå¶ Q(– 1, – 2, – 4) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ Áå¶ P å¯º Q ò¼ñ ù
Çéðç¶ô Õðé òÅñÅ òËÕàð êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ òËÕàð P  å¯º Q ò¼ñ ù Çéðç¶Çôå ÔË, ÃÅø å½ð å¶; P ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ ÔË, Áå¶ Q ] Á³Çåî Çì¿çÈ
ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ ñ¯óÆºçÅ òËÕàð PQ

uuur
, ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

PQ
uuur

 = ˆˆ ˆ( 1 2) ( 2 3) ( 4 0)i j k− − + − − + − −

íÅò PQ
uuur

 = ˆˆ ˆ3 5 4i j k− − −

10.5.3  ÕÅà ÃÈåð (Section Formula)
î³é ñÀ° îÈñ Çì³çÈ O ç¶ Áé°ÃÅð P Áå¶ Q ç¯ Çì³çÈ ÔË ÇÜé·» ù
ÃÇæåÆ òËÕàð OP OQ

uuur uuur
vkjS  éÅñ ÇéðÈÇêå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Çì³çÈÁ» P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ ð¶ÖÅ Ö³â ÇÕÃ¶ åÆÜ¶ Çì³çÈ R
ç¹ÁÅðÅ ç¯ åð·» éÅñ ÇòíÇÜå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ (Á³çðÈéÆ ÇÚ¼åð
10-16) Áå¶ ìÅÔðÆ (ÇÚ¼åð 10-17)A ÇÂ¼æ¶ ÃÅâÅ À°ç¶ô îÈñ Çì³çÈ
O ç¶ Áé°ÃÅð Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð OR

uuur
 ñ¼íäÅ ÔËÍ ÁÃÆº

ç¯é» ÃÇæåÆÁ» ù ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ÕðÕ¶ ñËºç¶ Ô»Í
ÃÇæåÆ:  Üçº̄ R, PQ  çÆ Á³çðÈéÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË (ÇÚ¼åð A@.AF)A Ü¶Õð R, PQ

uuur
 çÆ ÇÂÃ åð·» ò¿â

ÕðçÅ ÔË ÇÕ RQm
uuur

 = PRn
uuur

, tgk¡  m Áå¶ n èéÅåîÕ òËÕàð ÔË å» ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ Çì³çÈ R,

ÇÚ¼åð A@.AE

ÇÚ¼åð A@.AF

ÇÜ¼æ¶

Áå¶
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PQ
uuur

 ù m : n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú Á³çðÈéÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË Ô¹ä Çåzí¹Ü» ORQ Áå¶ OPR å¯º

RQ
uuur

 = OQ OR b r− = −
uuur uuur r r

Áå¶ PR
uuur  = OR OP r a− = −

uuur uuur r r

ÇÂÃ ñÂÆ ( )m b r−
r r  = ( )n r a−

r r  (ÇÕÀ°º?)

Ü» rr  =
mb na

m n
+
+

r r
(Ô¼ñ/Ãðñ Õðé å¶)

ÇÂÃ ñÂÆ Çì³çÈ R Ü¯ ÇÕ P Áå¶ Q ù m : n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú Á³çðÈéÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð

OR
uuur

 =
mb na

m n
+
+

r r
 ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÃÇæåÆ II  Üç¯º R, PQ çÆ ìÅÔðÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË (ÇÚ¼åð 10-
17)A ÇÂÔ åÃçÆÕ ÕðéÅ ÁÃÆº êÅáÕ» ñÂÆ ÇÂ¼Õ êÌôé ç¶ ðÈê
Çò¼Ú Û¼âç¶ Ô» ÇÕ ð¶ÖÅÖ³â PQ ù m : n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú ìÅÔðÆ

ò¿â Õðé òÅñÅ Çì³çÈ R 
PRi.e.,   
QR

m
n

 
= 

 
 çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð

OR
uuur

 = 
mb na

m n
−
−

r r
 ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : Ü¶Õð R, PQ çÅ î¼è Çì³çÈ ÔË å» m = n Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÃÇæåÆ I å¯º PQ
uuur

 ç¶ î¼è Çì³çÈ R çÅ

ÃÇæåÆ òËÕàð OR
uuur

 = 
2

a b+
rr

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú Ô¯ò¶×ÅÍ

À°çÅÔðä : AA. ç¯ Çì³çÈ P Áå¶ Q ñò¯ ÇÜé·» çÆ ÃÇæåÆ òËÕàð OP 3 2a b= −
uuur rr  Áå¶ OQ a b= +

uuur rr

ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð êåÅ Õð¯ Ü¯ P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù 2:1 ç¶
Áé°êÅå Çò¼Ú (i) Á³çðÈéÆ (ii) ìÅÔðÆ ò¿â ÕðçÅ ÔËÍ
Ô¼ñ :

(i) P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù B.A ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú Á³çðÈéÆ ò¿â Õðé òÅñ¶ Çì³çÈ  R çÅ
ÃÇæåÆ òËÕàð ÔË :

OR
uuur

 = 
2( ) (3 2 ) 5

3 3
a b a b a+ + −

=
r rr r r

(ii) P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù B:A ç¶ Áé°êÅå ç¶ ìÅÔðÆ ò¿â Õðé òÅñÅ Çì³çÈ R çÅ
ÃÇæåÆ òËÕàð ÔË :

OR
uuur

 = 
2( ) (3 2 ) 4

2 1
a b a b b a+ − −

= −
−

r rr r r r

ÇÚ¼åð A@.AG

íÅò
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À°çÅÔðä : AB. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆA(2 ), B( 3 5 ), C(3 4 4 )i j k i j k i j k− + − − − −  ÇÂ¼Õ
ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð ÔéÍ
Ô¼ñ : ÃÅâ¶ Õ¯ñ ÔË ÇÕ

 AB
uuur  = ˆˆ ˆ(1 2) ( 3 1) ( 5 1)i j k− + − + + − − ˆˆ ˆ2 6i j k= − − −

  BC
uuur

 = ˆˆ ˆ(3 1) ( 4 3) ( 4 5)i j k− + − + + − + ˆˆ ˆ2i j k= − +

Áå¶ CA
uuur

 = ˆˆ ˆ(2 3) ( 1 4) (1 4)i j k− + − + + +  ˆˆ ˆ3 5i j k= − + +
ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ

2| AB |
uuur

 = 2 241 6 35 | BC | | CA |= + = +
uuur uuur

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Çåzí¹Ü ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯äÆ Çåzí¹Ü ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A@.B
1. ÇéîéÇñÖå òËÕàð» ç¶ îÅê Á³Õ çÆ ×äéÅ Õð¯ :

1 1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ; 2 7 3 ;    
3 3 3

a i j k b i j k c i j k= + + = − − = + −
rr r

2. ÃîÅé îÅê Á³Õ òÅñ¶ ç¯ Áñ¼×-Áñ¼× òËÕàð ÇñÖ¯Í
3. ÃîÅé ÇçôÅ òÅñ¶ ç¯ Áñ¼×-Áñ¼× òËÕàð ÇñÖ¯Í
4. x Áå¶ y çÆÁ» ÕÆîå» êåÅ Õð¯ å» ÇÕ òËÕàð ˆ ˆ ˆ ˆ2 3     i j xi yj+ +vkjS  ÃîÅé Ô¯äÍ
5. ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ  (2] 1) ÔË Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ (&5] 7) ÔËÍ ÇÂÃ òËÕàð ç¶

ÃÕËñð Áå¶ òËÕàð ØàÕ êåÅ Õð¯Í
6. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 , 2 4 5a i j k b i j k= − + = − + +

rr
 Áå¶ ˆˆ ˆ6  – 7c i j k= −r çÅ Ü¯óëñ êåÅ Õð¯Í

7. òËÕàð ˆˆ ˆ 2a i j k= + +r
 ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í

8. òËÕàð PQ,
uuur

 ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈ P Áå¶ Q ´îòÅð
(1] 2] 3) Áå¶ (4] 5] 6) ÔéÍ

9. Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð» ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2   a i j k b i j k= − + = − + −
rr

vkSj , ç¶ ñÂÆ òËÕàð a b+
rr
 ç¶  òËÕàð

çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í
10. òËÕàð ˆˆ ˆ5 2i j k− +  ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ òËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ îÅê Á³Õ

H ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ
11. çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4   4 6 8i j k i j k− + − + −vkSj  Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

12. òËÕàð ˆˆ ˆ2 3i j k+ + ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé êåÅ Õð¯Í

¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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13. Çì³çÈÁ» A (1, 2, –3) Áå¶ B(–1, –2, 1) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ Áå¶  A å¯º B ÇçôÅ ò¼ñ òËÕàð ç¶
ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé êåÅ Õð¯Í

14. çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ˆˆ ˆi j k+ +  è¹ÇðÁ» OX, OY Áå¶ OZ ç¶ éÅñ ìðÅìð (ÃîÅé) Þ¹ÇÕÁÅ Ô̄ÇÂÁÅ ÔËÍ

15. Çì³çÈÁ» P ( ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 )  Q – )i j k i j k+ − + +vkSj  ( ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù B:A ç¶ Áé°êÅå
Çò¼Ú  (i) Á³çðÈéÆ  (ii) ìÅÔðÆ ò¿â  Õðé òÅñ¶ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í

16. ç¯ Çì³çÈ P(2, 3, 4) Áå¶ Q(4, 1, –2) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ òËÕàð çÅ î¼è Çì³çÈ êåÅ Õð¯Í
17. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A, B Áå¶ C, ÇÜé·» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ´îòÅð : ˆˆ ˆ3 4 4 ,a i j k= − −r

ˆˆ ˆ2b i j k= − +
r

 Áå¶ ˆˆ ˆ3 5c i j k= − −r  ÔË, ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð» çÅ ÇéðîÅä Õðç¶ ÔéÍ
18. Çåzí¹Ü  ABC (ÇÚ¼åð 10.18), ç¶ ñÂÆ ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÅ ÇÕÔóÅ Õæé ÃÔÆ éÔÆº ÔËÍ

(A) AB + BC + CA = 0
uuur uuuur uuur r

(B) AB BC AC 0+ − =
uuur uuur uuur r

(C) AB BC CA 0+ − =
uuur uuur uuur r

(D) AB CB CA 0− + =
uuur uuur uuur r

19. Ü¶Õð a b
rr

vkjS  ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð Ôé å» ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú ÇÕÔóÅ Õæé ÃÔÆ éÔÆº ÔËÍ
(A) ,   b a= λ λ

r r
fdlh vfn’k osQ fy,

(B) a b= ±
rr

(C) a b
rr

vkjS  ç¶ ́ îòÅð ØàÕ ÃîÅéÁé°êÅåÆ éÔÆº ÔéÍ

(D) ç¯é¯º òËÕàð» a b
rr

rFkk  çÆ ÇçôÅ ÃîÅé ÔË; êð îÅê Á³Õ ÇòÇí¿é ÔËÍ

10.6  ç¯ òËÕàð» çÅ ×¹äéëñ (Product of Two Vectors)
Ô¹ä å¼Õ ÁÃÆº òËÕàð» ç¶ Ü¯óëñ Áå¶ ØàÅÀ° ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ Ô¹ä ÃÅâÅ À°ç¶ô òËÕàð»
ç¶ ×¹äéëñ  éÅîÕ ÇÂ¼Õ çÈÜÆ ÁñÜìð¶ Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÆ ÚðÚÅ ÕðéÅ ÔËÍ ÁÃÆº ïÅç Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ç¯
Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ×¹äéëñ ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ Ô¹¿çÆ ÔË, ç¯ îËÇàzÕÃ çÅ ×¹äéëñ ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ Ô¹¿çÅ ÔË, êð ëñé»
çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº À°Ôé» ù ç¯ åð·» éÅñ ×¹äÅ Õð ÃÕç¶ Ô» é» ç¶ å½ð å¶ ç¯ ëñé» çÅ Çì³çÈ òÅð ×¹äÅ
Áå¶ ç¯ ëñé» çÅ Ã¿ï¯ÜéÍ ÇÂÃ åð·» òËÕàð»  çÆ ×¹äÅ òÆ ç¯ åðÆÕ¶ éÅñ êÌíÅÇôå ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔË é» ç¶
å½ð å¶ : ÃÕËñð ×¹äéëñ ÇÜ¼æ¶ éåÆÜÅ ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ òËÕàð ×¹äéëñ ÇÜ¼æ¶ éåÆÜÅ ÇÂ¼Õ
òËÕàð Ô¹¿çÅ ÔËÍ òËÕàð» ç¶ ÇÂÔ ç¯ åð·» ç¶ ×¹äéëñ» ç¶ ÁèÅð å¶ ÇÜÀ±îËàðÆ, îÕËÇéÕ Áå¶ ÇÂ³ÜÆéÆÁÇð³×
Çò¼Ú ÇÂÔé» ç¶ ÇòÇí¿é À°êï¯× ÔéÍ ÇÂÃ ÃËÕôé  (Áé°íÅ×) Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ åð·» ç¶ ×¹äéëñ çÆ ÚðÚÅ
Õð»×¶Í

ÇÕÃÆ ÃÕ¶ñð ç¶ ñÂÆ

Áå¶

ÇÚ¼åð A@. AH
Áå¶

Áå¶

Áå¶
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10.6.1  ç¯ òËÕàð» çÆ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ [Scalar (or dot) product of two vectors]

êÇðíÅôÅ B.  ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð a b
rr

vkjS  çÅ ÃÕËñð ×¹äéëñ a b⋅
rr  ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ

ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù a b⋅
rr  = | | | | cosa b θ

rr ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌíÅÇôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
ÇÜ¼æ¶ θ, , 0a b ≤ θ ≤ π

rr
vkSj oQs chp dk dk.s k gS vkSj  (ÇÚ¼åð A@.AI)A

Ü¶Õð 0 0,a b= =
rr rr

vFkok  å» θ êÌíÅÇôå éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ ÃÇæåÆ
Çò¼Ú ÁÃÆº 0a b⋅ =

rr êÌíÅÇôå Õðç¶ ÔËÍ
ÇéðÆÖä

1. a b⋅
rr  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

2. î³é ñÀ° ÇÕ  a b
rr

vkjS  ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð Ôé å» 0a b⋅ =
rr  Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð a b

rr
vkjS

ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ å¶ êðÃêð ¦ì Ôé ÇÂÃ ñÂÆ 0  a b a b⋅ = ⇔ ⊥
r rr r

3. Ü¶Õð θ = 0, å» | | | |a b a b⋅ =
r rr r

Çòô¶ô ðÈê å¯º 2| | ,a a a⋅ =r r r  ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú a θ = 0 ÔËÍ
4. Ü¶Õð  θ = π, rc | | | |a b a b⋅ = −

r rr r

Çò²ô¶ô ðÈê å¯º 2( ) | |a a a⋅ − = −
r r r

, ÇÜÃ åð·» ÇÕ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú  θ, π ç¶ ìðÅìð ÔËÍ
5. ÇéðÆÖä êÌÌ¶Öä B Áå¶ C çÆ Ã¿çðí Çò¼Ú ÁÅêÃÆ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð  ˆˆ ˆ, ,i j k,oa  ç¶ ñÂÆ

ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
ˆ ˆ ˆ ˆi i j j⋅ = ⋅  = ˆ ˆ 1k k⋅ =

Áå¶ ˆˆ ˆ ˆi j j k⋅ = ⋅  = ˆ ˆ 0k i⋅ =

6. ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð a b
rr

vkjS ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä θ,

.cos
| || |

a b
a b

θ =
rr
rr  Ü» –1 . cos

| || |
a b

a b
 

θ =  
 

rr
rr ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ

7. ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ ́ î òà»çðÅ ÔË íÅò
a b⋅

rr = b a⋅
r r

          (ÇÕÀ°º?)
ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ ç¶ ç¯ îÔ¼åòêÈðé Çòô¶ôåÅò» (Two important properties of scalar
product)

Çòô¶ôåÅ A.(ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ çÆ Ü¯ó À°µêð ò¿âÕÅðÆ Çéïî)î³é ñÀ° ,     a b c
rr r
vkSj  Çå¿é òËÕàð Ôé

å» ( )a b c⋅ +
rr r  =   a b a c⋅ + ⋅

rr r r

Çòô¶ôåÅ B.  î³é ñÀ°   a b
rr

vkjS  ç¯ òËÕàð Ôé Áå¶ λ ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË, å»
( )a bλ ⋅

rr  = ( ) ( )a b a bλ ⋅ = ⋅ λ
r rr r

ÇÚ¼åð A@. AI

Áå¶
Ü»

Áå¶

Áå¶

Áå¶

ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÔË Áå¶

å»

Áå¶

Áå¶

Áå¶

 Áå¶
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Ü¶Õð ç¯ òËÕàð ØàÕ ðÈê Çò¼Ú 1 2 3
ˆˆ ˆa i a j a k+ +  Áå¶ 1 2 3

ˆˆ ˆb i b j b k+ + , Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÔË å» À°Ôé»
çÅ òËÕàð ×¹äéëñ ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

a b⋅
rr  = 1 2 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i a j a k b i b j b k+ + ⋅ + +

= 1 1 2 3 2 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i b i b j b k a j b i b j b k⋅ + + + ⋅ + +  + 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ( )a k b i b j b k⋅ + +

= 1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k a b j i a b j j a b j k⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

 + 3 1 3 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b k i a b k j a b k k⋅ + ⋅ + ⋅

(À°êð¯Õå Çòô¶ôåÅò» A Áå¶ B çÅ À°êï¯× Õðé å¶)
= a1b1 + a2b2 + a3b3 (ÇéðÆÖä E çÅ À°êï¯× Õðé å¶ )

ÇÂÃ åð·»  a b⋅
rr  = 1 1 2 2 3 3a b a b a b+ +

10.6.2  ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÇÕÃÆ ð¶ÖÅ å¶ êÌÖ¶ê (Projection of a vector on a line)

î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ òËÕàð AB
uuur

 ÇÕÃ¶ Çéðç¶Çôå ð¶ÖÅ l (î³é ñÀ°) ç¶ éÅñ Ö¼ì¶ ×¶ó¶ (ØóÆ çÆ ÇçôÅ å¯º
À °ñ à  Ç ç ô Å) Çò¼Ú θ Õ½ä ìäçÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð A@.B@ ç¶Ö¯) å» AB

uuur
 çÅ l À°µêð êÌÖ¶ê Projection

ÇÂ¼Õ òËÕàð pr  (î³é ñÀ°) ÔË ÇÜÃçÅ îÅê Á³Õ | AB | cos θ
uuur

 ÔË Áå¶ ÇÜÃ çÆ ÇçôÅ çÅ l çÆ ÇçôÅ
ç¶ ò¼ñ (Ü» À°ñà) Ô¯äÅ ÇÂÃ ×¼ñ å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔË ÇÕ cos θ èéÅåîÕ ÔË Ü» ÇðäÅåîÕÍ òËÕàð pr

ù êÌÖ¶ê (Projection) òËÕàð ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÃ çÅ îÅê Á³Õ | pr |, ÃèÅÅðé å½ð å¶ ÇÂÃ ù
Çéðç¶Çôå ð¶ÖÅ l å¶ òËÕàð AB

uuur
çÅ êÌî¶ï ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ À°çÅÔðé òÜº̄ ÇéîéÇñÖå Çò¼Úº̄ Ôð¶Õ ÇÚ¼åð ç¶

òËÕàð AB
uuur

 çÅ ð¶ÖÅ l å¶ êÌ¶Öê òËÕàð AC
uuur

 ÔËÍ  [ÇÚ¼åð A@.B@ (i) å¯º  (iv) å¼Õ]

ÇÚ¼åð A@. B@
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ÇéðÆÖä
1. ð¶ÖÅ l ç¶ éÅñ éÅñ Ü¶Õð p̂  ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË å» ð¶ÖÅ l å¶ òËÕàð ar  çÅ êÌÖ¶ê ˆ.a pr å¯º êÌÅêå

Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2. ÇÂ¼Õ òËÕàð ar  çÅ çÈÜ¶ òËÕàð b
r

, å¶ ˆ,a b⋅r  Ü» 1, ( )
| | | |
ba a b
b b

 
⋅ ⋅  

r rr rr rvFkok  å¯º êÌÅêå
Ô¹¿çÅ ÔËÍ

  3-  Ü¶Õð θ = 0, å» AB
uuur

êÌÖ¶ê çÅ òËÕàð Ö¹ç AB
uuur

 Ô¯ò¶×Å Áå¶ Ü¶Õð  θ  = π å» AB
uuur

 çÅ
êÌ¶Öê  òËÕàð BA

uuur
 Ô¯ò¶×ÅÍ

4- Ü¶Õð πθ = 
2
 Ü» 3πθ = 

2
 å» AB

uuur
êÌÖ¶ê òËÕàð çÅ ÜÆð¯ òËÕàð Ô¯ò¶×ÅÍ

Çà¼êäÆ : Ü¶Õð α, β Áå¶ γ òËÕàð 1 2 3
ˆˆ ˆa a i a j a k= + +r  ç¶ ÇçôÅ Õ¯ä Ôé å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé

ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ

31 2
ˆ.cos , cos ,   and  cosˆ | | | | | || || |

aa aa i
a a aa i

α = = β = γ =
r

r r rr

ÇÂÔ òÆ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ | | cos ,   | |cos   | | cosa a aα β γr r r
vkjS  ́ îòÅð : OX, OY Áå¶ OZ ç¶

éÅñ éÅñ ar  ç¶ ar  ç¶ êÌÖ¶ê Ôé ÇÂÃ ñÂÆ òËÕàð a1, a2 Áå¶ a3´îòÅð x, y,, Áå¶ z è¹ð¶ ç¶ éÅñ
ar  òËÕàð ç¶ êÌÖ¶ê ÔéÍ ÇÂÃ å¯ºº ÇÂñÅòÅ Ü¶Õð ar  ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË å» ÇÂÃ ù ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé çÆ
ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ

ˆˆ ˆcos cos cosa i j k= α + β + γr

ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÷ÅÔð ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä : AC. ç¯ òËÕàð   a b
rr

vkjS  ç¶ ÁÅÕÅð ́ îòÅð A Áå¶ B ÔË Áå¶ 1a b⋅ =
rr

, ÇÂÔé» òËÕàð»
ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ 1, | | 1 | | 2a b a b⋅ = = =
r rr r

vkSj . ÃÅâ¶ Õ¯ñ

1 1. 1cos cos
2 3| || |

a b
a b

− −  π θ = = =   
  

rr
rr

À°çÅÔðä : AD. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆa i j k b i j k= + − = − +
rr

rFkk  ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ç¯ òËÕàð   a b
rr

vkjS  ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä θ  Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

cosθ =
| || |
a b
a b

⋅
rr
rr  å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä a b⋅
rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 1 1 1 1i j k i j k+ − ⋅ − + = − − = −

Ü»

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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ÇÂÃ ñÂÆ, ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ   cosθ =
1

3
−

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Õ½ä θ = 1 1cos
3

−  − 
 

 ÔËÍ

À°çÅÔðä : AE. Ü¶Õð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3     3 5a i j k b i j k= − − = + −
rr

vkjS , å» çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð a b+
rr

Áå¶ a b−
rr ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ å¶ ¦ì ÔéÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð êðÃêð ¦ì Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð À°Ôé» çÅ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ
ÜÆð¯ ÔËÍ
ÇÂ¼æ¶ a b+

rr  = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(5 3 ) ( 3 5 ) 6 2 8i j k i j k i j k− − + + − = + −

Áå¶ a b−
rr  = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(5 3 ) ( 3 5 ) 4 4 2i j k i j k i j k− − − + − = − +

ÇÂÃ ñÂÆ ( ) ( )a b a b+ ⋅ −
r rr r  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(6 2 8 ) (4 4 2 ) 24 8 16 0i j k i j k+ − ⋅ − + = − − =

ÇÂÃ ñÂÆ     a b a b+ −
r rr r

vkjS   êðÃêð òËÕàð ÔéÍ
À°çÅÔðä : AF. òËÕàð ˆˆ ˆ2 3 2a i j k= + +r  çÅ, òËÕàð ˆˆ ˆ2b i j k= + +

r
ç¶ êÌÖ¶ê êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : òËÕàð ar  çÅ òËÕàð b
r  å¶ êÌÖ¶ê ÔËÍ

1 ( )
| |

a b
b

⋅
rrr  = 2 2 2

1 10 5(2 .1 3 . 2 2 .1) 6
36(1) (2) (1)

+ + = =
+ +

 ÔËÍ

À°çÅÔðé : AG. Ü¶Õð ç¯ òËÕàð a b
rr

vkjS  ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÕ | | 2, | | 3a b= =
rr  Áå¶ 4a b⋅ =

rr å»
| |a b−

rr  êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ

2
a b−

rr  = ( ) ( )a b a b− ⋅ −
r rr r

= .a a a b b a b b− ⋅ − ⋅ + ⋅
r r r rr r r r

= 2 2| | 2( ) | |a a b b− ⋅ +
r rr r

= 2 2(2) 2(4) (3)− +

ÇÂÃ ñÂÆ | |a b−
rr  = 5

À°çÅÔðä AH. Ü¶Õð ar  ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Áå¶ ( ) ( ) 8x a x a− ⋅ + =
r r r r , å» | |xr êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ ar  ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ | | 1a =r . ÇÂÔ òÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ
( ) ( )x a x a− ⋅ +
r r r r  = 8

Ü» x x x a a x a a⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅
r r r r r r r r  = 8

Ü» 2| | 1x −r  = 28  | | 9x =r
vFkkZr ~

ÇÂÃ ñÂÆ       | |xr  = 3(ÇÕÀ°ºÇÕ òËÕàð çÅ îÅê Á³Õ Ôî¶ôÅ Á-ÇðäÅåîÕ Ô¹¿çÅ ÔË)

Áå¶

Áå¶

Ü»

Áå¶
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À°çÅÔðä AI. ç¯ òËÕàð a b
rr

vkjS , ç¶ ñÂÆ Ôî¶ôÅ | | | | | |a b a b⋅ ≤
r rr r   (Cauchy-Schwartz ÁÃîÅéåÅ)A

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÁÃîÅéåÅ ÃÇÔÜ ðÈê Çò¼Ú Ãêôà ÔË Ü¶Õð 0    0a b= =
rr rr

vFkok .  ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂÃ
ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ | | 0 | | | |a b a b⋅ = =

r rr r . ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÕñêéÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ

| | 0 | |a b≠ ≠
rr Ô» ÁÃÆº

| |
| || |

a b
a b

⋅
rr
rr  = | cos | 1θ ≤   ÇîñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ | |a b⋅
rr  ≤ | | | |a b

rr

À°çÅÔðä B@. ç¯ òËÕàð» a b
rr

rFkk  ç¶ ñÂÆ Ôî¶ôÅ | | | | | |a b a b+ ≤ +
r rr r (Çåzí¹Ü ÁÃîÅéåÅ)

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ  ÁÃîÅéåÅ, ç¯é» ÃÇæåÆÁ» 0 0a b= =
rr

;k Çò¼Ú ÃÇÔÜ ðÈê Çò¼Ú Ãêôà ÔË (ÇÕÀ°ºÇÕ
?)A ÇÂÃ ñÂÆ î³é ñÀ° ÇÕ | | 0 | |a b≠ ≠

rrr
 å»

2| |a b+
rr  = 2( ) ( ) ( )a b a b a b+ = + ⋅ +

r r rr r r

= a a a b b a b b⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
r r r rr r r r

= 2 2| | 2 | |a a b b+ ⋅ +
r rr r  (ÃÕËñð ×¹äéëñ ́ î-òà»çðÅ ÔËÍ)

≤ 2 2| | 2 | | | |a a b b+ ⋅ +
r rr r (ÇÕÀ°ºÇÕ  | |x x x≤ ∀ ∈R )

≤ 2 2| | 2 | || | | |a a b b+ +
r rr r (À°çÅÔðé AI å¯º )

= 2(| | | |)a b+
rr

ÇÂÃ ñÂÆ : | | | | | |a b a b+ ≤ +
r rr r

AÇà¼êäÆ    Ü¶Õð Çåzí¹Ü ÁÃîÅéåÅ Çò¼Ú ÃîÅéåÅ ð¼ÖÆ Ô¹¿çÆ ÔËs (À°êð¯Õå À°çÅÔðé B@ Çò¼Ú)
ÇÂÃ ñÂÆ

| |a b+
rr  = | | | |a b+

rr , åç

| AC |
uuur

 = | AB | | BC |+
uuur uuur

Çì³çÈ A, B Áå¶ C Ãîð¶ÖÆ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BA. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA( 2 3 5 ),  B( 2 3 )i j k i j k− + + + +  Áå¶ ˆˆC(7 )i k−  Ãîð¶ÖÆ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

 ÇÚ¼åð A@. BA

Áå¶

Áå¶

Ü»

Ü»
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 AB
uuur

 = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(1 2) (2 3) (3 5) 3 2i j k i j k+ + − + − = − −

BC
uuur

 = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(7 1) (0 2) ( 1 3) 6 2 4i j k i j k− + − + − − = − −

AC
uuur

 = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(7 2) (0 3) ( 1 5) 9 3 6i j k i j k+ + − + − − = − −

| AB |
uuur

 = 14, BC 2 14     | AC | 3 14= =
uuur uuur

vkSj

ÇÂÃ ñÂÆ AC
uuur

 = | AB | | BC |+
uuur uuur

ÇÂÃ ñÂÆ Çì³çÈ  A, B Áå¶ C  Ãîð¶ÖÆ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ    À°çÅÔðé BA Çò¼Ú ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ AB BC CA 0+ + =
uuur uuur uuur r

 êð Çëð òÆ Çì³çÈ A,
B Áå¶  C Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð» çÅ ÇéðîÅä éÔÆº Õðç¶ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A@.C

1. ç¯ òËÕàð»   a b
rr

rFkk  ç¶ ÁÅÕÅð ́ îòÅð 3 2,oa ÔË Áå¶ 6a b⋅ =
rr

 ÔË å»   a b
rr

rFkk ç¶
Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

2. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3     3 2i j k i j k− + − +vkjS ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

3. òËÕàð ˆ ˆi j+  å¶ òËÕàð ˆ ˆi j−  çÅ êÌ¶Öä êåÅ Õð¯Í

4. òËÕàð ˆˆ ˆ3 7i j k+ +  çÅ, òËÕàð ˆˆ ˆ7 8i j k− +   å¶ êÌ¶Öä êåÅ Õð¯Í
5. çðÃÅÀ° ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇéîéÇñÖå Çå¿é òËÕàð» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÅ îÅåzÕ òËÕàð ÔË :

1 1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 6 ),  (3 6 2 ),   (6 2 3 )
7 7 7

i j k i j k i j k+ + − + + −

ÇÂÔ òÆ çðÃÅÀ° ÇÕ ÇÂÔ òËÕàð ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ¦ì ÔéÍ
6.  Ü¶Õð ( ) ( ) 8 | | 8 | |a b a b a b+ ⋅ − = =

r r rr r r
vkSj  Ô¯ò¶ å» | |ar  Áå¶ | |b

r
 êåÅ Õð¯Í

7. (3 5 ) (2 7 )a b a b− ⋅ +
r rr r çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í

8. ç¯ òËÕàð   a b
rr

vkjS  çÅ ÁÅÕÅð êåÅ Õð¯, Ü¶Õð ÇÂÔé» çÅ ÁÅÕÅð ÃîÅé ÔË Áå¶ ÇÂÔé» ç¶

ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä 60° ÔË Áå¶ ÇÂÔé» çÆ ÃÕËñð ×¹äéëñ 1
2

 ÔËÍ

9. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ îÅåzÕ òËÕàð ar ,  ç¶ ñÂÆ ( ) ( ) 12x a x a− ⋅ + =
r r r r

 ÔË å» | |xr êåÅ Õð¯Í

10. Ü¶Õð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3 , 2 3a i j k b i j k c i j= + + = − + + = +
rr r

vkjS  ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ a b+ λ
rr ,

cr  å¶ ¦ì ÔË, å» λ çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í

Áå¶

Áå¶ Áå¶ Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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11. çðÃÅÀ° ÇÕ ç¯ ×Ëð ÇÃøð òËÕàð   a b
rr

vkjS  ç¶ ñÂÆ | | | |a b b a+
r rr r ,  | | | |a b b a−

r rr r  å¶ ¦ì ÔËÍ
12. Ü¶Õð 0    0a a a b⋅ = ⋅ =

rr r r
vkjS , å» òËÕàð b

r
 ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÇÕ ÇéôÕðô (éåÆÜÅ) Õ¼ÇãÁÅ

ÜÅ ÃÕçÅ ÔË?
13. Ü¶Õð , ,a b c

rr r
 îÅåzÕ òËÕàð ÇÂÃ åð·» 0a b c+ + =

r rr r  å» a b b c c a⋅ + ⋅ + ⋅
r rr r r r çÆ ÕÆîå

êåÅ Õð¯Í
14. Ü¶Õð 0   0,     0a b a b= = ⋅ =

r rr rr r
vFkok rc  êð ÇÂÃ çÅ À°ñà Ã¼Ú Ô¯äÅ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂ¼Õ

À°çÅÔðä ç¹ÁÅðÅ ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ Õð¯Í
15. Ü¶Õð ÇÕÃ¶ Çåzí¹Ü ABC çÅ ÇÃÖð, A, B, C ́ îòÅð : (1, 2, 3), (–1, 0, 0), (0, 1, 2) ÔË å»

∠ABC êåÅ Õð¯Í  [∠ABC, ÇÃÖð BA
uuur

 Áå¶ BC
uuur

 ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÔËÍ]
16. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A(1, 2, 7), B(2, 6, 3) Áå¶ C(3, 10, –1) Ãîð¶ÖÆ ÔËÍ
17. çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 , 3 5 3 4 4i j k i j k i j k− + − − − −vkSj  ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯äÆ Çåzí¹Ü ç¶

ÇÃÖð» çÆ ðÚéÅ Õðç¶ Ô»Í
18. Ü¶Õð ×Ëð ÇÃëð òËÕàð ar  çÅ ÁÅÕÅð ‘a’ ÔË å» λ ÇÂ¼Õ ×Ëð ÇÃëð ÃÕ¶ñð ÔË å» λ ar  ÇÂ¼Õ

îÅåzÕ òËÕàð ÔË Ü¶Õð
(A) λ = 1 (B) λ = – 1 (C) a = |λ | (D) a = 1/|λ |

10.6.3  ç¯ òËÕàð» çÅ òËÕàð ×¹äéëñ [Vector (or cross) product of two vectors]

íÅ× A@.B Çò¼Ú ÁÃÆº åzË ÇòîÅÂÆ Ã¼Ü¶ Ô¼æ ÁÅÇÂåÅÕÅð åÅñî¶ñ ÇÃÃàî (êÌäÅñÆ) çÆ ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÃÆÍ
ÇÂÃ êÌäÅñÆ Çò¼Ú èéÅåîÕ x í¹Ü ù Ö¼ì¶ ×¶ó (ØóÆ ÇòêðÆå) Ø¹îÅ Õ¶ èéÅåîÕ y-í¹Ü å¶ ÇñÁÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔË å» èéÅåîÕ z-í¹Ü çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¼Ü¶ Ô¼æ (ÇîÁÅðÆ) ê¶ºÚ Á¼×¶ ò¼ñ Ô¯ Ü»çÆ ÔË [ÇÚ¼åð
A@.BB (i)]A

ÇÂ¼Õ Ã¼Ü¶ Ô¼æ åÅñî¶ñ êÌäÅñÆ Çò¼Ú Üç¯º Ã¼Ü¶ Ô¼æ çÆÁ» À°º×ñÆÁ» ù èéÅåîÕ x- í¹Ü çÆ ÇçôÅ å¯º
çÈð èéÅåîÕ y-í¹Ü ç¶ ò¼ñ Ø¹îÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË å» Á³×ÈáÅ èéÅåîÕ z-í¹ÜÅ ç¶ ò¼ñ ÇÂôÅðÅ ÕðçÅ ÔËÍ
[ÇÚ¼åð 10-22 (ii)] ÔËÍ

 ÇÚ¼åð A@. BB

Áå¶

  Ü»   Ü»

Áå¶

Áå¶
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êÇðíÅôÅ C.  ç¯ ×Ëð ÇÃøð òËÕàð     a b
rr

rFkk ,  çÅ òËÕàð ×¹äéëñ a b×
rr

å¯º çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶  a b×
rr  = ˆ| || | sina b nθ

rr  ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌíÅÇôå

ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ θ, a b
rr

vkjS ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä ÔË Áå¶ 0 ≤ θ ≤ π  ÔËÍ

ÇÂ¼æ¶ n̂  ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Ü¯ ÇÕ òËÕàð a b
rr

vkjS ,ç¯é» å¶ ¦ì ÔËÍ ÇÂÃ

åð·» ˆ,    a b n
rr
rFkk  ÇÂ¼Õ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ ù ÇéðÇîå Õðç¶ Ôé (ÇÚ¼åð

A@.BC) ÇÂÃ ñÂÆ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ ù a b
rr

l s  ç¶ ò¼ñ Ø¹¿îÅÀ°ä å¶ ÇÂÔ n̂  çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú Ú¼ñçÆ ÔËÍ

Ü¶Õð 0 0a b= =
rr rr

vFkok , å» θ êÌíÅÇôå éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº 0a b× =
r rr

êÌíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í
êÌ¶Öä :

1. a b×
rr

 ÇÂ¼Õ òËÕàð ÔËÍ
2. î³é ñÀ°     a b

rr
vkjS  ç¯ ×Ëð ÇÃëð Ôé å» 0a b× =

r rr Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð a b
rr

vkjS ÇÂ¼Õ çÈÜ¶
ç¶ Ãî»åð (Ü» Ãîð¶ÖÆ) ÔË ÇÂÃ ñÂÆ

a b×
rr  = 0 a b⇔

rr r P

ÖÅÃ å½ð å¶ 0a a× =
rr r  Áå¶ ( ) 0a a× − =

rr r , ÇÕÀ°ºÇÕ êÇÔñÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú θ = 0 Áå¶ çÈÜÆ
ÃÇæåÆ Çò¼Ú θ = π, ÇÜÃ Çò¼Ú ç¯éº̄ ÔÆ ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú sin θ çÆ ÕÆîå ÇÃøð Ô¯ Ü»çÆ ÔËÍ

3. Ü¶Õð 
2
π

θ =  å» | || |a b a b× =
r rr r

4. ÇéðÆÖä (êÌ¶Öä) B Áå¶ C ç¶ ÞñÕ Çò¼Ú ÁÅêÃÆ ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð»
ˆˆ ˆ,i j kvkSj ç¶ ñÂÆ (ÇÚ¼åð A@.BD), ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

ˆ ˆi i×  = ˆ ˆˆ ˆ 0j j k k× = × =
r

ˆ ˆi j× = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,   k j k i k i j× = × =

5. òËÕàð ×¹äéëñ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ç¯ òËÕàð»     a b
rr

rFkk   ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ
Õ¯ä θ ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

 sinθ =
| |
| || |
a b
a b

×
rr
rr

6. ÇÂÔ Ôî¶ôÅ Ã¼Ú ÔË ÇÕ òËÕàð» çÅ ×¹äéëñ ´î òà»çðÅ éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ a b×
rr  =

b a− ×
r r

 ÁÃñ Çò¼Ú ˆ| || | sina b a b n× = θ
r rr r , ÇÜ¼æ¶ ˆ,    a b n

rr
vkSj  ÇÂ¼Õ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ çÅ

ÇéðîÅä Õðç¶ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ  θ , a b
rr

ls  ò¼ñ ¦Ø¶ Ô¹¿ç¶ ÔËÍ ÇÚ¼åð A@.BE(i) Üç¯º ÇÕ

ÇÚ¼åð A@.BC

ÇÚ¼åð A@. BD

Áå¶

å̄º

Ü»

Áå¶

Áå¶

å̄º
Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶ Áå¶
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1̂| || | sinb a a b n× = θ
r rr r , ÇÜ¼æ¶ 1̂,   b a n

r r
vkjS  ÇÂ¼Õ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ ù ÇéðÇîå Õðç¶ Ôé,

ÇÂÃ ñÂÆ θ, b a
r r
ls  å¯º ç¶ ò¼ñ Ú¼ÕðÆ ́ îÔ¹¿çÅ ÔË ÇÚ¼åð 10-25(ii)A

ÇÂÃ ñÂÆ Ü¶Õð ÁÃÆº ÇÂÔ î³é ñËºç¶ Ô» ÇÕ a b
rr

vkjS  ç¯é¯º ÇÂ¼Õ ÔÆ ÕÅ×÷ ç¶ åñ Çò¼Ú Ôé å»

vko‘Qfr 10-25

¦ì Ô¯ä×¶ 1ˆ ˆ  n nvkjS  ÕÅ×÷ å¯º À°µêð çÆ ÇçôÅ ò¼ñ Ô¯ò¶×Å Áå¶ 1̂n  ÕÅ×÷ ç¶ æ¼ñ¶ ò¼ñ (ÇçôÅ
Çò¼Ú) Ô¯ò¶×Å ÇÂÃ ñÂÆ 1̂ ˆn n= −

ÇÂÃ åð·» a b×
rr  = ˆ| || | sina b nθ

rr

= 1̂| || | sina b n− θ
rr b a= − ×

r r

7. ÇéðÆÖä (êÌ¶Öä) D Áå¶ F ç¶ ÞñÕ Çò¼Ú
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,j i k k j i i k j× = − × = − × = − gASvkjS

8. Ü¶Õð  a b
rr

vkjS Çåzí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ôé å» Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ
1 | |
2

a b×
rr  ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çåzí¹Ü ç¶ Ö¶åðëñ çÆ êÇðíÅôÅ ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº ÇÚ¼åð A@.BF

åº̄ êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ Çåzí¹Ü ABC çÅ Ö¶åðëñ = 
1 AB CD
2

⋅ .

êð¿å± AB | |b=
r

 (Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË) Áå¶ CD = | |ar sinθ

ÇÂÃ ñÂÆ : Çåzí¹Ü  ABC çÅ Ö¶åðëñ = 
1 | || | sin
2

b a θ
r r

 
1 | |
2

a b= ×
rr

9. Ü¶Õð a b
rr

vkjS  Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË å» Ãî»åð Úå°ðí¹Ü
çÅ Ö¶åðëñ | |a b×

rr
 ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð 10-27 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ABCD çÅ Ö¶åðëñ = AB. DE.

ÇÚ¼åð A@.BF

Áå¶

Áå¶

Áå¶ ÔËÍ

Áå¶

ÇÚ¼åð A@. BE

å̄º

Áå¶

Áå¶
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êð AB | |b=
r

 (Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË), Áå¶
DE | | sina= θ

r
 ÇÂÃ ñÂÆ

ÇÂÃ ñÂÆ  Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ABCD çÅ

Ö¶åðëñ = | || | sinb a θ
r r  | |a b= ×

rr

ÁÃÆº Ô¹ä òËÕàð ×¹äéëñ ç¶ ç¯ îÔ¼åòêÈðé
Çòô¶ôåÅò» ù ç¼Ã»×¶Í

Çòô¶ôåÅ C. òËÕàð ×¹äéëñ çÅ Ü¯óëñ å¶ ò¿âÕÅðÆ Çéïî  (Distributivity of vector

product over addition) Ü¶Õð ,a b c
rr r
vkSj  Çå¿é òËÕàð ÔË Áå¶ λ ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË å»

(i) ( )a b c× +
rr r

 = a b a c× + ×
rr r r

(ii) ( )a bλ ×
rr  = ( ) ( )a b a bλ × = × λ

r rr r

î³é ñÀ° ç¯ òËÕàð     a b
rr

vkjS   ØàÕ ðÈê Çò¼Ú ´îòÅð : 1 2 3
ˆˆ ˆa i a j a k+ + Áå¶  1 2 3

ˆˆ ˆb i b j b k+ +

Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÔË å» ÇÂÔé» çÅ òËÕàð ×¹äéëñ a b×
rr  =  1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
a a a
b b b

  ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇòÁÅÇÖÁÅ : ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»
a b×

rr  = 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i a j a k b i b j b k+ + × + +

= 1 1 1 2 1 3 2 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k a b j i× + × + × + ×

+ 2 2 2 3
ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )a b j j a b j k× + ×

+  3 1 3 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b k i a b k j a b k k× + × + × ( Çòô¶ôåÅ A å¯º)

= 1 2 1 3 2 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i j a b k i a b i j× − × − ×

+  2 3 3 1 3 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a b j k a b k i a b j k× + × − ×

ÇÚ¼åð A@.BG

Áå¶

Áå¶
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ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 0   , )i i j j k k i k k i j i i j k j j k× = × = × = × = − × × = − × × = − ×D;kfsa d vkjS vkSj

= 1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆa b k a b j a b k a b i a b j a b i− − + + −

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ,     )i j k j k i k i j× = × = × =D;kasfd vkSj

= 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b a b i a b a b j a b a b k− − − + −

= 1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
a a a
b b b

À°çÅÔðä BB. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3     3 5 2 , | |a i j k b i j k a b= + + = + − ×
r rr r

vkSj rks  êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶

a b×
rr  =

ˆˆ ˆ

2 1 3
3 5 2

i j k

−

= ˆˆ ˆ( 2 15) ( 4 9) (10 – 3)i j k− − − − − + ˆˆ ˆ17 13 7i j k= − + +

ÇÂÃ ñÂÆ a b×
rr

 = 2 2 2( 17) (13) (7) 507− + + =

À°çÅÔðä BC. òËÕàð ( )a b+
rr  Áå¶ ( )a b−

rr
 Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, 2 3a i j k b i j k= + + = + +
rr  ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 3 4 2a b i j k a b j k+ = + + − = − −
r rr r

vkSj

ÇÂ¼Õ òËÕàð, Ü¯ a b a b+ −
r rr r
vkjS  ç¯é» å¶ ¦ì ÔË, ÇéîéÇñÖå ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔË :

( ) ( )a b a b+ × −
r rr r  =

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 4 2 4 2 ( , )

0 1 2

i j k
i j k c=− + − =

− −

r
ekuyhft,

Ô¹ä | |cr  = 4 16 4 24 2 6+ + = =
ÇÂÃ ñÂÆ, ñ¯óÆºçÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð

| |
c
c

r
r  =

1 2 1 ˆˆ ˆ
6 6 6

i j k−
+ −  ÔËÍ

Áå¶

Áå¶

î³é ñÀ°

ÇÕÀ°ºÇÕ

ÇÕÀ°ºÇÕ

Áå¶ Áå¶

Áå¶

Áå¶ å»
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AÇà¼êäÆ  ÇÕÃ¶ åñ å¶ ç¯ ÁÇí¦ì ÇçôÅòÅ Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ a b a b+ −
r rr r

vkjS  å¶

çÈÜÅ ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð 1 2 1 ˆˆ ˆ
6 6 6

i j k− +  Ô̄ò¶×ÅÍ êð¿å±  ÇÂÔ ( ) ( )a b a b− × +
r rr r  çÅ ÇÂ¼Õ

Áé°Õ±ñ éåÆÜÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä  BD. ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ A(1, 1, 1),  B(1, 2, 3) Áå¶
C(2, 3, 1) ÔËÍ

Ô¼ñ: ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ ˆˆ ˆ ˆAB 2 AC 2j k i j= + = +
uuur uuur

vkjS . Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ

1 | AB AC |
2

×
uuur uuur

 ÔËÍ

Ô¹ä AB AC×
uuur uuur

 =

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ0 1 2 4 2

1 2 0

i j k
i j k= − + −

ÇÂÃ ñÂÆ | AB AC |×
uuur uuur

 = 16 4 1 21+ + =

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ 
1 21
2  ÔËÍ

À°çÅÔðä BE. À°Ã Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò»
ˆˆ ˆ3 4a i j k= + +

r  Áå¶ ˆˆ ˆb i j k= − +
r

 ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇÕÃ¶ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò»     a b
rr

vkjS  ÔËÍ À°Ã çÅ Ö¶åðëñ | |a b×
rr

ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä a b×
rr  =

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ3 1 4 5 4

1 1 1

i j k
i j k= + −

−

ÇÂÃ ñÂÆ | |a b×
rr  = 25 1 16 42+ + =

ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ 42  ÔËÍ

Áå¶

Áå¶

Áå¶



òËÕàð ìÆÜ ×Çäå        471

ÁÇíÁÅÃ 10-4
1. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ  7 7 3 2 2 | |a i j k b i j k a b= − + = − + ×

r rr r
;fn vkSj rk s êåÅ Õð¯Í

2. òËÕàð a b a b+ −
r rr r

vkjS  çÆ ¦ì ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆòËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ ˆˆ ˆ3 2 2a i j k= + +
r

Áå¶ ˆˆ ˆ2 2b i j k= + −
r

 ÔËÍ

3. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ar , ˆˆ ˆ,
3 4

i j kπ π
oQs lkFk osQ lkFk vkSj  ç¶ éÅñ ÇÂ¼Õ ÇéÀ±é Õ¯ä

θ ìäçÅ ÔË ÇÕ θ çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯ Áå¶ ÇÂÃ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ar  çÅ ØàÕ òÆ êåÅ Õð¯Í

4. çðÃÅÀ° ÇÕ ( ) ( )a b a b− × +
r rr r  = 2( )a b×

rr

5. λ Áå¶ µ êåÅ Õð¯, Ü¶Õð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 6 27 ) ( ) 0i j k i j k+ + × + λ + µ =
r

6. Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ 0a b⋅ =
rr  Áå¶ 0a b× =

r rr . òËÕàð    a b
rr

vkjS   ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú å°ÃÆº ÕÆ
éåÆÜÅ Õ¼ã ÃÕç¶ Ô¯?

7. î³é ñÀ° òËÕàð , ,a b c
rr r  ´îòÅð 1 2 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,a i a j a k b i b j b k+ + + +  1 2 3
ˆˆ ˆc i c j c k+ + ç¶

ðÈê Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÔË, Ô¹ä çðÃÅÀ° ÇÕ ( )a b c a b a c× + = × + ×
r rr r r r r

8. Ü¶Õð 0 0a b= =
rr rr

vFkok  å»  0a b× =
r rr

 Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÕÆ À°ñà ÃÔÆ ÔË? À°çÅÔðä ÃÇÔå ÁÅêä¶
À°µåð çÆ ê¹ôàÆ Õð¯Í

9. ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð A(1, 1, 2), B(2, 3, 5) Áå¶ C(1, 5, 5) ÔËÍ
10. ÇÂ¼Õ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ç¶ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» òËÕàð

ˆˆ ˆ 3a i j k= − +r Áå¶ ˆˆ ˆ2 7b i j k= − +
r

ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå ÔéÍ

11. î³é ñÀ° ÇÕ òËÕàð a b
rr

vkjS  ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ 2
| | 3 | |

3
a b= =

rr
vkjS , å» a b×

rr  ÇÂ¼Õ

ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Ü¶Õð a b
rr

vkjS  ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÔË :
(A) π/6 (B) π/4 (C) π/3 (D) π/2

12. ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂå ç¶ ÇÃÖð  A, B, C Áå¶ D ÇÜé·» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ́ îòÅð :
1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ– 4 , 4
2 2

i j k i j k+ + + + , 1 ˆˆ ˆ 4
2

i j k− +  Áå¶ 1 ˆˆ ˆ– 4
2

i j k− + , ÔË çÅ Ö¶åðëñ ÔË :

(A) 1
2

(B) 1

(C) 2 (D) 4

Áå¶

ç¶ éÅñ

Áå¶

Ü¶Õð å»Áå¶

ç¶ éÅñ

Áå¶

Ü»

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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ë¹àÕñ À°çÅÔðä»
À°çÅÔðä» BF.  XY-åñ ç¶ ÃÅð¶ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÇñÖ¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ r x i y j
∧ ∧

= +
r , XY--åñ çÅ  ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔËÍ (ÇÚ¼åð A@. BH)A Ô¹ä ÇÚ¼åð ç¶

Áé°ÃÅð ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ x = cos θ Áå¶ y = sin θ (ÇÕÀ°ºÇÕ | rr| = 1). ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº òËÕàð rr ù
( )OPr =

uuurr
= ˆ ˆcos sini jθ + θ ... (1)

ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»
ÃÅë å½ð å¶ | |rr  = 2 2cos sin 1θ + θ =

ÇÜò¶º&ÇÜò¶º θ, 0 å¯º 2π, å¼Õ åìçÆñ Ô¹¿çÅ ÔË Çì³çÈ P (ÇÚ¼åð A@. BH) ØóÆ çÆ ÇçôÅ ò¼ñ Çò¼Ú
Ú¼Õð x2 + y2 = 1 çÆ ìäÅòà ÕðçÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÃÅðÆÁ» Ã¿íÅÇòå  ÇçôÅò» ôÅÇîñ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ (1) å¯º

vko‘Qfr 10-28

XY-åñ Çò¼Ú Ôð¶Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BG. Ü¶Õð Çì³çÈ A, B, C Áå¶ D, ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ´îòÅð : ˆˆ ˆ ,i j k+ +  ˆ ˆ2 5i j+ ,

ˆˆ ˆ3 2 3i j k+ − ˆˆ ˆ6i j k− −vkSj ÔË, å¯º Ãðñ ð¶ÖÅò»  AB Áå¶ CD ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í ÇÃ¼àÅ
Õ¼ã¯ ÇÕ AB Áå¶ CD Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

Ô¼ñ : é¯à Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð θ, AB Áå¶ CD, ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä ÔËÍ å» θ, AB CD
uuur uuur

vkjS ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ òÆ
Õ¯ä ÔËÍ

Ô¹ä AB
uuur

 =  B çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð – A çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð
= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 5 ) ( ) 4i j i j k i j k+ − + + = + −

ÇÂÃ ñÂÆ | AB |
uuur

 = 2 2 2(1) (4) ( 1) 3 2+ + − =

ÇÚ¼åð A@. BH

Áå¶

Áå¶
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ÇÂÃ ñÂÆ CD
uuur

 = ˆˆ ˆ2 8 2 |CD | 6 2i j k− − + =
uuur

vkSj

ÇÂÃ åð·» cosθ =
AB. CD
|AB||CD|

uuur uuur
uuur uuur

=
1( 2) 4( 8) ( 1)(2) 36 1

36(3 2)(6 2)
− + − + − −

= = −

ÇÕÀ°ºÇÕ 0 ≤ θ ≤ π, ÇÂÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ θ = π. ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ AB Áå¶ CD ÇÂ¼Õ
çÈÜ¶ ç¶ Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

ÇòÕñê : 
1AB CD
2

=−
uuur uuur

] ÇÂÃ å¯º ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ AB
uuur

 vkSj CD
uuur

 Ãîð¶ÖÆ òËÕàð ÔËÍ

À°çÅÔðä BH. î³é ñÀ° ,a b c
rr r
vkSj Çå¿é òËÕàð ÇÂÃ êÌÕÅð Ôé ÇÕ  | | 3, | | 4, | | 5a b c= = =

rr r

Áå¶ ÇÂÃ Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ, Ô¯ð ç¯ òËÕàð» çÅ Ü¯óëñ å¶ ÁÇí¦ì ÔË å» | |a b c+ +
rr r

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ ( )a b c⋅ +
rr r  = 0, ( ) 0, ( ) 0b c a c a b⋅ + = ⋅ + =

r rr r r r

Ô¹ä 2| |a b c+ +
rr r  = ( ) ( )a b c a b c+ + ⋅ + +

r rr r r r

= ( ) ( )a a a b c b b b a c⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ +
r r r rr r r r r r

+ .( ) .c a b c c+ +
rr r r r

= 2 2 2| | | | | |a b c+ +
rr r

= 9 + 16 + 25 = 50
ÇÂÃ ñÂÆ | |a b c+ +

rr r  = 50 5 2=

À°çÅÔðä BI. Çå¿é òËÕàð ,a b c
rr r
vkSj  ôðå 0a b c+ + =

r rr r  ù Ã¿å°ôà Õðç¶ ÔéÍ Ü¶Õð
| | 3, | | 4   | | 2   = = = µ = ⋅ + ⋅ + ⋅

r r rr r r r r ra b c a b b c c avkSj rks jkf’k çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ 0a b c+ + =

r rr r , ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
( )a a b c⋅ + +

rr r r  = 0

Ü» a a a b a c⋅ + ⋅ + ⋅
r rr r r r

 = 0

ÇÂÃ ñÂÆ a b a c⋅ + ⋅
r rr r

 =
2 9− = −

ra ... (1)

ç¹ìÅðÅ ( )b a b c⋅ + +
r rr r  = 0

Ü» a b b c⋅ + ⋅
r r rr

 =
2

16b− = −
r

                                       ... (2)

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

å» ðÅôÆ
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ÇÂÃ åð·» a c b c⋅ + ⋅
rr r r

 = – 4 ... (3)
(1)] (2) Áå¶ (3) Ü¯óé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

2 ( )a b b ac c⋅ + ⋅ + ⋅
r r rr rr

 = – 29

Ü» 2µ = – 29, i.e., µ =
29
2

−

À°çÅÔðä C@. Ü¶Õð ÁÅêÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ˆˆ ˆ,   ,i j kvkSj çÆ Ã¼Ü Ô¼æ êÌäÅñÆ
ç¶ ÔòÅñ¶ éÅñ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 ,   2 – 3i j i j kα = − β = +

rr , å» β
r

 dks 1 2β = β + β
r r r

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú, êÌå¼Ö Õð¯ ÇÜ¼æ¶

1β
r
] α

r ç¶ Ãî»åð ÔË Áå¶  2β
r

, α
r  ç¶ ¦ì ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ 1 ,β = λα λ
r r  ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË ÇÂÃ ñÂÆ  1

ˆ ˆ3 i jβ = λ − λ
r

Ô¹ä 2 1β = β − β
r r r

 = ˆˆ ˆ(2 3 ) (1 ) 3i j k− λ + + λ −

ÇÕÀ°ºÇÕ 2β
r

, α
r

 å¶ ¦ì ÔË ÇÂÃ ñÂÆ 2 0α ⋅β =
rr

Ü» 3(2 3 ) (1 )− λ − + λ  = 0

Ü» λ = 
1
2

ÇÂÃ ñÂÆ 1β
r

 = 
3 1ˆ ˆ
2 2

i j−  Áå¶   2
1 3 ˆˆ ˆ – 3
2 2

i j kβ = +
r

ÁÇèÁÅÇÂ A@ Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. XY-åñ Çò¼Ú, x-í¹Ü çÆ èéÅåîÕ ÇçôÅ Çò¼Ú 30° çÅ Õ¯ä ìäÅÀ°ä òÅñÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð

ÇñÖ¯Í
2. Çì³çÈ P (x1, y1, z1) Áå¶ Q (x2, y2, z2)  ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ òËÕàð ç¶ ÃÕËñð ØàÕ Áå¶ ÁÕÅð

êåÅ Õð¯Í
3. ÇÂ¼Õ ñóÕÆ ê¼ÛîÆ ÇçôÅ Çò¼Ú 4 km Ú¼ñçÆ ÔËÍ À°Ã å¯º ìÅÁç À°Ô À°µåð å¯º 30° ê¼Ûî çÆ ÇçôÅ

Çò¼Ú 3 km Ú¼ñçÆ ÔË Áå¶ ð¹Õ Ü»çÆ ÔËÍ êÌÃæÅé ç¶ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ åº̄ ñóÕÆ çÅ ÇòÃæÅêé êåÅ
Õð¯Í

4. Ü¶Õð  a b c= +
rr r , å» ÇÕ ÇÂÔ Ã¼Ú ÔË ÇÕ | | | | | |a b c= +

rr r
?  ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ Õð¯Í

5. x  çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ñÂÆ ˆˆ ˆ( )x i j k+ +  ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔËÍ
6. òËÕàð  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3     2a i j k b i j k= + − = − +

rr
vkSj  ç¶ ÁÅÕÅð ç¶ Ãî»åð ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ òËÕàð

êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ ÁÅÕÅð E ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ

Áå¶
ù

Áå¶
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7. Ü¶Õð ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,   2 3   2a i j k b i j k c i j k= + + = − + = − +
rr r

vkSj ,å» òËÕàð 2 –  3a b c+
rr r ç¶

Ãî»åð ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í
8. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A(1, – 2, – 8), B(5, 0, – 2) Áå¶ C (11, 3, 7) Ãîð¶ÖÆ ÔË Áå¶ B ç¹ÁÅðÅ

AC ù ò¿âä òÅñÅ Áé°êÅå êåÅ Õð¯Í
9. ç¯ Çì³çÈÁ» P (2 ) Q ( – 3 )a b a b+

r rr r
vkjS  ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù A:B ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú

ìÅÔðÆ ò¿â Õðé òÅñÅ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í ÇÂÔ òÆ çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ P ð¶ÖÅÖ³â
RQ çÅ î¼è Çì³çÈ ÔËÍ

10. ÇÂ¼Õ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò»  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 5    2 3i j k i j k− + − −vkjS  ÔËÍ ÇÂÃ ç¶
ÇòÕðä ç¶ Ãî»åð ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í ÇÂÃ çÅ Ö¶åðëñ òÆ êåÅ Õð¯Í

11. çðÃÅÀ° ÇÕ OX, OY Áå¶ OZ í¹ÜÅ ç¶ éÅñ ìðÅìð Þ¹Õ¶ Ô¯Â¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé
1 1 1, ,
3 3 3

 ÔËÍ

12. î³é ñÀ° ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 2 , 3 2 7     2 4a i j k b i j k c i j k= + + = − + = − +
rr r

vkjS . ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ
òËÕàð d

r
 êåÅ Õð¯ Ü¯    a b

rr
vkSj  ç¯é» å¶ ¦ì ÔË Áå¶ 15c d⋅ =

rr

13. òËÕàð ˆˆ ˆi j k+ +  çÅ, òËÕàð» ˆˆ ˆ2 4 5i j k+ −  Áå¶ ˆˆ ˆ2 3i j kλ + +  ç¶ ï¯×ëñ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú
ÇÂÕÅÂÆ ÇçôÅ ç¶ éÅñ ÃÕËñð ×¹äéëñ A ç¶ ìðÅìð ÔË å» λ  çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í

14. Ü¶Õð , , ca b
r rr  ÃîÅé ÁÅÕÅð» òÅñ¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ å¶ ¦í Ôé å» çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð

a b c+ +
rr r  òËÕàð» ,a b c

rr r
rFkk ç¶ éÅñ ìðÅìð Þ¹ÇÕÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

15. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 2 2( ) ( ) | | | |a b a b a b+ ⋅ + = +
r r rr r r , Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð ,a b

rr  ¦ì ÔË Áå¶ ÇÂÔ
Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ 0, 0a b≠ ≠

rr rr

AF å¯º AI å¼Õ êÌôé» ç¶ ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
16. Ü¶Õð ç¯ òËÕàð»    a b

rr
vkSj  ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä  θ ÔË å» 0a b⋅ ≥

rr  Ô¯ò¶×Å Ü¶Õð :

(A) 0
2
π

< θ < (B) 0
2
π

≤ θ ≤

(C) 0 < θ < π (D) 0 ≤ θ ≤ π
17. î³é ñÀ° ÇÕ a b

rr
vkjS  ç¯ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Áå¶ ÇÂÔé» ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ ÔË å» a b+

rr
 ÇÂ¼Õ

ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Ü¶Õð :
(A)

4
π

θ = (B)
3
π

θ = (C)
2
π

θ = (D) 2
3
π

θ =
18. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ.( ) .( ) .( )i j k j i k k i j× + × + ×  çÆ ÕÆîå ÔË?

(A) 0 (B) –1 (C) 1 (D) 3

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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19. Ü¶Õð ç¯ òËÕàð»    a b
rr

vkSj ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ ÔË å» | | | |a b a b⋅ = ×
r rr r  Üç¯º θ ìðÅìð ÔË :

(A) 0 (B)
4
π

(C)
2
π

(D) π

ÃÅð-Á³ô

® ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P(x, y, z) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ˆˆ ˆOP( )r xi yj zk= = + +
uuur r  ÔË Áå¶ ÁÅÕÅð

2 2 2x y z+ +  ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ òËÕàð ç¶ ÃÕ¶ñð ØàÕ ÇÂÃç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔË Áå¶ Áé°ÃÅðÆ í¹ÜÅ ç¶ éÅñ
ÇÂÃ ç¶ êÌÅÜËÕôé (òèÅ) ù ÇéðÈÇêå Õðç¶ Ô»Í

® ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÁÅÕÅð (r), ÇçôÅ&Áé°êÅå a, b, c Áå¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé (l, m, n)
ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú Ã¿ì¿Çèå ÔË :

, ,a b cl m n
r r r

= = =

® Çåzí¹Ü çÆÁ» Çå¿éº̄ í¹ÜÅò» ù ́ î Çò¼Ú ñËä å¶ ÇÂÔé» çÅ òËÕàð Ü¯ó 0
r

ÔËÍ

® ç¯ ÃÇÔ&î¹¼ãñ¶ òËÕàð» çÅ Ü¯ó ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ç¶ ÇòÕðäÅ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË
ÇÜÃ çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÃÕ¶ñð λ éÅñ ×¹äÅ ÇÂÃ ç¶ ÁÅÕÅð ù  |λ | ç¶ ×¹äÅÕ Çò¼Ú êÇðòðÇåå
Õð Çç³çÅ ÔË Áå¶ λ çÆ ÕÆîå èéÅåîÕ Áå¶ ÇðäÅåîÕ Ô¯ä Áé°ÃÅð ÇÂÃ çÆ ÇçôÅ ç¶
ìÅðìð Áå¶ À°ñà ð¼ÖçÅ ÔËÍ

® Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ òËÕàð ar  ç¶ ñÂÆ òËÕàð ˆ
| |
aa
a

=
r
r  ] ar çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ ÇçôÅ ÔËÍ

® Çì³çÈ P Áå¶ Q ÇÜé·» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ́ îòÅð a b
rr

vkjS  ÔË, ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù m

: n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú ÇòíÅÇÜå Õðé òÅñ¶ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð  (i) na mb
m n

+
+

rr
Á³çðÈéÆ

ò¿â å¶  (ii) mb na
m n

−
−

r r
 ìÅÔðÆ ò¿â å¶, ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

® ç¯ òËÕàð» a b
rr

vkjS  ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä θ ÔË å» ÇÂÔé» çÅ ÃÕËñð ×¹äéëñ

| || | cosa b a b⋅ = θ
r rr r ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ü¶Õð a b⋅

rr  Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË å» òËÕàð»

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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a b
rr

vkjS  ç¶ ÇòÚÕÅð çÅ Õ¯ä ‘θ’,  cos θ =
| || |
a b
a b

⋅
rr
rr  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

® Ü¶Õð ç¯ òËÕàð» a b
rr

vkjS  ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ ÔË å» À°Ôé» çÅ òËÕàð ×¹äéëñ

a b×
rr = ˆ| || | sina b nθ

rr  ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ n̂  ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð
ÔË Ü¯ a b

rr
vkjS ð¼Öä òÅñ¶ åñ ç¶ ¦ì ÔË Áå¶ ˆ,a b n

rr
vkSj Ã¼ÜÅ Ô¼æ ÃîÕ¯ä åÅñî¶ñ êÌäÅñÆ

ù ÇéðÇîå Õðç¶ ÔéÍ

® Ü¶Õð 1 2 3
ˆˆ ˆa a i a j a k= + +r  Áå¶ 1 2 3

ˆˆ ˆb b i b j b k= + +
r

 Áå¶ λ  ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË å»

a b+
rr  = 1 1 2 2 3 3

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i a b j a b k+ + + + +

aλ
r  = 1 2 3

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a i a j a kλ + λ + λ

.a b
rr  = 1 1 2 2 3 3a b a b a b+ +

Áå¶ a b×
rr  = 1 1 1

2 2 2

ˆˆ ˆi j k
a b c
a b c

ÇÂÇåÔÅÇÃÕ Çà¼êäÆ

òËÕàð ôìç çÆ êÌÅêåÆ ñËÇàé íÅôÅ ç¶ ÇÂ¼Õ ôìç òËÕàÃ (vectus) å¯º Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÜÃ
çÅ Áðæ ÔË ÒÒñË ñÂÆÓÓÍ ÁÅè¹ÇéÕ òËÕàð ÇÃè»å ç¶ êËçÅÇÂôÆ ÇòÚÅð çÆ ÇîåÆ Ã¿é AH@@ ç¶
ÁÅÃ êÅÃ î³éÆ Ü»çÆ ÔË, Üç¯º Caspar Wessel (1745&1818 ÂÆ.) Áå¶ Jean Robert
Argand (1768-1822 ÂÆ.) é¶ ÇÂÃ ×¼ñ çÅ òðéä ÕÆåÅ ÔË ÇÕ í¹Ü-åñ (Çéðç¶ô-åñ) Çò¼Ú
ÇÕÃÆ ñÅÇÂé Ö³â çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÇÂ¼Õ ÇîôÇðå Ã¿ÇÖÁÅ a + ib çÅ Üéî Ü» ÇòÁÅÇÖÁÅ ÇÕÃ
åð·» ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂÇðô ×ÇäåÕÅð  William Rowen Hamilton (1805-1865
ÂÆ.) é¶ ÁÅêäÆ ÇÕåÅì "Lectures on Quaternions" (1853 ÂÆ.-) Çò¼Ú ð¶ÖÅÖ³â ç¶ ñÂÆ
òËÕàð ôìç çÅ êÌï¯× Ãí åº̄ êÇÔñ» ÕÆåÅ ÃÆÍ (quaternians) [Õ°Þ ÇéôÇÚå ìÆÜÕ Çéïî» çÅ

êÅñä Õðç¶ Ô¯Â¶ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , ,a b i c j d k i j k+ + +  ç¶ ðÈê òÅñ¶ ÚÅð òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ
ÃîÈÔ] çÆ ÔËÇîñàé ÇòèÆ òËÕàð» ù Çåz-ÇòÃÅÂÆ ìÌÇÔî³â Çò¼Ú ×¹äÅ Õðé çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ÇÂ¼Õ
Ô¼ñ ÔËÍ íÅò¶º ÁÃÆº ÇÂ¼æ¶ ÇÂÃ ×¯ñ çÅ Ç÷Õð ÷ðÈð Õð»×¶ ÇÕ òËÕàð ç¶ Ã¿Õñê Áå¶ À°Ôé» ç¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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Ü¯óëñ çÅ ÇòÚÅð ìÔ¹å-Ççé» å¯º Plato (384-322 ÂÆÃòÆ êÈðò) ç¶ ÇÂ¼Õ Áé°ÜÅÂÆ Áå¶
ï±éÅéÆ çÅðôÇéÕ Áå¶ ÇòÇ×ÁÅéÕ Aristotle (427-348 ÂÆÃòÆ êÈðò) ç¶ ÕÅñ Çò¼Ú¯º ÔËÍ À°Ã
Ãî¶º ÇÂÃ ÜÅäÕÅðÆ çÆ ÕñêéÅ ÃÆ ÇÕ ç¯ Ü» ÁÇèÕ ìñ» çÆ Ã¿ï°Õå ÇÕÇðÁÅ À°Ôé» ç¶ Ãî»åð
Úå°ðí¹Ü ç¶ Çéïî Áé°êÅå Ü¯ó ÕðÕ¶ êÌÅêå ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ ìñ» çÅ Ã¿ï¯Üé ç¶ ÃÔÆ Çéïî
ÇÕ ìñ» çÅ Ü¯ó òËÕàð ðÈê Çò¼Ú ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, çÆ Ö¯Ü Sterin Simon (1548-1620
ÂÆÃòÆ) ç¹ÁÅðÅ ¦ì» çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔËÍ Ã¿é AEHF Çò¼Ú À°Ôé» é¶ ÁÅêä¶ ñ¶Ö
ÇÕåÅì "DeBeghinselen der Weeghconst" (òÜé Õðé çÆ ÕñÅ çÅ ÇÃè»å) Çò¼Ú ìñ»
ç¶ Ü¯¯óëñ çÆ ÇÜÀ±îËàðÆ ÇÃè»å çÅ Çòôñ¶Ãä ÕÆåÅ ÃÆ, ÇÜé·» ç¶ ÕÅðé ï¿åÇðÕ ç¶ ÇòÕÅÃ çÅ
ÇÂ¼Õ î¹¼Ö êÇðòðåé Ô¯ÇÂÁÅÍ êð ÇÂÃ å¯º ìÅÁç òÆ òËÕàð» çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú
B@@ ÃÅñ ñ¼× ×Â¶Í

Ã¿é AHH@ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁîðÆÕÆ í½ÇåÕ ôÅÃåðÆ Áå¶ ÇÔÃÅìçÅé Josaih Willard Gibbs
(1839-1903 ÂÆÃòÆ) Áå¶ ÇÂ¼Õ Á³×ð¶÷ ÇÂ³ÜÆéÆÁð Oliver Heaviside (1850-1925 ÂÆÃòÆ)
é¶ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ ç¶ òÅÃåÇòÕ (ÃÕËñð) ù ÕÅñêÇéÕ  (òËÕàð) íÅ× å¯º Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ òËÕàð
Çòôñ¶Ãä çÅ ÇìÀ±ðÅ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÃÆÍ Ã¿é AHHA Áå¶ AHHD Çò¼Ú Gibbs é¶ "Entitled
Element of Vector Analysis"  éÅîÕ ÇÂ¼Õ ñ¶Ö ÇÕåÅì ÛêÅÂÆÍ ÇÂÃ ê¹ÃåÕ Çò¼Ú òËÕàðÅ
çÅ ÇÂ¼Õ ´îì¼è Áå¶ Ã¿Ö¶ê Çòòðé Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÃÆÍ ñ¶ÇÕé òËÕàð» ç¶ À°êï¯× çÅ ÇéðÈêä
Õðé çÆ ÇÕðåÆ D. Heaviside Áå¶ P.G. Tait (1831-1901  ÂÆÃòÆ)  ù êÌÅêå ÔË ÇÜé·» é¶
ÇÂÃ Çòô¶ ç¶ ñÂÆ ÃìÈå  (êÌçðôé) çÅ ï¯×çÅé Çç¼åÅ ÔËÍ

—v—


