
vThe moving power of mathematical invention is not
reasoning but imagination. – A.DEMORGAN v

11.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
Ç×ÁÅðòÆº ÜîÅå Çò¼Ú, ÇòÃñ¶ôäÅåîÕ ÇÜîÅÇÂåÆ çÅ ÁÇèÁËé Õðç¶
Ãî¶º ç¯-ÇòîÅÂÆ Áå¶ Çå¿é ÇòîÅÂÆ ÇòÇôÁ» çÆ ÜÅä êÛÅä Çò¼Ú
ÁÃÆº ÁÅêä¶ ÁÅê ù Õ¶òñ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÇòèÆ å¼Õ ÃÆÇîå ð¼ÇÖÁÅÍ
ÇÂÃ ê¹ÃåÕ ç¶ ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº òËµÕàð÷ çÆ îÈñ
Ã¿ÕñêéÅò» çÅ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº òËÕàð÷ ç¶ ìÆÜ ×Çäå
çÅ Çå¿é ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ Çò¼Ú À°êï¯× Õð»×¶Í Çå¿é ÇòîÅÂÆ
ÇÜîÅÇÂåÆ Çò¼Ú ÇÂÃ À°ê×îé (approach) çÅ À°ç¶ô ÔË ÇÕ ÇÂÔ ÇÂÃ
ç¶ ÁÇèÁËé ù ìÔ¹å Ãðñ Áå¶ ð¹ÚÆêÈðé ìäÅ Çç³çÅ ÔËÍ *
   ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶
ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé Áå¶ ÇçôÅ Áé°êÅå çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶ Áå¶ ÇòÇí¿é
ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú Á³åÇðÖ (space) Çò¼Ú ð¶ÖÅò» Áå¶ åñ» çÆÁ»
ÃîÆÕðé», ç¯ ð¶ÖÅò», ç¯ åñ» Áå¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ åñ ç¶ Çò¼Ú
çÅ Õ¯ä, ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ Áå¶ ÇÂ¼Õ åñ
çÆ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ åº̄ çÈðÆ ç¶ Çòô¶ Çò¼Ú òÆ ÇòÚÅð òà»çðÅ Õð»×¶Í À°êð¯Õå éåÆÇÜÁ» Çò¼Ú òè¶ð¶ éåÆÇÜÁ»
ù òËÕàð» (Vecters) ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í Çëð òÆ ÁÃÆº ÇÂÃ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê Çò¼Ú òÆ
Áé°òÅç Õð»×¶ å» Ü¯ ÃÇæåÆ çÅ Ãêôà ÇÜîÅÇÂåÆ Áå¶ Çòôñ¶ôäÅåîÕ ÇÚ¼åðä êÌÃå°å ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕ¶Í
11.2  ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé Áå¶ ÇçôÅ Áé°êÅå (Direction Cosines and Direction
Ratios of a Line)
ÁÇèÁÅÇÂ A@ Çò¼Ú ïÅç Õð¯ ÇÕ îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ×¹²÷ðé òÅñÆ òËÕàð ð¶ÖÅ L ç¹ÁÅðÅ x, y Áå¶ z-è¹ð¶
ç¶ éÅñ ´îòÅð α] β Áå¶ γ ìäÅÂ¶ ×Â¶ Õ¯ä ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ÁÖòÅÀ°ºç¶ Ôé åç ÇÂÔé» Õ¯ä» ç¶

ÁÇèÁÅÇÂ

Çå¿é-ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ
(Three Dimensional Geometry)
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* For various activities in three dimensional geometry, one may refer to the Book
“A Hand Book for designing Mathematics Laboratory in Schools”, NCERT, 2005

Leonhard Euler
(1707-1783)
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Õ¯ÃÅÂÆé çÅ éÅî : cosα, cosβ Áå¶ cosγ ð¶ÖÅ L ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé (direction cosines or dc's)
ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

ÇÚ¼åð AA. A

Ü¶Õð ÁÃÆº L çÆ ÇçôÅ ÇòêðÆå Õð Çç³ç¶ Ô» å» ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ÁÅêä¶ Ã¿êÈðÕ» ÁðæÅå π-α, π-
β Áå¶ π-γ Çò¼Ú ìçñ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ êÌÕÅð, ÇçôÅ Õ¯¯ÃÅÂÆé ç¶ ÇÚ¿é· ìçñ Ü»ç¶ ÔéÍ

ÇèÁÅé Ççú, Á³åÇðÖ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ù ç¯ ÇòêðÆå ÇçôÅò» Çò¼Ú òèÅ ÃÕç¶ Ô» Áå¶  ÇÂÃ
ñÂÆ ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ç¶ ç¯ ÃîÈÔ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ, Á³åÇðÖ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ç¶ ñÂÆ ÇçôÅ
Õ¯ÃÅÇÂé ç¶ Çòñ¼Öä ÃîÈÔ ç¶ ñÂÆ, ÃÅù Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ù ÇÂ¼Õ òËÕàð ð¶ÖÅ ñËäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ ÇÂÔé»
Çòñ¼Öä ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ù l, m Áå¶ n ç¶ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ
 Çà¼êäÆ :  Á³åÇðÖ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ Ü¶Õð îÈñ Çì³çÈ Çò¼Úº̄ éÔÆº ¦ØçÆ ÔË å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé
ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ, ÁÃÆº îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ç¶ Ãî»åð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í Ô¹ä îÈñ Çì³çÈ
ç¹ÁÅðÅ ÇÂÔé» Çò¼Úº̄ ÇÂ¼Õ òËÕàð ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕÀ°ºÇÕ ç¯ Ãî»åð ð¶ÖÅò» ç¶ ÇçôÅ
Áé°êÅå» ç¶ ÃîÈÔ ÃîÅé Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ç¶ ÃîÅé°êÅåÆ Ã¿ÇÖÁÅò»  ù  ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ
Áé°êÅå (direction ratios or dr's) ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Áå¶  ÇçôÅ
Áé°êÅå a, b, c Ô¯ò¶ å» ÇÕÃ¶ ×Ëð ÇÃëð λ ∈ R ç¶ ñÂÆ  a = λl, b=λm Áå¶ c = λn

AÇà¼êäÆ   Õ°Þ ñ¶ÖÕ ÇçôÅ Áé°êÅå ù ÇçôÅ Ã¿ÇÖÁÅ òÆ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
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î³é ñÀ° ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå a, b, c Áå¶ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n ÔËÍ åç
l
a

 = 
m
b

 =
n k
c

=  (î³é ñÀ°), k ÇÂ¼Õ ÁÚñ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ l = ak, m = bk, n = ck ... (1)
êð¿å± l2 + m2 + n2 = 1
ÇÂÃ ñÂÆ k2 (a2 + b2 + c2) = 1

Ü» k =
2 2 2

1

a b c
±

+ +
ÇÂÃ åð·» (1) ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé (d.c.’s ) ÇÂÃ åð·» Ôé

2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,a b cl m n

a b c a b c a b c
=± = ± = ±

+ + + + + +

ÇÕÃ¶ ð¶ÖÅ ç¶ ñÂÆ Ü¶Õð ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé ́ îòÅð : a, b, c Ôé, å» ka, kb, kc; k ≠ 0 òÆ ÇçôÅ
Áé°êÅå» çÅ ÇÂ¼Õ ÃîÈÔ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå» ç¶ ç¯ ÃîÈÔ òÆ ÃîÅé Áé°êÅåÆ Ô¯ä×¶Í
ÇÂÃ åð·» ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå» ç¶ Áé§å ÃîÈÔ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

11.2.1  ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé» çÅ Ã¿ì¿è (Relation between
the direction cosines of a line)
î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ RS ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n ÔéÍ îÈñ Çì³çÈ
Çò¼Ú¯º Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ç¶ Ãî»åð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ÇÖ¼Ú¯ Áå¶ ÇÂÃ å¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ
P(x,  y,  z) ñÀ°Í P å¯ º x-è¹ð ¶ å ¶ ¦ì PA ÇÖ ¼Ú ¯
(ÇÚ¼åð AA.B)A

Ü¶Õð OP = r.å» 
OAcos
OP

α =  
x
r

= . ÇÜÃ åº̄ x = lr êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» (y = mr Áå¶ z = nr)
ÇÂÃ åð·» x2 + y2 + z2 = r2 (l2 + m2 + n2)
êð¿å± x2 + y2 + z2 = r2

ÇºÂÃ ñÂÆ l2 + m2 + n2 = 1

11.2.2 ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé (Direction cosines of a line
passing through two points)
ÇÕÀ°ºÇÕ ç¯ Çç¼å¶ Çì³çÈÁ» å¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ Çòñ¼Öä Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ç¯ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈÁ»
P(x1, y1, z1) Áå¶ Q(x2, y2, z2) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ù Çéîé êÌÕÅð éÅñ êåÅ
Õð ÃÕç¶ Ô» (ÇÚ¼åð AA.C(a)A

ÇÚ¼åð AA. B
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î¿é ñÀ¹ ÇÕ ð¶ÖÅ PQ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Ôé Áå¶ ÇÂÔ x, y Áå¶ z-è¹ð¶ ç¶ éÅñ Õ¯ä
´îòÅð : α, β, γ ìäÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

î¿é ñÀ° P Áå¶ Q å¯º ¦ì ÇÖ¼Ú¯ Ü¯ XY-åñ ù R Áå¶ S å¶ Çîñç¶ ÔéÍ P å¯º ÇÂ¼Õ Ô¯ð ¦ì

ÇÖ¼ÚÆÂ¶ Ü¯ QS ù N å¶ ÇîñçÅ ÔËÍ Ô¹ä ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü PNQ Çò¼Ú, ∠PQN = γ  (ÇÚ¼åð 11.3 (b))
ÇÂÃ ñÂÆ

cosγ = 2 1NQ
PQ PQ

z z−
=

ÇÂÃ åð·» cosα = 2 1 2 1cos
PQ PQ

x x y y− −
β =vkSj

ÇÂÃ åð·» Çì³çÈÁ»  P(x1, y1, z1) Áå¶ Q(x2, y2, z2) ù Ü¯óé òÅñ¶ ð¶ÖÅÖ³â PQ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé Ôé

2 1

PQ
x x− , 2 1

PQ
y y−

, 2 1

PQ
z z−

 ÔËÍ

ÇÜ¼æ¶ PQ = ( )22 2
2 1 2 1 2 1( ) ( )x x y y z z− + − + −

Çà¼êäÆ :  Çì³çÈÁ»  P(x1, y1, z1) Áå¶ Q(x2, y2, z2) ù Ü¯óé òÅñ¶ ð¶ÖÅÖ³â ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå Çéîé
êÌÕÅð éÅñ ñÂ¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ

x2 – x1, y2 – y1, z2 – z1, Ü»  x1 – x2, y1 – y2, z1 – z2

À°çÅÔðä A.  Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ x, y Áå¶ z-è¹ð¶ çÆ èéÅåîÕ ÇçôÅ ç¶ éÅñ ́ îòÅð : 90°, 60° Áå¶ 30°
çÅ Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÆ ÔË å» ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l , m, n ÔéÍ åç l = cos 90° = 0, m = cos 60° = 
1
2

,

n = cos 30° = 
2
3

ÇÚ¼åð AA. C

Áå¶
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À°çÅÔðä B.  Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå 2] &1] &2 Ôé å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé Çéîé Áé°ÃÅð Ôé :-

2 2 2

2

2 ( 1) ( 2)+ − + −
,  2 2 2

1

2 ( 1) ( 2)

−

+ − + −
,  

( )22 2

2

2 1 ( 2)

−

+ − + −

ÁðæÅå
2 1 2,,
3 3 3

− −

À°çÅÔðä C.  ç¯ Çì³çÈÁ» (– 2, 4, – 5) Áå¶ (1, 2, 3) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ç ̄Çì³çÈÁ» P(x1, y1, z1) Áå¶ Q(x2, y2, z2) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-ÕÃ̄ÅÂÆé

2 1 2 1 2 1,,
PQ PQ PQ

x x y y z z− − −
ÔéÍ

ÇÜ¼æ¶ PQ = ( )22 2
2 1 2 1 2 1( ) ( )x x y y z z− + − + −

ÇÂ¼æ¶ P Áå¶ Q ´îòÅð : (– 2, 4, – 5) Áå¶ (1, 2, 3) ÔéÍ
ÇÂÃ ñÂÆ PQ = 2 2 2(1 ( 2)) (2 4) (3 ( 5))− − + − + − −  = 77

ÇÂÃ ñÂÆ ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé Ôé :
3 2 8, ,
77 77 77

−

À°çÅÔðä D.  x, y Áå¶  z-è¹ÇðÁ» ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  x-è¹ðÅ ́ îòÅð  x, y Áå¶ z-è¹ðÅ ç¶ éÅñ 0°, 90° Áå¶ 90° ç¶ Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ x-
è¹ð¶ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé cos 0°, cos 90°, cos 90° ÁðæÅå 1,0,0 ÔéÍ
ÇÂÃ¶ åð·»  y-è¹ð¶ Áå¶ z-è¹ð¶ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé ́ îòÅð : 0, 1, 0 Áå¶ 0, 0, 1 ÔËÍ

À°çÅÔðä E. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A (2, 3, – 4), B (1, – 2, 3) Áå¶ C (3, 8, – 11) Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

Ô¼ñ : A  Áå¶ B  ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå
1 –2, –2 –3, 3 + 4 ÁðæÅå– 1, – 5, 7 ÔéÍ
B Áå¶ C ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå 3 –1, 8 + 2, – 11 – 3, ÁðæÅå, 2, 10,– 14 ÔéÍ

Ãê¼ôà ÔË ÇÕ AB Áå¶ BC ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå ÃîÅé°êÅåÆ ÔéÍ ÇÂÃ åð·» AB Áå¶ BC Ãî»åð
ÔéÍ êð¿å± AB Áå¶ BC ç¯ò» Çò¼Ú B Ã»ÞÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» A, B, Áå¶ C Ãîð¶ÖÆ Çì³çÈ ÔéÍ
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ÁÇíÁÅÃ AA.A
1. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ x, y Áå¶ z-è¹ð¶ ç¶ éÅñ ́ îòÅð 90°, 135°, 45° ç¶ Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÆ ÔË å» ÇÂÃ

ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í
2. ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯ Ü¯ Çéðç¶ô Á³ÕÆ è¹ÇðÁ» ç¶ éÅñ ÃîÅé Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÆ ÔËÍ
3. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå –18, 12, – 4, å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé ÕÆ ÔéÍ
4. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ (2, 3, 4), (– 1, – 2, 1), (5, 8, 7) Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ
5. ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü çÆÁ» í¹ÜÅò» ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯ Ü¶Õð Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ

(3, 5, – 4), (– 1, 1, 2) Áå¶  (– 5, – 5, – 2) ÔéÍ

11.3 Á³åÇðÖ Çò¼Ú ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä (Equation of a Line in Space)
Ç×ÁÅðòÆº ÜîÅå Çò¼Ú ç¯ ÇòîÅÂÆ åñ Çò¼Ú ð¶ÖÅò» çÅ ÁÇèÁËé Õðé ç¶ ìÅÁç Ô¹ä ÁÃÆº Á³åÇðÖ Çò¼Ú
ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆ÷é ÃîÆÕðä» ù êåÅ Õð»×¶Í
ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Çòñ¼Öä ðÈê Çò¼Ú ÇéðèÅÇðå Ô¹¿çÆ ÔË Ü¶Õð

(i) ÇÂÔ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º Çç¼åÆ ×ÂÆ ÇçôÅ Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ Ü»çÆ ÔË, Ü»
(ii) ÇÂÔ ç¯ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈÁ» Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ Ü»çÆ ÔËÍ

11.3.1 Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ A Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð r
b  ç¶ Ãî»åð ð¶ÖÅ çÅ

ÃîÆÕðä (Equation of a line through a given point A and parallel to a given
vector 

r
b )

ÃîÕ¯ÇäÕ Çéðç¶ô Á³Õ êÌäÅñÆ ç¶ îÈñ Çì³çÈ O ç¶ ÃÅê¶Ö
î³é ñÀ° ÇÕ Çì³çÈ A çÅ òËÕàð ar  ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ Çì³çÈ A
åº̄ ÜÅä òÅñÆ Áå¶ Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð b

r
 ç¶ Ãî»åð ð¶ÖÅ  l

ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ l å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ ÃòË ÇÂ¼ÇÛå Çì³çÈ P çÅ
ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔË (ÇÚ¼åð AA.D)A
åç AP

uuur
 òËÕàð b

r
 ç¶ Ãî»åð ÔË ÁðæÅå AP

uuur
= λ b

r
,

ÇÜ¼æ¶  λ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

êð¿å± AP
uuur

 = OP – OA
uuur uuur

ÁðæÅå λ b
r

 = r a−
r r

À°ñà : êËðÅîÆàð  λ ç¶ Ôð¶Õ î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ ÇÂÔ ÃîÆÕðé ð¶ÖÅ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ  P çÆ ÃÇæåÆ êÌçÅé ÕðçÅ
ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔË :

rr  = +
rra bλ ... (1)

ÇÚ¼åð AA. D
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Çà¼êäÆ :  Ü¶Õð ˆˆ ˆb ai bj ck= + +
r

 ÔË å» ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Ôé Áå¶ À°ñà ðÈê Çò¼Ú :

Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Ô¯ä å» ˆˆ ˆb ai bj ck= + +
r

ð¶ÖÅ ç¶ Ãî»åð Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂ¼æ¶ b ù

| |b
r

éÅ ÃîÞÅÇÂÁÅ ÜÅò¶Í
òËÕàð ðÈê ç¹ÁÅðÅ ÕÅðàÆÜé ðÈê ÇòÀ¹ºåê³é ÕðéÅ (Derivation of Cartesian Form from
Vector Form)

î³é ñÀ° ÇÕ Çç¼å¶ Çì³çÈ A ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x1, y1, z1) Ôé Áå¶ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé
a, b, c ÔéÍ î³é ñÀ° ÇÕÃ¶ Çì³çÈ P ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x, y, z) ÔéÍ åç

kzjyixr ˆˆˆ ++=
r ; kzjyixa ˆˆˆ

111 ++=
r

Áå¶ ˆˆ ˆb a i b j c k= + +
r

ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù (1) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå ÕðÕ¶ ˆ ˆ,i j  Áå¶ k̂ , ç¶ ×¹äÅÕ» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÁÃÆº
êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

x = x1 + λa;  y = y1 + λ b;  z = z1+ λc ... (2)
ÇÂÔ ð¶ÖÅ ç¶ êËðÅîÆàÇðÕ ÃîÆÕðä ÔéÍ (2) åº̄ êËðÅîÆàð λ çÅ êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»:

1x x
a
−

 = 1 1y y z z
b c
− −

= ... (3)

ÇÂÔ ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆÜé ÃîÆÕðä ÔËÍ
Çà¼êäÆ:  Ü¶Õð ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Ôé å» ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä

1x x
l

−
 = 1 1y y z z

m n
− −

=  ÔËÍ

À°çÅÔðä F. Çì³çÈ  (5, 2, – 4) å¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ òËÕàð ˆˆ ˆ3 2 8i j k+ −  ç¶ Ãî»åð ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð
Áå¶ ÕÅðàÆÜé ÃîÆÕðä» ù êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

ar  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 4 3 2 8i j k b i j k+ − = + −
r

vkSj

ÇÂÃ ñÂÆ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔË
rr = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 4 ( 3 2 8 )i j k i j k+ − + λ + −  [(1) å¯º]

ÇÕÀ°ºÇÕ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ Çì³çÈ P(x, y, z) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ
ˆˆ ˆxi y j z k+ +  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 4 ( 3 2 8 )i j k i j k+ − + λ + −

Áå¶
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= $ $(5 3 ) (2 2 ) ( 4 8 )i j k+ λ + + λ + − − λ$

λ çÅ êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
5

3
x−

 =
2 4

2 8
y z− +

=
−

Ü¯ ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÆÕðä çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê ÔËÍ

11.3.2 ç¯ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈÁ» å¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä (Equation of a line
passing through two given points)

î³é ñÀ° ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ç¯ Çì³çÈÁ» A(x1, y1, z1) Áå¶  B(x2, y2, z2), ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ́ îòÅð:
ar  Áå¶ b

r
 ÔéÍ  (ÇÚ¼åð AA. E)A

î³é ñÀ° rr  ÇÂ¼Õ ÃòË ÇÂ¼ÇÛå Çì³çÈ P çÅ ÃÇæåÆ
òËÕàð ÔËÍ åç P ð¶ÖÅ å¶ ÔË Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð
AP r a= −
uuur r r

 Áå¶ AB b a= −
uuur r r

 Ãîð¶ÖÆ òËÕàð ÔéÍ
ÇÂÃ ñÂÆ P ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÔË Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð

( )r a b a− = λ −
rr r r

Ü» ( )= +
rr r rr a b aλ , λ ∈ R ... (1)

Ü¯ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔËÍ
òËÕàð ðÈê å¯º ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê ÇòÀ¹åê³é ÕðéÅ
ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,r xi y j z k a x i y j z k= + + = + +r r Áå¶ 2 2 2

ˆˆ ˆb x i y j z k= + +
r

ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù (1) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
$ $ $ $ $ $

1 1 1 2 1 2 1 2 1[( ) ( ) ( ) ]x i y j z k x i y j z k x x i y y j z z k+ + = + + + λ − + − + −$ $ $

kji ˆ,ˆ,ˆ  ç¶ ×¹äÅÕ» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
x = x1 + λ (x2 – x1); y = y1 + λ (y2 – y1); z = z1 + λ (z2 – z1)

λ çÅ Çòñ¯êä Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z

− − −
= =

− − −

Ü¯ ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÆÕðä çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê ÔËÍ

À°çÅÔðä G. Çì³çÈÁ» (–1, 0, 2) Áå¶ (3, 4, 6) å¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ar  Áå¶ b
r

 Çì³çÈÁ» A(– 1, 0, 2) Áå¶ B(3, 4, 6) ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ÔéÍ

ÇÚ¼åð AA. E
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åç ˆˆ 2a i k= − +r

Áå¶ ˆˆ ˆ3 4 6b i j k= + +
r

ÇÂÃ ñÂÆ ˆˆ ˆ4 4 4b a i j k− = + +
r r

î³é ñÀ° ÇÕ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ ÃòË ÇÂ¼ÇÛå Çì³çÈ P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ð¶ÖÅ çÅ
òËÕàð ÃîÆÕðä

ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 (4 4 4 )r i k i j k= − + + λ + +r

À°çÅÔðä H. ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðé 
3 5 6

2 4 2
x y z+ − +

= =  ÔËÍ ÇÂÃ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð
ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ ÃîÆÕðä çÅ ÇîÁÅðÆ îÅéÕ ðÈê

1 1 1x x y y z z
a b c
− − −

= =

éÅñ å°ñéÅ Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ  x1 = – 3, y1 = 5, z1 = – 6; a = 2, b = 4, c = 2
ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÆ ð¶ÖÅ, Çì³çÈ (– 3, 5, – 6) Çò¼Úº̄ ÇéÕñçÆ Ü»çÆ ÔË Áå¶ òËÕàð ˆˆ ˆ2 4 2i j k+ +  ç¶

Ãî»åð ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ Çì³çÈ çÆ ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔË å» ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä
ˆˆ ˆ( 3 5 6 )r i j k= − + −r + λ ˆˆ ˆ(2 4 2 )i j k+ +

ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÆ Ü»çÆ ÔËÍ

11.4  ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ î¼è Õ¯ä (Angle between two lines)
î³é ñÀ° ÇÕ  L1 Áå¶ L2 îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅÿÆÁ» ç¯ ð¶ÖÅò» Ôé ÇÜÃ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ́ îòÅð
: a1, b1, c1 Áå¶  a2, b2, c2, ÔéÍ Çëð å¯º î³é ñÀ° ÇÕ L1 å¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P Áå¶ L2 å¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ Q  ÔËÍ
ÇÚ¼åð AA. F Çò¼Ú Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð OP Áå¶ OQ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í î³é ñÀ° ÇÕ OP Áå¶ OQ ç¶ Çò¼Ú
ÇéÀ±é Õ¯ä θ ÔËÍ Ô¹ä ïÅç Õð¯ ÇÕ òËÕàð OP Áå¶ OQ ç¶ ØàÕ ́ îòÅð : a1, b1, c1 Áå¶ a2, b2,
c2 ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔé» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ

cosθ = 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a a b b c c

a b c a b c

+ +

+ + + +
 ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ

Ü»çÅ ÔËÍ
Çëð å¯º sin θ ç¶ ðÈê Çò¼Ú, ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð çÅ Õ¯ä

sin θ = θ2cos1 −  ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔËÍ

= ( )( )
2

1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

( )1 a a b b c c
a b c a b c

+ +
−

+ + + + ÇÚ¼åð AA. F
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=
( )( ) ( )

( ) ( )

22 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a b c a b c a a b b c c

a b c a b c

+ + + + − + +

+ + + +

=
2 2 2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

( ) ( ) ( )

(

a b a b b c b c c a c a

a b c a b c

− + − + −

+ + + +
... (2)

AÇà¼êäÆ   À°Ã ÃÇæåÆ Çò¼Ú Üç¯º ð¶ÖÅò» L1 Áå¶ L2 îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º éÔÆº ÇéÕñçÆ ÔË å»

ÁÃÆº 1 2L LvkjS ç¶ Ãî»åð, îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅñÆÁ» ð¶ÖÅò» ́ îòÅð : 1 2L L′ ′o  î³éç¶
Ô»Í Ü¶Õð ð¶ÖÅò»  L1 Áå¶ L2 ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå» çÆ æ» ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé Çç¼å¶ ×Â¶ Ô¯ä ÇÜò¶º L1 ç¶
ñÂÆ l1, m1, n1 Áå¶ L2 ç¶ ñÂÆ l2, m2, n2 å» (1) Áå¶ (2) ÇéîéÇñÖå ðÈê ñËä×¶Í

cos θ = |l1 l2 + m1m2 + n1n2| (D;ksafd 2 2 2
1 1 1 1l m n+ + = 2 2 2

2 2 2l m n= + + ) ... (3)

Áå¶ sin θ = ( )2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( )l m l m m n m n n l n l− − − + −                    ... (4)

ÇçôÅ&Áé°êÅå a1, b1, c1 Áå¶ a2, b2, c2 òÅñÆÁ» ð¶ÖÅò»
(i) ÁÇí¦ì Ôé Ü¶Õð θ = 90°, ÁðæÅå (1) å¯º a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0

(ii) Ãî»åð Ôé, Ü¶Õð θ = 0, ÁðæÅå (2) å¯º 1

2

a
a  = =1 1

2 2

b c
b c

Ô¹ä ÁÃÆº ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð çÅ Õ¯ä êåÅ Õð»×¶ ÇÜÃ ç¶ ÃîÆÕðé Çç¼å¶ ×Â¶ ÔéÍ Ü¶Õð À°Ô
ð¶ÖÅò» rr  = 1 1a b+ λ

rr  Áå¶ rr  = 2 2a b+ µ
rr  ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä θ ÔËÍ

åç cosθ = 1 2

1 2

b b
b b

⋅
r r
r r

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê Çò¼Ú Ü¶Õð ð¶ÖÅò» 1

1

x x
a
−

 = 1 1

1 1

y y z z
b c
− −

= ... (1)

Áå¶ 2

2

x x
a
−

 = 2 2

2 2

y y z z
b c
− −

= ... (2)

ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä  θ ÔË ÇÜ¼æ¶ ð¶ÖÅò» (1) Áå¶ (2) ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå ́ îòÅð : a1, b1, c1 Áå¶
a2, b2, c2 ÔË åç

cos θ = 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a a b b c c

a b c a b c

+ +

+ + + +

Áå¶Áå¶

ÇÕÀ°ÎºÇÕ
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À°çÅÔðä I. Çç¼å¶ ×Â¶ ð¶ÖÅ-Ü¯ó¶
rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 2 4 ( 2 2 )i j k i j k+ − + λ + +

Áå¶ rr  = ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 (3 2 6 )i j i j k− + µ + +  ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° 1b
r

 = ˆˆ ˆ2 2i j k+ +  Áå¶ 2b
r

 = ˆˆ ˆ3 2 6i j k+ +
ç¯ò¶º ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ

cos θ = 1 2

1 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 2 ) (3 2 6 )
1 4 4 9 4 36

b b i j k i j k
b b

⋅ + + ⋅ + +
=

+ + + +

r r
r r

=
3 4 12 19

3 7 21
+ +

=
×

ÇÂÃ åð·» θ = cos–1 
19
21

 
 
 

À°çÅÔðä A@. ð¶ÖÅ-Ü¯ó¶ :
3

3
x +

 =
1 3

5 4
y z− +

=

Áå¶
1

1
x +

 =
4 5

1 2
y z− −

=

ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : êÇÔñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå 3] 5] 4 Áå¶ çÈÜÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå A, A, B ÔéÍ Ü¶Õð
À°Ôé» ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä θ Ô¯ò¶ åç

cos θ =
2 2 2 2 2 2

3.1 5.1 4.2 16 16 8 3
1550 6 5 2 63 5 4 1 1 2

+ +
= = =

+ + + +

ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÅ Õ¯ä cos–1
8 3
15

 
  
 

 ÔËÍ

11.5  ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ (Shortest Distance between two lines)
Á³åÇðÖ Çò¼Ú Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò» êðÃêð ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ Õ¼àçÆÁ» Ôé å» À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð çÆ ÇéÀ±éåî  çÈðÆ
ÇÃëð ÔË Áå¶ Á³åÇðÖ  Çò¼Ú Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò» Ãî»åð Ôé å» À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ, À°Ôé»
ç¶ Çò¼Ú ¦ì çÆ ¦ìÅÂÆ Ô¯ò¶×Æ ÁðæÅå ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ åº̄ çÈÃðÆ ð¶ÖÅ å¶ ÇÖ¼ÇÚÁÅ Ç×ÁÅ ¦ì ÔËÍ
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ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ Á³åÇðÖ Çò¼Ú ÁÇÜÔÆÁ» òÆ
ð¶ÖÅò» Ô¹¿çÆÁ» Ôé Ü¯ éÅ å» Õ¼àçÆÁ» Ôé Áå¶ éÅ
ÔÆ Ãî»åð Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ òÅÃåò Çò¼Ú ÁÇÜÔÆÁ»
ð¶ÖÅò» ç¶ Ü¯ó¶ ×Ëð ÃÇÔÃîåñÆ (noncoplanar)
Ô¹¿ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÔé» ù ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» (skew
lines) ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ À°çÅÔðé ç¶ å½ð å¶ ÁÃÆº ÇÚ¼åð
AA.G Çò¼Ú x, y Áå¶ z-ç¶ ÃÅê¶Ö ́ îòÅð : 1] 3] 2
ÇÂÕÅÂÆ ç¶ ÁÅÕÅð òÅñ¶ Õîð¶ å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í

ð¶ÖÅ GE Û¼å ç¶ ÇòÕðä ç¶ ÃÅê¶Ö ÔË Áå¶ ð¶ÖÅ
DB, A ç¶ áÆÕ À°µêð Û¼å ç¶ Õ¯é¶ Çò¼Ú¯º ×¹÷ðçÆ
Ô¯ÂÆ çÆòÅð ç¶ ÇòÕðä ç¶ ÃÅê¶Ö ÔËÍ ÇÂÔ ð¶ÖÅò» ÇìÖîåñÆ Ôé ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ Ãî»åð éÔÆº Ôé Áå¶ Õç¶
ÇîñçÆÁ» òÆ éÔÆº ÔéÍ
ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ å¯º ÃÅâÅ Áðæ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ ð¶ÖÅÖ³â åº̄ ÔË Ü¯ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÂ¼Õ
Çì³çÈ ù çÈÃðÆ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå Ô¯ð Çì³çÈ ù ÇîñÅÀ°ä éÅñ êÌÅêå Ô¯ò¶ å» ÇÕ ÇÂÃ çÆ ¦ìÅÂÆ ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í
ÇéÀ±éåî çÈðÆ ð¶ÖÅÖ³â ç¯ò¶º ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» å¶ ¦ì Ô¯ò¶×ÅÍ

11.5.1  ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ çÈðÆ (Distance between two skew lines)

Ô¹ä ÁÃÆº ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ ÇéîéÇñÖå ÇòèÆ
å¯º êåÅ Õðç¶ Ô»Í î³é ñÀ° l1 Áå¶ l2  ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» Ôé
ÇÜÔé» ç¶ ÃîÆÕðé (ÇÚ¼åð 11.8) ÇéîéÇñÖå Ôé :

rr  = 1 1a b+ λ
rr

                                           ... (1)

Áå¶ rr  = 2 2a b+ µ
rr

                                           ... (2)

ð¶ÖÅ l1 å¶ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ S ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð 1ar  Áå¶ l2 å¶ Õ¯ÂÆ
Çì³çÈ T  ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð  2ar .ñÀ°Í åç ÇéÀ±éåî çÈðÆ
òËÕàð çÅ ÁÅÕÅð ST çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú êÌÖ¶ê ç¶ îÅê ç¶ ÃîÅé Ô¯ò¶×Å (ÃËÕôé10.6.2)A

Ü¶Õð  l1 Áå¶ l2 ç¶ Çò¼Ú çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ òËÕàð PQ
uuur

 ÔË å» ÇÂÔ ç¯ò¶º 1b
r

 Áå¶  2b
r

 å¶ ¦ì Ô¯ò¶×ÆÍ

PQ
uuur

 çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð n̂  ÇÂÃ êÌÕÅð Ô¯ò¶×Å ÇÕ

n̂  = 1 2

1 2| |
b b
b b

×
×

r r
r r ... (3)

ÇÚ¼åð AA.G

ÇÚ¼åð AA.H
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åç PQ
uuur

 = d n̂

ÇÜ¼æ¶ d, ÇéÀ±éåî çÈðÆ òËÕàð çÅ ÁÅÕÅð ÔËÍ î³é ñÀ° ST
uur

 Áå¶ PQ
uuur

 ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä θ ÔË, åç
PQ = ST |cos θ|

êð¿å± cos θ =
PQ ST

| PQ | | ST |
⋅

uuur uur
uuuur uur

 = 2 1ˆ ( )
ST

d n a a
d

⋅ −
r r

  (ÇÕÀ°ºÇÕ 2 1ST )a a= −
uur r r

= 1 2 2 1

1 2

( ) ( )
ST

b b a a
b b

× ⋅ −

×

r r r r
r r     ((3) ç¶ ç¹ÁÅðÅ)

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ
d = PQ = ST |cos θ|

Ü» d = 1 2 2 1

1 2

( ) ( )
| |

b b a a
b b

× ⋅ −
×

r r r r
r r  ÔËÍ

ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê (Cartesian Form)

ð¶ÖÅò» :

l1 : 
1

1

x x
a
−

 = 1 1

1 1

y y z z
b c
− −

=

Áå¶ l2  : 
2

2

x x
a
−

 = 2 2

2 2

y y z z
b c
− −

=

ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ ÔË :

2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( ) ( )

x x y y z z
a b c
a b c

b c b c c a c a a b a b

− − −

− + − + −
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11.5.2 Ãî»åð ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ çÈðÆ (Distance between parallel lines)

Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò»  l1 Áå¶  l2 Ãî»åð Ô¯ä å» À°Ô ÃÇÔ ÃîåñÆ (Coplanar) Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ î³é ñÀ° Çç¼åÆ
×ÂÆ ð¶ÖÅò» ́ îòÅð :

rr  = 1a b+ λ
rr ... (1)

Áå¶ rr  = 2a b+ µ
rr

… (2)

Ôé, ÇÜ¼æ¶ l1 å¶ Çì³çÈ S  çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð 1ar Áå¶ l2 å¶ Çì³çÈ T

çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð 2ar  ÔË (ÇÚ¼åð 11.9)

ÇÕÀ°ºÇÕ l1, Áå¶ l2 ÃÇÔÃîåñÆ ÔéÍ Ü¶Õð Çì³çÈ T åº̄ l1 å¶
êÅÂ¶ ×Â¶ ¦ì çÅ êËð P ÔË åç ð¶ÖÅò» l1 Áå¶ l2  ç¶ ÇòÚÕÅð çÆ
çÈðÆ = |TP|

î³é ñÀ° ÇÕ òËÕàð ST
uur

Áå¶ b
r

ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ ÔËÍ åç
STb ×
uurr

 = ˆ( | | | ST| sin )b nθ
uurr

... (3)

ÇÜ¼æ¶ ð¶ÖÅò»  l1 Áå¶ l2 ç¶ åñ å¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð n̂  ÔËÍ
êð¿å± ST

uur
 = 2 1a a−

r r

ÇÂÃ ñÂÆ (3) å¯º ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

2 1( )b a a× −
r r r  = ˆ| | PTb n

r
        (ÇÕÀ°ºÇÕ PT = ST sin θ)

ÁðæÅå 2 1| ( )|b a a× −
r r r

 = | | PT 1b ⋅
r

       (as | |n̂  = 1)
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ

d = 2 1( )| PT |
| |

b a a
b

× −
=

r r ruuur
r  ÔËÍ

À°çÅÔðä AA. ð¶ÖÅò»  l1 Áå¶ l2 ç¶ Çò¼Ú çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯ ÇÜÃç¶ òËÕàð ÃîÆÕðä Ôé :

rr  = ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 )i j i j k+ + λ − + ... (1)

Áå¶ rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 (3 5 2 )i j k i j k+ − + µ − + ... (2)

Ô¼ñ : ÃîÆÕðä (1) Áå¶ (2) çÆ å°ñéÅ ́ îòÅð rr  = 1 1a b+ λ
rr

 Áå¶  22 bar
rrr µ+= , éÅñ

Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
1ar  = 1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ, 2i j b i j k+ = − +
r

ÇÚ¼åð AA.I
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2ar  = 2 î  + ĵ – k̂  Áå¶ 2b
r

 = 3 î  – 5 ĵ  + 2 k̂
ÇÂÃ ñÂÆ 2 1a a−

r r  = ˆî k−

Áå¶ 1 2b b×
r r

 = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 ) ( 3 5 2 )i j k i j k− + × − +

=

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 1 1 3 7

3 5 2

i j k
i j k− = − −

−

ÇÂÃ åð·» 1 2| |b b×
r r

 = 9 1 49 59+ + =

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ

d  = 1 2 2 1

1 2

( ) ( )
| |

b b a a
b b

× ⋅ −
×

r r r r
r r   59

10
59

|703|
=

+−
=

À°çÅÔðä AB. ÇéîéÇñÖå Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ð¶ÖÅò» l1 Áå¶ l2 :
rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 ( 2 3 6 )i j k i j k+ − + λ + +

Áå¶        rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 3 5 ( 2 3 6 )i j k i j k+ − + µ + + ÇÕ ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ç¯ò¶º ð¶ÖÅò» Ãî»åð ÔéÍ (ÇÕÀ°º) ÃÅù êÌÅêå ÔË ÇÕ
1ar  = ˆˆ ˆ2 4i j k+ − , 2ar  = ˆˆ ˆ3 3 5i j k+ −  Áå¶ b

r
 = ˆˆ ˆ2 3 6i j k+ +

ÇÂÃ ñÂÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ çÈðÆ

d = 2 1( )
| |

b a a
b

× −
r r r

r  = 

ˆˆ ˆ

2 3 6
2 1 1

4 9 36

i j k

−

+ +

=
ˆˆ ˆ| 9 14 4 | 293 293

749 49
i j k− + −

= =  ÔËÍ

ÁÇíÁÅÅÃ AA.B

1. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé 
12 3 4 4 12 3 3 4 12, , ; , , ; , ,
13 13 13 13 13 13 13 13 13

− − −
 òÅñÆÁ»

Çå¿é ð¶ÖÅò» êðÃêð ¦ì ÔËÍ
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2. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈÁ» (1, – 1, 2), (3, 4, – 2) åº̄ Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ Çì³çÈÁ» (0, 3, 2) Áå¶ (3,
5, 6) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ å¶ ¦ì ÔËÍ

3. çðÃÅÀ° ÇÕ  Çì³çÈÁ» (4, 7, 8), (2, 3, 4) åº̄ Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ, Çì³çÈÁ» a (– 1, – 2, 1), (1,
2, 5) å¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ Ãî»åð ÔËÍ

4. Çì³çÈ (1, 2, 3) å¯º ×¹÷ðé òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ òËÕàð kji ˆ2ˆ2ˆ3 −+ ç¶
Ãî»åð ÔËÍ

5. Çì¿çÈ ÇÜÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ˆˆ2 4i j k− + å¯º ×¹÷ðé Áå¶ òËÕàð  ˆˆ ˆ2i j k+ −  çÆ ÇçôÅ
Çò¼Ú ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê Çò¼Ú ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

6. À°Ã ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ Çì³çÈ (– 2, 4, – 5) å¯º Ü»çÆ ÔË Áå¶
3 4 8

3 5 6
x y z+ − +

= =  ç¶ Ãî»åð ÔËÍ

7. ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä 5 4 6
3 7 2

x y z− + −
= =  ÔËÍ ÇÂÃ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä

êåÅ Õð¯Í
8. îÈñ Çì³çÈ Áå¶  (5, – 2, 3) åº̄ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê» Çò¼Ú ÃîÆÕðä

êåÅ Õð¯Í
9. Çì³çÈÁ»  (3, – 2, – 5), Áå¶  (3, – 2, 6) Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé òÅñÆ ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜÆÁé

ðÈê» Çò¼Ú ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
10. ÇéîéÇñÖå ð¶ÖÅ-Ü¯ÇóÁ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

(i) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 5 (3 2 6 )r i j k i j k= − + + λ + +r  Áå¶
ˆ ˆˆ ˆ ˆ7 6 ( 2 2 )r i k i j k= − + µ + +r

(ii) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 2 ( 2 )r i j k i j k= + − + λ − −r   Áå¶
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 56 (3 5 4 )r i j k i j k= − − + µ − −r

11.  ÇéîéÇñÖå ð¶ÖÅ-Ü¯ÇóÁ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯ :

(i)
2 1 3 2 4 5

2 5 3 1 8 4
x y z x y z− − + + − −

= = = =
− −

vkjS

(ii)
25 3

2 2 1 4 1 8
y yx z x z−− −

= = = =vkjS

12. p çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ å» ÇÕ ð¶ÖÅò» 1 7 14 3
3 2 2

x y z
p

− − −
= =

Áå¶

Áå¶
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Áå¶  7 7 5 6
3 1 5

x y z
p

− − −
= =  êðÃêð ¦ì Ô¯äÍ

13. çðÃÅÀ° ÇÕ ð¶ÖÅò» 5 2
7 5 1

x y z− +
= =

−
 Áå¶ 

1 2 3
x y z

= =  êðÃêð ¦ì Ô¯äÍ

14. ð¶ÖÅò» ˆˆ ˆ( 2 )r i j k= + +r  + ˆˆ ˆ( )i j kλ − +  Áå¶ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 (2 2 )r i j k i j k= − − + µ + +r
osQ

ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

15. ð¶ÖÅò»  1 1 1
7 6 1

x y z+ + +
= =

−
 Áå¶  3 5 7

1 2 1
x y z− − −

= =
−

 ç¶ ÇòÚÅÕð ÇéÀ±éåî çÈðÆ

êåÅ Õð¯Í
16. ð¶ÖÅò» ÇÜÔé» ç¶ òËÕàð ÃîÆÕðä ÇéîéÇñÖå Ôé ç¶ ÇòÚÕÅð çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯ :

ˆˆ ˆ( 2 3 )r i j k= + +r
 + ˆˆ ˆ( 3 2 )i j kλ − +  Áå¶ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ4 5 6 (2 3 )r i j k i j k= + + + µ + +r

17. ð¶ÖÅò» ÇÜÔé» çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÇéîéÇñÖå ÔË ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
ˆˆ ˆ(1 ) ( 2) (3 2 )r t i t j t k= − + − + −r  vkSj ˆˆ ˆ( 1) (2 1) (2 1)r s i s j s k= + + − − +r

11.6  Ãîåñ (Plane)
ÇÂ¼Õ Ãîåñ ù Çòñ¼Öä ðÈê ç¹ÁÅðÅ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË Ü¶Õð ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ ÇÂ¼Õ ôðå
êåÅ Ô¯ò¶ :

(i) Ãîåñ çÅ ÁÇí¦ì Áå¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º Ãîåñ çÆ çÈðÆ êåÅ ÔË, íÅò ÁÇí¦ì ðÈê Çò¼Ú Ãîåñ çÅ
ÃîÆÕðäÍ

(ii) ÇÂÔ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¯º ×¹÷ðçÅ ÔË Áå¶ Çç¼åÆ ×ÂÆ ÇçôÅ å¶ ¦ì Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(iii) ÇÂÔ Çç¼å¶ ×Â¶ Çå¿é ×Ëð Ãîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» Çò¼Ú¯º ÇéÕñçÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº Ãîåñ» ç¶ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä» êåÅ Õð»×¶Í

11.6.1 ÁÇí¦ì ðÈê Çò¼Ú Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä
(Equation of a Plane in normal form)
ÇÂ¼Õ Ãîåñ å¶ ÇòÚÅð Õð¯ ÇÜÃç¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º ¦ì çÈðÆ
d (d ≠ 0) ÔË (ÇÚ¼åð 11-10)A

Ü¶Õð  ON
uuur

 îÈñ Çì³çÈ å¯º åñ å¶ ¦ì ÔË Áå¶ ON
uuur

 ç¶
ÃÅê¶Ö n̂  ÇÂÕÅÂÆ ÁÇí¦ì òËÕàð ÔË åç ON

uuur
= d n̂

ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ Ãîåñ å¶ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ P ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
NP
uuur

 , ON
uuur

 å¶ ¦ì ÔËÍ ÇÚ¼åð AA.A@

ç¶

Áå¶
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ÇÂÃ åð·» NP ON⋅
uuur uuur

 = 0 ... (1)

î³é ñÀ° P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔË å» NP
uuur

= ndr ˆ−
r

 (ÇÕÀ°ºÇÕ ON NP OP+ =
uuur uuur uuur

)

ÇÂÃ åð·»  (1) ðÈê çÅ ÇéîéÇñÖå ÔË :
( )r d n d n∧ ∧

− ⋅
r  = 0

Ü» ( )r d n n∧ ∧
− ⋅

r
 = 0 (d ≠ 0)

Ü» r n d n n∧ ∧ ∧
⋅ − ⋅

r
 = 0

ÁðæÅå r n∧⋅
r

 = ( 1)d n n∧ ∧
⋅ =D; ksfa d

… (2)
ÇÂÔ Ãîåñ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔËÍ
ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê  (Cartesian Form)

Ãîåñ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔË ÇÜ¼æ¶ n̂  Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔËÍ î³é ñÀ° Ãîåñ å¶ Õ¯ÂÆ
Çì³çÈ  P(x, y, z) ÔËÍ åç

OP
uuur

 = ˆˆ ˆr x i y j z k= + +r

î³é ñÀ° n̂  çÅ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé  l, m, n ÔéÍ åç

n̂  = ˆˆ ˆl i m j n k+ +

r n∧⋅r
 ç¶ î¹¼ñ» ù (2) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )x i y j z k l i m j n k d+ + ⋅ + + =
ÁðæÅå lx + my + nz = d ... (3)
ÇÂÔ Ãîåñ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä ÔËÍ

AÇà¼êäÆ ÃîÆÕðä (3) êÌçðÇôå ÕðçÅ ÔË ÇÕ Ü¶Õð ˆˆ ˆ( )r a i b j c k⋅ + +r = d ÇÂ¼Õ
Ãîåñ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔË å» ax + by + cz = d Ãîåñ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä ÔË ÇÜ¼æ¶
a, b Áå¶ c Ãîåñ å¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ÔéÍ

À°çÅÔðä AC. À°Ã Ãîåñ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ îÈñ Çì³çÈ å¯º 29
6

çÆ çÈðÆ å¶ ÔË Áå¶ îÈñ

Çì³çÈ å¯º ÇÂÃ çÅ ÁÇí¦ì òËÕàð 2 kji ˆ4ˆ3ˆ +− ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ°  kjin ˆ4ˆ3ˆ2 +−=
r  ÔËÍ åç

ÇÕÀ°ºÇÕ
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||
ˆ

n
nn r
r

=  =
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 2 3 4

4 9 16 29
i j k i j k− + − +

=
+ +

ÇÂÃ ñÂÆ Ãîåñ çÅ ñ¯óÆºçÅ ÃîÆÕðä
2 3 4 6ˆˆ ˆ
29 29 29 29

r i j k− ⋅ + + = 
 

r
ÔËÍ

À°çÅÔðä AD. Ãîåñ ˆˆ ˆ(6 3 2 ) 1r i j k⋅ − − +r  = 0  å¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º êÅÂ¶ ×Â¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ç¶
ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Ãîåñ ç¶ Çç¼å¶ ×Â¶ ÃîÆÕðä ù ÇÂÃ åð·» çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
ˆ ˆ( 6 3 2 )r i j k⋅ − + +

sr  = 1   ... (1)

Ô¹ä ˆˆ ˆ| 6 3 2 |i j k− + +  = 36 9 4 7+ + =

ÇÂÃ ñÂÆ (1) ç¶ ç¯ò¶º êÅÇÃÁ» ù G éÅñ íÅ× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ :

6 3 2 ˆˆ ˆ
7 7 7

r i j k ⋅ − + + 
 

r
 = 

1
7

Ü¯ ÇÕ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä dnr =ˆ.r ç¶ ðÈê çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ å¯º Ãêôà ÔË ÇÕ kjin ˆ
7
2ˆ

7
3ˆ

7
6ˆ ++−=  Ãîåñ å¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð Ôé Ü¯ îÈñ Çì³çÈ

å¯º ×¹÷ðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» n̂  çÅ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé 
7
2,

7
3,

7
6−  ÔéÍ

À°çÅÔðä AE. Ãîåñ 2x –  3y + 4z – 6 = 0 çÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ åñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå 2, –3, 4 Ôé ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé Ôé :

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 4, ,
2 ( 3) 4 2 ( 3) 4 2 ( 3) 4

−

+ − + + − + + − +  , ÁðæÅå 
2 3 4, ,
29 29 29

−

ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä 2x – 3y + 4z – 6 = 0 ÁðæÅå  2x – 3y + 4z = 6 ù 29  éÅñ íÅ×
Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 3 4 6
29 29 29 29

x y z−
+ + =

Áå¶ ÇÂÔ lx + my + nz = d, ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔË ÇÜ¼æ¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º Ãîåñ çÆ çÈðÆ  d ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

Ãîåñ çÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ 29
6

 ÔËÍ
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À°çÅÔðä AF. îÈñ Çì³çÈ å¯º Ãîåñ 2x – 3y + 4z – 6 = 0
å¶ êÅÂ¶ ×Â¶ ¦ì ç¶ êËð» ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° îÈñ Çì³çÈ å¯º Ãîåñ å¶ êÅÂ¶ ×Â¶ ¦ì ç¶ êËð  P
ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x1, y1, z1) ÔË (ÇÚ¼åð 11.11)A

åç ð¶ÖÅ OP ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå x1, y1, z1 ÔéÍ
Ãîåñ çÆ ÃîÆÕðä ù ÁÇí¦ì ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖä å¶ ÁÃÆº
êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

2 3 4 6
29 29 29 29

x y z− + =

ÇÜ¼æ¶ OP ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå 2 3 4, ,
29 29 29

−
 ÔéÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé Áå¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå ÃîÅé°êÅåÆ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

ÇÂÃ åð·» 1
2
29

x
 = 1 1

3 4
29 29

y z
=

− = k

ÁðæÅå x1 =  29
2k

, y1 = 1
3 4,
29 29
k kz−

=

ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðä Çò¼Ú êÌåÆÃÎæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» k = 
29
6

ÇÂÃ åð·» ¦ì ç¶ êËð (êÅç) ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ 12 18 24, ,
29 29 29

− 
 
 

 ÔËÍ

AÇà¼êäÆ   Ü¶Õð îÈñ Çì³çÈ åº̄ Ãîåñ çÆ çÈðÆ  d Ô¯ò¶ Áå¶ Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé
l, m, n Ô¯ä åç ¦ì ç¶ êÅç (ld, md, nd) Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

11.6.2 ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð å¶ ¦ì Áå¶ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ
Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñ¶ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä (Equation of
a plane perpendicular to a given vector and
passing through a given point)
Á³åÇðÖ Çò¼Ú, ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð å¶ ¦ì Áé¶Õ Ãîåñ Ô¯
ÃÕç¶ Ôé êð¿å± ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ P(x1, y1, z1) Çò¼Ú¯º ÇÂÃ
êÌÕÅð çÅ Õ¶òñ ÇÂ¼Õ Ãîåñ çÆ Ô¯ºç Ô¹¿çÆ ÔË (ç¶Ö¯ ÇÚ¼åð 11-
12)A

ÇÚ¼åð AA.AA

ÇÚ¼åð AA.AB
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î³é ñÀ° ÇÕ  Ãîåñ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ A, ÇÜÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð
ar  ÔË, Çò¼Ú¯º ÇéÕñçÅ ÔË Áå¶ òËÕàð N

ur
 å¶ ¦ì ÔËÍ î³é ñÀ°

ÇÕ Ãîåñ å¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr ÔË  (ÇÚ¼åð
11-13)A

åç Çì³çÈ P Ãîåñ Çò¼Ú ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔË, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ
Ü¶Õð AP

uuur
, N

ur
 å¶ ¦ì ÔË ÁðæÅå AP

uuur
. N
ur

= 0. êð¿å±
AP r a= −
uuur r r . ÇÂÃ ñÂÆ

( ) N 0r a− ⋅ =
rr r          … (1)

ÇÂÔ Ãîåñ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔËÍ
ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê  (Cartesian Form)

î³é ñÀ° ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ Çì³çÈ A (x1, y1, z1) Áå¶ Ãîåñ å¶ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ P (x, y, z) ÔË Áå¶ N
ur

 ÇçôÅ
Áé°êÅå A, B Áå¶ C ÔË, åç

1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,a x i y j z k r xi y j z k= + + = + +r r

 Áå¶ ˆˆ ˆN A B Ci j k= + +
r

Ô¹ä ( – ) N =0r a ⋅
rr r

ÇÂÃ ñÂÆ ( ) ( ) ( )1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(A B C ) 0x x i y y j z z k i j k − + − + − ⋅ + + = 

ÁðæÅå A(x – x1) + B(y – y1) + C(z – z1) = 0

À°çÅÔðä AG. À°Ã Ãîåñ çÅ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ Çì³çÈ (5, 2, – 4)  Çò¼Ú¯º
Ü»çÅ ÔË Áå¶ 2, 3, – 1 ÇçôÅ Áé°êÅå òÅñÆ ð¶ÖÅ å¶ ¦ì ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ Çì³çÈ (5, 2, – 4) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ˆˆ ˆ5 2 4a i j k= + −r  ÔË Áå¶ Ãîåñ å¶ ¦ì

çÅ ÁÇí¦ì òËÕàð ˆˆ ˆN = 2 +3i j k−
r

 ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ Ãîåñ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä ( ) N 0r a− ⋅ =

rr r ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
Ü» ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[ (5 2 4 )] (2 3 ) 0r i j k i j k− + − ⋅ + − =r ... (1)

(1) ù ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê Çò¼Ú ðÈê»åðä Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[( – 5) ( 2) ( 4) ] (2 3 ) 0x i y j z k i j k+ − + + ⋅ + − =

Ü» 2( 5) 3( 2) 1( 4) 0x y z− + − − + =
ÁðæÅå 2x + 3y – z = 20

Ü¯ Ãîåñ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÚ¼åð AA.AC



500        ×Çäå

11.6.3  Çå¿é ÇìÖîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä
òÅñ¶ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä (Equation of a plane
passing through three non-collinear points)
î³é ñÀ° Ãîåñ å¶ ÃÇæå Çå¿é ÇìÖîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» R, S
Áå¶ T ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ´îòÅð : ar , b

r
Áå¶ cr Ôé

(ÇÚ¼åð 11.14)A
òËÕàð RS

uuur
 Áå¶ RT

uuur
 Çç¼å¶ ×Â¶ Ãîåñ Çò¼Ú ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ òËÕàð RS RT×
uuur uuur

  Çì³çÈÁ» R, S Áå¶ T Çò¼Ú¯º
¦Øç¶ Ô¯Â¶ Ãîåñ å¶ ¦ì Ô¯ò¶×ÅÍ î³é ñÀ° Ãîåñ Çò¼Ú
Õ¯ÂÆ Çì³çÈ P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ R å¯º
ÜÅä òÅñ¶ Áå¶ òËÕàð RS RT×

uuur uuur
 å¶ ¦ì, Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä ( ) (RS RT)r a− ⋅ ×

uuur uuurr r  = 0 ÔËÍ
Ü» −( ) . [( – ) ( – )]

rr r r r rr a b a c a×  = 0 … (1)
ÇÂÔ Çå¿é ÇìÖîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé òÅñ¶ Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðé çÅ
òËÕàð ðÈê ÔËÍ

AÇà¼êäÆ    À°êð¯Õå êÌÇÕÇðÁÅ Çò¼Ú Çå¿é ÇìÖîð¶ÖÆ Çì³çÈ ÕÇÔäÅ ÇÕÀ°º
÷ðÈðÆ ÔË? Ü¶Õð Çì³çÈ ÇÂ¼Õ ÔÆ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÔË åç À°Ã Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé òÅñ¶
ÕÂÆ Ãîåñ Ô¯ä×¶Í (ÇÚ¼åð AA.AE)A

ÇÂÔ Ãîåñ ÇÂ¼Õ ÇÕåÅì ç¶ ê³ÇéÁ» çÆ åð·» Ô¯ò¶×Å
ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈÁ» R, S Áå¶ T Çò¼Úº̄ ¦Øä òÅñÆ ð¶ÖÅ ê¹ÃåÕ
ç¶ ê³ÇéÁ» ç¶ Ü¹óé (binding) òÅñ¶ ÃæÅé çÅ îËºìð ÔËÍ
ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê (Cartesian Form)
î³é ñÀ° Çì³çÈÁ» R, S Áå¶ T ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) Áå¶ (x3,  y3,  z3) ÔéÍ
î³é ñÀ° ÇÕ Ãîåñ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ P ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x, y, z) Áå¶ ÇÂÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr ÔËÍ åç

RP
uuur

 = (x – x1) î  + (y – y1) ĵ  + (z – z1) k̂
RS
uuur

 = (x2 – x1) î  + (y2 – y1) ĵ  + (z2 – z1) k̂
RT
uuur

 = (x3 – x1) î + (y3 – y1) ĵ  + (z3 – z1) k̂
ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù òËÕàð ðÈê ç¶ ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

1 1− − −
− −
− −

1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

z = 0
z

x x y y z z
x x y y – z
x x y y – z

Ü¯ Çå¿é Çì³çÈÁ»  (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) Áå¶ (x3, y3, z3) Çò¼Úº̄ ÇéÕñä òÅñ¶ Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðé çÅ
ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê ÔËÍ

ÇÚ¼åð AA.AD

ÇÚ¼åð AA.AE
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À°çÅÔðä AH. Çì³çÈÁ»  R(2, 5, – 3), S(– 2, – 3, 5) Áå¶  T(5, 3,– 3) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñ¶ Ãîåñ çÅ
òËÕàð ÃîÆÕðé êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : î³é ñÀ° ˆˆ ˆ2 5 3a i j k= + −r , ˆˆ ˆ2 3 5b i j k= − − +

r
, ˆˆ ˆ5 3 3c i j k= + −r

åç ar , b
r

  Áå¶ cr   Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñ¶ Ãîåñ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðé ÇéîéÇñÖå ÔË :
( ) (RS RT)r a− ⋅ ×

uuur uuurr r  = 0     ( ÇÕÀ°º?)
Ü» ( ) [( ) ( ) ]r a b a c a− ⋅ − × −

rr r r r r  = 0
ÁðæÅå ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ (2 5 3 )] [( 4 8 8 ) (3 2 )] 0r i j k i j k i j− + − ⋅ − − + × − =r

11.6.4  Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðä çÅ Á³åð Ö³â-ðÈê (Intercept form of the equation of a
plane)
ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðä ù À°Ã ç¶ ç¹ÁÅðÅ Çéðç¶ô Á³ÕÆ è¹ÇðÁ» å¶ Õ¼à¶ Á³åð Ö³â ç¶
ðÈê Çò¼Ú Çé×îé (deduce) Õð»×¶Í î³é ñÀ° Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä

Ax + By + Cz + D = 0  (D ≠ 0) ÔËÍ ... (1)

î³é ñÀ° Ãîåñ ç¹ÁÅðÅ x, y, Áå¶ z-è¹ÇðÁ» å¶ Õ¼à¶ Á³åð Ö³â ́ îòÅð : a, b Áå¶ c (ÇÚ¼åð 11.16) ÔËÍ
Ãêôà ðÈê Çò¼Ú Ãîåñ x, y Áå¶ z-è¹ÇðÁ» å¯º ́ îòÅð Çì³çÈÁ» (a, 0, 0), (0, b, 0), Áå¶ (0, 0, c) å¶
ÇîñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ Aa + D = 0 Ü» A = 
D
a

−

Bb + D = 0 Ü» B = 
D
b

−

Cc + D = 0 Ü» C = 
D
c

−

ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðä Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé Áå¶
Ãðñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ (1) Ü¯ ÇÕ Á³åð Ö³â ðÈê Çò¼Ú
Ãîåñ çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

x y z
a b c

+ +  = 1 ... (2)

Ü¯ ÇÕ Á³åð Ö³â ðÈê Çò¼Ú Ãîåñ çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

À°çÅÔðä AI. À°Ã Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯  x, y Áå¶  z-è¹ÇðÁ» å¶ ́ îòÅð 2] 3 Áå¶ 4
Á³åð Ö³â Õ¼àçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÚ¼åð AA.AF
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x y z
a b c

+ +  = 1 ... (1)

ÇÜ¼æ¶  a = 2, b = 3, c = 4 Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
a, b Áå¶ c ç¶ ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù (1) å¶ êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº Ãîåñ çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä

1
2 3 4
x y z

+ + =  Ü»  6x + 4y + 3z = 12 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

11.6.5  ç¯ Çç¼å¶ Ãîåñ» çÆ ÕÅà Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅñÅ Ãîåñ (Plane passing through
the intersection of two given planes)
î³é ñÀ° π1 Áå¶ π2 ç¯ Ãîåñ ÇÜÃç¶ ÃîÕÆðé ́ îòÅð : 1ˆ.r nr  = d1 Áå¶  2ˆ.r nr  = d2 Ôé ÇÂÔé» çÆ
ÕÅà ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ Çì³çÈ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ÇÂÔé» ç¯ò¶º ÃîÆÕðé» ù Ã¿å°ôà Õð¶×Å (ÇÚ¼åð AA.AG)A

Ü¶Õð ÇÂÃ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ Çì³çÈ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð t
r ÔË å»

1t n⋅
r r  = d1 Áå¶ 2t n⋅

r r  = d2

ÇÂÃ ñÂÆ λ ç¶ ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

1 2( )t n n⋅ + λ
r r r

 = 1 2d d+λ

ÇÕÀ°ºÇÕ t
r

 ÃòË ÇÂ¼ÇÛå ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ð¶ÖÅ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» ÃîÆÕðé ⋅ 1 2( )r r rr n n+ λ = d1 + λd2  Ãîåñ π3 çÅ ÇéðÈêä ÕðçÅ ÔË Ü¯ ÁÇÜÔÅ ÔË ÇÕ
Ü¶Õð Õ¯ÂÆ òËÕàð rr , π1 Áå¶ π2, ç¶ ÃîÆÕðä» ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔË å» À°Ô π3  ù ÷ðÈð Ã¿å°ôà Õð¶×ÅÍ
ÇÂÃ åð·» Ãîåñ» 1r n⋅

r r
 = 1 2 2d r n d⋅ =r r

vkSj  çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Çò¼Úº̄ ÜÅä òÅñ¶ ÇÕÃ¶ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä
⋅ 1 2( )r r rr n n+ λ = d1 + λd2 ÔËÍ ... (1)

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê (Cartesian Form)

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê ñÂÆ î³é ñÀ¹ :

1nr  = 1 2 1
ˆˆ ˆA B Ci j k+ +

2nr  = 2 2 2
ˆˆ ˆA B Ci j k+ +

Áå¶ rr  = ˆˆ ˆxi y j z k+ +

å» (1) çÅ êÇðòðÇåå ðÈê ÔË :
x (A1 +  λA2) + y (B1 +  λB2) + z (C1 +  λC2) = d1 +  λd2

Ü» (A1x + B1y + C1z – d1) +  λ(A2x + B2y + C2z – d2) = 0       ... (2)

ÇÚ¼åð AA.AG

Áå¶
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Ü¯ Ôð¶Õ λ  ç¶ ñÂÆ Çç¼å¶ ×Â¶ Ãîåñ» çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ÇÕÃ¶ Ãîåñ çÅ ÕÅðàÆ÷ÆÁé
ÃîÆÕðä ÔËÍ

À°çÅÔðä B@. Ãîåñ» ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) 6 (2 3 4 ) 5,r i j k r i j k⋅ + + = ⋅ + + = −r r
vkSj  ç¶ ÕÅà Áå¶ Çì³çÈ (1,1,1)

Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñ¶ Ãîåñ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ 1
ˆˆ ˆn i j k= + +r  Áå¶  2nr  = ˆˆ ˆ2 3 4i j k+ +  Áå¶  d1 = 6 Áå¶  d2 = –5 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÃÈåð  1 2 1 2( )r n n d d⋅ + λ = +λ
r r r  çÅ êÌï¯× Õðé å¶

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[ (2 3 4 )]r i j k i j k⋅ + + +λ + +r  = 6 5− λ

Ü» ˆˆ ˆ[(1 2 ) (1 3 ) (1 4 )]r i j k⋅ + λ + + λ + + λr  = 6 5− λ … (1)

ÇÜ¼æ¶ λ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
ˆˆ ˆr xi y j z k= + +r , ð¼Öä å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) [(1 2 ) (1 3 ) (1 4 ) ] 6 5xi y j z k i j k+ + ⋅ + λ + + λ + + λ = − λ

Ü» (1 + 2λ ) x + (1 + 3λ) y + (1 + 4λ) z = 6 – 5λ

Ü» (x + y + z – 6 ) + λ  (2x + 3y + 4 z + 5) = 0 ... (2)

Ô¹ä êÌôé Áé°ÃÅð ñ¯óÆºç¶ Ãîåñ Çì³çÈ (1]1]1) å¯º Ü»çÅ ÔË, ÇÂÃ åð·» ÇÂÔ Çì³çÈ, (2) ù Ã¿å°ôà
Õð¶×Å ÁðæÅå

(1 + 1 + 1 – 6) + λ (2 + 3 + 4 + 5) = 0

Ü» λ = 
3

14

λ ç¶ ÇÂÃ î¹¼ñ ù (1) Çò¼Ú êÌÇåÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

3 9 6 ˆˆ ˆ1 1 1
7 14 7

r i j k      ⋅ + + + + +            

r
 = 

156
14

−

Ü» 10 23 13 ˆˆ ˆ
7 14 7

r i j k ⋅ + +  
r  = 

69
14

Ü» ˆˆ ˆ(20 23 26 )r i j k⋅ + +r  = 69

Ü¯ Ãîåñ çÆ ñ¯óÆºçÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔËÍ

11.7  ç¯ ð¶ÖÅò» çÅ ÃÇÔ åñÆ Ô¯äÅ  (Coplanarity of two lines)

Áå¶
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î³é ñÀ° ÇÕ ç¯ ñ¯óÆºçÆÁ» ð¶ÖÅò»

rr  = 1 1a b+ λ
rr ... (1)

Áå¶ rr  = 2 2a b+µ
rr  ÔéÍ ... (2)

ð¶ÖÅ (1) Çì³çÈ A, ÇÜÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð 1ar ÔË, Çò¼Úº̄ Ô¯ Õ¶ Ü»çÆ Áå¶ 1b
r

 ç¶ Ãî»åð ÔËÍ ð¶ÖÅ (2) Çì³çÈ

B ÇÜÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð 2ar ÔË Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ Ü»çÆ ÔË Áå¶ 2b
r

ç¶ Ãî»åð ÔËÍ åç

AB
uuur

 = 2 1a a−
r r

Çç¼åÆÁ» ð¶ÖÅò» ÃÇÔ-åñÆ Ôé, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð 1 2AB,b b
uuur r r

vkSj Áå¶ ÃÇÔ-åñÆ Ôé,

ÁðæÅå 1 2AB.( )b b×
uuur r r

 = 0 ;k 2 1 1 2( ) ( )a a b b− ⋅ ×
r rr r  = 0

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê (Cartesian Form)

î³é ñÀ° ÇÕ Çì³çÈÁ» A Áå¶ B ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (x1, y1, z1) Áå¶ (x2, y2, z2) ÔéÍ î³é ñÀ°
ÇÕ 1b

r
 Áå¶ 2b

r
  ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå ´îòÅð : a1, b1, c1 Áå¶ a2, b2, c2  ÔéÍ åç

2 1 2 1 2 1
ˆˆ ˆAB ( ) ( ) ( )x x i y y j z z k= − + − + −

uuur

1 1 1 1 2 2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ;b a i b j c k b a i b j c k= + + = + +

r r
vkSj

Çç¼åÆÁ» ð¶ÖÅò» ÃÇÔ-åñÆ Ôé, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð 1 2AB ( ) 0b b⋅ × =
uuur r r

 ÇÜÃ ù ÇéîéÇñÖå
ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê Çò¼Ú çðÃÅ ÃÕç¶ Ô»Í

2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

0
x x y y z z

a b c
a b c

− − −
=                                 ... (4)

À°çÅÔðä BA. çðÃÅÀ° ÇÕ ð¶ÖÅò»
+ 3 1 5

– 3 1 5
x y z− −

= =  Áå¶  +1 2 5
–1 2 5

x y z− −
= =  ÃÇÔ-åñÆ ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ x1 = – 3, y1 = 1, z1 = 5, a1 = – 3, b1 = 1, c1 = 5

x2 = – 1, y2 = 2, z2 = 5, a2 = –1, b2 = 2, c2 = 5

Ô¹ä ÇéîéÇñÖå ÇâàðîÆéËºà ñËä å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

Áå¶

Áå¶

Ü»
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2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

2 1 0
3 1 5 0
1 2 5

x x y y z z
a b c
a b c

− − −
= − =

−

ÇÂÃ ñÂÆ ð¶ÖÅò» ÃîåñÆ ÔéÍ

11.8  ç¯ Ãîåñ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä (Angle between two planes)
êÇðíÅôÅ B. ç¯ Ãîåñ»  ç¶ Çò¼Ú  çÅ Õ¯ä À°Ôé» ç¶ ÁÇí¦ì» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ç¹ÁÅðÅ  êÇðíÅÇôå ÔË
(ÇÚ¼åð AA.AH (a))A ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Ü¶Õð ç¯ Ãîåñ» ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ  ÔË å» 180 – θ (ÇÚ¼åð 11.18 (b))
òÆ À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÔËÍ ÁÃÆº ÇéÀ±é Õ¯ä ù ÔÆ Ãîåñ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÇñÁ»×¶Í

î³é ñÀ° ÇÕ Ãîåñ», 1r n⋅
r s  = d1 Áå¶ 2 2r n d⋅ =

r r  ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ ÔËÍ åç ÇÕÃ¶ Ã»Þ¶ Çì³çÈ
å¯º Ãîåñ» å¶ ÇÖ¼Ú¶ ×Â¶ ÁÇí¦ì» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ ÔËÍ

åç cos θ = 1 2

1 2| | | |
n n

n n
⋅

r r
r r

AÇà¼êäÆ    ç¯ò¶º Ãîåñ êðÃêð ¦ì Ôé Ü¶Õð 1nr . 2nr  = 0 Áå¶ Ãî»åð Ôé Ü¶Õð 1nr  Áå¶
2nr Ãî»åð ÔéÍ

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê  (Cartesian Form)
î³é ñÀ° Ãîåñ»

A1 x + B1 y + C1z + D1 = 0 Áå¶ A2x + B2 y + C2 z + D2 = 0
ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ ÔËÍ

ÁÇí¦ì» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä

Ãî¦ì» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä
Ãîåñ B

Ãîåñ A

ÇÚ¼åð AA. AH
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å» Ãîåñ» ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ´îòÅð A1, B1, C1 Áå¶ A2, B2, C2 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

cos θ = 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

A A B B C C

A B C A B C

+ +

+ + + +

AÇà¼êäÆ
1. Ü¶Õð ç¯ò¶º Ãîåñ êðÃêð ¦ì Ôé åç θ = 90° Áå¶ ÇÂÃ åð·» cos θ = 0. ÇÂÃ åð·»

cos θ = A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0

2. Ü¶Õð ç¯ò¶º Ãîåñ Ãî»åð Ô¯ä å» 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= =

À°çÅÔðä BB. ç¯ Ãîåñ»  2x + y – 2z = 5 Áå¶  3x – 6y – 2z = 7 ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä òËÕàð ÇòèÆ
ç¹ÁÅðÅ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ç¯ Ãîåñ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä À°ÔÆ ÔË Ü¯ À°Ôé» ç¶ ÁÇí¦ì» ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä ÔËÍ Ãîåñ» ç¶ Çç¼å¶ ×Â¶
ÃîÆÕðé» å¯º Ãîåñ» ç¶ òËÕàð ÁÇí¦ì

1N
ur

 = ˆˆ ˆ2 2i j k+ −  Áå¶   2 ˆˆ ˆN 3 6 2i j k= − −
ur

 ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ cos θ =
1 2

1 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆN N (2 2 ) (3 6 2 )
| N | |N | 4 1 4 9 36 4

i j k i j k⋅ + − ⋅ − −
=

+ + + +

ur ur
ur ur  = 

4
21

 
 
 

ÇÂÃ åð·» θ = cos–1 







21
4

À°çÅÔðä BC. ç¯ Ãîåñ» 3x – 6y + 2z = 7 Áå¶ 2x + 2y – 2z = 5 ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Ãîåñ» çÆ Çç¼åÆÁ» ÃîÆÕðé» çÆ å°ñéÅ ÃîÆÕðé»
A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0  Áå¶ A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0

éÅñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ A1 = 3, B1 = – 6, C1 = 2

 A2 = 2, B2 = 2, C2 = – 2

 Çëð å¯º  cos θ =
( ) ( )2 2 2 2 2 2

3 2 ( 6) (2) (2) ( 2)

3 ( 6) ( 2) 2 2 ( 2)

× + − + −

+ − + − + + −
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=
10 5 5 3

217 2 3 7 3
−

= =
×

ÇÂÃ ñÂÆ θ = cos-1  
5 3
21

 
  
 

11.9  Ãîåñ å¯º Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ çÆ çÈðÆ (Distance of a point from a plane)
òËÕàð ðÈê (Vector Form)

ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  Áå¶ ÇÂ¼Õ Ãîåñ π1 ÇÜÃçÅ ÃîÆÕðä ˆr n⋅r  = d (ÇÚ¼åð
AA.AI) å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Çëð å¯º Çì³çÈ P åº̄ Ãîåñ π1 ç¶ Ãî»åð Ãîåñ π2 å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í Ãîåñ π2 å¶ ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ
òËÕàð n̂  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇÂÃ çÅ ÃîÆÕðä ˆ( ) 0r a n− ⋅ =

r r  ÔËÍ

ÁðæÅå ˆr n⋅r  = ˆa n⋅r

ÇÂÃ åð·» îÈñ Çì³çÈ å¯º ÇÂÃ Ãîåñ çÆ çÈðÆ ON′ = ˆ| |a n⋅
r  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ P å¯. Ãîåñ π1 å¯º çÈðÆ

(ÇÚ¼åð AA. BA (a))

PQ = ON – ON′ = |d – ˆ |a n⋅
r

ÔË, Ü¯ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¯º Çç¼å¶ ×Â¶ Ãîåñ å¶ ¦ì çÆ ¦ìÅÂÆ ÔËÍ ÇÚ¼åð AA. AI  (b) ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÃ åð·»
çÅ éåÆÜÅ ÃæÅÇêå Õð ÃÕç¶ Ô»Í

ÇÚ¼åð AA. AI
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AÇà¼êäÆ 1. Ü¶Õð Ãîåñ π2 çÅ ÃîÆÕðä . Nr d=
urr , ç¶ ðÈê çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ N

r
 Ãîåñ å¶

ÁÇí¦ì ÔË å» ¦ì çÆ çÈðÆ | . N |
| N |

a d−
rr
r   ÔËÍ

2. îÈñ Çì³çÈ  O å¯º Ãîåñ . Nr d=
rr  çÆ çÈðÆ | |

| N |
dur  ÔË (ÇÕÀ°ºÇÕ ar  = 0)A

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê (Cartesian Form)

î³é ñÀ° ÇÕ P(x1, y1, z1) ÇÂ¼Õ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ Çì³çÈ ÔË ÇÜÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  ÔË Áå¶ Çç¼å¶ Ãîåñ çÅ
ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÃîÆÕðä

Ax + By + Cz = D ÔËÍ

åç ar  = 1 1 1
ˆˆ ˆx i y j z k+ +

N
r

 = ˆˆ ˆA B Ci j k+ +

ÇÂÃ åð·» (1) ç¶ ç¹ÁÅðÅ P å¯º Ãîåñ å¶ ¦ì çÆ ¦ìÅÂÆ

1 1 1
2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( A B C ) D

A B C

x i y j z k i j k+ + ⋅ + + −

+ +

= 1 1 1
2 2 2

A B C D

A B C

x y z+ + −

+ +

À°çÅÔðä BD. Çì³çÈ (2, 5, – 3) çÆ Ãîåñ ˆˆ ˆ( 6 3 2 )r i j k⋅ − +r  = 4 å¯º çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 5 3 , N 6 3 2a i j k i j k= + − = − +
rr  Áå¶  d = 4.

ÇÂÃ ñÂÆ Çì³çÈ  (2, 5, – 3) çÆ Çç¼å¶ Ãîåñ å¯º çÈðÆ ÔËÍ
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ| (2 5 3 ) (6 3 2 ) 4|

ˆˆ ˆ| 6 3 2 |
i j k i j k

i j k
+ − ⋅ − + −

− +

=

| 12 15 6 4 | 13
736 9 4

− − −
=

+ +

ÇÚ¼åð AA. B@

ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ

åñ
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11.10  ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ Ãîåñ ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä (Angle between a line and a
plane)

êÇðíÅôÅ B.  ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ  Ãîåñ ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä, ð¶ÖÅ Áå¶ Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä
çÅ Õ¯ä êÈðÕ (complementary angle) Ô¹¿çÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð AA. B@)A

òËÕàð ðÈê (Vector Form)

î³é ñÀ° ÇÕ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä bar
rrr λ+=  ÔË Áå¶ Ãîåñ çÆ ÃîÆÕðä r n d⋅ =

r r ÔËÍ åç ð¶ÖÅ
Áå¶ Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ, ÇéîéÇñÖå ÃÈåð ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

cos θ = | | | |
b n

b n
⋅
⋅

r r
r r

Áå¶ ÇÂÃ åð·» ð¶ÖÅ Áå¶ Ãîåñ ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä φ, 90° – θ, ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔË
sin (90° – θ) = cos θ

ÁðæÅå sin φ =
| | | |

b n
b n

⋅
r r

r r  Ü» φ = –1sin b n
b n

⋅

À°çÅÔðä BE. ð¶ÖÅ 
1

2
x +

 =  
3

3 6
y z −

=  Áå¶ Ãîåñ 10 x + 2y – 11 1 z = 3 ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä

êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ ð¶ÖÅ Áå¶ Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ ÔËÍ Çç¼å¶ ×Â¶ ð¶ÖÅ Áå¶ Ãîåñ ç¶
ÃîÆÕðä» ù òËÕàð ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ä å¶ ÁÃÆº

rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ( – 3 ) ( 2 3 6 )i k i j k+ + λ + +

Áå¶ ˆˆ ˆ( 10 2 11 )r i j k⋅ + −r  = 3 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

ÇÂ¼æ¶ b
r

 = ˆˆ ˆ2 3 6i j k+ +    Áå¶  kjin ˆ11ˆ2ˆ10 −+=
r

ÇÂÃ åð·» sin φ = 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 6 ) (10 2 11 )

2 3 6 10 2 11

i j k i j k+ + ⋅ + −

+ + + +

=
40

7 15
−
×

 = 
8

21
−

 = 
8
21

  Ü» φ = 1 8sin
21

−  
 
 
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ÁÇíÁÅÃ  AA.C
1. ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Úº̄ Ôð¶Õ Çò¼Ú Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì çÆ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé Áå¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ

êåÅ Õð¯ :
(a) z = 2 (b) x + y + z = 1

(c) 2x + 3y – z = 5 (d) 5y + 8 = 0

2. À°Ã Ãîåñ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯, Ü¯ îÈñ Çì³çÈ å¯º G ÇÂÕÅÂÆ çÈðÆ å¶ ÔË Áå¶ òËÕàð
kji ˆ6ˆ5ˆ3 −+ å¶ ÁÇí¦ì ÔËÍ

3. ÇéîéÇñÖå Ãîåñ» çÅ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ :
(a) ˆˆ ˆ( ) 2r i j k⋅ + − =r (b) ˆˆ ˆ(2 3 4 ) 1r i j k⋅ + − =r

(c) ˆˆ ˆ[( 2 ) (3 ) (2 ) ] 15r s t i t j s t k⋅ − + − + + =r

4. ÇéîéÇñÖå ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú,  îÈñ Çì³çÈ å¯º ÇÖ¼Ú¶ ×Â¶ ¦ì ç¶ êËð/êÅç ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯ Í
(a) 2x + 3y + 4z – 12 = 0 (b) 3y + 4z – 6 = 0
(c) x + y + z = 1 (d) 5y + 8 = 0

5. ÇéîéÇñÖå ôðå» ç¶ ÁèÆé Ãîåñ» çÅ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯
(a) Çì³çÈ (1, 0, – 2) Çò¼Ú¯º Ü»çÅ Ô¯ò¶ Áå¶ ˆˆ ˆi j k+ − Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ÔËÍ
(b) Çì¿çÈ  (1,4, 6) Çò¼Úº̄ ¦ØçÅ Ô¯ò¶ Áå¶ kji ˆˆ2ˆ +− Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì òËÕàð ÔËÍ

6. À°Ôé» Ãîåñ» çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ ÇéîéÇñÖå Çå¿é Çì³çÈÁ» Çò¼Ú¯º ×¹÷ðçÅ ÔËÍ
(a) (1, 1, – 1),  (6, 4, – 5), (– 4, – 2, 3)
(b) (1, 1, 0), (1, 2, 1), (– 2, 2, – 1)

7. Ãîåñ  2x + y – z = 5 ç¹ÁÅðÅ Õ¼à¶ ×Â¶ : Á³åð Ö³â» ù êåÅ Õð¯Í
8. À°Ã Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃçÅ y&è¹ð¶ å¶ Á³åð Ö³â C Áå¶ Ü¯ åñ  Z OX ç¶ Ãî»åð ÔËÍ
9. À°Ã Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ Ãîåñ» 3x – y + 2z – 4 = 0 Áå¶

x + y + z – 2 = 0 ç¶ ÕÅà Áå¶ Çì³çÈ (2, 2, 1) Çò¼Ú¯º ¦ØçÅ ÔËÍ
10. À°Ã Ãîåñ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯  Ãîåñ» ˆˆ ˆ.( 2 2 3 ) 7r i j k+ − =r ,

ˆˆ ˆ.( 2 5 3 ) 9r i j k+ + =r
 çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Áå¶  (2, 1, 3) Çò¼Ú¯º ¦ØçÅ ÔËÍ

11. åñ» x + y + z = 1 Áå¶ 2x + 3y + 4z = 5 çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Çò¼Ú¯º ¦Ø Õ¶ ÜÅä òÅñ¶ Áå¶ åñ x
– y + z = 0 å¶ ¦ì åñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

12. Ãîåñ» ÇÜÔé» ç¶ òËÕàð ÃîÆÕðä ˆˆ ˆ(2 2 3 ) 5r i j k⋅ + − =
r

 Áå¶
ˆˆ ˆ(3 3 5 ) 3r i j k⋅ − + =

r  Ôé ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í
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13. ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Ú êåÅ Õð¯ ÇÕ ÕÆ Çç¼å¶ ×Â¶
Ãîåñ» ç¶ Ü¯ó¶ Ãî»åð Ôé Ü» ¦ì Ôé, Áå¶ À°Ã
ÃÇæåÆ Çò¼Ú Ü¶Õð éÅ å¶ ÇÂÔ Ãî»åð Ôé Áå¶ éÅ ÔÆ
¦ì Ôé å» À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í
(a) 7x + 5y + 6z + 30 = 0 Áå¶ 3x – y – 10z

+ 4 = 0
(b) 2x + y + 3z – 2 = 0 Áå¶ x – 2y + 5 = 0
(c) 2x – 2y + 4z + 5 = 0 Áå¶ 3x – 3y + 6z –

1 = 0
(d) 2x – y + 3z – 1 = 0 Áå¶ 2x – y + 3z + 3 = 0
(e) 4x + 8y + z – 8 = 0 Áå¶  y + z – 4 = 0

14. ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Ú Ôð¶Õ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ åº̄ Çç¼å¶ ×Â¶ Ã¿×å Ãîåñ» çÆ çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
       Çì³çÈ  Ãîåñ

(a) (0, 0, 0) 3x – 4y + 12 z = 3
(b) (3, – 2, 1) 2x – y + 2z + 3 = 0
(c) (2, 3, – 5) x + 2y – 2z = 9
(d) (– 6, 0, 0) 2x – 3y + 6z – 2 = 0

ë¹àÕñ ÇòÇí¿é À°çÅÔðä»
À°çÅÔðä BF. ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ, ÇÂ¼Õ Øä ç¶ ÇòÕðä» ç¶ éÅñ α,  β, γ,  δ, Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÆ ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

cos2 α + cos2 β + cos2 γ + cos2 δ = 
4
3

Ô¼ñ : ÇÂ¼Õ Øä, ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯ÇäÕ Ãî»åð Û¶ ëñÕ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜÃçÆ ¦ìÅÂÆ, Ú½óÅÂÆ Áå¶ À°ÚÅÂÆ ìðÅìð
Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
î³é ñÀ° ÇÕ OADBEFCG ÇÂ¼Õ Øä ÇÜÃ çÆ Ôð¶Õ í¹ÜÅ a ¦ìÅÂÆ çÆ ÔË (ÇÚ¼åð AA.BA)A

OE, AF, BG Áå¶ CD ÚÅð ÇòÕðä Ôé
ç¯ Çì³çÈÁ» O Áå¶ E ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ OE ÁðæÅå ÇòÕðä OE ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé

2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0, ,a a a

a a a a a a a a a

− − −

+ + + + + +

ÁðæÅå 3
1

, 3
1

,  3
1

ÔéÍ ÇÂÃ¶ åð·» AF, BG  Áå¶ CD  ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ́ îòÅð :

ÇÚ¼åð AA. BA
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 – 
3

1
,  

3
1

, 
3

1
; 

3
1

, – 
3

1
, 

3
1

  Áå¶ 
3

1
 , 

3
1

, – 
3

1
,  ÔéÍ

î³é ñÀ° Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ Ü¯ OE, AF, BG,  Áå¶ CD,  ç¶ éÅñ ´îòÅð : α, β, γ,  Áå¶ δ  Õ¯ä
ìäÅÀ°ºçÆ ÔË ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n  ÔéÍ

åç cos α  =
1
3

 (l + m+ n); cos β = 
1
3 (– l + m + n)

cos γ =
1
3

(l – m + n); cos δ = 
1
3 (l + m – n)

òð× ÕðÕ¶ Ü¯óé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
cos2 α + cos2 β + cos2 γ + cos2 δ

 =
1
3

  [ (l + m + n )2 + (–l + m + n)2 ]  + (l – m + n)2 + (l + m –n)2]

 =
1
3

 [ 4 (l2 + m2 + n2 ) ]  = 
3
4

  ( ÇÕÀ°ºÇÕ l2 + m2 + n2 = 1)

À°çÅÔðä BG. À°Ã åñ çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú Çì³çÈ (1, – 1, 2) ÃÇæå ÔË Áå¶ Ü¯ Ãîåñ»
2x + 3y – 2z = 5 Áå¶ x + 2y – 3z = 8 Çò¼Ú Ôð¶Õ å¶ ¦ì ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä
A (x – 1) + B(y + 1) + C (z – 2) = 0 ÔËÍ ... (1)

Ãîåñ» 2x + 3y – 2z = 5 Áå¶ x + 2y – 3z = 8, ç¶ éÅñ (1) ç¹ÁÅðÅ Çç¼å¶ Ãîåñ å¶ ¦ì Ô¯ä çÆ
ôðå çÅ êÌï¯× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

2A + 3B – 2C = 0 Áå¶  A + 2B – 3C = 0

ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ A = – 5C Áå¶ B = 4C

ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔË :
– 5C (x – 1) + 4 C (y + 1) + C(z – 2) = 0

ÁðæÅå 5x – 4y – z = 7

À°çÅÔðä BH. Çì³çÈ P(6, 5, 9) å¯º Çì³çÈÁ» A (3, – 1, 2), B (5, 2, 4) Áå¶ C(– 1, – 1, 6) ç¹ÁÅðÅ
ÇéðèÅÇðå Ãîåñ çÆ çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ Ãîåñ Çò¼Ú Çå¿é Çì³çÈ A, B, Áå¶ C ÔéÍ Çì³çÈ P åº̄ Ãîåñ å¶ ¦ì çÅ êÅç D ÔËÍ
ÁÃÆº ñ¯óÆºçÆ çÈðÆ PD êåÅ ÕðéÆ ÔË ÇÜ¼æ¶ PD , AP

uuur
 çÅ AB AC×

uuur uuur
 å¶ êÌÖ¶ê ÔËÍ
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ÇÂÃ åð·» PD = AB AC×
uuur uuur

 ç¶ ÃÅê¶Ö ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð Áå¶ AP
uuur

 çÅ òËÕàð ×¹äéëñ ÔËÍ

Çëð å¯º AP
uuur

 = 3 kji ˆ7ˆ6ˆ ++

Áå¶ AB AC×
uuur uuur

 = 

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 2 12 16 12

4 0 4

i j k
i j k= − +

−

AB AC×
uuur uuur

 ç¶ ÃÅê¶Ö ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð  = 
ˆˆ ˆ3 4 3

34
i j k− +

ÇÂÃ åð·» PD
uuur

 = ( )ˆ7ˆ6ˆ3 kji ++ . 
ˆˆ ˆ3 4 3

34
i j k− +

=
17

343

ÇòÕñê : Çì³çÈ  A, B Áå¶ C å¯º ×¹÷ðé òÅñ¶ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Áå¶ åç Çì³çÈ P çÆ
Ãîåñ å¯º çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
À°çÅÔðä BI. çðÃÅú ÇÕ ð¶ÖÅò»

x a d− +
α − δ

 =
y a z a d− − −

=
α α + δ

Áå¶ x b c− +
β − γ

 =
y b z b c− − −

=
β β + γ

  ÃÇÔ åñÆ ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ
x1 = a – d Áå¶ x2 = b – c
y1 = a y2 = b
z1 = a + d z2 = b + c

Áå¶ a1 = α – δ a2 = β – γ
b1 = α b2 = β
c1 = α + δ c2 = β + γ

Ô¹ä ÇâàðîÆéËºà
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2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

x x y y z z
a b c
a b c

− − −

 =

b c a d b a b c a d− − + − + − −
α − δ α α + δ
β − γ β β + γ

å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

åÆÃð¶ æ¿î ù êÇÔñ¶ æ¿î Çò¼Ú Ü¯óé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2 
b a b a b c a d− − + − −

α α α + δ
β β β + γ

 = 0

ÇÕÀ°ºÇÕ êÇÔñÅ Áå¶ çÈÜÅ æ¿î ÃîÅé ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ç¯ò¶º ð¶ÖÅò» ÃÇÔ åñÆ ÔéÍ

À°çÅÔðä C@. À°Ã Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈÁ»  A(3, 4, 1) Áå¶ B(5, 1, 6) ù
ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ XY- åñ ù Õ¼àçÆ ÔËÍ

Ô¼ñ : Çì³çÈÁ» A Áå¶ B å¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä :
 rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4 [ (5 3) (1 4) (6 1) ]i j k i j k+ + + λ − + − + −

ÁðæÅå  rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4 ( 2 3 5 )i j k i j k+ + + λ − + ÔËÍ ... (1)
î³é ñÀ° P À°Ô Çì³çÈ ÔË ÇÜ¼æ¶ ð¶ÖÅ AB, XY-åñ ù Õ¼àçÆ ÔËÍ åç Çì³çÈ  P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð

jyix ˆˆ +  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔËÍ

ÇÂÔ Çì³çÈ ê¼Õ¶ å½ð å¶ ÃîÆÕðä (1) ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔËÍ  (ÇÕÀ°º?)

ÁðæÅå ˆ ˆx i y j+  = ˆˆ ˆ(3 2 ) ( 4 3 ) ( 1 5 )i j k+ λ + − λ + + λ

ˆˆ ˆ,i j kvkSj , ç¶ ×¹äÅÕ» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»
x = 3 + 2 λ
y = 4 – 3 λ
0 = 1 + 5 λ

À°êð¯Õå ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

x =
13 23
5 5

y =vkSj

ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºç¶ Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ  





 0,

5
23,

5
13

 ÔéÍ

Áå¶

Áå¶
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ÁÇèÁÅÇÂ AA Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. ÇçÖÅú ÇÕ îÈñ Çì³çÈ å¯º (2] 1] 1) éÅñ ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ Çì³çÈÁ» (3] 5 &1) Áå¶

(4] 3]&1) ç¹ÁÅðÅ ìäÆ ð¶ÖÅ å¶ ¦ì ÔËÍ
2. Ü¶Õð ç¯ êðÃêð ¦ì ð¶ÖÅò» ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l1, m1, n1 Áå¶ l2, m2, n2 Ô¯ä å» çðÃÅú ÇÕ

ÇÂÔé» ç¯ò» å¶ ¦ì ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé
m1 n2 – m2 n1, n1 l2 – n2 l1, l1 m2 – l2 – m1 ÔéÍ

3. À°Ôé» ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Áå¶ b – c, c – a, a
– b ÔéÍ

4. x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð Áå¶ îÈñ Çì³çÈ Çò¼Úº̄ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
5. Ü¶Õð Çì³çÈÁ» A, B, C, Áå¶ D ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (1, 2, 3), (4, 5, 7), (– 4, 3, – 6)

Áå¶ (2, 9, 2) Ô¯ä å» AB Áå¶ CD ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

6. Ü¶Õð ð¶ÖÅò» 1 2 3 1 1 6
3 2 2 3 1 5

x y z x y z
k k

− − − − − −
= = = =

− −
vkjS  êðÃêð ¦ì

Ô¯ä å» k çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
7. Çì³çÈ (1, 2, 3) Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅñÆ Áå¶ åñ 09)ˆ5ˆ2ˆ(. =+−+ kjirr å¶ ¦ì ð¶ÖÅ çÆ

òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
8. Çì³çÈ  (a, b, c) Çò¼Úº̄ ÜÅä òÅñÆ Áå¶ åñ ˆˆ ˆ( ) 2r i j k⋅ + + =r ç¶ Ãî»åð åñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ

ÕðÍ̄
9. ð¶ÖÅò» ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ6 2 2 ( 2 2 )r i j k i j k= + + + λ − +r Áå¶

ˆ ˆˆ ˆ ˆ4 (3 2 2 )r i k i j k= − − + µ − −r  ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
10. À°Ã Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈÁ»  (5, 1, 6) Áå¶  (3, 4,1) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ

YZ- åñ ù Õ¼àçÆ ÔËÍ
11. À°Ã Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈÁ»  (5, 1, 6) Áå¶  (3, 4, 1) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ

ð¶ÖÅ ZX- åñ ù Õ¼àçÆ ÔËÍ
12. À°Ã Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈÁ»  (3, – 4, – 5) Áå¶  (2, – 3, 1) Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé

òÅñÆ ð¶ÖÅ, Ãîåñ 2x + y + z = 7 ç¶ êÅð Ü»çÆ ÔËÍ
13. Çì³çÈ (– 1, 3, 2) ÜÅä òÅñ¶ Áå¶ Ãîåñ» x + 2y + 3z = 5 Áå¶ 3x + 3y + z = 0 Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ

å¶ ¦ì Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
14. Ü¶Õð Çì³çÈ  (1, 1, p) Áå¶  (– 3, 0, 1) Ãîåñ ˆˆ ˆ(3 4 12 ) 13 0r i j k⋅ + − + =r å¯º ÃîÅé çÈðÆ

å¶ ÃÇæå Ô¯ò¶ å» p çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

?/

// //
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15. Ãîåñ» ˆˆ ˆ( ) 1r i j k⋅ + + =r Áå¶ ˆˆ ˆ(2 3 ) 4 0r i j k⋅ + − + =r  çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñ¶
Áå¶ x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð åñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

16. Ü¶Õð O îÈñ Çì³çÈ Áå¶ Çì³çÈ  P ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (1, 2, – 3), Ôé å» Çì³çÈ P åº̄ ÜÅä òÅñ¶  Áå¶
OP å¶ ¦ì åñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

17. Ãîåñ» ˆˆ ˆ( 2 3 ) 4 0r i j k⋅ + + − =r  Áå¶ ˆˆ ˆ(2 ) 5 0r i j k⋅ + − + =r çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ ù ôÅÇîñ

Õðé òÅñÆ Áå¶ åñ ˆˆ ˆ(5 3 6 ) 8 0r i j k⋅ + − + =r  À°µêð ¦ì åñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

18. Çì³çÈ (– 1, – 5, – 10) å¯º ð¶ÖÅ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 (3 4 2 )r i j k i j k= − + + λ + +r Áå¶ Ãîåñ
ˆˆ ˆ( ) 5r i j k⋅ − + =r ç¶ ÕÅà Çì³çÈ åº̄ çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

19. Çì ³ç È (1, 2,  3) Çò ¼Ú ¯ º  ×¹÷ðé òÅñÆ Áå¶ Ãîåñ» ˆˆ ˆ( 2 ) 5r i j k⋅ − + =r  Áå¶
ˆˆ ˆ(3 ) 6r i j k⋅ + + =r ç¶ Ãî»åð ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

20. Çì³çÈ (1, 2, – 4) å¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ ç¯ò¶º ð¶ÖÅò»
7
10

16
19

3
8 −

=
−
+

=
− zyx

Áå¶

15
3

x −
 = 

29 5
8 5

y z− −
=

−
å¶ ¦ì ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

21. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ Ãîåñ ç¶ Á³åð Ö³â a, b, c Ôé Áå¶ ÇÂÃ çÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ  p ÇÂÕÅÂÆ ÔË å» ÇÃ¼è

Õð¯ ÇÕ 2222

1111
pcba

=++

êÌôé BB Áå¶ BC Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
22. ç¯ Ãîåñ» 2x + 3y + 4z = 4 Áå¶ 4x + 6y + 8z = 12 ç¶ ÇòÚÕÅð çÈðÆ ÔË :

(A) 2 ÇÂÕÅÂÆ (B) 4 ÇÂÕÅÂÆ (C) 8 ÇÂÕÅÂÆ (D) 2
29

 ÇÂÕÅÂÆ

23. Ãîåñ 2x – y + 4z = 5 Áå¶ 5x – 2.5y + 10z = 6 Ôé :
(A) êðÃêð ¦ì (B) Ãî»åð

(C)  y-è¹ð¶ å¶ Õ¼àç¶ Ôé (D) Çì³çÈ 50,0,
4

 
 
 

Çò¼Úº̄ ×¹÷ðç¶ ÔéÍ
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ÃÅð-Á³ô
® ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ð¶ÖÅ ç¹ÁÅðÅ Çéðç¶ô Á³Õ è¹ÇðÁ» çÆ èéÅåîÕ ÇçôÅ ç¶ éÅñ

ìäÅÂ¶ Õ¯ä çÅ Õ¯ÃÅÂÆé Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

® Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé  l, m, n Ôé å» l2 + m2 + n2 = 1

® ç¯ Çì³çÈÁ» P (x1, y1, z1) Áå¶ Q (x2, y2, z2) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé

2 1 2 1 2 1, ,
PQ PQ PQ

x x y y z z− − −
 ÔéÍ

ÇÜ¼æ¶ PQ = ( )2
12

2
12

2
12 )()( zzyyxx −+−+−

® ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå À°Ô Ã¿ÇÖÁÅò» Ôé Ü¯ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ç¶ ÃîÅé°êÅåÆ
Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ

® Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé  l, m, n Áå¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Ôé å»

l = 
222 cba

a
++

; m = 
222 cba

b
++

; n = 
222 cba

c
++

® ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» : Á³åÇðÖ çÆÁ» À°Ô ð¶ÖÅò» Ôé Ü¯ éÅ å» Ãî»åð Ôé Áå¶ éÅ ÔÆ
ÕÅàòÆÁ» ÔéÍ ÇÂÔ ð¶ÖÅò» Çí¿é åñ» Çò¼Ú Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ

® ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä : À°Ô Õ¯ä ÔË Ü¯ ÇÂ¼Õ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (åðÜÆÔ îÈñ Çì³çÈ Çò¼Úº̄) å¯º
ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ Ãî»åð ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ ç¯ ÕÅàòÆÁ» ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÔËÍ

® Ü¶Õð  l1, m1, n1 Áå¶  l2, m2, n2 ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé òÅñÆÁ» ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä
θ ÔË åç

cos θ  =  |l1l2 + m1m2 + n1n2|
® Ü¶Õð  a1, b1, c1 Áå¶ a2, b2, c2 ÇçôÅ Áé°êÅå» òÅñÆÁ» ç ̄ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õǟ  θ ÔË åç

cos θ = 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a a b b c c

a b c a b c

+ +

+ + + +

® ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  ÔË Çò¼Ú ×¹÷ðé òÅñÆ Áå¶ òËÕàð b
r

 ç¶
Ãî»åð ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä r a b= + λ

rr r ÔËÍ

® Çì³çÈ (x1, y1, z1) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ ÇÜÃç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Ôé, çÅ ÃîÆÕðä
1 1 1x x y y z z

l m n
− − −

= =  ÔËÍ
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® ç¯ Çì³çÈÁ» ÇÜÔé» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  Áå¶ b
r

 Ôé Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÆÕðä çÅ
òËÕàð ÃîÆÕðä ( )r a b a= + λ −

rr r r ÔËÍ

® ç¯ Çì³çÈÁ» (x1, y1, z1) Áå¶ (x2, y2, z2) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÃîÆÕðä

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z

− − −
= =

− − −
 ÔËÍ

® Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò»  1 1r a b= + λ
rr r Áå¶ 2 2r a b= + λ

rr r , ç¶ Çò¼Ú çÅ ÇéÀ±éÕ¯ä θ ÔË å»

1 2

1 2

cos
| | | |

b b
b b

⋅
θ =

r r
r r

® Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò» 
1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xx −

=
−

=
−

 Áå¶

2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx −

=
−

=
−

 ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä θ ÔË åç

cos θ  = |l1l2 + m1m2 + n1n2|.
® ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ À°Ô ð¶ÖÅ Ö³â ÔË Ü¯ ç¯ò¶º ð¶ÖÅò» å¶ ¦ì ÔËÍ

® ç¯ ð¶ÖÅò» 11 bar
rrr λ+=  Áå¶ 22 bar

rrr µ+=  ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ

1 2 2 1

1 2

( ) ( – )
| |

b b a a
b b

× ⋅
×

r r r r
r r  ÔËÍ

®  ç¯ ð¶ÖÅò» 1 1 1

1 1 1

x x y y z z
a b c
− − −

= =  Áå¶  2 2

2 2

x x y y
a b
− −

=  = 2

2

z z
c
−

 çÆ

ÇéÀ±éåî çÈðÆ

2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( ) ( )

x x y y z z
a b c
a b c

b c b c c a c a a b a b

− − −

− + − + −

ÔËÍ

® ç¯ Ãî»åð ð¶ÖÅò» 1r a b= + λ
rr r
 Áå¶ 2r a b= + µ

rr r ç¶ Çò¼Ú çÆ çÈðÆ
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2 1( )
| |

b a a
b

× −
r r r

r  ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ Ãîåñ, ÇÜÃçÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ d  Áå¶ Ãîåñ å¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ
òËÕàð n̂  ÔË, çÅ òËÕàð ðÈê Çò¼Ú ÃîÆÕðé ˆr n d⋅ =

r ÔËÍ
® ÇÂ¼Õ Ãîåñ, ÇÜÃçÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ d Áå¶ Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé

 l, m, n  Ôé, çÅ ÃîÆÕðä lx + my + nz = d ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  å¯º ÜÅä òÅñÅ Áå¶ òËÕàð N
r

 å¶ ¦ì Ãîåñ çÅ
ÃîÆÕðä ( ) . N 0r a− =

urr r ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ (x1, y1, z1) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ ÇÂ¼Õ Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ÇÜÃç¶ ÇçôÅ
Áé°êÅå A, B, C Ôé, å¶ ¦ì Ãîåñ çÆ ÃîÆÕðä  A (x – x1) + B (y – y1) + C (z –
z1 ) = 0 ÔËÍ

® Çå¿é ÇìÖîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) Áå¶ (x3, y3, z3) Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅñ¶
Ãîåñ çÆ ÃîÆÕðä ÔË :

131313

121212

111

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

−−−
−−−
−−−

 = 0

® Çå¿é Çì³çÈÁ» ÇÜÔé» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ba
rr,  Áå¶ cr  ù ôÅÇîñ Õðé òÅñ¶ Ãîåñ çÆ

òËÕàð ÃîÆÕðä ( ) . [ ( ) ( ) ] 0r a b a c a− − × − =
rr r r r r ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ Ãîåñ Ü¯ Çéðç¶ô Á³Õ è¹ÇðÁ» ù (a, 0, 0), (0, b, 0) Áå¶ (0, 0, c) å¶ Õ¼àçÅ ÔË çÆ

ÃîÆÕðä  1=++
c
z

b
y

a
x

ÔËÍ

® Ãîåñ» 1 1 2 2r n d r n d⋅ = ⋅ =r r r r
vkjS  çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé òÅñ¶ Ãîåñ çÆ òËÕàð

ÃîÆÕðä 1 2 1 2( )r n n d d⋅ + λ = + λ
r r r  ÔË ÇÜ¼æ¶ λ ÇÂ¼Õ ×Ëð ÇÃëð ÁÚñ ÔËÍ

® Ãîåñ»
A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0
Áå¶  A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0
ç¶ ÕÅà Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé òÅñ¶ Ãîåñ çÆ ÃîÆÕðä
(A1 x + B1 y + C1 z + D1) + λ(A2 x + B2 y + C2 z + D2) = 0 ÔËÍ

Áå¶



520        ×Çäå

—v—

® ç¯ ð¶ÖÅò» 1 1r a b= + λ
rr r  Áå¶ 2 2r a b= + µ

rr r  ÃÇÔ åñÆ Ôé Ü¶Õð

2 1 1 2( ) ( )a a b b− ⋅ ×
r rr r = 0

® Ü¶Õð À°êð¯Õå ð¶ÖÅò» Çì³çÈÁ»  A( x1,  y1, z1) Áå¶ B(x2, y2, z2) Çò¼Ú¯º ×¹÷ðçÆ ÔË åç

ÃîåñÆ ÔË Ü¶Õð 
222

111

121212

cba
cba

zzyyxx −−−

 = 0

® ç¯ åñ ÇÜÃç¶ òËÕàð ðÈê 1 1r n d⋅ =
r r  Áå¶ 2 2r n d⋅ =

r r  Ôé Áå¶ ÇÂÔé» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä

θ ÔË åç θ = cos–1 1 2

1 2

| |
| | | |
n n
n n

⋅
r r
r r

® ð¶ÖÅ r a b= + λ
rr r Áå¶ åñ ˆr n d⋅ =

r  ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä φ ÔË åç

ˆ
sin

ˆ| | | |
b n
b n

⋅
φ =

r
r

® åñ»  A1x + B1y + C1z + D1 = 0 Áå¶
A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0 ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä θ ÔË å»

θ = cos-1 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

A A B B C C

A B C A B C

+ +

+ + + +

® òËÕàð ðÈê Çò¼Ú, ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  ÔË, åº̄ åñ ˆr n d⋅ =
r åº̄ çÈðÆ  ˆ| |d a n− ⋅

r

ÔËÍ
® ÇÂ¼Õ Çì³çÈ (x1, y1, z1) çÆ åñ Ax + By + Cz + D = 0 å¯º çÈðÆ

1 1 1
2 2 2

A B C D

A B C

x y z+ + +

+ +  ÔËÍ


