
vThe mathematical experience of the student is incomplete if he never had
the opportunity to solve a problem invented by himself. — G POLYAv

12.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÇêÛñÆÁ» ÜîÅå» Çò¼Ú ÁÃÆº ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä» Áå¶ Ççé êÌåÆÇçé çÆÁ»
Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú À°Ôé» ç¶ À°êï¯× å¶ ÇòÚÅð òà»çðÅ Õð Ú¹¼Õ¶ Ô»Í
ÜîÅå Ç×ÁÅðòÆº  Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ Úñ» òÅñ¶ ðËÇÖÕ ÁÃîÅéåÅò» Áå¶
ðËÇÖÕ ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ çÅ ×ðÅë ÇòèÆ ðÅÔÆº Ô¼ñ Õðé ç¶ Çòô¶ çÅ
ÁÇèÁËé Õð Ú¹¼Õ¶ Ô»Í ×Çäå ç¶ ÕÂÆ À°êï¯×» Çò¼Ú ÁÃîÅéåÅò»/
(Inequations) ÃîÆÕðä» êÌäÅñÆ ôÅÇîñ ÔËÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº
ðËÇÖÕ ÁÃîÅéåÅò»/ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ çÅ Ô¶á Çç¼åÆ ×ÂÆ Õ°Þ òÅÃåÇòÕ
ÜÆòé çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ Õðé Çò¼Ú À°êï¯× Õð»×¶Í

ÇÂ¼Õ ëðéÆÚð òêÅðÆ ç¯ òÃå±Á» ÇÜò¶º î¶÷ Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÅ
òêÅð ÕðçÅ ÔËÍ Çéò¶ô ç¶ ñÂÆ À°Ãç¶ Õ¯ñ E@,@@@ ð¹: Áå¶ ÃîÅé
ð¼Öä ç¶ ñÂÆ Õ¶òñ F@ òÃå±Á» ç¶ ñÂÆ ÃæÅé ÔËÍ ÇÂ¼Õ î¶÷ å¶ BE@@
ð¹: Áå¶ ÇÂ¼Õ Õ°ðÃÆ å¶ E@@ ð¹: çÆ ñÅ×å ÁÅÀ°ºçÆ ÔËÍ À°Ô Áé°îÅé
ñ×ÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ ÇÂ¼Õ î¶÷ ù ò¶Ú Õ¶ À°Ô BE@ ð¹: Áå¶ ÇÂ¼Õ Õ°ðÃÆ ù
ò¶Úä å¶ GE ð¹: çÅ ñÅí ÕîÅ ÃÕçÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ À°Ô ÃÅðÆÁ» òÃå±Á» ù ò¶Ú ÃÕçÅ ÔË, ÇÜ¿éÆÁ» òÆ
À°Ã é¶ ÖðÆçÆÁ» Ôé, åç À°Ô ÜÅéäÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË ÇÕ ÇÕ¿é¶ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» ù ÖðÆçäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË å»
ÇÕ À°êñìè Çéò¶ô ðÅôÆ å¶ À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í

ÇÂÃ åð·» çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÜÔé» Çò¼Ú ñÅí çÅ ÁÇèÕåî ÃîÆÕðä Áå¶ ñÅ×å çÅ
ÇéÀ±éåîÆÕðä Ö¯Üä çÆ Õ¯ÇôÃ ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔË, Áé°Õ±ñåîÆÕðé Ãî¼ÇÃÁÅò» ÁÖòÅÀ°ºçÆÁ» ÔéÍ
ÇÂÃ åð·» Áé°Õ±ñåîÆÕðé Ãî¼ÇÃÁÅò» (Optimisation Problems) Çò¼Ú ÁÇèÕåî ñÅí, ÇéÀ±éåî
ñÅ×å Ü» Ã¿ÃèÅé» çÅ ÇéÀ±éåî À°êï¯× ÁÅÇç ôÅÇîñ ÔéÍ

ðËÇÖÕ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÂ¼Õ Çòô¶ô êð¿å± ÇÂ¼Õ îÔ¼åòêÈðé êÌÕÅð çÆ Áé°Õ±ñåîÆÕðä
Ãî¼ÇÃÁÅ ÔË Áå¶ À°êðȬå çðÃÅÂÆ Áé°Õ±ñåîÆÕðé Ãî¼ÇÃÁÅ òÆ ÇÂ¼Õ ðËÇÖÕ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ÔËÍ À°çï×̄,
òÇäÜ, êÌì¿èé ÇòÇ×ÁÅé Çò¼Ú ÇòÃåÇðå À°êï×̄ ç¶ ÕÅðä ðËÇÖÕ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ òè¶ð¶ îÔ¼åòôÅñÆ ÔéÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº Õ°Þ ðËÇÖÕ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» Áå¶ À°Ôé» çÅ ×ðÅë ÇòèÆ ðÅÔÆº Ô¼ñ êåÅ
Õðé çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í ÜçÇÕ ÇÂÃ êÌÕÅð çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» çÅ Ô¼ñ êåÅ Õðé ñÂÆ Ô¯ð ÇòèÆÁ» òÆ ÔéÍ
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12.2  ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» Áå¶ À°ÃçÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðä (Linear Programming
Problem and its Mathematical Formulation)
ÁÃÆº ÁÅêäÅ ÇòÚÅð òà»çðÅ À°êð¯Õå ëðéÆÚð âÆñð çÆ À°çÅÔðé ç¶ éÅñ ô¹ðÈ Õðç¶ Ô» Ü¯ ÇÕ Úñ»
òÅñÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðé Çò¼Ú îçç Õð¶×ÅÍ ÇÂÃ À°çÅÔðä Çò¼Ú ÁÃÆº ÇèÁÅéêÈðòÕ
ç¶ÇÖÁÅ ÇÕ

(i) òêÅðÆ ÁÅêäÆ èé ðÅôÆ ù î¶÷» Ü» Õ°ðÃÆÁ» Ü» ç¯ò» ç¶ ÇÂÕ¼á Çò¼Ú Çéò¶ô Õð ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ
å¯º ÇÂñÅòÅ À°Ô Çéò¶ô çÆÁ» ÇòÇí¿é ï¯ÜéÅåîÕ ÇòèÆÁ» ç¹ÁÅðÅ ÇòÇí¿é ñÅí ÕîÅ ÃÕ¶×ÅÍ

(ii) Õ°Þ òè¶ð¶ îÔ¼åòêÈðé ôðå» Ü» êÌÇåì³è»/ì¿çô» çÅ ÇÂÕ¼á ÔË ÇÜò¶º À°ÃçÅ Çéò¶ô ÁÇèÕåî
E@,@@@ ð¹: å¼Õ ÃÆÇîå ÔË Áå¶ À°Ãç¶ Õ¯ñ ÁÇèÕåî F@ òÃå±Á» ù ð¼Öä ç¶ ñÂÆ ÃæÅé
À°êñìè ÔËÍ

î³é ñÀ° ÇÕ À°Ô Õ¯ÂÆ Õ°ðÃÆ éÔÆº ÖðÆççÅ Õ¶òñ î¶÷» ù ÖðÆçä çÅ ÇéôÚË ÕðçÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ
À°Ô 50,000 ÷ 2500, Ü» B@ î¶÷» ù ÖðÆç ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí
Rs (250 × 20) Ü» Rs 5000 Ô¯ò¶×ÅÍ

î³é ñÀ° ÇÕ À°Ô Õ¯ÂÆ î¶÷ éÅ ÖðÆç Õ¶ Õ¶òñ Õ°ðÃÆÁ» ÔÆ ÖðÆçä çÆ Ú¯ä ÕðçÅ ÔËÍ åç À°Ô
ÁÅêäÆ À°êñìè E@@@ ð¹: çÆ ðÅôÆ Çò¼Ú 50,000 ÷ 500, ÁðæÅå A@@ Õ°ðÃÆÁ» ÔÆ ÖðÆç ÃÕçÅ ÔË,
êð¿å± À°Ô Õ¶òñ F@ é×» ù ÔÆ ð¼Ö ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» À°Ô Õ¶òñ F@ Õ°ðÃÆÁ» ÖðÆçä ñÂÆ ì¿Çèå
Ô¯ò¶×Å, ÇÜÃ éÅñ À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí Rs 60 × 75 ÁðæÅå Rs 4500 ÔÆ Ô¯ò¶×ÅÍ

ÁÇÜÔÆÁ» Ô¯ð òÆ ìÔ¹å ÃÅðÆÁ» Ã¿íÅòéÅò» ÔéÍ À°çÅÔðé ç¶ ñÂÆ À°Ô A@ î¶÷» Áå¶ E@
Õ°ðÃÆÁ» ÖðÆçä çÆ Ú¯ä Õð ÃÕçÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ À°Ã ç¶ Õ¯ñ F@ òÃå±Á» ù ð¼Öä çÅ ÃæÅé À°êñìè
ÔË ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí ð¹: (10 × 250 + 50 × 75), ÁðæÅå Rs 6250 ÁÅÇçÍ

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ ëðéÆÚð òêÅðÆ ÇòÇí¿é Ú¯ä ÇòèÆÁ» ç¶ ç¹ÁÅðÅ ÁÅêäÆ èé
ðÅôÆ çÅ Çéò¶ô Õð ÃÕçÅ ÔË Áå¶ ÇòÇí¿é Çéò¶ô ï¯ÜéÅò» ù ÁêäÅ Õ¶ ÇòÇí¿é ñÅí ÕîÅ ÃÕ¶×ÅÍ Ô¹ä
Ãî¼ÇÃÁÅ ÇÂÔ ÔË ÇÕ À°Ã ù ÁÅêäÆ èé ðÅôÆ å¯º ÁÇèÕåî ñÅí êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÕÃ åð·» Çéò¶ô
ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË? ÇÂÃ êÌôé çÅ À°µåð ç¶ä ñÂÆ ÃÅù Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðä Õðé çÅ êÌïÅÃ
ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

12.2.1 Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðä (Mathematical Formulation of the Problem)
î³é ñÀ° ÇÕ î¶÷» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ  x Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ y ÔË ÇÜÃ ù ëðéÆÚð òêÅðÆ ÖðÆççÅ ÔËÍ
Ãê¼ôà ÔË ÇÕ x Áå¶ y ×Ëð ÇðäÅåîÕ Ôé, ÁðæÅå

0 ... (1)
( )

... (2)0
x
y

≥ 
≥ 

‰.ksrj O;ojks/

ÇÕÀ°ºÇÕ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÇðäÅåîÕ éÔÆº Ô¯ ÃÕçÆ ÔË

×Ëð ÇðäÅåîÕ
êÌÇåì¿è/ì¿Ççô
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òêÅðÆ å¶ ÁÇèÕåî èé ðÅôÆ (ÇÂ¼æ¶ ÇÂÔ ðÅôÆ Rs 50]000 ÔË) çÅ Çéò¶ô Õðé çÅ êÌÇåì¿è ÔË Áå¶
òêÅðÆ ç¶ Õ¯ñ Õ¶òñ ÁÇèÕåî òÃå±Á» (ÇÂ¼æ¶ ÇÂÔ F@ ÔË)ù ð¼Öä ç¶ ñÂÆ ÃæÅé çÅ òÆ êÌÇåì¿è ÔËÍ
×ÇäåÆ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ä å¶

2500x + 500y ≤ 50,000 (Çéò¶ô êÌÇåì¿è)
Ü» 5x + y ≤ 100 ... (3)
Áå¶ x + y ≤ 60 (Ãà¯ð Õðé çÅ êÌÇåì¿è) ... (4)

òêÅðÆ ÇÂÃ åð·» éÅñ Çéò¶ô ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË å» Ü¯ À°Ã çÅ ñÅí  Z (î³é ñÀ°) ÁÇèÕåî Ô¯ò¶
Áå¶ ÇÜÃ ù x Áå¶ y ç¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
Z = 250x + 75y (À°ç¶ô ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË)
Çç¼åÆ ÃîÆÕðé çÅ Ô¹ä ×ÇäåÆ ðÈê Çò¼Ú êÇðòðåé ÇÂÃ åð·» Ô¹¿çÅ ÔË
Z = 250x + 75y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯
ÇÜ¼æ¶ êÌÇåì¿è ÇéîéÇñÖå Ôé

5x + y ≤ 100

x + y ≤ 60

x ≥ 0,  y ≥ 0

ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù ð¶ÖÆ ëñé Z çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä ÕðéÅ ÔË ÜçÇÕ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ
ç¹ÁðÅ  Õ°¼Þ ÇéôÇÚå ôðå» ÇÜÃ Çò¼Ú Úñ» ×Ëð ÇðäÅåîÕ Ôé å¶ Çéðíð ÕðçÅ  ÔËÍ Õ°Þ Ô¯ð Ãî¼ÇÃÁÅò»
òÆ Ôé ÇÜÃ Çò¼Ú ð¶ÖÆ ëñé çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË ÜçÇÕ Z , ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ
ç¹ÁÅðÅ Õ°¼Þ ÇéôÇÚå ôðå» ÇÜÃ Çò¼Ú Úñ» ×ËðÇðäÅåîÕ Ôé å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔËÍ ÁÇÜÔÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò»
ù ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ À°Ô Ãî¼ÇÃÁÅ ÔË Ü¯ ÇÕ
x Áå¶ y òð×¶ Õ¹Þ Áé¶Õ Úñ» ç¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ ëñé Z (Ü¯ ÇÕ À°ç¶ô ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË)çÅ Áé°Õ±ñåî
î¹¼ñ (ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî îÅé) êåÅ Õðé éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔËÍ êÌÇåì¿è ÇÂÔ ÔË ÇÕ Úñ ×Ëð ÇðäÅåîÕ
Ôé Áå¶ ÇÂÔ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ ð¶ÖÆ êÌÇåì¿è» ù  Ã¿å°ôà Õðç¶ ÔéÍ ð¶ÖÆ êç å¯º Áðæ ÔË ÇÕ
Ãî¼ÇÃÁÅ Çò¼Ú ÃÅð¶ ×ÇäåÆ Ã¿ì¿è ð¶ÖÆ Ôé ÜçÇÕ êÌ¯×ðÅÇî³× å¯º Áðæ ÔË ÇÕ Çòô¶ô êÌ¯×ðÅî Ü» Çòô¶ô
êÌ¯×ðÅî ù êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ

Á¼×¶ òèä åº̄ êÇÔñ» ÁÃÆº Ô¹ä Õ°Þ êç» (ÇÜÔé» çÅ êÌï¯× À°µêð Ô¯ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔË) ù ðÃîÆ ðÈê Çò¼Ú
êÇðíÅÇôå Õð»×¶ ÇÜÔé» çÅ êÌï¯× ÁÃÆº ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅî Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú¯º Õð»×¶Í
À°ç¶ô ëñé : ð¶ÖÆ ëñé Z = ax + by, ÜçÇÕ a, b  ÁÚñ Ôé ÇÜÔé» çÅ ÁÇèÕåîÕÆðä Ü»
ÇéÀ±éåîÆÕðä Ô¯äÅ ÔË ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ À°ç¶ô ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
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À°êð¯Õå À°çÅÔðé Çò¼Ú Z = 250x + 75y  ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Úñ x  Áå¶ y  ù
ÇéðäÅåîÕ Úñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
êÌÇåì¿è : ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ Úñ» å¶ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» Ü» ÃîÆÕðä Ü» ì¿çô, êÌÇåì¿è
ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ôðå» êÌÇåì¿è» x ≥ 0, y ≥ 0 ù ×Ëð ÇðäÅåîÕ êÌÇåì¿è/ôðå» ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
À°êð¯Õå À°çÅÔðä Çò¼Ú (1) å¯º (4) å¼Õ ÁÃîåÅò» çÅ ÃîÈÔ êÌÇåì¿è ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
Áé°Õ±ñåî Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇéôÇÚå êÌÇåÇì³è» ç¶ ÁèÆé ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå Ãî¼ÇÃÁÅ
Ü¯ Úñ» (ÇÜò¶º ÇÕ ç¯ Úñ x  Áå¶ y) Çò¼Ú ð¶ÖÆ ëñé ù ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî Õð¶, Áé°Õ±ñåî
Ãî¼ÇÃÁÅ ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÂ¼Õ Çòô¶ô êÌÕÅð çÆ Áé°Õ±ñåî (optimal)
Ãî¼ÇÃÁÅ ÔËÍ Áé°Õ±ñåî Ãî¼ÇÃÁÅ òêÅðÆ ç¹ÁÅðÅ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÆ ÖðÆç Çç¼åÆ ×ÂÆ èé ðÅôÆ
ç¹ÁÅðÅ Áé°Õ±ñåîÆÕðä çÆ Áå¶ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ çÆ À°çÅÔðä ÔËÍ
Ô¹ä ÁÃÆº ÇòÚÅð Õð»×¶ ÇÕ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù ÇÕÃ êÌÕÅð Ô¼ñ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂÃ
ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº Õ¶òñ ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ éÅñ ÔÆ Ã¿ì¿Çèå ðÔ»×¶Í

12.2.2  ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ Õðé çÆ ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ (Graphical Method
of Solving Linear Programming Problems)

Ç×ÁÅðòÆº ÜîÅå Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÃ¼Ö Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ ÇÕÃ êÌÕÅð ç¯ Úñ» x Áå¶ y éÅñ Ã¿ì¿Çèå ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò»
êÌäÅñÆ çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Úç¶ Ô» Áå¶ ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Ô¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í Ô¹ä ÁÃÆº ÃËÕôé AB.B Çò¼Ú
ÚðÚÅ ÕÆåÆ Ô¯ÂÆ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» Çò¼Ú Çéò¶ô çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ òðäé Õð»×¶Í Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ ù
ÁÅñ¶Ö ç¹ÁÅðÅ Ô¼ñ Õð»×¶Í ÁÅÀ° Ô¹ä ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ðÈê Çò¼Ú Çç¼å¶ ÔÂ̄¶ êÌÇåÇì³èÅ çÅ ÁÅñ¶Ö ÖÆÚÆÂ¶Í

5x + y ≤ 100 ... (1)
x + y ≤ 60 ... (2)

x ≥ 0 ... (3)
y ≥ 0 ... (4)

ÇÂÃ êÌäÅñÆ çÅ ÁÅñ¶Ö (ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå
Ö¶åð) Çò¼Ú ÁÃîÅéåÅò» (1) Áå¶ (4) å¼Õ,
ç¹ÁÅðÅ Çéïå ÃÅð¶ Áðèåñ» ç¶ Ã»Þ¶ Çì³çÈÁ»
ç¹ÁÅðÅ ÇéðÇîå ÔË ÇÂÃ Ö¶åð Çò¼Ú Ôð¶Õ Çì³çÈ
òêÅðÆ ù î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» Çò¼Ú Çéò¶ô Õðé ç¶
ñÂÆ Áé°Õ±ñåî ÇòÕñê çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
ÇÂÔ Ö¶åð Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ Áé°Õ±ñåî Ö¶åð
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË (ÇÚ¼åð AB.A)A ÇÂÃ Ö¶åð çÅ Ôð¶Õ
Çì³çÈ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÚ¼åð AB. A
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ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº Çéîé ù êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô» :
À°êï°Õå Ö¶åð (Feasible Ragion) Çç¼åÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶
×ËðÇðäÅåîÕ êÌÇåì¿è x, y ≥ 0  ÁèÆé ÃÅð¶ êÌÇåì¿è» ç¹ÁÅðÅ Çéïå Ã»ÞÅ Ö¶åð (Ü» Ô¼ñ Ö¶åð)
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÚ¼åð AB.A Çò¼Ú Ö¶åð OABC ( ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå)  Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ À°êï°Õå Ö¶åð
ÔËÍ À°êï°Õå Ö¶åð å¯º ÇÂñÅòÅ Ü¯ Ö¶åð ÔË À°Ã ù ×Ëð À°êï°Õå Ö¶åð ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
À°êï°Õå Ô¼ñ ÃîÈÔ : À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Á³çðñ¶ íÅ× Áå¶ ÃÆîÅ ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈ êÌÇåÇì³è» ç¶ À°êï°Õå Ô¼ñ
ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇÚ¼åð AB.A Çò¼Ú À°êï°Õå Ö¶åð OABC  ç¶ Á³çðñ¶ íÅ× Áå¶ ÃÆîÅ ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈ
Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ À°êï°Õå Ô¼ñ ù êÌçðÇôå Õðç¶ ÔéÍ À°çÅÔðé ç¶ ñÂÆ Çì³çÈ (10] 50)  Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ÇÂ¼Õ
À°êï°Õå Ô¼ñ ÔË Áå¶ ÇÂÃ¶ åð·» Çì³çÈ (0] 60)] (20] 0) ÁÅÇç òÆ Ô¼ñ ÔéÍ

 À°êï°Õå Ô¼ñ ç¶ ìÅÔð çÅ Õ¯ÂÆ òÆ Çì³çÈ ×Ëð À°êï°Õå Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË À°çÅÔðé ç¶ ñÂÆ Çì³çÈ
(25] 40) Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×Ëð À°êï°Õå Ô¼ñ ÔéÍ
Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ : À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Õ¯ÂÆ Çì³çÈ ç¯ À°ç¶ô ëñé çÅ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ ( ÁÇèÕåî Ü»
ÇéÀ±éåî) ç¶ò¶, ÇÂ¼Õ À°êï°Õå Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

 Ô¹ä ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð OABC  Çò¼Ú Ôð¶Õ Çì³çÈ (1) åº̄ (4) å¼Õ Çò¼Ú Çç¼å¶ ÃÅð¶
êÌÇåì¿è» ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔË Áå¶ ÁÇÜÔ¶ Áé§å Çì³çÈ ÔéÍ ÇÂÔ Ãê¼ôà éÔÆº ÔË ÇÕ ÁÃÆº À°ç¶ô ëñé
Z = 250x + 75y   ç¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ òÅñ¶ Çì³çÈÁ» ù ÇÕÃ åð·» êåÅ Õðé çÅ À°êðÅñÅ ÕðÆÂ¶Í ÇÂÃ
ÃÇæåÆ ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Çéîé ÇæÀ±ðî» çÅ À°êï¯× Õð»×¶ Ü¯ ÇÕ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò»
ù Ô¼ñ Õðé Çò¼Ú î¹¼ãñÅ ÇÃè»å (ÁèÅðíÈå) ÔËÍ ÇÂÔé» ÇæÀ±ðî» ç¶ ÃìÈå ÇÂÃ ê¹ÃåÕ ç¶ ÇòôÅ òÃå±
å¯º ìÅÔð ÔéÍ

ÇæÀ±ðî A. î³é ñÀ° ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ R À°êï°Õå Ö¶åð* (À°µåî ìÔ¹í¹Ü) ÔË
Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ  Z = ax + by À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Üç¯º Z çÅ ÇÂ¼Õ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ (ÁÇèÕåî Ü»
ÇéÀ±éåî) Ô¯ò¶  ÇÜ¼æ¶ êÌÇåì¿è» éÅñ Ã¿ì¿Çèå Úñ x Áå¶ y ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ô¯ò¶
åç Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Õ¯é¶ (ÇÃÖð) å¶ ØÇàå Ô¯äÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ
ÇæÀ±ðî B. î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ R À°êï°Õå Ö¶åð ÔË Áå¶ Z = ax +
by À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Ü¶Õð R êÌÇì¿èå Ö¶åð Ô¯ò¶ åç À°ç¶ô ëñé Z, R Çò¼Ú ç¯ò¶º ÁÇèÕåî Áå¶
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ð¼ÖçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ R ç¶ Õ¯é¶ Çì³çÈ (corner) (ÇÃÖð) å¶ ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :  Ü¶Õð R ×Ëð êÇÌåì¿è ÔË åç À°ç¶ô ëñé çÅ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ çÆ Ôº̄ç éÔÆº òÆ Ô¯
ÃÕçÆ ÔËÍ Çëð òÆ Ü¶Õð ÇÂÃ çÆ Ô¯ºç ÔË å» R ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ å¶ Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË (ÇæÀ±ðî A ç¶ Áé°ÃÅð)

À°êð¯Õå À°çÅÔðé Çò¼Ú êÌÇåì¿è (À°êï°Õå) Ö¶åð ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ O, A, B Áå¶ C Ôé Áå¶
Çì³çÈÁ» ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ ÕðéÅ Ãðñ ÔË ÇÜò¶º (0, 0), (20, 0), (10, 50) Áå¶ (0, 60) ́ îòÅð ÇÃÖð
Çì³çÈ ÔéÍ Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÔé» Çì³çÈÁÅ å¶  Z çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ
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Z çÅ î¹¼ñ ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË :

*  À°êï°Õå Ö¶åð çÅ Õ¯é» Çì³çÈ Ö¶åð çÅ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ Ô¹¿çÅ ÔË Ü¯ ç¯ ð¶ÖÅò» çÅ ÕÅà Çì³çÈ ÔËÍ
**  ÇÂ¼Õ ÕÅà ð¶ÖÆ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ çÅ À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË Ü¶Õð À°Ô ÇÂ¼Õ Ú¼Õð ç¶ Á³åð×å ÃÆîÅì¼è ÕÆåÅ ÜÅ
ÃÕçÅ ÔË éÔÆº å» ÇÂÃ é±¿ ×Ëð ÃÆîÅì¼è ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ×Ëð ÃÆîÅì¼è å¯º Áðæ ÔË ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÇÕÃ¶ òÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÁÃÆÇîå ðÈê Çò¼Ú
òèÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÁÃÆº ÇéðÆÖä Õðç¶ Ô» ÇÕ òêÅðÆ ù Çéò¶ô ï¯ÜéÅ  (10] 50) ÁðæÅå 10 î¶÷» Áå¶ E@
Õ°ðÃÆÁ» ÖðÆçä Çò¼Ú ÁÇèÕåî ñÅí Ô¯ò¶×ÅÍ
ÇÂÃ ÇòèÆ Çò¼Ú Çéîé êç» çÅ Ã¹î¶ñ ÔË :

1. ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ À°êï°Õå Ö¶åð êåÅ Õð¯ Áå¶ À°Ãç¶ Õ¯é» Çì³çÈÁ» (ÇÃÖð) ù Ü»
å» ÇéðÆÖä ç¹ÁÅðÅ Ü» ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÕÅà Çì³çÈ ù ç¯ ð¶ÖÅò» çÆÁ» ÃîÆÕðé» ù Ô¼ñ ÕðÕ¶ À°Ã
Çì³çÈ ù êåÅ Õð¯Í

2. À°ç¶ô ëñé Z = ax + by çÅ î¹¼ñ Ôð¶Õ Õ¯é¶ Çì³çÈ å¶  êåÅ Õð¯Í î³ÇéÁÅ ÇÕ M Áå¶ m, ́ îòÅð
ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» å¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êÌçðÇôå Õðç¶ ÔéÍ

3. (i) Üç¯º À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ (bounded)  ÔË,  M Áå¶ m, Z ç¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ ÔéÍ

(ii) ÁÇÜÔÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú Üçº̄ À°êï°Õå Ö¶åð ×Ëð ÇØÇðÁÅ Ô¯ò¶ å» ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå ÇòèÆ çÅ
À°êï¯× Õðç¶ Ô»Í

4. (a) M ù Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ñËºç¶ Ô» Ü¶Õð ax + by > M ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Áðè åñ çÅ Õ¯ÂÆ
Çì³çÈ À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú éÅ êò¶ éÔÆº å» Z çÅ Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

(b) ÇÂÃ åð·»,  m, ù Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ñËºç¶ Ô» Ü¶Õð  ax + by < m ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ö¹¼ñ·¶
Áðè åñ Áå¶ À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Õ¯ÂÆ Çì³çÈ Ã»ÞÅ éÔÆº ÔËÍ éÔÆº å» Z çÅ Õ¯ÂÆ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðé» ç¶ ç¹ÁÅðÅ Õ¯é» ÇòèÆ ç¶ êç» ù Ãêôà Õð»×¶ :
À°çÅÔðä A.  ÁÅñ¶Ö ç¹ÁÅðÅ Çéîé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù Ô¼ñ Õð¯ :
Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ Áé°ÃÅð :

x + y ≤ 50 ... (1)

À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ÇÃÖð  Z ç¶ Ã¿×å î¹¼ñ
O (0,0) 0
A (0,60) 4500
B (10,50) 6250 ←  ÁÇèÕåî
C (20,0) 5000
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3x + y ≤ 90 ... (2)
x ≥ 0, y ≥ 0 ... (3)

Z = 4x + y çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :
Ô¼ñ : ÇÚ¼åð AB.B Çò¼Ú ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå Ö¶åð (1) å¯º (3) ç¶ êÇðì¿è» çÆ êÌäÅñÆ  ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå
À°êï°Õå Ö¶åð ÔËÍ ÁÃÆº ÇéðÆÖä Õðç¶ Ô» ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð OABC ÃÆîÅì¼è  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº Z
çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ¯é» Çì³çÈ ÇòèÆ çÅ À°êï¯× Õð»×¶Í

ÇÚ¼åð AB. B

Õ¯é» Çì³çÈ  Z ç¶ Ã¿×å î¹¼ñ
(0, 0) 0
(30, 0) 120 ← ÁÇèÕåî
(20, 30) 110
(0, 50) 50

Õ¯é¶ Çì³çÈÁ»  O, A, B Áå¶ C ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (0, 0), (30, 0), (20, 30) Áå¶ (0, 50) ÔéÍ
Ô¹ä Ôð¶Õ Õ¯é¶ Çì³çÈ å¶  Z çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
ÇÂÃ åð·» : Çì³çÈ (30] 0) å¶ Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ 120 ÔËÍ

À°çÅÔðä B.  ÁÅñ¶Ö ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Çéîé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù Ô¼ñ Õð¯Í
Çéîé êÇðì¿è» ç¶ åÇÔå

x + 2y ≥ 10 ... (1)
3x + 4y ≤ 24 ... (2)
x ≥ 0, y ≥ 0 ... (3)

Z = 200 x + 500 y çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð AB. C Çò¼Ú ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå Ö¶åð (1) å¯º (3) ç¶ êÇðì¿è» çÆ êÌäÅñÆ ç¹ÁÅðÅ
ÇéðèÅÇðå À°êï°Õå Ö¶åð ABC ÔË Ü¯ ÃÆîÅì¼è ÔËÍ é°¼Õð Çì³çÈÁ» A, B Áå¶ C ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð
: (0, 5), (4, 3) Áå¶ (0, 6) ÔéÍ ÇÂÔé» Çì³çÈÁÅ å¶ Z = 200x + 500y çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
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ÇÂÃ åð·» Çì³çÈ (4] 3) å¶ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Rs 2300 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä C.  ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Çéîé Ãî¼ÇÃÁÅ ù Ô¼ñ Õð¯ :
Çéîé êÇðì¿è» ç¶ Áé°ÃÅð

x + 3y ≤ 60 ... (1)
x + y ≥ 10 ... (2)

x ≤ y ... (3)
x ≥ 0, y ≥ 0 ... (4)

Z = 3x + 9y çÅ ÇéÀ±éåî Áå¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  Ãí åº̄ êÇÔñ» ÁÃÆº (1) åº̄ (4) å¼Õ çÆÁ» ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ ç¶ À°êï°Õå Ö¶åð çÅ ÁÅñ¶Ö
ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í À°êï°Õå Ö¶åð ABCD ù ÇÚ¼åð AB. D Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ Ö¶åð ÃÆîÅì¼è /ÇØÇðÁÅ

ÇÚ¼åð AB. C

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z ç¶ Ã¿×å î¹¼ñ
(0, 5) 2500
(4, 3) 2300 ←   ÇéÀ±éåî
(0, 6) 3000

ÇÚ¼åð AB. D

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z ç¶ Ã¿× î¹¼ñ
 Z = 3x + 9y

A (0, 10) 90
B (5, 5) 60

C (15, 15) 180
D (0, 20) 180

ÇéÀ±éåî

ÁÇèÕåî

(ìÔ¹ Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ)

←
←}
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(bounded)  ÔËÍ Õé̄¶ Çì³çÈÁ» A, B, C Áå¶ D ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (0, 10), (5, 5), (15,15) Áå¶ (0, 20)
ÔéÍ Ô¹ä ÁÃÆº Z ç¶ ÇéÀ±éåî Áå¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ¯éÅ Çì³çÈ ÇòèÆ çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô»Í
ÃÅðäÆ å¯º ÁÃÆº À°êï°Õå Ö¶åð Çì³çÈ B (5] 5) å¶ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ F@ êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ç¯ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» Ôð¶Õ C (15, 15) Áå¶  D (0, 20) å¶ AB@
êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : ÇéðÆÖä Õð¯ ÇÕ À°êð¯Õå À°çÅÔðé Çò¼Ú, Ãî¼ÇÃÁÅ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» C Áå¶ D, å¶ ÃîÅé
Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ ð¼ÖçÆ ÔË, ÁðæÅå ç¯ò¶º Çì³çÈ À°Õå ÁÇèÕåî î¹¼ñ AH@ À°åê³é Õðç¶ ÔéÍ ÁÇÜÔÆÁ»
ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú ç¯ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ ð¶ÖÅ Ö³â CD å¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ Áå¶ C Áå¶ D òÆ ÇÂ¼Õ ÔÆ
ÁÇèÕåî î¹¼ñ Çç³ç¶ Ô»Í ÇÂÔ À°Ã ÃÇæåÆ Çò¼Ú òÆ Ã¼Ú ÔË Ü¶Õð ç¯ Çì³çÈ À°Õå ÇéÀ±éåî î¹¼ñ À°åê³é
Õðç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä D.  ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ À°ç¶ô ëñé  Z = –50x + 20y çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÇéîéÇñÖå
êÇðì¿è» ç¶ åÇÔå êåÅ Õð¯ :

2x – y ≥ – 5 ... (1)
3x + y ≥ 3 ... (2)

2x – 3y ≤ 12 ... (3)
x ≥ 0, y ≥ 0 ... (4)

Ô¼ñ :  Ãí å¯º êÇÔñ» ÁÃÆº (1) å¯º (4) å¼Õ ç¶ ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ ç¹ÁÅðÅ À°êï°Õå Ö¶åð çÅ
ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í ÇÚ¼åð AB. E Çò¼Ú À°êï°Õå Ö¶åð (ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå) ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇéðÆÖä
Õð¯ ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ ÔËÍ

Õ¯é¶ Çì³çÈ Z = – 50x + 20y
(0, 5) 100
(0, 3) 60
(1, 0) –50
(6, 0) – 300 ←  Ãí åº̄ Ø¼à

ÇÚ¼åð AB. E
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Ô¹ä ÁÃÆº é°¼Õð Çì³çÈÁ» å¶ Z çÅ îÅé òÆ êåÅ Õð»×¶ :
ÃÅðäÆ å¯º ÁÃÆº êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ Õ¯éÅ Çì³çÈ (6] 0) å¶  Z çÅ Ãí å¯º Ø¼à î¹¼ñ -C@@ ÔË? ÕÆ ÁÃÆº

ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ -C@@ ÔË? ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Ü¶Õð Ö¶åð ÇØÇðÁÅ Ô¹¿çÅ å» ÇÂÔ
Z çÅ Ãí åº̄ Ø¼à î¹¼ñ (ÇæÀ±ðî B åº̄) Ô¹¿çÅÍ êð¿å± ÁÃÆº ÇÂ¼æ¶ ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ
ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ -C@@] Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Ô¯ òÆ ÃÕçÅ ÔË Áå¶ éÔÆº òÆÍ ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ÇÃ¼àÅ êåÅ
Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå ÁÃîÅéåÅò» çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í

– 50x + 20y < – 300
ÁðæÅå – 5x + 2y < – 30
Áå¶ Ü»Ú Õð¯ ÇÕ ÁÅñ¶Ö ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ö¹¼ñ¶ Áðè åñ Áå¶ À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Ã»Þ» Çì³çÈ ÔË Ü» éÔÆºÍ
Ü¶Õð ÇÂÃ Çò¼Ú Ã»ÞÅ Çì³çÈ ÔË, åç Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ -C@@ éÔÆº Ô¯ò¶×ÅÍ éÔÆº å» Z çÅ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ-C@@ Ô¯ò¶×ÅÍ

ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð AB. E Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ  Z = –50 x + 20 y, çÅ Çç¼å¶ Ô¯Â¶
êÌÇåì¿è» ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÇéÀ±éåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

À°êð¯Õå À°çÅÔðé Çò¼Ú ÕÆ å°ÃÆº Ü»Ú Õð ÃÕç¶ Ô¯ ÇÕ Z  = – 50 x + 20 y, (0] 5) å¶ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ A@@ ð¼ÖçÅ ÔË? ÇÂÃ ç¶ ñÂÆ, Ü»Ú Õð¯ ÇÕ ÕÆ – 50 x + 20 y > 100 çÅ ÁÅñ¶Ö À°êï°Õå Ö¶åð ç¶
éÅñ Ã»ÞÅ Çì³çÈ ð¼ÖçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä E.  ÇéîéÇñÖå êÌÇåì¿è» ç¶ ìÅìå Z = 3x + 2y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :
x + y ≥ 8 ... (1)

3x + 5y ≤ 15 ... (2)
x ≥ 0, y ≥ 0 ... (3)

Ô¼ñ :  ÁÃîåÅò»  (1) åº̄ (3) çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Ú¯ (ÇÚ¼åð AB. F)A ÕÆ Õ¯ÂÆ À°êï°Õå Ö¶åð ÔË? ÇÂÔ
ÁÇÜÔÅ ÇÕÀ°º ÔË?

ÇÚ¼åð AB.F å¯º å°ÃÆº êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô¯ ÇÕ
ÁÇÜÔÅ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ éÔÆº ÔË Ü¯ ÃÅð¶ êÌÇåì¿è» ù ÇÂ¼Õ
òÅð Ã¿å°ôà Õð ÃÕ¶Í ÇÂÃ åð·» Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ
À°êï°Õå Ô¼ñ éÔÆº ÔËÍ

Çà¼êäÆ : À°çÅÔðé» åº̄ ÇÜÔé» çÆ Çòò¶ÚéÅ ÁÃÆº
Ô¹ä å¼Õ Õð Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÜÃ ç¶ ÁèÅð å¶ ÁÃÆº Õ°Þ
ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» çÅ ÁÅî Çòô¶ôåÅò»
çÅ òðäé Õðç¶ Ô»Í

(1) À°êï°Õå Ö¶åð Ôî¶ôÅ À°µåñ ìÔ¹í¹Ü Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(2) À°ç ¶ô ëñé çÅ ÁÇèÕåî (Ü»

ÇéÀ±éåî) Ô¼ñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ÇÃÖð ÇÚ¼åð AB. F
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(Õ¯é¶ å¶) ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ü¶Õð À°ç¶ô ëñé ç¶ ç¯ Õ¯é¶ ç¶ Çì³çÈ (ÇÃÖð) ÇÂ¼Õ ÔÆ ÁÇèÕåî  (Ü»
ÇéÀ±éåî) î¹¼ñ êÌçÅé Õðç¶ Ôé å» ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ Ôð¶Õ Çì³çÈ
òÆ ÃîÅé ÁÇèÕåî (Ü» ÇéÀ±éåî) î¹¼ñ ç¶ò¶×ÅÍ

ÁÇíÁÅÃ AB.A
ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ å¯º Çéîé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ Õð¯ :

1. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ ìÅìå Z =  3x + 4y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :
x + y ≤ 4, x  ≥  0, y ≥ 0

2.  Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = – 3x + 4 y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :
x + 2y ≤ 8, 3x + 2y ≤ 12,  x  ≥  0, y ≥ 0

3. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 5x + 3y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :
3 x + 5y  ≤ 15, 5x + 2y ≤ 10, x  ≥ 0, y ≥ 0

4. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 3x + 5y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :
x + 3y  ≥ 3, x + y  ≥ 2, x, y ≥ 0

5. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 3x + 2y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :
x + 2y ≤ 10, 3x + y ≤ 15, x, y ≥ 0

6. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = x + 2y  çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :
2x + y ≥ 3, x + 2y ≥ 6, x, y ≥ 0

ÇçÖÅú ÇÕ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ç¯ Çì³çÈÁ» å¯º ò¼è Çì³çÈÁ» å¶ ØÇàå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
7. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 5x + 10 y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Áå¶ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :

x + 2y  ≤ 120, x + y ≥ 60, x – 2y ≥ 0, x, y ≥ 0
8. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = x + 2y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Áå¶ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :

x + 2y ≥ 100, 2x – y ≤ 0, 2x + y ≤ 200; x, y ≥ 0
9. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = – x + 2y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :

x ≥ 3, x + y ≥ 5, x + 2y ≥ 6, y ≥ 0
10. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = x + y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :

x – y ≤ –1, –x + y ≤  0,  x, y  ≥ 0

12.3  ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ç¶ ò¼Ö-ò¼Ö êÌÕÅð(Different Types of Linear
Programming Problems)
Õ°Þ îÔ¼åòêÈðé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» Ô¶á» ÃÈÚÆ ì¼è Ôé :

1. À°åêÅçé Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅò» : ÇÂÃ êÌÕÅð çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» å¯º ÁÃÆº êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ ÇòÇí¿é
À°åêÅç» ç¶ ÇÕ¿é¶ é× ìäÅÀ°ä Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇéôÇÚå Üé ôÕåÆ, îôÆé ç¶ Ø³à¶, Ôð¶Õ é× ç¶
ÇéðîÅä Çò¼Ú ñÅ×å, Õ¿î ç¶ Ø³à¶, ÃîÅé/îÅñ í¿âÅðä ×¯çÅî Çò¼Ú Ôð¶Õ À°åêÅçé ù ð¼Öä ç¶
ñÂÆ ÃæÅé ÁÅÇç é÷ð Çò¼Ú ð¼Öç¶ Ô¯Â¶ ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕ¶Í



532        ×Çäå

2. ÁÅÔÅð Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅò» : ÇÂÃ åð·» çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú ÁÃÆº êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ ÇòÇí¿é
êÌÕÅð ç¶ ØàÕ/ê¯ôÕ å¼å ÁÅÔÅð Çò¼Ú ÇÕ¿éÆ îÅåðÅ Çò¼Ú êÌï¯× ÕÆå¶ ÜÅä ÇÜÃ éÅñ À°Ã Çò¼Ú
ÃÅð¶ ê¯ôÕ å¼å» çÆ ÇéÀ±éåî ñ¯óÆºçÆ îÅåðÅ Ø¼à åº̄ Ø¼à ñÅ×å å¶ êÌÅêå Ô¯ò¶Í

3. êÇðòÔé Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅò» : ÇÂÃ êÌÕÅð çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú ÁÃÆº êÇðòÔé êÌäÅñÆ ù åËÁ
Õðç¶ Ô» ÇÜÃ Çò¼Ú êñÅà/ÕÅðÖÅÇéÁ» åº̄ ÇòÇí¿é ÃæÅé» å¶ ÃÇæå ÇòÇí¿é ì÷Åð» Çò¼Ú À°åêÅçé»
ù í¶Üä Çò¼Ú ã¯-ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í

Ô¹ä ÃÅù ÇÂÃ êÌÕÅð çÆÁ» Õ°Þ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä F.  (ÁÅÔÅð Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅò»): ÇÂ¼Õ ÁÅÔÅð ÇòÇ×ÁÅéÆ ç¯ êÌÕÅð ç¶ í¯Üé êçÅðæ» ù ÇÂÃ
åð·» ÇîñÅÀ°äÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË ÇÕ Çîôðä Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A çÅ ØàÕ Ø¼à å¯º Ø¼à H ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ ÇòàÅÇîé
C çÅ ØàÕ Ø¼à å¯º Ø¼à A@ ÇÂÕÅÂÆ Ô¯ò¶Í í¯Üé I Çò¼Ú B ÇÂÕÅÂÆ ÇòàÅÇîé A êÌÇå kg Áå¶ 1 ÇÂÕÅÂÆ
ÇòàÅÇîé C êÌÇå kg ÔËÍ Üç¯º ÇÕ í¯Üé II Çò¼Ú 1 ÇÂÕÅÂÆ ÇòàÅÇîé  A êÌÇå kg Áå¶ B ÇÂÕÅÂÆ
ÇòàÅÇîé C êÌÇå kg ÔËÍ Çç¼åÅ ÔË ÇÕ êÌÇå kg í¯Üé I ù ÖðÆçä Çò¼Ú E@ ð¹: Áå¶ êÌÇå  kg í¯Üé II
ù ÖðÆçä Çò¼Ú G@ ð¹: ñ¼×ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ í¯Üé Çîôðé çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ Çîôðé Çò¼Ú í¯Üé I çÅ x kg Áå¶ í¯Üé II çÅ y kg ÔËÍ Ãêôà ðÈê Çò¼Ú x ≥
0, y ≥ 0. ÁÃÆº Çç¼å¶ Á³ÕÇóÁ» å¯º Çéîé ÃÅðäÆ ìäÅÀ°ºç¶ Ô»Í

ÇÕÀ°ºÇÕ Çîôðä Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A çÆ Ø¼à å¯º Ø¼à H ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ ÇòàÅÇîé C ç¶ A@ ÇÂÕÅÂÆ Ô¯ä¶
ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ÇéîéÇñÖå êÌÇåì¿è êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé :

2x + y ≥ 8
x + 2y ≥ 10

í¯Üé I ç¶ x kg Áå¶ í¯Üé II ç¶ y kg ÖðÆçä çÅ î¹¼ñ Z ÔË ÇÜ¼æ¶
Z = 50x + 70y

ÇÂÃ åð·» Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðé ÇéîéÇñÖå ÔË :
Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ ìÅìå

2x + y ≥ 8 ... (1)

Ãðå̄ í¯Üé êçÅðæ ñ̄ó-÷ðÈðå
I II (ÇÂÕÅÂÆÁ» Çò¼Ú)

(x) (y)

ÇòàÅÇîé A 2 1 8
(ÇÂÕÅÂÆ@kg)
ÇòàÅÇîé C 1 2 10
(ÇÂÕÅÂÆ@kg)

ñÅ×å(Rs@kg) 50 70
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x + 2y ≥ 10 ... (2)
x, y ≥ 0 ... (3)

Z = 50x + 70y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯
ÁÃîÅéåÅò» a (1) åº̄ (3) å¼Õ ç¶ ÁÅñ¶Ö» ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå À°êï°Õå Ö¶åð ù ÇÚ¼åð AB. G Çò¼Ú

ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð AB. G
ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ ÔËÍ
ÁÃÆº Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» A(0,8), B(2,4) Áå¶ C(10,0) å¶ Z çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ

ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çì³çÈ (2] 4) å¶ Z çÅ Ãí å¯º Ø¼à î¹¼ñ CH@ ÔË, ÕÆ ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ Z çÅ
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ CH@ ÔË (ÇÕÀ°º?) ïÅç Õð¯ ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ ì¼è ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù
ÇéîéÇñÖå ÁÃîÅéåÅò» çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼ÚäÅ êò¶×ÅÍ

50x + 70y < 380

ÁðæÅå 5x + 7y < 38
Ü»Ú Õðé ç¶ ñÂÆ ÕÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå Ö¹¼ñ·Å Áðè åñ, À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ éÅñ Õ¯ÂÆ
Ã»ÞÅ Çì³çÈ ð¼ÖçÅ ÔËÍ ÇÚ¼åð AB².G Çò¼Ú ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÂ¼æ¶ Õ¯ÂÆ Ã»ÞÅ Çì³çÈ ð¼ÖçÅ ÔËÍ ÇÚ¼åð AB².G
Çò¼Ú ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÂ¼æ¶ Õ¯ÂÆ Ã»ÞÅ Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» Çì³çÈ (2] 4) å¶ Z çÅ êÌÅêå ÇéÀ±éåî î¹¼ñ CH@ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇòÇ×ÁÅéÆ çÆ
Áé°Õ±ñåî Çîôðé ï¯ÜéÅ í¯Üé ‘I’ çÆ  B kg Áå¶ í¯Üé  ‘II’ ç¶ 4 kg ç¶ Çîôðé ìäÅÀ°ä çÆ Ô¯
ÃÕçÆ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ï¯ÜéÅ ç¶ Á³åð×å Çîôðé çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ CH@ ð¹: Ô¯ò¶×ÅÍ

À°çÅÔðä G.  (Çòåðä Ãî¼ÇÃÁÅ) ÇÕÃÅé» çÆ ÃÇÔÕÅðÆ ÃÇîåÆ ç¶ Õ¯ñ ç¯ ëÃñ» ́ îòÅð X Áå¶ Y ù
À°×ÅÀ°ä ñÂÆ E@ ÔËÕà¶Áð íÈîÆ ÔËÍ ëÃñ» X Áå¶ Y ù À°×ÅÀ°ä ñÂÆ E@ ÔËÕà¶Áð íÈîÆ ÔËÍ ëÃñ»

é°¼Õð Çì³çÈ Z = 50x + 70y

(0,8) 560
(2,4) 380 ←  ÇéÀ±éåî
(10,0) 500
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X Áå¶ Y å¯º ÔËÕà¶Áð ñÅí ´îòÅð A@,E@@ ð¹: Áå¶ I@@@ ð¹: çÅ Áé°îÅé ñ×ÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
ëÃñ» X Áå¶ Y ç¶ ñÂÆ ØÅÔ ê¼åÅ Õ¼ãä ç¶ ñÂÆ ìÈàÆ éÅôÕ çzò çÅ ´îòÅð : B@ Çñàð êÌåÆ
ÔËÕà¶Áð êÌï¯× ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ À°êï¯× ÕÆåÆ íÈîÆ éÅñ Ü¹óÆ éÅñÆÁ» ç¶ Ã¿ì¿Çèå
åñÅì å¶ Çéðíð ÜÆò èÅðÆÁ» Áå¶ î¼ÛñÆÁ» çÆ ÜÆòé Ã¹ð¼ÇÖÁÅ ÇÔ¼å ìÈàÆ éÅôÕ çzò çÆ îÅåðÅ H@@
ñÆàð å¯º òè¶ð¶ éÅ Ô¯ò¶Í Ôð¶Õ ëÃñ ç¶ ñÂÆ ÇÕ¿éÆ íÈîÆ çÅ Çòåðä Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË å» ÇÕ ÃÇîåÆ ç¶ Õ°¼ñ
ñÅí çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕ¶?
Ô¼ñ:  î³é ñÀ° ÇÕ  X ëÃñ ç¶ ñÂÆ x ÔËÕà¶Áð íÈîÆ Áå¶ Y ëÃñ ç¶ ñÂÆ y ÔËÕà¶Áð íÈîÆ çÆ ò¿â
Ô¹¿çÆ ÔËÍ Ãêôà ÔË : x ≥ 0, y ≥ 0
X ëÃñ å¶ êÌåÆ ÔËÕà¶Áð ñÅí  = Rs 10500
Y ëÃñ å¶ êÌåÆ ÔËÕà¶Áð ñÅí  = Rs 9000
ÇÂÃ ñÂÆ Õ¼¹ñ ñÅí = Rs (10500x + 9000y)
Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðé Çéîé ÔË :
Çéîé ôðå» ç¶ åÇÔå
x + y ≤ 50 (íÈîÆ Ã¿ì¿èÆ êÌåÆì¿è) ... (1)

20x + 10y ≤ 800 (ìÈàÆ éÅôÕ ç¶ À°êï¯× Ã¿ì¿èÆ êÌåÆì¿è)
ÁðæÅå 2x + y ≤ 80 ... (2)

x ≥ 0, y ≥ 0 ... (3)
Z = 10500 x + 9000 y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :
Ô¹ä ÁÃÆº (1) åº̄ (3) å¼Õ ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖÚ¼ç¶ Ô» ÇÚ¼åð AB. H Çò¼Ú À°êï°Õå Ö¶åð
OABC ù ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇéðÆÖä Õð¯ ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÃÆîÅì¼è ÔËÍ

ÇÚ¼åð AB. H
Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (0, 0), (40, 0), (30, 20) Áå¶ (0, 50) ÔéÍ À°ç¶ô ëñé

Z = 10500 x + 9000y çÅ î¹¼ñ ÇÂÔé» ÇÃÖð» å¶ êåÅ Õðé» ÚÅÔÆçÅ ÔË å» ÇÕ À°Ã ÇÃÖð ù êåÅ ÕÆåÅ
ÜÅ ÃÕç¶ ÇÜÃ å¶ ÁÇèÕåî ñÅí Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z = 10500x + 9000y
O (0, 0) 0

A( 40, 0) 420000

B(30, 20) 495000 ← ÁÇèÕåî
C (0,50) 450000
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ÇÂÃ åð·» ÃÇîåÆ ù  X ëÃñ ç¶ ñÂÆ C@ ÔËÕà¶Áð  Áå¶ Y ëÃñ ç¶ ñÂÆ B@ ÔËÕà¶Áð çÆ ò¿â
Ô¯ò¶×Æ å» ÇÕ ÁÇèÕåî ñÅí DIE@@@ ð¹: çÅ Ô¯ ÃÕ¶Í

À°çÅÔðä H.  À°åêÅçé Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ (Manufacturing Problem)  ÇÂ¼Õ ÇéðîÅäÕðåÅ
Õ¿êéÆ ÇÂ¼Õ À°åêÅç ç¶ ç¯ éîÈé¶ A Áå¶ B ìäÅÀ°ºçÆ ÔËÍ  éîÈéÅ A ç¶ Ôð¶Õ é× ìäÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ I Ø³à¶
ñ¶ìð Áå¶ A Ø³àÅ êÅÇñô Õðé ç¶ ñÂÆ ñ×çÅ ÔË ÜçÇÕ éîÈéÅ B ç¶ Ôð¶Õ é× ù ìäÅÀ°ä Çò¼Ú AB
Ø³à¶ ñ¶ìð Áå¶ êÅÇñô Õðé Çò¼Ú C Ø³à¶ ñ¶ìð çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔËÍ ìäÅÀ°ä Áå¶ êÅÇñô Õðé ç¶ ñÂÆ
À°êñìè ÁÇèÕåî ñ¶ìð Ø³à¶ ́ îòÅð AH@ Áå¶ C@ ÔéÍ Õ¿êéÆ éîÈéÅ A ç¶ Ôð¶Õ é× å¶  Rs H@@@
Áå¶ éîÈéÅ B ç¶ Ôð¶Õ é× å¶ Rs AB@@@ çÅ ñÅí ÕîÅÀ°ºçÆ ÔËÍ  éîÈéÅ A Áå¶ éîÈéÅ B ç¶ ÇÕ¿é¶ é×»
çÅ ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ êÌåÆ ÔëåÅ ÇéðîÅä ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË? êÌåÆ ÔëåÅ ÁÇèÕåî
ñÅí ÕÆ ÔË?

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ éîÈéÅ A ç¶ é×» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ x ÔË Áå¶ éîÈéÅ B ç¶ é×» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ y ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ Õ°¼ñ ñÅí  = (Rs 8000 x + 12000 y)

Z = 8000 x + 12000 y

Ô¹ä ÃÅâ¶ Õ¯ñ Çç¼åÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðé ÇéîéÇñÖå ÔË :

Çéîé êÌåÆì³èÅ ç¶ åÇÔå
9x + 12y ≤ 180

ÁðæÅå 3x + 4y ≤ 60 (ìäÅÀ°ä-ÇéðîÅä çÅ êÌÇåì¿è) ... (1)
x + 3y ≤ 30 (êÅÇñô çÅ êÌÇåì¿è) ... (2)

x ≥ 0, y ≥ 0 (×Ëð êÌÇåì¿è ÇðäÅåîÕ) ... (3)
Z = 8000 x + 12000 y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðé Õð¯Í

ð¶ÖÆ ÃîÆðÕé (1)å¯º (3) ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå À°êï°Õå Ö¶åð OABC (ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå)
ÇÚ¼åð AB. I Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ ÔË Í

ÇÚ¼åð AB. H
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Ôð¶Õ Õ¯éÅ Çì³çÈ å¶ À°ç¶ô ëñé Z ç¶ î¹¼ñ çÆ ×äéÅ ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔË ÇÜò¶º ÇÕ Çéîé ÃÅðäÆ Çò¼Ú
ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË :

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z = 8000 x + 12000 y
0 (0, 0) 0

A (20, 0) 160000

B (12, 6) 168000 ← ÁÇèÕåî
C (0, 10) 120000

ÁÃÆº ÇÃÖð B (12, 6) å¶  Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ AF,H@@@ ð¹: êÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» Õ¿êéÆ ù éîÈéÅ
A ç¶ AB é× Áå¶ éîÈéÅ  B  ç¶ F é×» çÅ À°åêÅçé ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ
ÔË Áå¶ ÁÇèÕåî ñÅí AFH,@@@ ð¹: Ô¯ò¶×ÅÍ

ÁÇíÁÅÃ AB.B
1. ð¶ôîÅ ç¯ êÌÕÅð ç¶ ÁÅÔÅð P Áå¶ Q ù ÇÂÃ åð·» ÇîñÅÀ°äÅ ÚÅÔ¹¿çÆ ÔË ÇÕ Çîôðä Çò¼Ú ÇòàÅÇîé

Á³ô» Çò¼Ú H ÇÂÕÅÂÆ ÇòàÅÇîé A  Áå¶ AA ÇÂÕÅÂÆ ÇòàÅÇîé B Ô¯ò¶Í ÁÅÔÅð P çÆ ñÅ×å F@
ð¹: êÌåÆ ÇÕñ¯ Áå¶ ÁÅÔÅð Q çÆ ñÅ×å H@ ð¹: êÌåÆ ÇÕñ¯ ÔËÍ ÁÅÔÅð  P Çò¼Ú¯º C ÇÂÕÅÂÆ êÌåÆ
ÇÕñ¯ ÇòàÅÇîé A Áå¶ E ÇÂÕÅÂÆ êÌåÆ ÇÕñ¯ ÇòàÅÇîé B ÔË ÜçÇÕ ÁÅÔÅð Q Çò¼Ú 4 ÇÂÕÅÂÆ
êÌåÆ ÇÕñ¯ ÇòàÅÇîé A Áå¶ 2 ÇÂÕÅÂÆ êÌåÆ ÇÕñ¯ ÇòàÅÇîé B ÔËÍ Çîôðä çÆ ÇéÀ±éåî ñÅ×å
êåÅ Õð¯Í

2. ÇÂ¼Õ êÌÕÅð ç¶ Õ¶Õ ù B@@ ×ÌÅî ÁÅàÅ Áå¶ BE ×ÌÅî òÃÅ (fat)çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔË Áå¶ çÈÜÆ
êÌÕÅð ç¶ Õ¶Õ ç¶ ñÂÆ A@@ ×ÌÅî ÁÅàÅ Áå¶ E@ ×ÌÅî òÃÅ çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔËÍ Õ¶Õ» çÆ ÁÇèÕåî
Ã¿ÇÖÁÅ ç¼Ã¯ Ü¯ E ÇÕñ¯ ÁÅà¶ Áå¶ A ÇÕñ¯ òÃÅ å¯º ìä ÃÕç¶ Ôé, ÇÂÔ î¼¹ñ ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ
Õ¶Õ» ù ìäÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Ô¯ð êçÅðæ» çÆ ÕîÆ éÔÆº ðÔ¶×ÆÍ

3. ÇÂ¼Õ ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú àËÇéÃ ç¶ ðËÕà Áå¶ Ç´Õà ç¶ ì¼ñ¶ ìäç¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ àËÇéÃ ðËÕà ìäÅÀ°ä ç¶
ñÂÆ A.E Ø³àÅ ï»å¿ÇðÕ Ãî» Áå¶ C Ø³à¶ ÇôñêÕÅð çÅ Ãî» ñ×çÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ Ç´Õà ì¼ñ¶ ù
ÇåÁÅð Õðé Çò¼Ú C Ø³à¶ ï»åÇðÕ Ãî» Áå¶ A Ø³àÅ ÇôñêÕÅð çÅ Ãî» ñ×çÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ Ççé
Çò¼Ú ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú ÇòÇí¿é ï¿åð» ç¶ À°êñìè ï»åÇðÕ Ãî¶º ç¶ DB Ø³à¶ Áå¶ ÇôñêÕÅð Ãî¶º ç¶
BD Ø³ÇàÁ» å¯º ò¼è éÔÆº ÔéÍ
   (i) ðËÕà» Áå¶ ì¼ÇñÁ» çÆ ÇÕ¿éÆ Ã¿ÇÖÁÅ ìäÅÂÆ ÜÅò¶ å» ÇÕ ÕÅðÖÅéÅ êÈðÆ Ãîð¼æÅ éÅñ Õ¿î Õð¶?

(ii) Ü¶Õð ðËÕà Áå¶ ì¼ñ¶ å¶ ñÅí ́ îòÅð B@ ð¹: Áå¶ A@ ð¹: Ô¯ò¶ å» ÕÅðÖÅé¶ çÅ ÁÇèÕåî
ñÅí êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÕÅðÖÅéÅ êÈðÆ Ãîð¼æÅ éÅñ Õ¿î Õð¶Í
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4. ÇÂ¼Õ ÇéðîÅä ÕðåÅ é¼à Áå¶ ì¯ñà çÅ ÇéðîÅä ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ êËÕà éà» ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú
îôÆé  A å¶ ÇÂ¼Õ Ø³àÅ Áå¶ îôÆé B å¶ C Ø³à¶ Õ¿î ÕðéÅ êËºçÅ ÔË, ÜçÇÕ ÇÂ¼Õ êËÕà ì¯ñà ç¶
ÇéðîÅä  Çò¼Ú C Ø³à¶ îôÆé A å¶ Áå¶ A Ø³àÅ îôÆé B å¶ Õ¿î ÕðéÅ êËºçÅ ÔËÍ À°Ô éà» åº̄ AG.
E@ ð¹: êÌåÆ êËÕà Áå¶ ì¯ñà» å¶ G.@@ ð¹: êÌåÆ êËÕ¶à ñÅí ÕîÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ü¶Õð êÌåÆ Ççé îôÆé»
çÅ ÁÇèÕåî À°êï¯× AB Ø³à¶ ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» Ôð¶Õ (éà Áå¶ ì¯ñà) ç¶ ÇÕ¿é¶ êËÕà çÅ
À°åêÅçé ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» ÇÕ ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕ¶Í

5. ÇÂ¼Õ ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú ç¯ êÌÕÅð ç¶ ê¶Ú A Áå¶ B  ìäç¶ ÔéÍ Ôð¶Õ ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú ç¯ îôÆé» ç¶
êÌï¯× çÆ ñ¯ó Ô¿¹çÆ ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÃòËÚÅñÕ Áå¶ çÈÜÆ ÔÃåÚÅñÕ ÔËÍ ÇÂ¼Õ êËÕà ê¶Ú A ç¶
ÇéðîÅä Çò¼Ú D Çî³à ÃòËÚÅñÕ Áå¶ F Çî³à ÔÃåÚÅñÕ îôÆé Áå¶ ÇÂ¼Õ êËÕà ê¶Ú B ç¶ Ôð¶Õ
ÇéðîÅä  Çò¼Ú F Çî³à ÃòËÚÅñÕ Áå¶ C Çî³à ÔÃåÚÅñÕ îôÆé çÅ Õ¿î Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ôð¶Õ îôÆé
ÇÕÃ¶ òÆ Ççé ç¶ ñÂÆ ÁÇèÕåî D Ø³à¶ Õ¿î ç¶ ñÂÆ À°êñìè ÔËÍ ÇéðîÅåÅ ê¶Ú A ç¶ Ôð¶Õ êËÕà
å¶ G ð¹: Áå¶ ê¶Ú B ç¶ Ôð¶Õ êËÕà å¶ A@ ð¹: çÅ ñÅí ÕîÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÔ î³éç¶ Ô¯Â¶ ÇÕ ÕÅðÖÅé¶
Çò¼Ú ÇéðÇîå ÃÅð¶ ê¶Ú» ç¶ êËÕà ÇòÕ Ü»ç¶ Ôé, êåÅ Õð¯ ÇÕ êÌåÆÇçé ÇÕ¿é¶ êËÕà ÇòÇí¿é ê¶Ú»
ç¶ ìäÅÂ¶ ÜÅä ÇÜÃ éÅñ ñÅí ÁÇèÕåî Ô¯ò¶ Áå¶ ÁÇèÕåî ñÅí êåÅ Õð¯Í

6. ÇÂ¼Õ Øð¶¬ À°çï¯× ÇéðîÅåÅ êËâÃàñ ñËºê Áå¶ ñ¼ÕóÆ ç¶ ô¶â ìäÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ôð¶Õ ç¶ ÇéðîÅä
Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ð×óé¶/ Õ¼àä Áå¶ ÇÂ¼Õ Ãêð¶Áð çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ñËºê ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú B
Ø³à¶ ð×óé/Õ¼àä Áå¶ C Ø³à¶ Ãêð¶Áð çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔË, ÜçÇÕ ÇÂ¼Õ Ã¶â ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú A
Ø³àÅ ð×óé/Õ¼àä Áå¶ B Ø³à¶ Ãêð¶Áð çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔËÍ Ãêð¶Áð çÆ îôÆé êÌåÆÇçé
ÁÇèÕåî B@ Ø³à¶ Áå¶ ð×óé/Õ¼àä çÆ îôÆé êÌåÆÇçé ÁÇèÕåî AB Ø³à¶ ç¶ ñÂÆ À°êñìè
ÔËÍ ÇÂ¼Õ ñËºê çÆ ÇòÕðÆ å¶ E ð¹: Áå¶ ÇÂ¼Õ ô¶â çÆ ÇòÕðÆ å¶ C ð¹: çÅ ñÅí Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÔ î³éç¶ Ô¯Â¶
ÇÕ ÃÅð¶ ÇéðÇîå ñËºê Áå¶ ô¶â ÇòÕ Ü»ç¶ Ôé, å» ç¼Ã¯ À°Ô ÇéðîÅä çÆ êÌåÆÇçé ÇÕÔ¯ ÇÜÔÆ
ï¯ÜéÅ ìäÅÀ°ä ÇÕ ñÅí ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í

7. ÇÂ¼Õ Õ¿êéÆ êñÅÂÆò¹¼â ç¶ Çòñ¼Öä ïÅç ÇÚ¿é· çÅ ÇéðîÅä ÕðçÆ ÔËÍ A êÌÕÅð ç¶ êÌåÆ ïÅç ÇÚ¿é·
ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú E Çî³à Õ¼àä Áå¶ A@ Çî³à Ü¯óé Çò¼Ú ñ×ç¶ ÔéÍ  B êÌÕÅð ç¶ êÌåÆ ïÅç ÇÚ¿é·
ç¶ ñÂÆ H Çî³à Õ¼àä Áå¶ H Çî³à Ü¯óé Çò¼Ú ñ¼×ç¶ ÔéÍ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ Õ¼àä ç¶ ñÂÆ Õ°¼ñ
Ãî» C Ø³à¶ B@ Çî³à Áå¶ Ü¯óé ç¶ ñÂÆ D Ø³à¶ À°êñìè ÔéÍ Ôð¶Õ A êÌÕÅð ç¶ ïÅç ÇÚ¿é· å¶ E
ð¹: Áå¶ Ôð¶Õ B êÌÕÅð ç¶ ïÅç ÇÚ¿é· å¶ F ð¹: çÅ ñÅí Ô¯äÅ ÔËÍ  êåÅ Õð¯ ÇÕ ñÅí ç¶ ÁÇèÕåîÆÕðä
ç¶ ñÂÆ Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÇÕ¿é¶ ÇÕ¿é¶ ïÅç ÇÚ¿é·» çÅ Õ¿êéÆ ç¹ÁÅðÅ ÇéðîÅä Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

8. ÇÂ¼Õ Ã½çÅ×ð ç¯ êÌÕÅð ç¶ Çé¼ÜÆ Õ¿ÇêÀ±àð-ÇÂ¼Õ âËÃÕàÅê Áå¶ çÈÃðÅ ê¯ðà¶ìñ éîÈéÅ, ÇÜÔé»
çÆÁ» ÕÆîå» ´îòÅð : BE,@@@ ð¹: Áå¶ D@,@@@ ð¹: Ô¯ò¶×Æ, ò¶Úä çÆ ï¯ÜéÅ ìäÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
À°Ô Áé°îÅé ñ×ÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ Õ¿ÇêÀ±àð» çÆ Õ°¼ñ îÔÆéÅòÅð î³× BE@ é×» å¯º òè¶ð¶ éÔÆº
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Ô¯ò¶×ÆÍ Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ Õ¿ÇêÀ±àð» ç¶ é×» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ù Ã½çÅ×ð ÁÇèÕåî ñÅí
êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ Ã¿×ÌÇÔ Õðé Ü¶Õð À°Ã ç¶ Õ¯ñ Çéò¶ô ç¶ ñÂÆ G@ ñ¼Ö ð¹êÂ¶ åº̄ òè¶ð¶ éÔÆº Ôé
Áå¶ Ü¶Õð âËÃÕàÅê éîÈé¶ å¶ À°Ã çÅ ñÅí DE@@ ð¹: Áå¶ ê¯ðà¶ìñ éîÈé¶ å¶ E@@@ ð¹: Ô¯ò¶Í

9. ÇÂ¼Õ í¯Üé êçÅðæ Çò¼Ú Ø¼à å¯º Ø¼à H@ ÇÂÕÅÂÆ ÇòàÅÇîé A Áå¶ A@@ ÇÂÕÅÂÆ ÖÇäÜ Ô¯äÅ
ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ ç¯ êÌÕÅð ç¶ í¯Üé F1 Áå¶ F2 À°êñìè ÔéÍ í¯Üé F1 çÆ ñÅ×å D ð¹: êÌåÆ ÇÂÕÅÂÆ
Áå¶  F2 çÆ ñÅ×å E ð¹: êÌåÆ Ç ÂÕÅÂÆ ÔËÍ í¯Üé F1 çÆ ÇÂÕÅÂÆ Çò¼Ú Ø¼à å¯º Ø¼à C  ÇÂÕÅÂÆ
ÇòàÅÇîé A Áå¶  D ÇÂÕÅÂÆ ÖÇäÜ ÔËÍ  F2 çÆ êÌåÆ ÇÂÕÅÂÆ Çò¼Ú Ø¼à å¯º Ø¼à F ÇÂÕÅÂÆ
ÇòàÅÇîé  A Áå¶ C ÇÂÕÅÂÆ ÖÇäÜ ÔéÍ ÇÂÃ ù ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú
ÃÈåðì¼è Õð¯Í À°Ã ÁÅÔÅð çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯, ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂÔé» ç¯ í¯Üé» çÅ Çîôðä ÔË
Áå¶ À°Ã Çò¼Ú ÇéÀ±éåî ê¯ôÕ å¼å ÔéÍ

10. ç¯ êÌÕÅð çÆÁ» ðÃÅÇÂÇäÕ ÖÅç»  F1 Áå¶ F2  ÔéÍ  F1 Çò¼Ú 10% éÅÂÆàð¯Üé Áå¶ 6%
ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì ÔËÍ Áå¶ F2 Çò¼Ú 5% éÅÂÆàz̄Üé Áå¶ A@% ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì ÔËÍ Çî¼àÆ çÆ
ÃÇæåÆÁ» çÅ êðÆÖä Õðé å¯º ìÅÁç ÇÂ¼Õ ÇÕÃÅé êÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ À°Ã ù ÁÅêäÆ ëÃñ ç¶ ñÂÆ
ADkg éÅÂÆàz̄Üé Áå¶ ADkg ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì çÆ ÷ðÈðå ÔËÍ Ü¶Õð F1 çÆ ÕÆîå F ÇÕñ¯ êÌåÆ
ÇÕñ¯×ÌÅî Áå¶ F2 çÆ ÕÆîå E ð¹: êÌåÆ ÇÕñ¯ ÔË, å» Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÇÕ¿é¶ ÖÇäÜ ðÃÅÇÂä À°êï¯× ç¶
ñÂÆ ñ¯óÆºç¶ Ôé å» ÇÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ å¶ ñ¯óÆºç¶ ê¯ôÕ å¼å Çîñ ÃÕäÍ ÇéÀ±éåî ñÅ×å ÕÆ ÔËÍ

11. ÇéîéÇñÖå ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ : 2x + y ≤ 10, x + 3y ≤ 15, x, y ≥ 0 ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå
À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Õ¯éÅ Çì³çÈ : (0, 0), (5,0), (3, 4) Áå¶ (0, 5) ÔéÍ î³é ñÀ° ÇÕ Z = px +
qy, ÇÜ¼æ¶ p, q > 0,  p Áå¶ q ç¶ ñÂÆ ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú ÇÕÔóÅ êÌåÆì¿è À°µÇÚå ÔË å» ÇÕ Z
çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ, (3] 4) Áå¶ (0] 5) ç¯ò» å¶ ØÇàå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(A) p = q (B) p = 2q (C) p = 3q (D) q = 3p

ë¹àÕñ À°çÅÔðé (Miscellaneerus Examples)

À°çÅÔðä I  (ÁÅÔÅð Ãî¼ÇÃÁÅ) ÇÂ¼Õ í¯Üé ÇòÇ×ÁÅéÆ ç¯ í¯Üé»  P Áå¶ Q çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂ¼Õ
Çòô¶ô ÁÅÔÅð ÇåÁÅð ÕðçÅ ÔËÍ í¯Üé P çÅ Ôð¶Õ êËÕ¶à (ÇÜÃ Çò¼Ú C@ ×ÌÅî îÅåðÅ ÔË) Çò¼Ú
ÕËñôÆÁî ç¶ AB ÇÂÕÅÂÆ, ñ¯Ô å¼å ç¶ D ÇÂÕÅÂÆ, ÕËñÃàð¯ñ ç¶ F ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ ÇòàÅÇîé A çÆ F
ÇÂÕÅÂÆ îÅåðÅ ôÅÇîñ ÔË Üç ÇÕ À°Ã¶ îÅåðÅ ç¶ í¯Üé Q ç¶ êËÕ¶à Çò¼Ú ÕËñôÆÁî å¼å ç¶ C ÇÂÕÅÂÆ,
ñ¯Ô å¼å ç¶ B@ ÇÂÕÅÂÆ, ÕËñÃàð¯ñ ç¶ D ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ ÇòàÅÇîé A ç¶ C ÇÂÕÅÂÆ îÅåðÅ ôÅÇîñ ÔËÍ
ÁÅÔÅð Çò¼Ú Ø¼à å¯º Ø¼à BD@ ÇÂÕÅÂÆ ÕËñôÆÁî, ñ¯Ô å¼å ç¶ Ø¼à åº̄ Ø¼à DF@ ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ ÕËñÃàð¯ñ
ç¶ ò¼è åº̄ ò¼è C@@ ÇÂÕÅÂÆ ñ¯óÆºç¶ ÔéÍ Ôð¶Õ í¯Üé ç¶ ÇÕ¿é¶ êËÕà» çÅ À°êï¯× ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» ÇÕ ÁÅÔÅð
Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A çÆ îÅåðÅ çÅ ÇéÀ±éåî ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕ¶Í

Ô¼ñ î³é ñú ÇÕ  í¯Üé  P Áå¶ Q ç¶ êËÕà» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ́ îòÅð : x Áå¶ y ÔËÍ Ãêôà ÔË : x ≥ 0, y
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≥ 0. Çç¼åÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðé Çéîé Áé°ÃÅð ÔËÍ
Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå

12x + 3y ≥ 240 (ÕËñôÆÁî çÅ êÌÇåì¿è) ÁðæÅå 4x + y ≥ 80 ... (1)

4x + 20y ≥ 460 (ñ¯Ô å¼å çÅ êÌÇåì¿è) ÁðæÅå x + 5y ≥ 115 ... (2)

6x + 4y ≤ 300 (ÕËÃàð¯ñ çÅ êÌÇåì¿è) ÁðæÅå 3x + 2y ≤ 150 ... (3)

x ≥ 0, y ≥ 0 x ≥ 0, y ≥ 0 ... (4)
 Z = 6x + 3y (ÇòàÅÇîéA) çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯Í

ÁÃîÅéåÅò» (1) åº̄ (4) å¼Õ çÅ ÁÅñ¶Ö êÌÇåì¿è» (1) åº̄ (4) å¼Õ ç¶ åÇÔå ÇÚ¼åð AB.A@
Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ À°Ã Çò¼Ú ÇéôÇÚå À°êï°Õå Ö¶åð (ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå) å¶ ÇèÁÅé Ççú Ü¯
ÇÕ ÇØÇðÁÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð AB. A@
Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» L, M Áå¶ N ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ´îòÅð : (2, 72), (15, 20) Áå¶ (40, 15) ÔéÍ

ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» å¶ Z çÅ î¹¼ñ ÇéîéÇñÖå ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Õ¯é¶ Çì³çÈ (ÇÃÖð) Z = 6x + 3y

(2, 72) 228

(15, 20) 150 ← ÇéÀ±éåî
(40, 15) 285
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ÃÅðäÆ Çò¼Ú ÁÃÆº Z çÅ î¹¼ñ, Çì³çÈ (15, 20) å¶ ÇéÀ±éåî êÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» Ãî¼ÇÃÁÅ Çò¼Ú Çç¼å¶
êÌÇåì¿è» ç¶ ÁèÆé ÇòàÅÇîé A  çÅ î¹¼ñ ÇéÀ±éåî åç Ô¯ò¶×Å Üç ÇÕ í¯Üé P ç¶  AE êËÕ¶à Áå¶ í¯Üé
Q ç¶ B@ êËÕà çÅ À°êï¯× Çòô¶ô ÁÅÔÅð ç¶ êÌì¿è Çò¼Ú ÕÆåÅ ÜÅò¶Í ÇòàÅÇîé A çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ AE@
ÇÂÕÅÂÆ Ô¯ò¶×ÅÍ

À°çÅÔðä A@.  À°åêÅçé Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ (Manufacturing problem)  ÇÂ¼Õ À°åêÅçé ç¶ ÕÅðÖÅé¶
Çò¼Ú Çå¿é îôÆé» I, II  Áå¶ III  ñ¼×ÆÁ» ÔéÍ îôÆé I  Áå¶ II  ÁÇèÕåî AB Ø³à¶ å¼Õ ÚñÅÂ¶ ÜÅä
çÆ Ãîð¼æÅ ð¼ÖçÆ ÔËÍ Üç ÇÕ îôÆé III  êÌÇåÇçé Ø¼à å¯º Ø¼à E Ø³à Ú¼ñäÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ ÇéðîÅäÕðåÅ
Õ¶òñ ç¯ êÌÕÅð ç¶ ÃîÅé M  Áå¶ N  çÅ À°åêÅçé ÕðçÅ ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ ç¶ À°åêÅçé Çò¼Ú Çå¿é¯º
îôÆé» çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔËÍ  M  Áå¶ N  ç¶ Ôð¶Õ À°åêÅçé ç¶ ÇÂ¼Õ é× À°åêÅçé Çò¼Ú Çå¿é¯º îôÆé»
ç¶ Ã¿×å ñ¼×¶ Ãî¶º (Ø³ÇàÁ» Çò¼Ú) ÇéîéÇñÇÖå ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çç¼å¶ ÔéÍ

 À°åêÅç  îôÆé å¶ ñ¼Ç×ÁÅ Ãî» ( Ø³ÇàÁ» Çò¼Ú)
I II III

M 1 2 1
N 2 1 1.25

À°Ô À°åêÅç M å¶ F@@ ð¹: êÌåÆ é× Áå¶ À°åêÅç N å¶ D@@ ð¹: êÌåÆ é× çÆ çð éÅñ ñÅí ÕîÅÀ°ºçÆ
ÔËÍ î³éç¶ Ô¯Â¶ ÇÕ À°Ã ç¶ ÃÅð¶ À°åêÅç ÇòÕ Ü»ç¶ Ôé, ÇÜÔé» çÅ À°åêÅçé ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË, åç êåÅ Õð¯
ÇÕ Ôð¶Õ À°åêÅç ç¶ ÇÕ¿é¶ é×» çÅ À°åêÅçé ÕÆåÅ ÜÅò¶ ÇÜÃ éÅñ ñÅí çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Ô¯ò¶?
ÁÇèÕåî ñÅí ÕÆ Ô¯ò¶×Å?

Ô¼ñ:  î³ÇéÁÅ ÇÕ À°åêÅç M Áå¶ N ç¶ é×» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ´îòÅð x Áå¶ y ÔËÍ
À°åêÅçé å¶ Õ°¼ñ ñÅí  = Rs (600 x + 400 y) ð¹:
Çç¼åÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðì¼è ðÈê ÇéîéÇñÖå ÔË :
Z = 600 x + 400 y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯
ÇÜ¼æ¶ êÌÇåì¿è ÇéîéÇñÖå ÔéÍ

x + 2y ≤ 12 (îôÆé I å¶ êÌÇåì¿è) ... (1)
2x + y ≤ 12 (îôÆé II å¶ êÌÇåì¿è) ... (2)

x +
5
4  y ≥ 5 (îôÆé III å¶ êÌÇåì¿è) ... (3)

x  ≥ 0,  y ≥ 0 ... (4)
ÁÃÆº êÌÇåì¿è» (1) å¯ºº (4) çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í ÇÚ¼åð AB. AA Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ

À°êï°Õå Ö¶åð ABCDE (ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå) ÔË ÇÜÃ é±¿ êÌÇåì¿è (1) å¯º (4) ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå
ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇéðÆÖä Õð¯ ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ ÔË, Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» A, B, C, D Áå¶ E ç¶
Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (5, 0) (6, 0), (4, 4), (0, 6) Áå¶ (0, 4) ÔéÍ
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ÇÚ¼åð AB. AA
ÇÂÔé» Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» (ÇÃÖð») å¶ Z =600+400 y çÅ îÅé ÇéîéÇñÖå ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z = 600 x + 400 y çÅ î¹¼ñ
(5, 0) 3000

(6, 0) 3600

(4, 4) 4000 ← ÁÇèÕåî
(0, 6) 2400

(0, 4) 1600

ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ Çì³çÈ (4] 4), Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» À°åêÅçÕ ù ÁÇèÕåî D@@@
ð¹: ñÅí ÕîÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Ôð¶Õ À°åêÅç ç¶ D é×» çÅ À°åêÅçé ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä AA.  ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ (Transportation Problem) P Áå¶ Q ç¯ ÃæÅé»
å¶ ç¯ ÕÅðÖÅé¶ ÃæÅÇêå ÔéÍ ÇÂÔé» ÃæÅé» å¯º ÃîÅé  A, B Áå¶ C å¶ ÃÇæå Çå¿é ÇâêÈÁ» Çò¼Ú í¶Ü¶
Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÔé» ÇâêÈÁ» çÆ ÔëåÅòÅð ñ¯ó ÃîÅé ñÂÆ ́ îòÅð : 5] 5 Áå¶ 4 ÇÂÕÅÂÆ ÔË, ÜçÇÕ  P
Áå¶ Q å¶ ÃæÅÇêå ÕÅðÖÅÇéÁ» çÆ À°åêÅçé Ãîð¼æÅ H Áå¶ F ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ
êÌåÆ ÇÂÕÅÂÆ ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å Çéîé Áé°ÃÅð ÃÅðäÆì¼è ÔË :

åº̄ /å¼Õ î¹¼ñ (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú)
A B C

P 160 100 150

Q 100 120 100
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Ôð¶Õ ÕÅðÖÅé¶ å¯º ÇÕ¿é¶ é× Ôð¶Õ ÇâêÈ ù í¶Ü¶ ÜÅä ÇÜÃ éÅñ ã¯ÁÅ-ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶?
ÇéÀ±éåî ã¯ÁÅ-ã¯ÁÅÂÆ ñÅ×å ÕÆ Ô¯ò¶×ÆÍ

Ô¼ñ:  ÇÚ¼åð AB. AB ç¹ÁÅðÅ ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

î³é ñÀ° ÇÕ îÅñ ç¶ x é×» Áå¶ y é×» ù ÕÅðÖÅé¶ P å¯º ́ îòÅð : A Áå¶ B Çâ¼êÈ ù í¶ÇÜÁÅ Ç×ÁÅÍ
åç (8 – x – y) é×» ù C ÇâêÈÁ» å¼Õ í¶ÇÜÁÅ ÜÅò¶×Å (ÇÕÀ°º?)
ÇÂÃ åð·» x ≥ 0, y ≥ 0 Áå¶ 8 – x – y ≥ 0
ÁðæÅå x ≥ 0, y ≥ 0 Áå¶ x + y ≤ 8
Ô¹ä Çâ¼êÈ A å¶ é×» çÆ ÔëÅåÅòÅð ÷ðÈðå E é× ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ P ÕÅðÖÅé¶ å¯º x é× Çâ¼êÈ A ù í¶ÇÜÁÅ
ÜÅ Ú¹¼Õ¶ Ôé ÇÂÃ ñÂÆ ÕÅðÖÅé¶ Q å¯º (5 – x) é×, Çâ¼êÈ A ù í¶Ü¶ ÜÅä×¶Í Ãêôà ÔË 5 – x ≥ 0,
ÁðæÅå x ≤ 5 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·»  (5 – y) vkSj 6 – (5 – x + 5 – y) = x + y – 4  é× ÕÅðÖÅé¶ Q å¯º ́ îòÅð : Çâ¼êÈ B Áå¶
C ù í¶Ü¶ ÜÅä×¶Í ÇÂÃ åð·» :

5 – y ≥ 0, x + y – 4 ≥ 0
ÁðæÅå y ≤ 5, x + y ≥ 4
Õ°¼ñ ã¯ÁÅ-ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å/ÖðÚ, Ü¯ Z ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË Çéîé Áé¹ÃÅð ÔË :

Z = 160 x + 100 y + 100 ( 5 – x) + 120 (5 – y) + 100 (x + y – 4) + 150 (8 – x – y)
= 10 (x – 7 y + 190)

ÇÚ¼åð AB. AB

ÕÅðÖÅéÅ

ÇâêÈé×é×

é×

é×

é×
ÕÅðÖÅéÅ

ÇâêÈÇâêÈ

Áå¶
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ÇÂÃ ñÂÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ×ÇäåÆ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÂÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË :
Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå

x ≥ 0, y ≥ 0 ... (1)
x + y ≤ 8 ... (2)

x ≤ 5 ... (3)
y ≤ 5 ... (4)

x + y ≥ 4 ... (5)
Z = 10 (x – 7y + 190) çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯
êÌÇåì¿è»  (1) å¯º (5) ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå Ö¶åð ABCDEF À°êï°Õå Ö¶åð ÔË
(ÇÚ¼åð AB. AC)

ÇéðÆÖä Õð¯ ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ ÔËÍ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ  (0,
4), (0, 5), (3, 5), (5, 3), (5, 0) Áå¶ (4, 0) ÔéÍ ÁÃÆº ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» å¶ Z çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô» :

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z = 10 (x – 7 y + 190)
(0, 4) 1620

(0, 5) 1550 ← ÇéÀ±éåî
(3, 5) 1580

(5, 3) 1740

(5, 0) 1950

(4, 0) 1940

ÇÚ¼åð AB. AC
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ÃÅðäÆ å¯º êåÅ ñ×çÅ ÔË ÇÕ Çì³çÈ (0] 5) å¶  Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ AEE@ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» Áé°Õ±ñåî ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ÃÇæåÆ ç¶ Áé°ÃÅð ÕÅðÖÅé¶ P åº̄ 5, 0 Áå¶ 3 é× Áå¶ Q å¯º

´îòÅð : Çâ¼êÈ A, B Áå¶ C å¼Õ 5] 0 Áå¶ A é× í¶ÇÜÁÅ ÜÅò¶×ÅÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ ç¶ Ã¿×å ÇéÀ±éåî
êÇðòðåé ñÅ×å AE@@ ð¹: Ô¯ò¶×ÅÍ

ÁÇèÁÅÇÂ AB Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. À°çÅÔðä I å¶ ÇèÁÅé Õð¯ ÁÅÔÅð Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A çÆ îÅåðÅ çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õðé ç¶

ñÂÆ Ôð¶Õ í¯Üé ç¶ ÇÕ¿é¶ êËÕà» çÅ À°êï¯× Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË? ÁÅÔÅð Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A çÆ
ÁÇèÕåî îÅåðÅ ÇÕ¿éÆ ÔË?

2. ÇÂ¼Õ ÇÕÃÅé ç¯ êÌÕÅð ç¶ ÚÅð¶ P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ºçÅ ÔËÍ P êÌÕÅð ç¶ ÚÅð¶, ÇÜÃ çÅ î¹¼ñ BE@
ð¹: êÌåÆ æËñÅ Ü¯ ÇÕ ê¯ôÕ å¼å A ç¶ C ÇÂÕÅÂÆ, å¼å  B ç¶ B.E ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ å¼å  C ç¶ B
ÇÂÕÅÂÆ ð¼ÖçÅ ÔË Üç ÇÕ Q êÌÕÅð çÅ ÚÅðÅ ÇÜÃçÅ î¹¼ñ B@@ ð¹: êÌåÆ æËñÅ ÔË, ê¯ôÕ å¼å  A çÅ
A.E ÇÂÕÅÂÆ, å¼å B çÅ AA². BE ÇÂÕÅÂÆ Á å¶ å¼å C ç¶ Çå¿é ÇÂÕÅÂÆ ð¼ÖçÅ ÔËÍ ê¯ôÕ å¼å»  A,
B, Áå¶ C çÆ ÇéÀ±éåî ÷ðÈðå ́ îòÅð : AH ÇÂÕÅÂÆ, DE Áå¶ BD ÇÂÕÅÂÆ ÔéÍ Ôð¶Õ êÌÕÅð
ç¶ æËÇñÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ êåÅ Õð¯ å» ÇÕ Çîôðä ç¶ Ôð¶Õ æËñ¶ çÅ î¹¼ñ ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶? Çîôðä ç¶
Ôð¶Õ æËñ¶ çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÕÆ ÔË?

3. ÇÂ¼Õ í¯Üé ÇòÇ×ÁÅéÆ ç¯ êÌÕÅð ç¶ í¯Üé» X Áå¶ Y ù ÇÂÃ åð·» ÇîñÅÀ°äÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË ÇÕ
Çîôðä Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A, çÆ Ø¼à åº̄ Ø¼à A@ ÇÂÕÅÂÆ, ÇòàÅÇîé B çÆ Ø¼à å¯º Ø¼à AB ÇÂÕÅÂÆ
Áå¶ ÇòàÅÇîé C çÆ H ÇÂÕÅÂÆ Ô¯ò¶Í Akg í¯Üé» Çò¼Ú ÇòàÅÇîé» çÆ îÅåðÅ ÇéîéÇñÖå
ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔËÍ

íǕé ÇòàÅÇîé A ÇòàÅîé B ÇòàÅÇîé C
X 1 2 3

Y 2 2 1

í¯Üé X ç¶ Akg çÅ î¹¼ñ AF ð¹: Áå¶ Y ç¶ Akg çÅ î¹¼ñ B@ ð¹: ÔË ñ¯óÆºç¶ ÁÅÔÅð ç¶ ñÂÆ Çîôðä
çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

4. ÇÂ¼Õ ÇéðîÅåÅ ç ̄êÌÕÅð ç¶ ÇÖñ½ä¶ A Áå¶ B ìäÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ À°ç¶ô ç¶ ñÂÆ ÇéðîÅä Çò¼Ú  Çå¿é îôÆé» çÆ
÷ðÈðå êËºçÆ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÇÖñ½ä¶ ç¶ ÇéðîÅä ç¶ ñÂÆ ñ¼Ç×ÁÅ Ãî» (Çî³éà» Çò¼Ú) ÇéîéÇñÖå ÔËÍ

ÇÖñ½ÇäÁ» ç¶ êÌÕÅð îôÆé
I II III

A 12 18 6

B 6 0 9
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Ôð îôÆé ÁÇèÕåî F Ø³à¶ êÌåÆÇçé ç¶ ñÂÆ À°êñìè ÔËÍ Ü¶Õð A êÌÕÅð ç¶ ÇÖñ½ÇäÁ» çÆ
ÇòÕðÆ å¶ G.E@ ð¹: ñÅí Áå¶ B êÌÕÅð ç¶ ÇÖñ½ÇäÁ» å¶ E ð¹: çÅ ñÅí Ô¯ò¶ å» çðÃÅÀ° ÇÕ
ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ êÌåÆÇçé A êÌÕÅð ç¶ AE ÇÖñ½ÇäÁ» Áå¶  B êÌÕÅð ç¶ C@
ÇÖñ½ä¶ ÇéðÇîå Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ

5. ÇÂ¼Õ ÔòÅÂÆ ÷ÔÅ÷ ÁÇèÕåî B@@ ïÅåðÆÁ» ù ïÅåðÅ ÕðòÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Ôð¶Õ êÇÔñÆ ôÌ¶äÆ ç¶
ÇàÕà å¶ A@@@ ð¹: Áå¶ ÃÃåÆ ôÌ¶äÆ ç¶ ÇàÕà å¶ F@@ ð¹: çÅ ñÅí ÕîÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
Â¶ÁðñÅÂÆé Ø¼à å¯º Ø¼à B@ ÃÆà» êÇÔñÆ ôÌ¶äÆ ç¶ ñÂÆ Çð÷ðò ÕðçÆ ÔË Çëð òÆ êÇÔñÆ ôÌ¶äÆ
çÆ æ» Ø¼à å¯º Ø¼à D ×¹äÅ ïÅåðÆ ÃÃåÆ ôÌ¶äÆ ç¶ ÇàÕà éÅñ ïÅåðÅ Õðé ù êÇÔñ Çç³ç¶ ÔéÍ
êåÅ Õð¯ ÇÕ Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÇÕ¿é¶ ÇÕ¿é¶ ÇàÕà ò¶Ú¶ ÜÅä å» ÇÕ ñÅí çÅ ÁÇèÕåîÆÕðé Ô¯ò¶?
ÁÇèÕåî ñÅí ÇÕ¿éÅ ÔË?

6. ç¯ ÁéÅÜ í¿âÅð» A Áå¶ B çÆ í¿âÅðä Ãîð¼æÅ ́ îòÅð : A@@ Õ°ÇÂ³àñ Áå¶ E@ Õ°ÇÂ³àñ ÔË Í
À°Ôé» ù Çå¿é ðÅôé çÆÁ» ç¹ÕÅé»  D, E Áå¶ F å¶ Á³é À°êñìè ÕðÅÀ°äÅ êËºçÅ ÔË, ÇÜÔé»
çÆÁ» ÷ðÈðå» ́ îòÅð : 60] 50] Áå¶ 40 Õ°ÇÂ³àñ ÔéÍ
í¿âÅð» å¯º ç¹ÕÅé» ù êÌåÆ Õ°ÇÂ³àñ ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å Çéîé ÃÅðäÆ ç¶ Áé°ÃÅð ÔË :

êÌåÆ Õ°ÇÂ³àñ ã̄ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å (ð¹êÇÂÁÅ Çò¼Ú)
å¯º/ å¼Õ A B

D 6 4

E 3 2

F 2.50 3

ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å ç¶ ÇéÀ±éåîÆÕðä ç¶ ñÂÆ êÈðåÆ çÆ ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ÇÕò¶º ÕÆåÆ ÜÅò¶?
ÇéÀ±éåî ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ çÅ î¹¼ñ ÕÆ ÔË?

7. ÇÂ¼Õ å¶ñ ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú ç¯ Çâ¼êÈ A Áå¶ B Ôé, ÇÜÔé» çÆ Ãîð¼æÅ ́ îòÅð : G@@@ ñÆàð Áå¶
D@@@ ñÆàð çÆ ÔËÍ ÕÅðÖÅé¶ ç¹ÁÅðÅ Çå¿é êÌËà¯ñ ê³ê» D, E Áå¶ F ç¶ ñÂÆ êÈðåÆ ÕðéÆ ÔË,
ÇÜÔé» çÆÁ» ÷ðÈðå» ́ îòÅð : DE@@ ñÆàð, C@@@ ñÆàð Áå¶ CE@@ ñÆàð çÆ ÔËÍ Çâ¼êÈ å¯º
êÌËà¯ñ ê³ê» çÆÁ» çÈðÆÁ» (km Çò¼Ú) Çéîé ÃÅðäÆ ç¶ Áé°ÃÅð ÔéÍ

çÈðÆÁ» (km Çò¼Ú)
å¯º / ù A B

D 7 3

E 6 4

F 3 2
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ÇÂÔ î³éç¶ Ô¯Â¶ ÇÕ ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å êÌåÆ A@ ñÆàð å¶ êÌåÆ ÇÕñ¯îÆàð A ð¹êÇÂÁÅ ÔË? êåÅ
Õð¯ ÇÕ ÇÕÔ¯ ÇÜÔÆ êÈðåÆ ï¯ÜéÅ ÁêäÅÂÆ ÜÅò¶ ÇÜÃ éÅñ ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðé
Ô¯ ÜÅò¶? ÇéÀ±éåî ñÅ×å ÕÆ ÔË?

8. ÇÂ¼Õ ëñ À°åêÅçÕ ÁÅêä¶ ìÅ× Çò¼Ú ç¯ êÌÕÅð çÆÁ» ÖÅç»  P ìð»â Áå¶ Q ìð»â çÅ À°êï¯×
Õð ÃÕçÅ ÔËÍ Çîôðä ç¶ Ôð¶Õ æËñ¶ Çò¼Ú éÅÂÆàz¯Üé, ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì, ê¯àÅô Áå¶ Õñ¯ðÆé çÆ
îÅåðÅ (kg Çò¼Ú) ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ êðÆÖä Ã¿Õ¶å Çç³ç¶ Ôé ÇÕ ìÅ× Çò¼Ú Ø¼à å¯º
Ø¼à BE@kg ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì Ø¼à å¯º Ø¼à BG@kg ê¯àÅô Áå¶ Õñ¯ðÆé çÆ ò¼è å¯º ò¼è CA@kg
çÆ ÷ðÈðå ÔËÍ

Ü¶Õð À°åêÅçÕ ìÅ× ç¶ ñÂÆ ÇîñÅÂÆ ÜÅä òÅñÆ éÅÂÆàz¯Üé çÆ îÅåðÅ çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä
ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ Çîôðä ç¶ ÇÕ¿é¶ æËÇñÁ» çÅ À°êï¯× Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË? ÇîñÅÂÆ ÜÅä
òÅñÆ éÅÂÆàz¯Üé çÆ Çéîéåî îÅåðÅ ÕÆ ÔË?

kg êÌåÆ æËñÅ

ìð»â  P ìð»â Q

éÅÂÆàz̄Üé 3 3.5

ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì 1 2

ê¯àÅô 3 1.5

Õñ¯ðÆé 1.5 2

9. À°êð¯Õå êÌôé H å¶ ÇèÁÅé ÇçúÍ Ü¶Õð À°åêÅçÕ ìÅ× Çò¼Ú ÇîñÅÂÆ ÜÅä òÅñÆ éÅÂÆàz¯Üé
çÆ îÅåðÅ çÅ ÁÇèÕåîÆÕðé ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË å» Çîôðä ç¶ ÇÕ¿é¶ æËÇñÁ» ù ÇîñÅÇÂÁÅ ÜÅäÅ
ÚÅÔÆçÅ ÔË? ÇîñÅÂÆ ÜÅä òÅñÆ éÅÂÆàz¯Üé çÆ ÁÇèÕåî îÅåðÅ ÕÆ ÔË?

10. ÇÂ¼Õ ÇÖñ½äÅ Õ¿êéÆ A Áå¶ B ç¯ êÌÕÅð çÆÁ» ×¹¼âÆÁ» çÅ ÇéðîÅä ÕðçÆ ÔËÍ îÅðÕÆà êðÆÖä»
Áå¶ À°êñìè Ã¿ÃÅèé» åº̄ Ã¿Õ¶å ÇîñçÅ ÔË ÇÕ ÇÂÕ¼áÅ À°åêÅçé ê¼èð êÌåÆ Ôëå¶ AB@@ ×¹¼âÆÁ»
åº̄ òè¶ð¶ éÔÆº Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ Áå¶ B êÌÕÅð çÆÁ» ×¹¼âÆÁ»  å¯º òè¶ð¶ î³× A êÌÕÅð çÆÁ» ×¹¼âÆÁ»
åº̄ Á¼èÆ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ A êÌÕÅð çÆÁ» ×¹¼âÆÁ» çÅ À°åêÅçé ê¼èð çÈÃð¶ êÌÕÅð ç¶ ×¹¼âÆÁ»
ç¶ À°åêÅçé ê¼èð ç¶ Çå¿é ×¹ä» åº̄ F@@ é× òè¶ð¶ ÔéÍ Ü¶Õð Õ¿êéÆ A Áå¶ B Ôð¶Õ ×¹¼âÆ å¶
´îòÅð : AB ð¹: Áå¶ AF ð¹: çÅ ñÅí ÕîÅÀ°ºçÆ ÔË, ñÅí çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õðé ç¶ ñÂÆ Ôð¶Õ
ç¶ ÇÕ¿é¶ é×» çÅ ÔëåÅòÅð À°åêÅçé ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ
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ÃÅð-Á³ô
® ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ À°Ô Ãî¼ÇÃÁÅ ÔË Ü¯ ÕÂÆ Úñ» ç¶ ð¶ÖÆ ëñé ç¶ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ

(ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî) ù êåÅ Õðé éÅñ Ã¿ì¿Çèå ëñé ù À°ç¶ô ëñé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
Üç¯º êÌÇåì¿è ÇÂÔ Ô¯ò¶ ÇÕ Úñ ×Ëð ÇðäÅåîÕ Ô¯ä Áå¶ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» (ÇÜÔé» ù ð¶ÖÆ
êÌÇåì¿è ÕÇÔ³ç¶ Ôé)ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ô¯äÍ Úð» ù Õç¶-Õç¶ ÇéðäÅÇÂÕ Úð ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶
×Ëð ÇðäÅåîÕ ÔéÍ

® Õ°¼Þ îÔ¼åòêÈðé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇéîéÇñÇÖå Ôé :
(i) ÁÅÔÅð Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ
(ii) À°åêÅçé Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ
(iii) ã¯ÁÅ-ã¹ÁÅÂÆ Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ

® ÃÅð¶ êÌÇåì¿èÅ Áå¶ ×Ëð ÇðäÅåîÕ êÌÇåì¿è» x ≥ 0, y ≥ 0 ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå Ã»ÞÅ Ö¶åð,
ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³×, Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ À°êï°Õå Ö¶åð (Ü» Ô¼ñ Ö¶åð) ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

® À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Á³çðñ¶ íÅ× ç¶ Áå¶ ÃÆî»å Çì³çÈ êÌÇåì¿è» ç¶ À°êï°Õå Ô¼ñ» ù êÌçðÇôå
Õðç¶ ÔéÍ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ìÅÔðÆ íÅ× ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ Çì³çÈ ù ÁÃ¿×å Ô¼ñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

® À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Õ¯ÂÆ Çì³çÈ Ü¯ À°ç¶ô ëñé çÅ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ (ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî)
ÇÂ¼Õ Çç³çÅ ÔË å» ÇÂÃ ù Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

® ÇéîéÇñÖå ÇæÀ±ðî ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÅèÅðíÈå îÔ¼åò ç¶ Ôé:
ÇæÀ±ðî A. î³ÇéÁÅ ÇÕ R ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ À°êï°Õå Ö¶åð (À°µåñ
ìÔ¹í¹Ü) ÔË Áå¶ î³ÇéÁÅ ÇÕ Z = ax + by À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Üç Z  ÇÂ¼Õ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ
(ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî) Çç³çÅ ÔË ÇÜ¼æ¶ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» Úñ»  x Áå¶ y ç¹ÁÅðÅ
êÌÇåì¿è» ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ô¯ò¶ å» ÇÂÔ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ÇÂ¼Õ Õ¯é¶
Çì³çÈ (ÇÃÖð) å¶ Ô¯äÅ ÔÆ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ
êÌî¶ï B. î³ÇéÁÅ ÇÕ R ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ À°êï°Õå Ö¶åð (À°µåñ
ìÔ¹í¹Ü) ÔË Áå¶ î³ÇéÁÅ ÇÕ Z = ax + by À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Üç¯º Ü¶Õð  R ÇØÇðÁÅ ÔË åç
À°ç¶ô ëñé, R Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇÂ¼Õ ÇéÀ±éåî ç¯ò¶º ÔÆ Çç³çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º
Ôð¶Õ Çì³çÈ R ç¶ Õ¯é¶ Çì³çÈ (ÇÃÖð) å¶ ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

® Ü¶Õð À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ ÔË åç ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî Ô¯ºç Çò¼Ú éÔÆº òÆ Ô¯
ÃÕçÅ ÔËÍ Çëð òÆ Ü¶Õð ÇÂÔ Ôº̄ç Çò¼Ú Ô¹¿çÅ ÔË å» R ç¶ Õ¯éÅ Çì³çÈ å¶ ÃÇæå Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

® Õ¯éÅ Çì³çÈ ÇòèÆ : ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂÔ ÇòèÆ Çéîé êç» Çò¼Ú
çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔË :
(1) ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ À°êï°Õå Ö¶åð ù êåÅ Õð¯ Áå¶ ÇÂÃ ç¶ Õ¯éÅ Çì³çÈ

(ÇÃÖð») ù êåÅ Õð¯Í
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(2) Ôð¶Õ Õ¯éÅ Çì³çÈ å¶ À°ç¶ô ëñé Z = ax + by çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í î³Çé ñÀ° ÇÂÔé»
Çì³çÈÁ» å¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ́ îòÅð : M Áå¶ m ÔéÍ

(3) Ü¶Õð À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ ÔË, å» M Áå¶ m ́ îòÅð À°ç¶ô ëñé ç¶ ÁÇèÕåî
Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔéÍ

Ü¶Õð À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ ÔË åç
(i) À°ç¶ô ëñé çÅ M ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔË Ü¶Õð ax + by > M ç¶ ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå

Ö¹¼ñÅ Áðèåñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ éÅñ Õ¯ÂÆ Ã»ÞÅ Çì³çÈ éÔÆº ð¼ÖçÅ ÔËÍ éÔÆº å» À°ç¶ô
ëñé çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

(ii) À°ç¶ô ëñé çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ m ÔË Ü¶Õð ax + by < m ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå Ö¹¼ñÅ
Áðèåñ Áå¶ À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Õ¯ÂÆ Çì³çÈ Ã»ÞÅ éÔÆº ÔËÍ éÔÆº å» À°ç¶ô ëñé çÅ
Õ¯ÂÆ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

® Ü¶Õð À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ç¯ Õ¯éÅ Çì³çÈÁ» çÅ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ ÇÂ¼Õ ÔÆ êÌÕÅð çÅ ÔË ÁðæÅå
ç¯ò¶º ÔÆ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Çç³ç¶ Ôé åç ÇÂÔé» ç¯ò» Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶
ð¶ÖÅÖ³â ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ Çì³çÈ å¶ òÆ À°Ã êÌÕÅð çÅ Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ ÔËÍ

ÇÂÇåÔÅÃÕ Çà¼êäÆ
çÈÜ¶ Çòôò ï°¼è Çò¼Ú, Üç¯º ï°¼è Ã¿ÚÅñé çÆ ï¯ÜéÅ ìäÆ, ÇÜÃ éÅñ ç¹ôîä» ù ÇéÀ±éåî ñÅ×å
å¶ ÁÇèÕåî ÔÅéÆ êÔ¹¿Ú¶, ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× ÇòèÆ Ô¯ºç Çò¼Ú ÁÅÂÆÍ
ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× ç¶ Ö¶åð Çò¼Ú êÇÔñÆ êÌ¯×ðÅÇî³× çÅ ÃÈåðÆÕðä ðÈÃÆ ×ÇäåÕÅð L.Kantoro
Vich Áå¶ ÁîðÆÕÆ ÁðæôÅôåðÆ F.L.Hitch Cock é¶ 1941 Çò¼Ú Çç¼å¶Í ç¯ò» é¶ Ãòå¿åð
ðÈê Çò¼Ú Õ¿î ÕÆåÅÍ ÇÂÃ êÌ̄×ðÅÇî³× ù ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ éÅî éÅñ ÜÅÇäÁÅ Ç×ÁÅÍ Ã¿é
AIDE Çò¼Ú Á³×ð¶÷ ÁðæôÅôåðÆ G.Stigler é¶ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ åÇÔå Áé°Õ±ñåî
ÁÅÔÅð Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ òðäé ÕÆåÅÍ Ã¿é AIDG Çò¼Ú G.B. Dantzig  é¶ ÇÂ¼Õ Çéê¹¿é ÇòèÆ
Ü¯ SIMPLEX METHOOD ç¶ éÅñ êÌÇÃ¼è ÔË çÅ Ã¹ÞÅÁ Çç¼åÅ Ü¯ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù
ÃÆîå åçìÆð» (Steps) Çò¼Ú Ô¼ñ Õðé çÆ Ãîð¼æ ÇòèÆ ÔËÍ
ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× ÇòèÆ å¶ Áð¿ÇíÕ Õ¿î Õðé ç¶ ÕÅðé Ã¿é AIGE Çò¼Ú L.Katorovich Áå¶
ÁîðÆÕÆ ×Çäå ÁðæôÅôåðÆ T.C.Koopmans ù Áðæ ôÅôåð Çò¼Ú é¯ìñ ê¹ðÃÕÅð êÌçÅé
ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ Õ¿ÇêÀ±àð ç¶ ÁÅ×îé Áå¶ ÷ðÈðÆ ÃÅëàò¶Áð ç¶ ÁÅ×îé ç¶ éÅñ ÕÂÆ Ö¶åð» çÆÁ»
ÜÇàñ Ãî¼ÎÃÁÅò» Çò¼Ú ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× îÅâñ çÅ À°êï¯× ìÔ¹å Ö¶åð» Çò¼Ú ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ
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