
v Just as a mountaineer climbs a mountain – because it is there, so
a good mathematics student studies new material because

it is there. – JAMES B. BRISTOL v

7.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÇâëðËéôñ Õñé âËðÆò¶Çàò ç¶ Ã¿Õñê å¶ Õ¶ºçðå ÔËÍ ëñé» ç¶ ×ðÅë»
ç¶ ñÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅò» êÌíÅÇôå Õðé çÆ î¹ôÇÕñ Áå¶ ÇÂÃ åð·» çÆÁ»
ð¶ÖÅò» çÆ ãñÅé çÆ ×äéÅ ÕðéÅ âËðÆò¶Çàò ç¶ ñÂÆ îÈñ êÌ¶ðäÅ ÃÆÍ
ÇÂéÇà×ðñ Õñé, ëñé» ç¶ ×ðÅë éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ ù
êÌíÅÇôå Õðé Áå¶ ÇÂÃ ç¶ Ö¶åðëñ çÆ ×äéÅ Õðé çÆ î¹ôÇÕñ
éÅñ êÌ¶Çðå ÔËÍ

Üç¯º ÇÕ ÇÂ¼Õ ëñé f  ÇÕÃ¶ Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÇâëðËéôÆÂ¶ìñ ÔË
ÁðæÅå I ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ ëñé ç¶ âËðÆò¶Çàò f ′ çÆ Ôº̄ç ÔË, å» ÇÂ¼Õ
Õ°çðåÆ êÌôé À°áçÅ ÔË ÇÕ Üç¯º ÇÕ I ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ f ′ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ
ÔË å» ÕÆ ÁÃÆº ëñé f  êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»? À°Ô ÃÅð¶ ëñé ÇÜÔé»
ñÂÆ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé À°Ã ç¶ âËðÆò¶Çàò ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¯ÇÂÁÅ
ÔË, ÇÂÃ ëñé ç¶ êÌåÆ âËðÆò¶Çàò ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ Á¼×¶, À°Ô ÃÈåð ÇÜÃ
éÅñ ÇÂÔ ÃÅð¶ êÌåÆ âËðÆò¶Çàò êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé, ëñé çÅ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ êÌåÆ
âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðé çÆ ÇÂÔ ÇÕÇðÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÕðéÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» çÆ î¹ôÇÕñ ìÔ¹å
ÁîñÆ ÔÅñå» Çò¼Ú ÁÅÀ°ºçÆ ÔËÍ À°çÅÔðé Üçº̄ ÃÅù ÇÕÃ¶ êñ À°Ã òÃå± çÅ ååÕÅñÆ ò¶× êåÅ Ô¯ò¶, å»
Õ°çðåÆ êÌôé À°µáçÅ ÔË ÕÆ ÁÃÆº À°Ã êñ å¶ À°Ã òÃå± çÆ ÃÇæåÆ êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»? ÇÂÃ åð·» çÆÁ»
ìÔ¹å ÁîñÆ Áå¶ ×Ëð ÁîñÆ ÔñÅå ÁÅÀ°ºçÆÁ» Ôé, ÇÜ¼æ¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÕÇðÁÅ Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂéÇà×ðñ
Õñé çÅ ÇòÕÅÃ Ô¶á ÇñÖÆÁ» òð×ÆÁ» î¹ôÇÕñ» ç¶ Ô¼ñ Õðé ç¶ ïåé» çÅ éåÆÜÅ ÔËÍ

(a) Üç¯º ëñé çÅ âËðÆò¶Çàò êåÅ Ô¯ò¶, å» À°Ã ëñé ù êåÅ Õðé çÆ î¹ôÇÕñ,
(b) Çç¼åÆÁ» ôðå» ç¶ Á³åð×å ëñé ç¶ ×ðÅë éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ êåÅ Õðé çÆ î¹ôÇÕñÍ
À°êð¯Õå ç¯é» Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ç¯ ðÈê» ò¼ñ êÌ¶Çðå ÕðçÆÁ» Ôé, Áé§å ÇÂéÇà×ðñ

Áå¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñÍ ÇÂÔé» ç¯é» çÅ ÇÂÕ¼áÅ ðÈê ÇÂéÇà×ðñ Õñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

G .W. Leibnitz
(1646–1716)
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Áé§å ÇÂéÇà×ðñ Áå¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ç¶ î¼è ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è ÔË ÇÜÃ ù Õñé çÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï ç¶
ðÈê Çò¼Ú ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ é¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ù ÇòÇ×ÁÅé Áå¶ ÇÂ³ÜéÆÁÇð³× ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ
ÁîñÆ Á½÷Åð ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇåÁÅð ÕÆåÅ ÔËÍ ÁðæôÅÃåð, Çò¼å Áå¶ Ã¿íÅÇòÕåÅ ÇÜò¶º ÇÕ ò¼Ö-ò¼Ö
Ö¶åð» çÆÁ» ìÔ¹å åð·» çÆÁ» ÇçñÚÃê î¹ôÇÕñ» ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÆ òðå¯º
ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔËÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú, ÁÃÆº ÁÅêä¶ ÁÅê ù Áé§å Áå¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ Áå¶ À°Ôé» ç¶ Õ¼°Þ
î¹¼ãñ¶ ×¹ä» å¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆÁ» åÕéÆÕ» ç¶ ÁÇèÁËé å¼Õ ÃÆÇîå ð¼Ö»×¶Í

7.2  ÇÂéÇà×ðñ ù ÇâëðËéÃ¶ôé ç¶ À°ñà ç¶ ðÈê Çò¼Ú (Integration as the Inverse
Process of Differentiation)
ÇâëðËéÃ¶ôé çÆ À°ñà ÇÕÇðÁÅ ù ÇÂéÇà×ðñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÕÃ¶ ëñé çÅ ÇâëðËéÃ¶ôé êåÅ Õðé çÆ æ»
å¶ ÃÅù ëñé çÅ âËðÆò¶Çàò Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ îÈñ ÁðæÅå òÅÃåÇòÕ ëñé êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ
ÇÕÔÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÇÕÇðÁÅ ù ÇÂéÇà×ð¶ôé Ü» êÌåÆ âËðÆò¶Çàò ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ
ÁÅÀ° Ô¶á ÇñÖÆÁ» À°çÅÔðé» å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ (sin )d x
dx = cos x ... (1)

3

3
d x
dx

 
    = x2 ... (2)

Áå¶ ( )xd e
dx  = ex ... (3)

ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÃîÆÕðé (1) Çò¼Ú ëñé cos x ëñé sin x çÅ âËðÆò¶Çàò ÔËÍ ÇÂÃ ù ÁÃÆº
ÇÂÃ åð·» òÆ ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ cos x  çÅ êÌÌåÆ âËðÆò¶Çàò (Ü» ÇÂéÇà×ðñ) sin x ÔËÍ ÇÂÃ åð·» (2) Áå¶

(3) éÅñ x2 Áå¶ ex  ç¶ êÌåÆâËðÆò¶Çàò (Ü» ÇÂéÇà×ðñ) ́ îòÅð 
3

3
x

 Áå¶  ex ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ Çëð ÁÃÆº
é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕÃ¶ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ  C] ÇÜÃ ù ÁÚñ ëñé î³ÇéÁÅ Ü»çÅ ÔË, çÅ âËðÆò¶Çàò ÇÃëð
ÔË Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº (1)] (2) Áå¶ (3) ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» :

(sin + C) cos=
d x x
dx

, 
3

2( + C)
3

=
d x x
dx

Áå¶ ( + C) =x xd e e
dx

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ À°êð¯Õå ëñé» ç¶ ÁËºàÆ-âËðÆò¶Çàò Ü» ÇÂéÇà×ðñ Çòñ¼Öä éÔÆº
ÔéÍ ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂÔé» ëñé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ëñé ç¶ ÁäÇ×äå ÁËºàÆ-âËðÆò¶Çàò Ôé, ÇÜÔé» ù ÁÃÆº
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ Çò¼Úº̄ ÁÚñ C ù Õ¯ÂÆ òÆ î¹¼ñ Ú¹ä Õ¶ êÌÅêå Õð ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÔÆ ÕÅðé
ÔË ÇÕ C ù ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÁÃñ Çò¼Ú C ÇÂ¼Õ êËðÅîÆàð ÔË, ÇÜÃç¶ î¹¼ñ ù ìçñ Õ¶
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ÁÃÆº Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé ç¶ ÇòÇí¿é êÌåÆ âËðÆò¶Çàò» Ü» ÇÂéÇà×ðñ» ù êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í Ç÷ÁÅçÅ ÇòÁÅêÕ

ðÈê Çò¼Ú, Üç¯º ÇÕ ÇÂ¼Õ ëñé F ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ F ( ) = ( )d x f x
dx

, ÃÅð¶ x ∈ I (Á³åðÅñ) å» Ôð¶Õ

ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ C, (ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ) ç¶ ñÂÆ [ ]F ( ) + C = ( )d x f x
dx , x ∈ I

ÇÂÃ åð·» {F + C, C ∈ R}, f  ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË, ÇÂ¼æ¶  C
ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : ÇÂ¼Õ¯ âËðÆò¶Çàò òÅñ¶ ëñé» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÚñ çÅ Á³åð Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ù çðÃÅÀ°ä ñÂÆ, î³é
ñú g Áå¶ h ÇÂÃ åð·» ç¶ ç¯ ëñé Ôé ÇÜÃç¶ âËðÆò¶Çàò Á³åðÅñ I Çò¼Ú ìðÅìð ÔéÍ
  f (x) = g (x) – h (x), ∀ x ∈ I ç¹ÁÅðÅ êÌíÅÇôå ëñé  f  = g – h å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

å»
df
dx

= f′ = g′  – h′  éÅñ  f′ (x) = g′  (x) – h′ (x) ∀ x ∈ I êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ü»  f′ (x) = 0, ÃÅð¶ ∀ x ∈ I ñÂÆ (êÇðÕñêéÅ éÅñ)
Ü»  I Çò¼Ú  x ç¶ ìÅìå f  ç¶ ìçñÅò çÆ çð ÇÃëð ÔË Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ f  ÇÂ¼Õ ÁÚñ ÔËÍ

À°êð¯Õå Çà¼êäÆ ç¶ Áé°ÃÅð ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ ÇéÕñäÅ ÜÅÇÂ÷ ÔË ÇÕ êÇðòÅð {F + C, C ∈ R}, f  ç¶
ÃÅð¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» ù êÌçÅé ÕðçÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ éò¶º Ã¿Õ¶å, ( )f x dx∫  ù ê¶ô Õðç¶ Ô» Ü¯ ÇÕ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» ç¶ êÈð¶ êÇðòÅð ù
çðÃÅÂ¶×ÅÍ ÇÜÃ ù x ç¶ ìÅìå Çò¼Ú f  ç¶ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇó·ÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ
Ã¿Õ¶åÕ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº ( ) = F ( ) + Cf x dx x∫  ÇñÖç¶ Ô»Í

Ã¿Õ¶åé ðÈê Çò¼Ú Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ ( )dy f x
dx

= , å» ÁÃÆº y = ( )f x dx∫  ÇñÖç¶ Ô»Í

Ã½ÖÅ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº Ô¶á ÇñÇÖÁ» Ã¿Õ¶å»@êç» òÅÕ»Ã çÅ À°Ôé» ç¶ Áðæ» Ãî¶å ÃÅðäÆ G.A Çò¼Ú
Ç÷Õð Õðç¶ Ô»Í

ÃÅðéÆ 7.1

Ã¿Õ¶å@êç@òÅÕ»ô Áðæ

( )f x dx∫ f  çÅ x ç¶ ìÅìå ÇÂéÇà×ðñ

( )f x dx∫  Çò¼Ú f (x) ÇÂéàË×ðËºâ
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( )f x dx∫  Çò¼Ú x ÇÂéÇà×ðñ çÅ Úñ

ÇÂéÇà×ð¶à ÕðéÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ ÕðéÅ
f çÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ ëñé F  ÇÜÃç¶ ñÂÆ

F′(x) = f (x)
ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé çÆ ÇÕÇðÁÅ
ÇÂéÇà×ðñ çÅ ÁÚñ Õ¯ÂÆ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÇÜÃ ù ÁÚñ

ëñé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

ÁÃÆº êÇÔñ» å¯º ÔÆ ìÔ¹å îÔ¼åòêÈðé ëñé» ç¶ âËðÆò¶Çàò» ç¶ ÃÈåð ÜÅäç¶ Ô»Í ÇÂÔé» ÃÈåð» ç¶
Ã¿×å ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ ç¶ êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» ù å°ð¿å ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÔé» êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» çÆ ÃÈÚÆ Ô¶á
ÇñÖÆ ÔË ÇÜÔé» çÆ òðå¯º ÁÃÆº ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õðé Çò¼Ú Õð»×¶Í

âËðÆò¶Çàò Derivatives ÇÂéÇà×ðñ (êÌåÆâËðÆò¶Çàò)
Integrals (Antiderivatives)

(i)
1

1

n
nd x x

dx n

+ 
= + 

1

C
1

n
n xx dx

n

+

= +
+∫ ,  n ≠ –1

ÖÅÃ å½ð å¶ ÁÃÆº ò¶ÇÖÁÅ

( ) 1d x
dx

=       Cdx x= +∫

(ii) ( )sin cosd x x
dx

= cos sin Cx dx x= +∫

(iii) ( )– cos sind x x
dx

= sin cos Cx dx – x= +∫

(iv) ( ) 2tan secd x x
dx

= 2sec tan Cx dx x= +∫

(v) ( ) 2– cot cosecd x x
dx

= 2cosec cot Cx dx – x= +∫

(vi) ( )sec sec tand x x x
dx

= sec tan sec Cx x dx x= +∫

(vii) ( )– cosec cosec cotd x x x
dx

= cosec cot – cosec Cx x dx x= +∫
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(viii) ( )– 1
2

1sin
1

d x
dx – x

= – 1
2

sin C
1

dx x
– x

= +∫

(ix) ( )– 1
2

1– cos
1

d x
dx – x

= – 1
2

cos C
1

dx – x
– x

= +∫

(x) ( )– 1
2

1tan
1

d x
dx x

=
+

– 1
2 tan C

1
dx x

x
= +

+∫

(xi) ( )– 1
2

1– cot
1

d x
dx x

=
+

– 1
2 cot C

1
dx – x

x
= +

+∫

(xii) ( )– 1
2

1sec
1

d x
dx x x –

= – 1
2

sec C
1

dx x
x x –

= +∫

(xiii) ( )– 1
2

1– cosec
1

d x
dx x x –

= – 1
2

cosec C
1

dx – x
x x –

= +∫

(xiv) ( )x xd e e
dx

= Cx xe dx e= +∫

(xv) ( ) 1logd x
dx x

=
1 log Cdx x
x

= +∫

(xvi) log

x
xd a a

dx a
 

=  
C

log

x
x aa dx

a
= +∫

AÇà¼êäÆ   ÁîñÆ ðÈê Çò¼Ú, ÁÃÆº ÁÅî å½ð å¶ À°Ã Á³åðÅñ çÅ Ç÷Õð éÔÆº Õðç¶ ÇÜÔé» Çò¼Ú
ò¼Ö ò¼Ö ëñé êÌíÅÇôå ÔéÍ Çëð òÆ ÇÕÃ¶ òÆ ÖÅÃ êÌôé Çò¼Ú ÇÂÃ ù òÆ ÇèÁÅé Çò¼Ú ð¼ÖäÅ ÚÅÔÆçÅ
ÔËÍ

7.2.1 Áé§å ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÜÁÅÇîåÕ ÇòÁÅÇÖÁÅ (Geometrical interpretation of
indefinite integral)

î³é ñÀ° ÇÕ f (x) = 2 x å» 2( ) Cf x dx x= +∫  Áå¶ C ç¶ ò¼Ö-ò¼Ö î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇòÇí¿é

ÇÂéÇà×ðñ êÅÀ°ºç¶ Ô»Í êð¿åÈ ÇÂÔ ÃÅð¶ ÇÂéÇà×ðñ ÇÜÁÅîÇåÕ å½ð å¶ ÇÂÕ¯ ÇÜÔ¶ ÔéÍ ÇÂÃ åð·»
y = x2 + C, ÇÂ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔË, ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ  C, ù
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ÇòÇí¿é î¹¼ñ êÌçÅé ÕðÕ¶ ÁÃÆº êÇðòÅð ç¶ ò¼Ö ò¼Ö îËºìð êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í ÇÂÔ Ãí çÅ ÃæÅÇêå ðÈê Áé§å
ÇÂéÇà×ðñ ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú Ôð¶Õ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ êËðÅì¯ñÅ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÜÃ çÅ è¹ðÅ  y-è¹ð¶
ç¶ éÅñ éÅñ ÔËÍ

Ãê¼ôà å½ð å¶ C = 0 ç¶ ñÂÆ ÃÅù y = x2 ÇîñçÅ ÔË Ü¯ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» çÅ êËðÅì¯ñÅ ÔË ÇÜÃçÅ ÇÃÖð
îÈñ Çì³çÈ å¶ ÔËÍ C = 1 ç¶ ñÂÆ, òÕð  y = x2 + 1 êËðÅì¯ñÅ y = x2 ù ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ y-è¹ð¶ ç¶ éÅñ éÅñ
èéÅåîÕ ÇçôÅ Çò¼Ú åìçÆñ Õðé å¶ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ  C = – 1, ç¶ ñÂÆ òÕð  y = x2 – 1 êËðÅì¯ñÅ
y = x2  ù ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ y-è¹ð¶ ç¶ éÅñ éÅñ
ÇðäÅåîÕ ÇçôÅ Çò¼Ú åìçÆñ Õðé å¶
êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» C, ç¶ Ôð¶Õ
èéÅåîÕ î¹¼ñ ñÂÆ êÇðòÅð ç¶ Ôð¶Õ êËðÅì¯ñÅ
çÅ ÇÃÖð y-è¹ð¶ ç¶ èéÅåîÕ êÅÃ¶ ò¼ñ ÔË
Áå¶ C ç¶ ÇðäÅåîÕ î¹¼ñ»   ç¶ ñÂÆ Ôð¶Õ
êËðÅì¯ñÅ çÅ ÇÃÖð y-è¹ð¶ ç¶ ÇðäÅåîÕ êÅÃ¶
ò¼ñ ÔËÍ ÇÂÔé» êËðÅì¯ñÅ Çò¼Ú¯º Õ¼°Þ ù ÇÚ¼åð
G.A Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÔé» êËðÅì¯ñÅ ç¶ ð¶ÖÅ x =
a éÅñ Õ¼àä å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í ÇÚ¼åð G.A
Çò¼Ú ÁÃÆº a > 0 ÇñÁÅ ÔËÍ ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ a <
0 ç¶ ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ Üç¯ºÇÕ ð¶ÖÅ x = a
êËðÅì¯ñÅ y = x2, y = x2 + 1, y = x2 + 2,
y = x2 – 1, y = x2 – 2 ù ´îòÅð Çì³çÈÁ» a
P0, P1, P2, P–1, P–2 ÁÅÇç å¶ Õ¼àçÆ ÔËÍ

å» ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ» Çì³çÈÁ» å¶ 
dy
dx

 çÅ î¹¼ñ

2a ÔËÍ ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ»
Çì³çÈÁ» å¶ òÕð» çÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅò» Ãî»åð
ÔéÍ ÇÂÃ åð ·»

2
C2 C F ( )x dx x x= + =∫

(î³é ñÀ°)éÅñ êåÅ ÚñçÅ ÔË ÇÕ òÕð» y = FC (x), C ∈ R, ç¶ ð¶ÖÅ x = a, éÅñ Õ¼àä òÅñ¶ Çì³çÈÁ»
å¶ òÕð» çÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅò» Ãî»åð ÔË ÇÂ¼æ¶ a ∈ R ÇÂÃ å¯º À°êð¿å Ô¶á ÇñÇÖÁÅ Õæé

( ) F ( ) Cf x dx x y= + =∫ (î³é ñÀ°) òÕð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ  C ç¶ ÇòÇí¿é î¹¼ñ» ç¶
Ã¿×å ÃÅù ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ ÇòÇí¿é îËºìð êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÔé» îËºìð» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ òÕð ù

ÇÚ¼åð G.A
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ÁÅêä¶ Ãî»åð åìçÆñ ÕðÕ¶ êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÂÔÆ ÇÜÁÅÇîåÕ
ÇòÁÅÇÖÁÅ ÔËÍ

7.2.2  Áé§å ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Õ°Þ Çòô¶ôåÅò» (Some properties of indefinite integrals)

ÇÂÃ À°êíÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Áé§å ÇÂéÇà×ðñ  ç¶ Õ°Þ ×¹ä» ù êÌÅêå Õð»×¶Í
(i) Ô¶á ÇñÇÖÁ» éåÆÇÜÁ» Çò¼Ú ÇâëðËéÃ¶ôé Áå¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇÂ¼Õ çÈÃð¶ ç¶ À°ñà ÔéÍ

( )d f x dx
dx ∫ = f (x)

Áå¶ ( )f x dx′∫  = f (x) + C, ÇÂ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔËÍ
êÌîÅä  î³é ñÀ° ÇÕ F] f çÅ ÇÂ¼Õ êÌåÆâËðÆò¶Çàò ÔË ÁðæÅå

F( )d x
dx

 = f (x)

å» ( )f x dx∫  = F(x) + C

ÇÂÃ ñÂÆ ( )d f x dx
dx ∫  = ( )F ( ) + Cd x

dx

= F ( ) = ( )d x f x
dx

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ ÔË ÇÕ

f ′(x) = ( )d f x
dx

Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ( )f x dx′∫  = f (x) + C

ÇÂ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔË ÇÜÃ ù ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
(ii) ç¯ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ÇÜÔé» ç¶ âËðÆò¶Çàò ìðÅìð Ôé, òÕð» ç¶ ÇÂ¼Õ ÔÆ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºç¶

Ôé Áå¶ ÇÂÃ åð·» ç¯ò¶º Ãîå°¼ñ ÔéÍ
êÌîÅä  î³é ñÀ°  f  Áå¶  g ÇÂÃ åð·» ç¶ ç¯ ëñé ÔË å» ÇÕ

( )d f x dx
dx ∫  = ( )d g x dx

dx ∫

Ü» ( ) ( ) 0d f x dx – g x dx
dx

  = ∫ ∫
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Ü» ( ) ( ) Cf x dx – g x dx =∫ ∫ , ÇÜ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ (ÇÕÀ°º?)

Ü» ( ) ( ) Cf x dx g x dx= +∫ ∫
ÇÂÃ ñÂÆ òÕð» ç¶ êÇðòÅð  { }1 1( ) C , Cf x dx + ∈∫ R

Ü» { }2 2( ) C , Cg x dx + ∈∫ R  ÇÂ¼Õ ÃîÅé ÔéÍ

ÇÂÃ åð·» ( ) ( )f x dx g x dx∫ ∫vkSj  Ãîå°¼ñ ÔéÍ

AÇà¼êäÆ   ç¯ êÇðòÅð» { }1 1( ) + C ,Cf x dx ∈∫ R  Áå¶ { }2 2( ) + C ,Cg x dx ∈∫ R  çÆ

Ãîå°ñéÅ ù ÁÅî å½ð å¶ ( ) = ( )f x dx g x dx∫ ∫ , ÇñÖ Õ¶ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÜÃ Çò¼Ú êËðÅîÆàð çÅ
Õ¯ÂÆ Ç÷Õð éÔÆº ÔËÍ

(iii) [ ]( ) + ( ) ( ) + ( )f x g x dx f x dx g x dx=∫ ∫ ∫
êÌîÅä  ×¹ä (i) éÅñ

[ ( ) + ( )] ( ) + ( )d f x g x dx f x g x
dx

  = ∫ ... (1)

çÈÜ¶ êÅÃ¶ ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ

( ) + ( ) ( ) + ( )d d df x dx g x dx f x dx g x dx
dx dx dx

  = ∫ ∫ ∫ ∫ ( ) ( )f x g x= + ... (2)

ÇÂÃ åð·» ×¹ä (ii) çÆ ð¯ôéÆ Çò¼Ú (1) Áå¶ (2) éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

 ( )( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫
(iv) ÇÕÃ¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ k, ç¶ ñÂÆ ( ) ( )k f x dx k f x dx=∫ ∫

êÌîÅä : ×¹ä  (i) éÅñ ( ) ( )d k f x dx k f x
dx

=∫

Áå¶ ( ) ( ) = ( )d dk f x dx k f x dx k f x
dx dx

  = ∫ ∫

ÇÂÃ ñÂÆ ×¹ä (ii) çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ ( ) ( )k f x dx k f x dx=∫ ∫
(v) ×¹ä  (iii) Áå¶ (iv) çÅ  f1, f2, ..., fn ëñé» çÆ ÃÆÇîå Ã¿ÇÖÁÅ Áå¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» k1,

k2, ..., kn ç¶ ñÂÆ òÆ ÇòÁÅêÕ ðÈê ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜò¶º ÇÕ Ô¶á» Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Áå¶
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[ ]1 1 2 2( ) ( ) ( )n nk f x k f x ... k f x dx+ + +∫
= 1 1 2 2( ) ( ) ( )n nk f x dx k f x dx ... k f x dx+ + +∫ ∫ ∫

Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Á³åð Ç×ÁÅé éÅñ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé
ù ñ¼íç¶ Ô» ÇÜÃ çÅ âËðÆò¶Çàò Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÔËÍ ñ¯óÆºç¶ ëñé çÆ ÇÂÃ åð·» çÆ Ö¯Ü, Ü¯ Çç¼å¶ Ô¯Â¶
ëñé ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔË, ù ÇéðÆÖä éÅñ ÇÂéÇà×ð¶ôé ÕðéÅ ÕÇÔ³ç¶
ÔéÍ ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðé» å¯º ÃîÞç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä A. ÇéðÆÖä ÇòèÆ çÆ òðåº̄ Õðç¶ Ô¯Â¶ Ô¶á ÇñÇÖÁ» ëñé» çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õð¯Í

(i) cos 2x (ii) 3x2 + 4x3 (iii)
1
x

, x ≠ 0

Ô¼ñ :
(i) ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÆ Ö¯Ü ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò cos 2x ÔËÍ

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
d
dx

 (sin 2x) = 2 cos 2x

Ü» cos 2x = 
1
2

d
dx

 (sin 2x) =
1 sin 2
2

d x
dx

 
 
 

ÇÂÃ ñÂÆ cos 2x çÅ ÇÂ¼Õ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò 
1 sin 2
2

x  ÔËÍ

(ii) ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÆ Ö¯Ü ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» ÇÜÃ çÅ âËðÆò¶Çàò 3x2 + 4x3  ÔËÍ

Ô¹ä ( )3 4d x x
dx

+ = 3x2 + 4x3

ÇÂÃ ñÂÆ 3x2 + 4x3  çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò x3 + x4 ÔËÍ
(iii) ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

1 1 1(log ) 0 [log ( )] ( 1) 0d dx , x – x – , x
dx x dx – x x

= > = = <vkjS

ÇÂÔé» ç¯é» ù ÇÂÕ¼áÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ ( ) 1log 0d x , x
dx x

= ≠

ÇÂÃ ñÂÆ 
1 logdx x
x

=∫ , Ü¯ ÇÕ 
1
x

 ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÔËÍ

À°çÅÔðä B. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í

(i)
3

2
1x – dx

x∫ (ii)
2
3( 1)x dx+∫ (iii)

2
3 1( 2 – )xx e dx

x
+∫

Áå¶
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Ô¼ñ : ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ ÔË :
3

2
2

1 –x – dx x dx – x dx
x

=∫ ∫ ∫ (×¹äÅ v éÅñ)

=         
1 1 2 1

1 2C C
1 1 2 1

–x x–
–

+ +   
+ +   + +   

;  C1, C2 ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¶ ÁÚñ ÔéÍ

= 
2 1

1 2C C
2 1

–x x– –
–

+

= 
2

1 2
1 + C C

2
x –

x
+

= 
2 1 + C

2
x

x
+ , ÇÂ¼æ¶ C = C1 – C2 ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇÂéÇà×ðñ ÁÚñ ÔËÍ

A Çà¼êäÆ   ÇÂÃç¶ Á¼×¶ ÁÃÆº ÇÃðë ÁÅÖðÆ À°µåð Çò¼Ú ÇÂ¼Õ¯ ÇÂéÇà×ð¶ôé ÁÚñ ÇñÖ»×¶Í

(ii) ÇÂ¼æ¶
2 2
3 3( 1)x dx x dx dx+ = +∫ ∫ ∫

=

2 1
3

C2 1
3

x x
+

+ +
+

 = 
5
33 C

5
x x+ +

(iii) ÇÂ¼æ¶ 
3 3
2 21 1( 2 ) 2x xx e – dx x dx e dx – dx

x x
+ = +∫ ∫ ∫ ∫

=

3 1
2

2 – log + C3 1
2

xx e x
+

+
+

=
5
22 2 – log + C

5
xx e x+

À°çÅÔðä C. Ô¶á ÇñÇÖÁ» ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í
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(i) (sin cos )x x dx+∫ (ii) cosec (cosec cot )x x x dx+∫

(iii) 2
1 sin
cos
– x dx

x∫
Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶

(sin cos ) sin cosx x dx x dx x dx+ = +∫ ∫ ∫
= – cos sin Cx x+ +

(ii) ÇÂ¼æ¶
2(cosec (cosec + cot ) cosec cosec cotx x x dx x dx x x dx= +∫ ∫ ∫

= – cot cosec Cx – x +

(iii) ÇÂ¼æ¶

2 2 2
1 sin 1 sin

cos cos cos
– x xdx dx – dx

x x x
=∫ ∫ ∫

= 2sec tan secx dx – x x dx∫ ∫
= tan sec Cx – x +

À°çÅÔðä D.  f (x) = 4x3 – 6 éÅñ êÌíÅÇôå ëñé f çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F êåÅ Õð¯ ÇÂ¼æ¶
F(0) = 3 ÔËÍ

Ô¼ñ : f (x) çÅ ÇÂ¼Õ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò x4 – 6x ÔËÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ 4( 6 )d x – x
dx

 = 4x3 – 6,  ÇÂÃ ñÂÆ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F,

                                F(x) =x4 – 6x + C, éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ C ÁÚñ ÔËÍ
Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ F(0) = 3
ÇÂÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË 3 = 0 – 6 × 0 + C
Ü» C = 3
ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F (x) = x4 – 6x + 3 éÅñ êÌíÅÇôå ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä ëñé ÔËÍ

Çà¼êäÆ :
(i) ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ Üç¯º ÇÕ  f  çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F  ÔË å» F + C, ÇÜ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÁÚñ ÔË, òÆ

f  çÅ ÇÂ¼Õ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Üç¯º ÇÕ ÁÃÆº ëñé f  çÅ ÁËºàÆ ÇÂ¼Õ âËðÆò¶Çàò F êåÅ
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ÔË å» ÁÃÆº F Çò¼Ú Õ¯ÂÆ òÆ ÁÚñ Ü¯ó Õ¶ f  ç¶ Áé§å ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÜÔé»
F (x)  + C, C ∈ R ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇòÔÅðÕ òðå¯º Çò¼Ú, ÁÅî å½ð  å¶
ÇÂ¼Õ Ô¯ð ôðå ù Ã¿å°ôà ÕðéÅ ÷ðÈðÆ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜÃ å¯º C çÅ ÇÂ¼Õ ÖÅÃ î¹¼ñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶
ÇÜÃç¶ éåÆÜ¶ òÜ¯º Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé çÅ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(ii) Õç¶&Õç¶ F ù ÁèÅðÆ ëñé» ÇÜò¶º ÇÕ ìÔ¹êç, ñØÈ×äÕ, Úñ ØÅå ëñé, ÇåÕ¯äÇîåÆ Áå¶

À°ñà ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé» ÁÅÇç ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°äÅ Ã¿íò éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔËÍ  ÇÂÃ  ñÂÆ ( )f x dx∫
êåÅ ÕðéÅ Á½ÖÅ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ À°çÅÔðé : ÇéðÆÖä ÇòèÆ éÅñ 

2– xe dx∫  ù êåÅ ÕðéÅ Ã¿íò
éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇéðÆÖä éÅñ ÁÃÆº À°Ã ëñé çÅ êåÅ éÔÆº Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÜÃ çÅ âËðÆò¶Çàò

2– xe  ÔËÍ
(iii) Üç¯º ÇÕ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ Úñ x, ç¶ ÇÂñÅòÅ Ô¯ð Õ¯ÂÆ ÔË å» ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ÃÈåð çÅ À°Ã ÇÔÃÅì

éÅñ éòÆéÆÕðé Õð ÇñÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ À°çÅÔðé :
4 1

4 51C C
4 1 5
yy dy y

+

= + = +
+∫

7.2.3 ÇâëðËéÃ¶ôé Áå¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ å°ñéÅ (Comparision between differentiation
and integration)

1. ç¯ò¶º ëñé» å¶ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ
2. ç¯ò¶º ðËÇÖÕåÅ ×¹ä ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ôé ÁðæÅå

(i) [ ]1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )d d dk f x k f x k f x k f x
dx dx dx

+ = +

(ii) [ ]1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )k f x k f x dx k f x dx k f x dx+ = +∫ ∫ ∫
ÇÂ¼æ¶  k1, k2 ÁÚñ ÔéÍ

3. ÁÃÆº êÇÔñ» å¯º ÔÆ ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÃÅð¶ ëñé ÇâëðËôÆÂ¶ìñ éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔËÍ áÆÕ ÇÂÃ åð·» ÃÅð¶
ëñé ÇÂéÇà×ð¶ìñ òÆ éÔÆº Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÁÃÆº éÅé ÇâëðËôÆÂ¶ìñ Áå¶ éÅé ÇÂéÇà×ð¶ìñ ëñé»
ç¶ Çòô¶ çÅ À°µÚ ÜîÅå» Çò¼Ú ÁÇèÁËé Õð»×¶Í

4. Üç¯º ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ âËðÆò¶Çàò çÆ Ô¯ºç ÔË å» À°Ô Çòñ¼Öä Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ ÇÂéÇà×ðñ ç¶
éÅñ ÇÂÃ åð·» éÔÆº ÔËÍ Çëð òÆ À°Ô ÇÕÃ¶ Ü¯óé ÁÚñ å¼Õ ÃÆÇîå Çòñ¼Öä Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÁðæÅå
ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ ç¯ ÇÂéÇà×ðñ» Çò¼Ú Ôî¶ôÅ ÇÂ¼Õ ÁÚñ çÅ Á³åð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

5. Üç¯º ÇÕÃ¶ ìÔ¹êç ëñé P çÅ ÇâëðËéÃ¶ôé ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË å» éåÆÜ¶ òÜ¯º ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ìÔ¹êç
ÇîñçÅ ÔË ÇÜÃçÆ ØÅå ìÔ¹êç P çÆ ØÅå å¯º ÇÂ¼Õ Ø¼à Ô¯ Ü»çÆ ÔËÍ Üç¯º ÇÕÃ¶ ìÔ¹êç ëñé P çÅ
ÇÂéÇà×ðñ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË å» éåÆÜ¶ òÜ¯º ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ìÔ¹êç êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜÃ çÆ ØÅå
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ìÔ¹êç P çÆ ØÅå å¯º ÇÂ¼Õ ò¼è Ô¹¿çÆ ÔËÍ
6. ÁÃÆº âËðÆòËÇàò çÆ ÚðÚÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ Õðç¶ Ô» êð ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÚðÚÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ Õç¶

éÔÆº Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÁÃÆº Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé ç¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÚðÚÅ À°Ã Á³åðÅñ å¶ Õðç¶ Ô» ÇÜÃ å¶
ÇÂéÇà×ðñ êÇðíÅÇôå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜò¶º ÇÕ ÁÃÆº íÅ× G.G Çò¼Ú ÚðÚÅ Õð»×¶Í

7. ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ âËðÆò¶Çàò çÅ Ç÷ÁÅÇîåÕ Áðæ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜò¶º ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð ç¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çì³çÈ
å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅä, À°Ã Çì³çÈ å¶ ëñé ç¶ âËðÆòËÇàò ç¶ î¹¼ñ ç¶ ìÅðìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·»
Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé çÅ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ, ÇÜÁÅÇîåÕ å½ð å¶ òÕð» ç¶ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ
ÔË ÇÜÔé» Çò¼Ú òÕð», Úñ ù çðÃÅÀ°ä òÅñ¶ è¹ð¶ ç¶, ¦ì ð¶ÖÅò» ç¶ éÅñ Õ¼àä òÅñ¶ Çì³çÈÁ» å¶,
çÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅò» Ãî»åð Ô¯äÍ

8. Õ¼¹Þ í½ÇåÕ êÇðîÅä» ù êåÅ Õðé Çò¼Ú âËðÆòËÇàò çÆ òðåº̄ Ô¿¹çÆ ÔË À°çÅÔðé : ÇÕÃ¶ Õä ç¹ÁÅðÅ
ÇÕÃ¶ òÆ Ãî¶º  t Çò¼Ú åËÁ ÕÆåÆ ×ÂÆ çÈðÆ Üçº̄ êåÅ Ô¯ò¶ å» Çç¼å¶ ×Â¶ Ãî¶º ìÅÁç ò¶× êåÅ Õðé
Çò¼Ú âËðÆò¶Çàò ÃÔÅÇÂÕ Ô¹¿çÅ ÔËÍ À°Ã¶ åð·» ÇÕÃ¶ Ãî¶º  t å¶ Üçº̄ ò¶× êåÅ ÔË å» Çç¼å¶ ×Â¶ Ãî¶º Çò¼Ú
åËÁ çÈðÆ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ çÆ òðå¯º Ô¹¿çÆ ÔËÍ

9. âËðÆò¶Çàò ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» çÆ ÇÕÇðÁÅ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú ÃÆîÅ çÅ íÅò Ü¹ÇóÁÅ ÔË áÆÕ À°Ã¶ åð·» çÅ
íÅò ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú òÆ Ü¹ÇóÁÅ ÔË ÇÜÃ ç¶ ìÅð¶ ÁÃÆº íÅ× G.G Çò¼Ú ÁÇèÁËé Õð»×¶Í

10. âËðÆòËÇàò Áå¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆÁ» ÇÕÇðÁÅò» ÇÂ¼Õ çÈÃð¶ ç¶ À°ñà Ôé ÇÜò¶º ÇÕ À°êíÅ× G. B.
B (i) Çò¼Ú ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÜÅ Ú¹¼ÕÆ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ G.A
Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò (ÇÂéÇà×ðñ) ÇéðÆÖä ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ êåÅ Õð¯Í

1. sin 2x 2. cos 3x 3. e2x

4. (ax + b)2 5. sin 2x – 4 e3x

Ô¶á» ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð¯Í

6. 3(4 + 1) xe dx∫ 7. 2
2

1(1 – )x dx
x∫ 8. 2( )ax bx c dx+ +∫

9. 2(2 )xx e dx+∫ 10.
21x – dx

x
 
 
 ∫ 11.

3 2

2
5 4x x – dx
x

+
∫

12.
3 3 4x x dx

x
+ +

∫ 13.
3 2 1

1
x x x – dx

x –
− +

∫ 14. (1 )– x x dx∫

15. 2( 3 2 3)x x x dx+ +∫ 16. (2 3cos )xx – x e dx+∫
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17. 2(2 3sin 5 )x – x x dx+∫ 18. sec (sec tan )x x x dx+∫

19.
2

2
sec

cosec
x dx
x∫ 20. 2

2 – 3sin
cos

x
x∫ dx

êÌôé BA Áå¶ BB Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÅ Ú¯ä Õð¯ :

21.
1x
x

 + 
 

 çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò ÔËÍ

(A)
1 1
3 21 2 C

3
x x+ + (B)

2
232 1 C

3 2
x x+ +

(C)
3 1
2 22 2 C

3
x x+ + (D)

3 1
2 23 1 C

2 2
x x+ +

22. Üç¯º ÇÕ 3
4

3( ) 4d f x x
dx x

= −  ÇÜÃ Çò¼Ú  f (2) = 0 å»  f (x) ÔË :

(A) 4
3

1 129
8

x
x

+ − (B) 3
4

1 129
8

x
x

+ +

(C) 4
3

1 129
8

x
x

+ + (D) 3
4

1 129
8

x
x

+ −

7.3  ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆÁ» ÇòèÆÁ»  (Methods of Integration)
ÇêÛñ¶ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ ÇÂéÇà×ðñ» çÆ ÚðÚÅ ÕÆåÆ, Ü¯ Õ¼°Þ ëñé» ç¶ âËðÆò¶Çàò éÅñ
ÃðñåÅêÈðòÕ êÌÅêå ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÃéÍ ÇÂÔ ÇéðÆÖä å¶ ÁèÅÇðå ÇòèÆ ÃÆ, ÇÂÃ Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» ç¶
ëñé F çÆ Ö¯Ü ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò f  ÔË ÇÂÃ å¯º  f  çÅ ÇÂéÇà×ðñ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ êð
ÇéðÆÖä å¶ ÁèÅÇðå ÇÂÔ ÇòèÆ ìÔ¹å ëñé» çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ìÔ¹å ÃÔÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ»
ù êÌîÅäÕ ðÈê Çò¼Ú åìçÆñ Õðç¶ Ô¯Â¶ À°Ôé» êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÃÅù Ô¯ð ÇòèÆÁ» ÇòÕÇÃå Õðé çÆ
÷ðÈðå ÔËÍ ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º î¹¼Ö ÇòèÆÁ» Ô¶á ÇñÖ¶ å¶ ÁÅèÅÇðå ÔéÍ

1. êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé
2. ÁêÈðé Çí¿é» Çò¼Ú å¯ó ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé
3. Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé

7.3.1 êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration by substitution)
ÇÂÃ À°êíÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í Á÷Åç Úñ x ù t

Çò¼Ú ìçñä ñÂÆ x = g (t) êÌåÆÃæÅêé Õðç¶ Ô¯Â¶ Çç¼å¶ ×Â¶ ÇÂéÇà×ðñ ( )f x dx∫  Ô¯ð ðÈê Çò¼Ú
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ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

I = ( )f x dx∫  å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¹ä x = g(t) êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ 
dx
dt

 = g′(t)

ÁÃÆº dx = g′(t) dt ÇñÖç¶ Ô»

ÇÂÃ åð·» I = ( ) { ( )} ( )f x dx f g t g t dt= ′∫ ∫
êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ñÂÆ ÇÂÔ Úñ ìçñä çÅ ÃÈåð ÃÅâ¶ Õ¯ñ À°êñìè Á½÷Åð» Çò¼Ú¯º
ÇÂ¼Õ îÔ¼åòêÈðé Á½÷Åð ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Á³çÅ÷Å ñ×ÅÀ°äÅ Ôî¶ôÅ îÔ¼åòêÈðé ÔË ÇÕ ÃÔÆ êÌåÆÃæÅêé ÕÆ
Ô¯ò¶×Å? ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé ç¶ ñÂÆ êÌåÆÃæÅêé Õðç¶ Ô» ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò ÇÂéÇà×ðËºâ
Çò¼Ú Ô¯ò¶, ÇÜò¶ºÇÕ Ô¶á» ÇñÖÆÁ» À°çÅÔðé» éÅñ Ãêôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä E. Ô¶á» ÇñÖ¶ ëñé» çÅ x ç¶ ìÅìå Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

(i) sin mx (ii) 2x sin (x2 + 1) (iii)
4 2tan secx x

x

(iv)
1

2
sin (tan )

1

– x
x+

Ô¼ñ :
(i) ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ mx çÅ âËðÆò¶Çàò m ÔËÍ Á³å mx = t êÌåÆÃæÅêé Õðç¶ Ô», å» ÇÕ

mdx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 
1sin sinmx dx t dt
m

=∫ ∫  =  – 1
m

cos t + C  = – 
1
m

cos mx + C

(ii) x2 + 1 çÅ âËðÆò¶Çàò 2x ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº x2 + 1 = t ç¶ êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô» å»
ÇÕ 2x dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 22 sin ( 1) sinx x dx t dt+ =∫ ∫  =  – cos t + C  = – cos (x2 + 1) + C

(iii) x çÅ âËðÆò¶Çàò 
1
21 1

2 2

–
x

x
=  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº

1 
2

x t dx dt
x

= =oQs  izfrLFkkiu dk mi;kxs  djr s gSa rkfd ÇÜÃ éÅñ¶  dx = 2t

dt êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ç¶ êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô» å» ÇÕ
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ÇÂÃ ñÂÆ  
4 2 4 2tan sec tan sec 2x x t t t dtdx

tx
=∫ ∫  = 4 22 tan sect t dt∫

Çëð å¯º ÁÃÆº çÈÃðÅ êÌåÆÃæÅêé tan t = u Õðç¶ Ô» å»ÇÕ sec2 t dt = du

ÇÂÃ ñÂÆ 4 2 42 tan sec 2t t dt u du=∫ ∫  = 
5

2 C
5

u
+

= 52 tan C
5

t +  (ÇÕÀ°ºÇÕ u = tan t)

= 52 tan C ( )
5

x t x+ =D;ksafd

ÇºÂÃ ñÂÆ 
4 2

5tan sec 2 tan C
5

x x dx x
x

= +∫

çÈÜÅ ìçñ tan x t= êÌåÆÃæÅêé Õð¯

(iv) 1tan – x  çÅ âËðÆò¶Çàò 2
1

1 x+ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº tan–1 x = t êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô»

å» ÇÕ 21
dx

x+  = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 
1

2
sin (tan ) sin

1

– x dx t dt
x

=
+∫ ∫  = – cos t + C = – cos (tan –1x) + C

Ô¹ä ÁÃÆº Õ¼°Þ îÔ¼åòêÈðé ÇÂéÇà×ðñ» ÇÜÔé» Çò¼Ú ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé» Áå¶ À°Ãç¶ êÌîÅÇäå
ÇÂéÇà×ðñ» çÆ òðå¯º êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ Çò¼Ú ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔË, å¶ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í ÇÂÔé»
ù ìÅÁç Çò¼Ú Çìé» ÇÕÃ¶ ÔòÅñ¶ å¯º òðÇåÁÅ ÜÅò¶×ÅÍ

(i) tan log sec Cx dx x= +∫

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
sintan
cos

xx dx dx
x

=∫ ∫
cos x = t, êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å»ÇÕ sin x dx = – dt

Ô¹ä tan log C log cos Cdtx dx – – t – x
t

= = + = +∫ ∫
ÁðæÅå tan log sec Cx dx x= +∫

ÇÕÀ°ºÇÕ
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(ii) cot log sin Cx dx x= +∫

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ 
coscot
sin

xx dx dx
x

=∫ ∫
sin x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å»ÇÕ cos x dx = dt

åç cot dtx dx
t

=∫ ∫
= log Ct +

= log sin Cx +

(iii) sec log sec tan Cx dx x x= + +∫

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ, 
sec (sec tan )sec

sec + tan
x x xx dx dx

x x
+

=∫ ∫
sec x + tan x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯  sec x (tan x + sec x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ sec log + C = log sec tan Cdtx dx t x x
t

= = + +∫ ∫
(iv) cosec log cosec cot Cx dx x – x= +∫

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ, 
cosec (cosec cot )cosec

(cosec cot )
x x xx dx dx

x x
+

=
+∫ ∫

cosec x + cot x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯
å» Ü¯ – cosec x (cot x + cosec x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ cosec – – log | | – log |cosec cot | Cdtx dx t x x
t

= = = + +∫ ∫

= 
2 2cosec cot– log C

cosec cot
x x
x x

−
+

−

=  log cosec cot Cx – x +

À°çÅÔðä F. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð¯ :

(i) 3 2sin cosx x dx∫ (ii)
sin

sin ( )
x dx

x a+∫ (iii)
1

1 tan
dx

x+∫

Ô¼ñ :
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(i) ÇÂ¼æ¶ 3 2 2 2sin cos sin cos (sin )x x dx x x x dx=∫ ∫
 = 2 2(1 – cos ) cos (sin )x x x dx∫

 t = cos x êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ dt = – sin x dx

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2 2 2sin cos (sin ) (1 – )x x x dx – t t dt=∫ ∫

= 
3 5

2 4( – ) C
3 5
t t– t t dt – –

 
= + 

 
∫

= 3 51 1cos cos C
3 5

– x x+ +

(ii) x + a = t êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 
sin sin ( )

sin ( ) sin
x t – adx dt

x a t
=

+∫ ∫

= 
sin cos cos sin

sin
t a – t a dt

t∫

= cos – sin cota dt a t dt∫ ∫
= 1(cos ) (sin ) log sin Ca t – a t + 

= 1(cos ) ( ) (sin ) log sin ( ) Ca x a – a x a + + + 

= 1cos cos (sin ) log sin ( ) C sinx a a a – a x a – a+ +

ÇÂÃ ñÂÆ
sin

sin ( )
x dx

x a+∫  = x cos a – sin a log |sin (x + a)| + C

ÇÂ¼æ¶ C = – C1 sin a + a cos a, ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔËÍ

(iii)
cos

1 tan cos sin
dx x dx

x x x
=

+ +∫ ∫

= 
1 (cos + sin + cos – sin )
2 cos sin

x x x x dx
x x+∫

= 
1 1 cos – sin
2 2 cos sin

x xdx dx
x x

+
+∫ ∫
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= 
1C 1 cos sin

2 2 2 cos sin
x x – x dx

x x
+ +

+∫ ... (1)

Ô¹ä cos sinI
cos sin

x – x dx
x x

=
+∫  å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

   Ô¹ä cos x + sin x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ (–sin x + cos x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 2I log Cdt t
t

= = +∫ = 2log cos sin Cx x+ +

I ù (1) Çò¼Ú ð¼Öä å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»

1 2C C1+ + log cos sin
1 tan 2 2 2 2

dx x x x
x

= + +
+∫

 = 1 2C C1+ log cos sin
2 2 2 2
x x x+ + +

 = 1 2C C1+ log cos sin C C
2 2 2 2
x x x , + + = + 

 

ÁÇíÁÅÃ G.B
1 å¯º 37 å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1. 2
2

1
x
x+ 2. ( )2log x

x
3.

1
logx x x+

4. sin sin (cos )x x 5. sin ( ) cos ( )ax b ax b+ +

6. ax b+ 7. 2x x + 8. 21 2x x+

9. 2(4 2) 1x x x+ + + 10.
1

x – x 11.
4

x
x +

, x > 0

12.
1

3 53( 1)x – x 13.
2

3 3(2 3 )
x

x+ 14. 1
(log )mx x

, x > 0, m ≠ 1

15. 29 4
x

– x 16. 2 3xe + 17. 2x

x
e

18.
1

21

–tan xe
x+

19.
2

2
1
1

x

x
e –
e + 20.

2 2

2 2

x – x

x – x
e – e
e e+
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21. tan2 (2x – 3) 22. sec2 (7 – 4x) 23.
1

2

sin

1

– x

– x

24.
2cos 3sin
6cos 4sin

x – x
x x+

25. 2 2
1

cos (1 tan )x – x
26.

cos x
x

27. sin 2 cos 2x x 28.
cos

1 sin
x

x+
29. cot x log sin x

30.
sin

1 cos
x

x+
31.

( )2
sin

1 cos
x

x+
32.

1
1 cot x+

33.
1

1 tan– x
34.

tan
sin cos

x
x x

35.
( )21 log x

x
+

36. ( )2( 1) logx x x
x

+ +
37.

( )3 1 4sin tan

1

–x x

x8+
êÌôé CH Áå¶ CI Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯ :

38.
109

10
10 10 log

10
+

+∫
x

e
x

x dx
x

 ìðÅìð ÔË :

(A) 10x – x10 + C (B) 10x + x10 + C
(C) (10x – x10)–1 + C (D) log (10x + x10) + C

39. 2 2sin cos
dx
x x∫ cjkcj g%S

(A) tan x + cot x + C (B) tan x – cot x + C
(C) tan x cot x + C (D) tan x – cot 2x + C

7.3.2  ÇåÕ¯äÇîåÆ ååÃîÕ» çÆ òðå¯º éÅñ ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration using
trigonometric identities)
Üç¯º ÇÂéÇà×ðËºâ Çò¼Ú Õ°Þ ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé Ü¹ó¶ Ô¹¿ç¶ Ôé, å» ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ
Õ¼°Þ ååÃîÕ» çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô» ÇÜò¶ºÇÕ Ô¶á ÇñÖÆÁ» À°çÔÅðé» éÅñ ÃîÞÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä G. Ô¶á ÇñÖ¶ ù êåÅ Õð¯Í

(i) 2cos x dx∫ (ii) sin 2 cos 3x x dx∫ (iii) 3sin x dx∫
Ô¼ñ :

ìðÅìð ÔË :
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(i) ååÃîÕ cos 2x = 2 cos2 x – 1 ù ïÅç Õð¯ ÇÜÃ éÅñ

2 1 cos 2cos
2

xx +
=  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ 2 1cos (1 + cos 2 )
2

x dx x dx=∫ ∫ = 
1 1 cos 2
2 2

dx x dx+∫ ∫

 = 
1 sin 2 C

2 4
x x+ +

(ii) ååÃîÕ sin x cos y = 
1
2

[sin (x + y) + sin (x – y)] , ù ïÅç Õð¯  (ÇÕÀ°º)

åç
1sin 2 cos 3 sin 5 sin
2

x xdx x dx – x dx =  ∫ ∫ ∫

= 
1 1 cos 5 cos C
2 5

– x x + +  

= 
1 1cos 5 cos C

10 2
– x x+ +

(iii) ååÃîÕ  sin 3x = 3 sin x – 4 sin3 x å¯º ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
3 3sin sin 3sin

4
x – xx =

ÇÂÃ ñÂÆ 3 3 1sin sin sin 3
4 4

x dx x dx – x dx=∫ ∫ ∫

= 
3 1– cos cos 3 C
4 12

x x+ +

çÈÜÅ ìçñ : 3 2sin sin sinx dx x x dx=∫ ∫  = 2(1 – cos ) sinx x dx∫
cos x = t ð¼Öä å¶ – sin x dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ ( )3 2sin 1x dx – – t dt=∫ ∫  = 
3

2 C
3
t– dt t dt – t+ = + +∫ ∫

= 31cos cos C
3

– x x+ +

Çà¼êäÆ : ÇåÕ¯äÇîåÆ ååÃîÕ» çÆ òðåº̄ Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂÔ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ç¯ò¶º À°µåð Ãîå°¼ñ
ÔéÍ
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ÁÇíÁÅÃ 7-3
1 å¯º BB å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1. sin2 (2x + 5) 2. sin 3x cos 4x 3. cos 2x cos 4x cos 6x
4. sin3 (2x + 1) 5. sin3 x cos3 x 6. sin x sin 2x sin 3x

7. sin 4x sin 8x 8.
1 cos
1 cos

– x
x+ 9.

cos
1 cos

x
x+

10. sin4 x 11. cos4 2x 12.
2sin

1 cos
x
x+

13.
cos 2 cos 2
cos cos

x –
x –

α
α

14.
cos sin
1 sin 2

x – x
x+ 15. tan3 2x sec 2x

16. tan4x 17.
3 3

2 2
sin cos
sin cos

x x
x x
+

18.
2

2
cos 2 2sin

cos
x x

x
+

19. 3
1

sin cosx x 20. ( )2
cos 2

cos sin
x

x x+ 21. sin – 1 (cos x)

22.
1

cos ( ) cos ( )x – a x – b
êÌôé BB Áå¶ BC Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

23.
2 2

2 2
sin cos
sin cos

x x dx
x x
−

∫ cjkcj g%S

(A) tan x + cot x + C (B) tan x + cosec x + C
(C) – tan x + cot x + C (D) tan x + sec x + C

24. 2
(1 )

cos ( )

x

x
e x dx

e x
+

∫ cjkcj g%S

(A) – cot (exx) + C (B) tan (xex) + C
(C) tan (ex) + C (D) cot (ex) + C

7.4  Õ¼°Þ ÖÅÃ ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ (Integrals of Some Particular Functions)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ îÔ¼åòêÈðé ÇÂéÇà×ðñ ÃÈåð» çÅ Ç÷Õð Õð»×¶ Áå¶ ÇÂÔé» çÆ òðå¯º
éÅñ çÈÃð¶ Ã¿ì¿Çèå êÌîÅÇäÕ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð»×¶Í

ìðÅìð ÔË :

ìðÅìð ÔË :
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(1) 2 2
1 log C
2

dx x – a
a x ax – a

= +
+∫ (2) 2 2

1 log
2

dx a x
a a xa – x

+
=

−∫ + C

(3) – 1
2 2

1 tan Cdx x
a ax a

= +
+∫ (4)

2 2
2 2

log Cdx x x – a
x – a

= + +∫

(5)
– 1

2 2
sin Cdx x

aa – x
= +∫ (6)

2 2
2 2

log Cdx x x a
x a

= + + +
+

∫
Ô¹ä ÁÃÆº À°êð¯Õå éåÆÇÜÁ» ù êÌîÅÇäå Õðç¶ Ô»Í

(1) ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ  2 2
1 1

( ) ( )x – a x ax – a
=

+

= 
1 ( ) – ( ) 1 1 1

2 ( ) ( ) 2
x a x – a –

a x – a x a a x – a x a
 +  =   + +  

ÇÂÃ ñÂÆ  2 2
1

2
dx dx dx–

a x – a x ax – a
 

=  + 
∫ ∫ ∫

= [ ]1 log ( )| log ( )| C
2

| x – a – | x a
a

+ +

= 
1 log C

2
x – a

a x a
+

+

(2) À°êð¯Õå (1) ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

2 2
1 1 ( ) ( )

2 ( ) ( )–
a x a x

a a x a xa x
 + + −

=  + − 
 = 

1 1 1
2a a x a x

 + − + 

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2
1

2–
dx dx dx

a a x a xa x
 = + − + ∫ ∫ ∫

= 
1 [ log | | log | |] C

2
a x a x

a
− − + + +

= 
1 log C

2
a x

a a x
+

+
−

AÇà¼êäÆ   (1) Çò¼Ú çÆ òðå¯º ÕÆåÆ ×ÂÆ ÇòèÆ çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ íÅ× G.E Çò¼Ú ÕÆåÆ ÜÅò¶×ÆÍ
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(3) î³é ñÀ° x = a tan θ åç  dx = a sec2 θ dθ

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2 2 2 2 2
θ θ

θ
sec
tan

dx a d
x a a a

=
+ +∫ ∫

= 11 1 1θ θ C tan C– xd
a a a a

= + = +∫
(4) î³é ñÀ°  x = a secθ åç dx = a sec θ tan θ dθ

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2 2 2 2

secθ tan θ θ

sec θ

dx a d

x a a a
=

− −
∫ ∫

= 1secθ θ log secθ + tan θ + Cd =∫

= 
2

12log 1 Cx x –
a a

+ +

= 2 2
1log log Cx x – a a+ − +

= 2 2log + Cx x – a+ , ÇÂ¼æ¶ C = C1 – log |a|

(5) î³é ñÀ° ÇÕ x = a sin θ åç dx = a cos θ dθ

ÇÂÃ ñÂÆ
2 2 2 2 2

θ θ

θ

cos

sin

dx a d

a x a – a
=

−
∫ ∫  = 1θ = θ + C = sin C– xd

a
+∫

(6) î³é ñÀ° ÇÕ  x = a tan θ  åç  dx = a sec2θ dθ

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2 2 2 2 2

θ θ

θ

sec

tan

dx a d

x a a a
=

+ +
∫ ∫

= 1θ θsecθ θ = log (sec tan ) Cd + +∫

= 
2

12log 1 Cx x
a a

+ + +

= 2
1log log Cx x a | a |2+ + − +
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= 2log Cx x a2+ + + , ÇÂ¼æ¶ C = C1 – log |a |

ÇÂÔé» êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» çÆ òðå¯º éÅñ ÃÅù Ô¹ä Õ°Þ Ô¯ð ÃÈåð êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¯ ÇÕ òðå¯º ç¶ ê¼Ö
éÅñ À°êï¯×Æ Ôé Áå¶ çÈÃð¶ ÇÂéÇà×ðñ» çÅ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂÔé» çÆ ÇÃ¼èÆ òðå¯º ÕÆåÆ
ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ

(7) ÇÂéÇà×ðñ 2
dx

ax bx c+ +∫ , êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº

ax2 + bx + c = 
2 2

2
22 4

b c b c ba x x a x –
a a a a a

     + + = + +          
ÇñÖç¶ Ô»Í

Ô¹ä 
2
bx t
a

+ = ð¼Öä å¶ dx = dt Áå¶ 
2

2
24

c b– k
a a

= ±  ÇñÖç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù êåÅ ñ×çÅ ÔË ÇÕ

2

24
c b–
a a

 
 
 

ç¶ ÇÚ¿é· å¶ Çéðíð ðÇÔ³ç¶ Ô¯Â¶ ÇÂÔ ÇÂéÇà×ðñ 2 2
1 dt
a t k±∫  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ

Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ åð·» ÇÂÃ çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

(8) 2

dx

ax bx c+ +
∫ , ç¶ åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ (7) çÆ åð·» Á¼×¶ ò¼èç¶ Ô¯Â¶

êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» çÆ òðå¯º ÕðÕ¶ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

(9) 2
px q dx

ax bx c
+

+ +∫ , ÇÜ¼æ¶  p, q, a, b, c ÁÚñ Ôé, ç¶ åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ

ÁÃÆº ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç¯ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» A Áå¶ B êåÅ Õðç¶ ÔË å»ÇÕ

2+ = A ( ) + B = A (2 ) + Bdpx q ax bx c ax b
dx

+ + +

A Áå¶ B, êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹äÅÕ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öç¶
Ô»Í A Áå¶ B ç¶ êåÅ ñ¼×ä å¶ ÇÂéÇà×ðñ êÇÔñ» ÔÆ êåÅ êÌîÅÇäÕ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ

(10)
2

( )px q dx

ax bx c

+

+ +
∫ , åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº (9) çÆ åð·» Á¼×¶

òè»×¶ Áå¶ ÇÂéÇà×ðñ êÇÔñ» ÔÆ êåÅ êÌîÅÇäÕ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ
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ÁÅÀ°, À°êð¯Õå ÇòèÆÁ» ù Õ°Þ À°çÅÔðé» çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÃîÞç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä H. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í

(i) 2 16
dx

x −∫ (ii)
22

dx

x x−
∫

Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶ 2 2 216 4
dx dx

x x –
=

−∫ ∫  = 4log C
8 4

x –
x

1
+

+
[7.4 (1) éÅñ]

(ii)
( )

2 22 1 1

dx dx
x x – x –

=
−∫ ∫

x – 1 = t ð¼Öä å¶  dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ
2 22 1

dx dt

x x – t
=

−
∫ ∫  = 1sin ( ) C– t + [7.4 (5) éÅñ]

= 1sin ( – 1) C– x +

À°çÅÔðä I. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð¯Í

(i) 2 6 13
dx

x x− +∫ (ii) 23 13 10
dx

x x+ −∫ (iii) 25 2

dx

x x−
∫

Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶ x2 – 6x + 13 = x2 – 6x + 32 – 32 + 13 = (x – 3)2 + 4

ÇÂÃ ñÂÆ 
( )2 2

1
6 13 3 2
dx dx

x x x –2 =
− + +∫ ∫

î³é ñÀ° ÇÕ x – 3 = t rc dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 1
2 2

1 tan C
2 26 13 2

–dx dt t
x x t2 = = +

− + +∫ ∫ [7.4 (3) éÅñ]

= 11 3tan C
2 2

– x –
+

(ii) Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ 7-4(7) ç¶ ðÈê çÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðËºâ ç¶ Ôð ù Ô¶á ÇñÖ¶ åð·»
ÇñÖç¶ Ô»Í

2 2 13 103 13 10 3
3 3
xx x – x – + = + 

 
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= 
2 213 173

6 6
x –

    +         
(êÈðé òð× ìäÅÀ°ä å¶)

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2
1
33 13 10 13 17

6 6

dx dx
x x

x
2 =

+ −    + −   
   

∫ ∫

Ô¹ä
13
6

x t+ =  ð¼Öä å¶ dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 2
2

1
33 13 10 17

6

dx dt
x x

t
2 =

+ −  −  
 

∫ ∫

= 1

17
1 6log C17 173 2

6 6

t –

t
+

× × +
[7.4 (i) å¯º]

= 1

13 17
1 6 6log C13 1717

6 6

x –

x

+
+

+ +
 =  1

1 6 4log C
17 6 30

x
x

−
+

+

= 1
1 3 2 1 1log C log

17 5 17 3
x
x

−
+ +

+

=
1 3 2log C

17 5
x
x

−
+

+ , where C = 1
1 1C log

17 3
+

(iii) ÇÂ¼æ¶ 
2 25 2 5

5

dx dx
xx x x –

2
=

 −
 
 

∫ ∫

= 
2 2

1
5 1 1

5 5

dx

x – –   
   
   

∫  (êÈðé òð× ìäÅÀ°ä ñÂÆ)
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Ô¹ä
1
5

x – t=  ð¼Öä å¶  dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 2
2

1
55 2 1

5

dx dt

x x
t –

2
=

−  
 
 

∫ ∫

=
2

21 1log C
55

t t –  + + 
 

[7.4 (4) éÅñ]

= 21 1 2log C
5 55

xx – x –+ +

À°çÅÔðä A@. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í

(i)
2

2 6 5
x dx

x x2

+
+ +∫ (ii) 2

3

5 4

+

− −
∫

x dx
x x

Ô¼ñ :

(i) ÃÈåð 7-4(9) çÅ çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

x + 2 = ( )2A 2 6 5 Bd x x
dx

+ + +  = A (4 6) Bx + +

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

4A = 1 Áå¶ 6A + B = 2   ÁðæÅå    A = 
1
4

 Áå¶ B = 
1
2

ÇÂÃ ñÂÆ
2 1 4 6 1

4 22 6 5 2 6 5 2 6 5
x x dxdx

x x x x x x2 2 2

+ +
= +

+ + + + + +∫ ∫ ∫

= 1 2
1 1I I
4 2

+    (î³é ñÀ°) ... (1)

I1 Çò¼Ú 2x2 + 6x + 5 = t, ð¼Öä å¶ (4x + 6) dx = dt ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

ÇÂÃ ñÂÆ 1 1I log Cdt t
t

= = +∫ = 2
1log | 2 6 5 | Cx x+ + +        ... (2)
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Áå¶ 2 2
2

1I 522 6 5 3
2

dx dx
x x x x

= =
+ + + +

∫ ∫  = 2 2
1
2 3 1

2 2

dx

x   + +   
   

∫

Ô¹ä 3
2

x t+ = , ð¼Öä å¶ dx = dt, ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

2 2
2

1I
2 1

2

dt

t
=

 +  
 

∫  = 1
2

1 tan 2 C12
2

– t +
×

[7.4 (3) éÅñ]

= 1
2

3tan 2 + C
2

– x + 
 

 = ( )1
2tan 2 3 + C– x + ... (3)

(2) Áå¶ (3) çÆ òðå¯º (1) Çò¼Ú Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

( )2 12 1 1log 2 6 5 tan 2 3 C
4 22 6 5

–x dx x x x
x x2

+
= + + + + +

+ +∫ ,

ÇÜ¼æ¶ 1 2C CC
4 2

= +

(ii) Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ 7-4 (10) çÆ ÇÕÃî çÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÇÂÃ ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» 3x +

23 A (5 4 ) + Bdx – x – x
dx

+ =  = A (– 4 – 2x) + B

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË
– 2A = 1 Áå¶ – 4 A + B = 3,

ÁðæÅå A = 
1
2

–  Áå¶ B = 1

ÇÂÃ ñÂÆ
( )

2 2 2

4 23 1
25 4 5 4 5 4

– – x dxx dxdx –
x x x x x x

+
= +

− − − − − −
∫ ∫ ∫

= 
1
2

–  I1 + I2 ... (1)

I1, Çò¼Ú 5 – 4x – x2 = t, ð¼Öä å¶ (– 4 – 2x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ ( )
1 2

4 2
I

5 4

– x dx dt
tx x

−
= =

− −
∫ ∫  = 12 Ct +
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= 2
12 5 4 C– x – x + ... (2)

Ô¹ä 2 2 2
I

5 4 9 ( 2)

dx dx

x x – x
= =

− − +
∫ ∫  å¶ ÇòÚÅð Õð¯

x + 2 = t ð¼Öä å¶ dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 1
2 22 2

I sin + C
33

–dt t

t
= =

−
∫ [7.4 (5) éÅñ]

= 1
2

2sin C
3

– x +
+ ... (3)

ÃîÆÕðé» (2) Áå¶ (3) ù (1) êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

2 1
2

3 25 – 4 – + sin C
35 4

–x x– x x
– x – x

+ +
= +∫  ÇÜ¼æ¶ 1

2
CC C
2

–=

ÁÇíÁÅÃ G.D
êÌôé A å¯º BC å¼Õ ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1.
2

6
3

1
x

x +
2. 2

1

1 4x+
3. ( )2

1

2 1– x +

4. 2

1

9 25– x
5. 4

3
1 2

x
x+

6.
2

61
x

x−

7. 2

1

1

x –

x –
8.

2

6 6

x

x a+
9.

2

2

sec

tan 4

x

x +

10. 2

1

2 2x x+ +
11. 2

1
9 6 5x x+ +

12. 2

1

7 6– x – x

13. ( )( )
1

1 2x – x – 14. 2

1

8 3x – x+ 15. ( )( )
1

x – a x – b

16. 2

4 1

2 3

x

x x –

+

+ 17. 2

2

1

x

x –

+
18. 2

5 2
1 2 3

x
x x
−

+ +
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19. ( )( )
6 7

5 4
x

x – x –
+

20. 2

2

4

x

x – x

+
21. 2

2

2 3

x

x x

+

+ +

22. 2
3

2 5
x

x – x
+

−
23. 2

5 3

4 10

x

x x

+

+ +

êÌôé BD å¯º BE Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

24.
2 2 2

dx
x x+ +∫ cjkcj gS %

(A) x tan–1 (x + 1) + C (B) tan–1 (x + 1) + C
(C) (x + 1) tan–1x + C (D) tan–1x + C

25.
29 4

dx

x x−
∫ cjkcj gS %

(A) –11 9 8sin C
9 8

x −  + 
 

(B) –11 8 9sin C
2 9

x −  + 
 

(C) –11 9 8sin C
3 8

x −  + 
 

(D)
–11 9 8sin C

2 9
x −  + 

 

7.5  ÁêÈðé Çí¿é» éÅñ ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration by Partial Fractions)

ïÅç Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ êÇðî¶ï ëñé 
P( )
Q( )

x
x , ç¶ ìÔ¹êç» ç¶ Áé°êÅå ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË

ÇÂ¼æ¶ P(x) Áå¶a Q(x), Úñ x Çò¼Ú ìÔ¹êç Ôé Áå¶ Q(x) ≠ 0. ÜçÇÕ P(x) çÆ ØÅå Q(x) çÆ ØÅå
å¯º Ø¼à ÔË, å» êÇðî¶ï ëñé À°ÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË, éÔÆº å» ÁäÀ°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÁäÀ°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé» ù ¦ìÆ ò¿â ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ À°ÇÚå êÇðî¶ï ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú

ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ  ÇÂÃ åð·» Üç¯º ÇÕ 
P( )
Q( )

x
x

 ÁäÀ°ÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÔË, å»

1P ( )P( ) T( )
Q( ) Q( )

xx x
x x

= +  , ÇÂ¼æ¶  T(x)  x Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ìÔ¹êç ÔË Áå¶ 1P ( )
Q( )

x
x

ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé

ÔËÍ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÇÂ¼Õ ìÔ¹êç çÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÕò¶º ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÕÃ¶ òÆ êÇðî¶ï
ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÕÃ¶ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé ç¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ
ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº À°Ôé» êÇðî¶ï ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶, ÇÜÔé» ç¶ Ôð ù ÇÂ¼Õ ØÅåÆ Áå¶
ç¯ ØÅåÆ ×¹äéÖ³â» Çò¼Ú ×¹äéÖ³âÆÕðä ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ Ô¯ò¶Í

 ìðÅìð ÔË :

 ìðÅìð ÔË :
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î³é ñÀ° ÇÕ ÁÃÆº P( )
Q( )

x dx
x∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿çÅ Ô», ÇÂ¼æ¶ P( )

Q( )
x
x

 ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï

ëñé ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÇòèÆ, ÇÜÃ ù ÁêÈðé Çí¿é» Çò¼Ú å¯óé ç¶ é» éÅñ ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË, çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ
Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ ù ÃèÅðé êÇðî¶ï ëñé» ç¶ Ü¯ó ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅäÅ Ã¿íò ÔËÍ ÇÂÃ ç¶
ìÅÁç êÇÔñ» êåÅ ÇòèÆÁ» çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÇÂéÇà×ðñ ÃðñåÅ éÅñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Ô¶á
ÇñÖÆ ÃÅðäÆ G.B çðÃÅÀ°ºçÆ ÔË, ÇÕ ò¼Ö ò¼Ö åð·» ç¶ êÇðî¶ï ëñé» ù ÇÕÃ åð·» Ãðñ ÁêÈðé Çí¿é»
Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÃÅðäÆ G.B
  ñóÆ é§: êÇðî¶ï ëñé çÅ ðÈê ÁêÈðé Çí¿é» çÆ ÇÕÃî»

1.
( – ) ( – )

px q
x a x b

+ , a ≠ b A B
x – a x – b

+

2. 2( – )
px q
x a

+
( )2

A B
x – a x – a

+

3.
2

( – ) ( ) ( )
px qx r

x a x – b x – c
+ + A B C

x – a x – b x – c
+ +

4.
2

2( – ) ( )
px qx r

x a x – b
+ +

2
A B C

( )x – a x – bx – a
+ +

5.
2

2( – ) ( )
px qx r

x a x bx c
+ +

+ + 2
A B + Cx

x – a x bx c
+

+ +
,

ÇÂ¼æ¶ x2 + bx + c çÅ Á¼×¶ ×¹äéÖ³âÆÕðé éÔÆº ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅÍ

À°êð¯Õå ÃÅðäÆ Çò¼Ú A, B Áå¶ C òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Ôé, ÇÜÔé» ù À°µÇÚå ÇòèÆ éÅñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä AA. 
( 1) ( 2)

dx
x x+ +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ: Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÁêÈðé Çí¿é» çÆÁ» ÇÕÃî»
[ÃÅðäÆ 7.2 (i)], çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶, ÁÃÆº

1 A B
( 1) ( 2) 1 2x x x x

= +
+ + + +

, ÇñÖç¶ Ô» a --- (1)
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ÇÂ¼æ¶ A Áå¶ B òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔéÍ ÇÜÔé» ù ÁÃÆº À°µÇÚå ÇòèÆ éÅñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
1 = A (x + 2) + B (x + 1)

ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ
A + B = 0

Áå¶ 2A + B = 1
ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù a  A = 1 Áå¶  B = – 1 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ðËºâ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË  
1

( 1) ( 2)x x+ +
 = 

1 – 1
1 2x x

+
+ +

ÇÂÃ ñÂÆ
( 1) ( 2)

dx
x x+ +∫  = 1 2

dx dx–
x x+ +∫ ∫

= log 1 log 2 Cx x+ − + +  = 
1log C
2

x
x

+
+

+

Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå ÃîÆÕðä (1) ÇÂ¼Õ ååÃîÕ ÔË ÁðæÅå ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ Õæé Ü¯  x ç¶ ÃÅð¶
(ï¯×) î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ Õ°Þ ñ¶ÖÕ Ã¿Õ¶å ≡ çÆ òðå¯º ÇÂÔ çðÃÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Õðç¶ Ô» ÇÕ Çç¼åÅ
Ô¯ÇÂÁÅ Õæé ÇÂ¼Õ ååÃîÕ ÔË Áå¶ Ã¿Õ¶å = çÆ òðåº̄ ÇÂÔ çðÃÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Õðç¶ Ôé ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ
Õæé ÇÂ¼Õ ÃîÆÕðé ÔË ÁðæÅå ÇÂÔ çðÃÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Õæé  x ç¶ ÃÆÇîå î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ
Ã¼Ú ÔËÍ

À°çÅÔðä AB. 
2

2
1

5 6
x dx

x x
+

− +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶ ÇÂéÇà×ðñ 
2

2
1

5 6
x

x – x
+

+
 ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé éÔÆº ÔË ÇÂÃ ñÂÆ  x2 + 1 ù

x2 – 5x + 6 éÅñ ò¿â Õðç¶ Ô» Áå¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
2

2 2
1 5 5 5 51 1

( 2) ( 3)5 6 5 6
x x – x –

x – x –x – x x – x
+

= + = +
+ +

î³é ñÀ° ÇÕ
5 5 A B

( 2) ( 3) 2 3
x –

x – x – x – x –
= +

Üçº̄ ÇÕ 5x – 5 = A (x – 3) + B (x – 2)
ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶  x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË A + B = 5 Áå¶

3A + 2B = 5
ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÁÃÆº
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ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÁÃÆº A = – 5 Áå¶  B = 10 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
1 5 101

2 35 6
x

x – x –x – x
+

= − +
+

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
1 15 10

2 35 6
x dxdx dx dx

x – x –x – x
+

= − +
+∫ ∫ ∫ ∫

= x – 5 log |x – 2 | + 10 log |x – 3| + C

À°çÅÔðä AC.  2
3 2

( 1) ( 3)
x dx

x x
−

+ +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðËºâ ÃÅðäÆ G.B (4) Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÕÃî çÅ ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ ÁÃÆº

2 2
3 2 A B C

1 3( 1) ( 3) ( 1)
x –

x xx x x
= + +

+ ++ + +  ÇñÖç¶ Ô»Í

Üçº̄ ÇÕ 3x – 2 = A (x + 1) (x + 3) + B (x + 3) + C (x + 1)2

= A (x2 + 4x + 3) + B (x + 3) + C (x2 + 2x + 1 )
ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶  x2 ç¶ ×¹ä»Õ, x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñ» Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

A + C = 0, 4A + B + 2C = 3 Áå¶  3A + 3B + C = – 2 ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù

ÇîñçÅ ÔË 11 5 11A B C
4 2 4

– –,= = =vkSj  ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ðËºâ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2
3 2

( 1) ( 3)
x

x x
−

+ +
 = 2

11 5 11
4 ( 1) 4 ( 3)2 ( 1)

– –
x xx+ ++

ÇÂÃ ñÂÆ 2
3 2

( 1) ( 3)
x

x x
−

+ +∫  = 2
11 5 11
4 1 2 4 3( 1)

dx dx dx–
x xx

−
+ ++∫ ∫ ∫

=
11 5 11log +1 log 3 C
4 2 ( +1) 4

x x
x

+ − + +

=
11 +1 5log + C
4 + 3 2 ( + 1)

x
x x

+

À°çÅÔðä AD. 
2

2 2( 1) ( 4)
x dx

x x+ +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Áå¶
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Ô¼ñ :  
2

2 2( 1) ( 4)
x

x x+ +
 ù ñÀ° Áå¶ x2 = y ð¼Ö¯

å»
2

2 2 ( 1) ( 4)( 1) ( 4)
x y

y yx x
=

+ ++ +

( 1) ( 4)
y

y y+ +
 =

A B
1 4y y

+
+ +

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯Í

Üçº̄ ÇÕ y =  A (y + 4) + B (y + 1)
ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶  y ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË A + B = 1 Áå¶

4A + B = 0, ÇÜÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

A =
1 4B
3 3

– =vkjS

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2 2( 1) ( 4)
x

x x+ +
 = 2 2

1 4
3 ( 1) 3 ( 4)

–
x x

+
+ +

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2 2( 1) ( 4)
x dx

x x+ +∫ = 2 2
1 4
3 31 4

dx dx–
x x

+
+ +∫ ∫

= 1 11 4 1tan tan C
3 3 2 2

– – x– x + ⋅ +

= 1 11 2tan tan C
3 3 2

– – x– x + +

À°êð¯Õå À°çÅÔðä Çò¼Ú Õ¶òñ ÁêÈðé Çí¿é» òÅñ¶ ÇÔ¼Ã¶ ñÂÆ êÌåÆÃæÅêé ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË éÅ ÇÕ
ÇÂéÇà×ðñ òÅñ¶ ÇÔ¼Ã¶ ñÂÆÍ Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ À°çÅÔðé çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô» ÇÜÃ Çò¼Ú
ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ñÂÆ êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ Áå¶ ÁêÈðé Çí¿é ÇòèÆ ù Ã¹î¶ñ ðÈê Çò¼Ú òðÇåÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AE.  
( )

2

3 sin 2 cos
5 cos 4 sin

–
d

– –
φ φ

φ
φ φ∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  y = sinφ

åç dy = cosφ dφ

ÇÂÃ ñÂÆ
( )

2

3 sin 2 cos
5 cos 4 sin

–
d

– –
φ φ

φ
φ φ∫ = 2

(3 – 2)
5 (1 ) 4

y dy
– – y – y∫
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= 2
3 2

4 4
y – dy

y – y +∫ = 
( )2
3 2 I

2
y –

y –
=∫           (î³é ñÀ°)

Ô¹ä ÁÃÆº
( )2 2
3 2 A B

2 ( 2)2
y –

y yy –
= +

− −
 ÇñÖç¶ Ô» [ÃÅðäÆ G.B (2) éÅñ]

ÇÂÃ ñÂÆ 3y – 2 = A (y – 2) + B
ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ y ç¶ ×¹ä»Õ Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË A = 3 Áå¶

B – 2A = – 2, ÇÜÃ éÅñ ÁÃÆº A = 3 Áå¶ B = 4 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ ÇÂéÇà×ðñ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2
3 4I [ + ]

2 ( 2)
dy

y – y –
= ∫  = 23 + 4

2 ( 2)
dy dy

y – y –∫ ∫

=
13 log 2 4 C

2
y –

y
 

− + + − 
 = 43 log sin 2 C

2 sin–
φ − + +

φ

=
43 log (2 sin ) + C

2 sin
− φ +

− φ
 (ÇÕÀ°ºÇÕ 2 – sin φ Ôî¶ôÅ èéÅåîÕ ÔË)

À°çÅÔðä AF. 
2

2
1

( 2) ( 1)
x x dx
x x

+ +
+ +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÔËÍ êÇðî¶ï ëñé ù ÁêÈðé Çí¿é» Çò¼Ú
å¯óç¶ Ô» [ÃÅðäÆ 2.2(5)]A

2

2
1

( 1) ( 2)
x x

x x
+ +

+ +
 = 2

A B + C
2 ( 1)

x
x x

+
+ +

ÇÂÃ ñÂÆ x2 + x + 1 = A (x2 + 1) + (Bx + C) (x + 2)
ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶  x2 ç¶ ×¹ä»Õ,  x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

ÇÕ A + B =1, 2B + C = 1 Áå¶ A + 2C = 1 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË 3 2 1A , B , C
5 5 5

= = =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ðËºâ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
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2

2
1

( 1) ( 2)
x x

x x
+ +

+ +
 = 2

2 1
3 5 5

5 ( 2) 1

x

x x

+
+

+ +
 = 2

3 1 2 1
5 ( 2) 5 1

x
x x

+ +  + + 

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
1

( +1) ( 2)
x x dx

x x
+ +

+∫  = 2 2
3 1 2 1 1
5 2 5 51 1

dx x dx dx
x x x

+ +
+ + +∫ ∫ ∫

= 2 13 1 1log 2 log 1 tan C
5 5 5

–x x x+ + + + +

ÁÇíÁÅÃ G.E
A å¯º BA å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú êÇðî¶ï ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1. ( 1) ( 2)
x

x x+ + 2. 2
1

9x – 3.
3 1

( 1) ( 2) ( 3)
x –

x – x – x –

4. ( 1) ( 2) ( 3)
x

x – x – x – 5. 2
2
3 2
x

x x+ +

6.
21

(1 2 )
– x

x – x
7. 2( 1) ( – 1)

x
x x+ 8. 2( 1) ( 2)

x
x – x +

9. 3 2
3 5

1
x

x – x x
+
− +

10. 2
2 3

( 1) (2 3)
x

x – x
−

+ 11. 2
5

( 1) ( 4)
x

x x+ −

12.
3

2
1

1
x x

x
+ +

−
13. 2

2
(1 ) (1 )x x− + 14. 2

3 1
( 2)

x –
x +

15. 4
1

1x −
16.

1
( 1)nx x +

 [Ã¿Õ¶å : Á³ô Áå¶ Ôð ù x n – 1 éÅñ ×¹äÅ Õð¯ Áå¶

xn = t ð¼Ö¯ ]

17.
cos

(1 – sin ) (2 – sin )
x

x x [Ã¿Õ¶å : sin x = t ð¼Ö¯ ]

18.
2 2

2 2
( 1) ( 2)
( 3) ( 4)
x x
x x

+ +
+ +

19. 2 2
2

( 1) ( 3)
x

x x+ +
20. 4

1
( 1)x x –
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21.
1

( 1)xe –
 [Ã¿Õ¶å : ex = t ð¼Ö¯ ]

êÌôé BB Áå¶ BC Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

22.
( 1) ( 2)

x dx
x x− −∫  ìðÅìð ÔË :

(A)
2( 1)log C

2
x
x

−
+

−
(B)

2( 2)log C
1

x
x
−

+
−

(C)
21log C

2
x
x

−  + 
− 

(D) log ( 1) ( 2) Cx x− − +

23. 2( 1)
dx

x x +∫ ìðÅìð ÔË :

(A) 21log log ( +1) + C
2

x x− (B) 21log log ( +1) + C
2

x x+

(C) 21log log ( +1) + C
2

x x− + (D) 21 log log ( +1) + C
2

x x+

7.6  Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration by Parts)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇòèÆ çÆ ÚðÚÅ Õð»×¶ Ü¯ ÇÕ ç¯ ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÅ
ÇÂéÇà×ðñ Õðé Çò¼Ú ìÔ¹å À°êï¯×Æ ÔËÍ

Üç¯º ÇÕ ÇÂ¼Õ Úñ x (î³é ñÀ°) ç¶ u Áå¶ v ç¯ ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ëñé Ôé å» ÇâëðËÃ¶ôé ç¶
×¹äéëñ Çéïî Áé°ÃÅð ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

( )d dv duuv u v
dx dx dx

= +

ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
dv duuv u dx v dx
dx dx

= +∫ ∫

íÅò dv duu dx uv – v dx
dx dx

=∫ ∫ ... (1)

î³é ñÀ° ÇÕ u = f (x) Áå¶ 
dv
dx

= g (x) åç
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du
dx

= f ′ (x) Áå¶ v = ( )g x dx∫
ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä (1) ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

( )  ( )  = ( ) ( ) [ ( ) ( )]f x g x dx f x g x dx – g x dx f x dx′∫ ∫ ∫ ∫
íÅò ( ) ( )  = ( ) ( ) [ ( ) ( ) ]f x g x dx f x g x dx – f x g x dx dx′∫ ∫ ∫ ∫

Ü¶ ÁÃÆº f  ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶ g ù çÈÃðÅ ëñé î¹¼ñ ñÂÆÂ¶ å» ÃÈåð ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ç¯ ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÅ ÇÂéÇà×ðñ = (êÇÔñÅ ëñé) × (çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ) —
[(êÇÔñ» çÅ ÇâëðËéôñ ×¹ä»Õ) × (çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ)] çÅ ÇÂéÇà×ðñ

À°çÅÔðä AG. cosx x dx∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : f (x) = x (êÇÔñÅ ëñé) Áå¶ g (x) = cos x (çÈÜÅ ëñé) ð¼Ö¯ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ
ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

cos cos [ ( ) cos ]dx x dx x x dx – x x dx dx
dx

=∫ ∫ ∫ ∫
= sin sinx x – x dx∫  = x sin x + cos x + C

î³é ñÀ° ÇÕ ÁÃÆº  f (x) = cos x Áå¶ g (x) = x ñËºç¶ Ô»

cos cos [ (cos ) ]dx x dx x x dx – x x dx dx
dx

=∫ ∫ ∫ ∫

=
2 2

(cos ) sin
2 2
x xx x dx+ ∫

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÂéÇà×ðñ cosx x dx∫ , å°ñÅéÅåîÕ ðÈê éÅñ x çÆ Ç÷ÁÅçÅ
ØÅå òÅñ¶ Ç÷ÁÅçÅ Á½Ö¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ êÇÔñ¶ ëñé Áå¶ çÈÜ¶ ëñé çÆ
À°µÇÚå Ú¯ä îÔ¼åòêÈðé ÔËÍ
Çà¼êäÆ

1. ÇÂÔ Ç÷Õðï¯× ÔË, ÇÕ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¯ ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÆÁ» ÃÅðÆÁ» ÃÇæåÆÁ»
Çò¼Ú À°êï¯×Æ éÔÆº ÔË, À°çÅÔðä» sinx x dx∫  çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÇÂÔ ÇòèÆ Õ¿î éÔÆº ÁÅÀ°ºçÆ

ÔËÍ ÇÂÃ çÅ ÕÅðé ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò x  sin x ÔËÍ
2. ÇèÁÅé Ççú ÇÕ çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðç¶ Ãî¶º ÁÃÆº Õ¯ÂÆ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ
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éÔÆº Ü¯ÇóÁÅ ÃÆÍ Ü¶ ÁÃÆº çÈÜ¶ ëñé cos x Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ ù sin x + k, ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖç¶,
ÇÜ¼æ¶ k Õ¯ÂÆ ÁÚñ ÔË, åç ÇÂÔ çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ çÆ òðå¯º
Çò¼Ú ÁÅÖðÆ À°µåð êåÅ Õðé ñÂÆ çÈÜ¶ ëñé ç¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú ÁÚñ Ü¯óéÅ ×Ëð-÷ðÈðÆ ÔËÍ

cos (sin ) (sin )x x dx x x k x k dx= + − +∫ ∫
= (sin ) sinx x k x dx k dx+ − −∫ ∫
= (sin ) + cos Cx x k x – kx+ +  = sin cos Cx x x+ +

3. ÁÅî å½ð å¶ Üç¯º Õ¯ÂÆ ëñé x çÆ ØÅå ÔË Ü» x çÅ ìÔ¹êåç ÔË å» ÁÃÆº ÇÂÃ ù êÇÔñ¶ ëñé ç¶
ðÈê Çò¼Ú ñËºç¶ Ô»Í Çëð òÆ, ÇÂÃ åð·» çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú, ÇÜ¼æ¶ çÈÃðÅ ëñé À°ñà ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé
Ü» ñØÈ×äÕ ëñé Ô¯ò¶, å» ÁÃÆº À°Ã ù êÇÔñ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñËºç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä AH.  log x dx∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ô¹ðÈ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÅ Á³çÅ÷Å ñ×ÅÀ°ä Çò¼Ú Áï¯× Ô», ÇÜÃçÅ
âËðÆò¶Çàò log x ÔËÍ ÁÃÆº log x ù êÇÔñ» Áå¶ ÁÚñ ëñé 1 ù çÈÜÅ ëñé ñËºç¶ Ô»Í çÈÃð¶ ëñé çÅ
ÇÂéÇà×ðñ x ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ (log 1)x dx⋅∫  = log 1 [ (log ) 1 ]dx dx x dx dx
dx

−∫ ∫ ∫

=
1log . – log Cx x x dx x x – x
x

= +∫
À°çÅÔðä AI.  xx e dx∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  x ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶ ex ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñÀ°Í
çÈÃð¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ = ex

ÇÂÃ ñÂÆ 1x x xx e dx x e . e dx= −∫ ∫  = xex – ex + C

À°çÅÔðä B@.  
1

2

sin

1

–x x dx
x−

∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° êÇÔñÅ ëñé = sin – 1x,  Áå¶ çÈÜÅ ëñé  = 
21

x

x−

Ô¹ä ÁÃÆº çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðç¶ Ô» ÁðæÅå  
21

x dx

x−
∫  êåÅ Õðç¶ Ô»Í
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t  = 1 – x2  ð¼Ö¯ åç
Ô¹ä dt = – 2x dx

ÇÂÃ ñÂÆ 21

x dx

x−
∫  =

1
2

dt–
t∫  = 2– 1t x= − −

ÇÂÃ ñÂÆ
1

2

sin

1

–x x dx
x−

∫  = ( )1 2 2
2

1sin 1 ( 1 )
1

– x – x – x dx
x

− − −
−

∫

= 2 11 sin C– x x x−− + +  = 2 11 sin Cx – x x−− +

ÇòÕñê sin–1 x  = θ êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ Áå¶ åç Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶
òÆ ÇÂÃ ÇÂéÇà×ðñ ù Ô¼ñ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä BA.  sinxe x dx∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ex ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶  sin x ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñò¯Í åç Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ
ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I = sin ( cos ) cosx x xe x dx e – x e x dx= +∫ ∫
= – ex cos x + I1 (î³é ñÀ°) ... (1)

I1 Çò¼Ú ex
  Áå¶ cos x ù ´îòÅð êÇÔñÅ Áå¶ çÈÜÅ ëñé î³éç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I1= sin sinx xe x – e x dx∫
I1 çÅ î¹¼ñ (1) Çò¼Ú ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

I = cos sin Ix x– e x e x –+ Áå¶ 2I = ex (sin x – cos x)

ÇÂÃ ñÂÆ  I = sin (sin cos ) + C
2

x
x ee x dx x – x=∫

ÇòÕñê : sin x ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶ ex ù çÈÜÅ ëñé ñËä å¶ òÆ À°êð¯Õå ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ
ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

7.6.1  [ ( ) + ( )]xe f x f x dx′∫  åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ  I = [ ( ) + ( )]xe f x f x dx′∫  = ( ) + ( )x xe f x dx e f x dx′∫ ∫
= 1 1I ( ) , I = ( )x xe f x dx e f x dx′+ ∫ ∫tgk¡ ... (1)

I1 Çò¼Ú f (x) Áå¶  ex ù ́ îòÅð êÇÔñÅ Áå¶ çÈÜÅ ëñé ñËºç¶ Ô¯Â¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ
ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ I1 = f (x) ex – ( ) Cxf x e dx′ +∫
I1 ù (1) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»Í

ÇÜ¼æ¶



346        ×Çäå

I = ( ) ( ) ( ) Cx x xe f x f x e dx e f x dx− + +′ ′∫ ∫  = ex f (x) + C

ÇÂÃ ñÂÆ ( )( ) ( )xe f x f x dx+ ′∫    = ( ) Cxe f x +

À°çÅÔðä BB.   êåÅ Õð¯Í

(i) 1
2

1(tan )
1

x –e x dx
x

+
+∫ (ii)

2

2
( +1)

( +1)

xx e
x∫ dx

Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶ I = 1
2

1(tan )
1

x –e x dx
x

+
+∫

Ô¹ä f (x) = tan– 1x, ñÀ°, åç  f ′(x) = 2
1

1 x+
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðËºâ  ex [ f (x) + f ′(x)] ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ I = 1
2

1(tan )
1

x –e x dx
x

+
+∫  = ex tan– 1x + C

(ii) Çç¼åÅ ÔË I =
2

2
( +1)

( +1)

xx e
x∫ dx

2

2
1 +1+1)[ ]

( +1)
x x –e dx

x
= ∫

=
2

2 2
1 2

[ ]
( +1) ( +1)

x x –e dx
x x

+∫  2
1 2[ + ]

+1 ( +1)
x x –e dx

x x
= ∫

î³é ñÀ° ÇÕ 
1( )
1

xf x
x

−
=

+
 Ô¹ä 2

2( )
( 1)

f x
x

′ =
+

ÇÂÃ ñÂÆ, Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ex [f (x) + f ′(x)] ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
1

( 1)
xx e dx

x
+

+∫ = 
1 C
1

xx e
x

−
+

+

ÁÇíÁÅÃ G.F
A å¯º BB å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

1. x sin x 2. x sin 3x 3. x2 ex 4. x log x
5. x log2 x 6. x2 log x 7. x sin– 1x 8. x tan–1 x

9. x cos–1 x 10. (sin–1x)2 11.
1

2

cos

1

x x

x

−

−
12. x sec2 x

13. tan–1x 14. x (log x)2 15. (x2 + 1) log x
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16. ex (sinx + cosx) 17. 2(1 )

xx e
x+ 18.

1 sin
1 cos

x xe
x

 +
 + 

19. 2
1 1–xe
x x

 
 
 

20. 3
( 3)
( 1)

xx e
x
−
− 21. e2x sin x

22.
1

2
2sin

1
– x

x
 
 + 

êÌôé BC Áå¶ BD Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
23.

32 xx e dx∫  ìðÅìð ÔË :

(A)
31 C

3
xe + (B)

21 C
3

xe +

(C)
31 C

2
xe + (D)

21 C
2

xe +

24. sec (1 tan )xe x x dx+∫   ìðÅìð ÔË :
(A) ex cos x + C (B) ex sec x + C
(C) ex sin x + C (D) ex tan x + C

7.6.2 ÇÂéÇà×ðñ çÆÁ» Õ°¼Þ Ô¯ð ÇÕÃî» (Integrals of some more types)
 ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ å¶ ÁèÅÇðå Õ¼°Þ åð·» ÖÅÃ åð·» ç¶ êÌîÅÇäÕ ÇÂéÇà×ðñ» çÆ
ÚðÚÅ Õð»×¶Í ÇÜò¶º ÇÕ

(i) 2 2x a dx−∫ (ii) 2 2x a dx+∫ (iii) 2 2a x dx−∫
(i)  î³é ñÀ° ÇÕ 2 2I x a dx= −∫

 ÁÚñ ëñé 1 ù çÈÜÅ ëñé î³éç¶ Ô¯Â¶ Áå¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ

I = 2 2
2 2

1 2
2

xx x a x dx
x a

− −
−

∫

=
2

2 2
2 2

xx x a dx
x a

− −
−

∫  = 
2 2 2

2 2
2 2

x a ax x a dx
x a

− +
− −

−
∫

= 2 2 2 2 2
2 2

dxx x a x a dx a
x a

− − − −
−

∫ ∫

= 2 2 2
2 2

I dxx x a a
x a

− − −
−

∫
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 ÁðæÅå 2I = 2 2 2
2 2

dxx x a a
x a

− −
−

∫

 ÁðæÅå I =
2

2 2 2 2 2 2log C
2 2
x ax – a dx x – a – x x – a= + +∫

ÇÂÃ¶ åð·» çÈÃð¶ ç¯ ÇÂéÇà×ðñ» Çò¼Ú ÁÚñ ëñé 1  ù çÈÜÅ ëñé ñË Õ¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé
ÇòèÆ éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

(ii)
2

2 2 2 2 2 21 log C
2 2

ax a dx x x a x x a+ = + + + + +∫

(iii)
2

2 2 2 2 11 sin C
2 2

–a xa x dx x a x
a

− = − + +∫
 ÇòÕñê : ÇÂéÇà×ðñ (i), (ii)  Áå¶ (iii)  Çò¼Ú ́ îòÅð : x = a secθ, x = a tanθ  ìðÅìð
Áå¶ x = a sinθ,  êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ òÆ ÇÂÔé» ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BC.  2 2 5x x dx+ +∫   êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ 2 22 5 ( 1) 4x x dx x dx+ + = + +∫ ∫
Ô¹ä x + 1 = y ð¼Öä å¶ dx = dy, åç

2 2 5x x dx+ +∫  = 2 22y dy+∫

= 2 21 44 log 4 C
2 2

y y y y+ + + + +   [7.6.2 (ii) çÆ òðåº̄ éÅñ]

= 2 21 ( 1) 2 5 2 log 1 2 5 C
2

x x x x x x+ + + + + + + + +

À°çÅÔðä BD.  23 2x x dx− −∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ 2 23 2 4 ( 1)x x dx x dx− − = − +∫ ∫
Ô¹ä x + 1 = y ð¼Öä å¶ dx = dy, åç

ÇÂÃ åð·» 23 2x x dx− −∫ = 24 y dy−∫
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= 2 11 44 sin C
2 2 2

– yy y− + +  [7.6.2 (iii) ç¶ çÆ òðåº̄ éÅñ]

=
2 11 1( 1) 3 2 2 sin C

2 2
– xx x x + + − − + + 

 

ÁÇíÁÅÃ G.G
A å¯º I å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

1. 24 x− 2. 21 4x− 3. 2 4 6x x+ +

4. 2 4 1x x+ + 5. 21 4x x− − 6. 2 4 5x x+ −

7. 21 3x x+ − 8. 2 3x x+ 9.
2

1
9
x

+

êÌôé A@ Áå¶ AA Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

10. 21 x dx+∫  ìðÅìð ÔË :

(A) ( )2 211 log 1 C
2 2
x x x x+ + + + + (B)  

3
2 22 (1 ) C

3
x+ +

(C)
3

2 22 (1 ) C
3

x x+ + (D)
2

2 2 211 log 1 C
2 2
x x x x x+ + + + +

11. 2 8 7x x dx− +∫  ìðÅìð ÔË :

(A) 2 21 ( 4) 8 7 9log 4 8 7 C
2

x x x x x x− − + + − + − + +

(B) 2 21 ( 4) 8 7 9log 4 8 7 C
2

x x x x x x+ − + + + + − + +

(C) 2 21 ( 4) 8 7 3 2 log 4 8 7 C
2

x x x x x x− − + − − + − + +

(D) 2 21 9( 4) 8 7 log 4 8 7 C
2 2

x x x x x x− − + − − + − + +
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7.7   ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ (Definite Integral)
ÇêÛñ¶ íÅ×» Çò¼Ú Áé§å ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÕÅ ÔË Áå¶ Õ¼°Þ Ô¯ð ÖÅÃ ëñé»
ç¶ ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ÇêÛñ¶ íÅ×» Çò¼Ú Áé§å ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õðé çÆÁ» Õ¼°Þ ÇòèÆÁ» å¶ ÚðÚÅ
ÕÆåÆ ÔËÍ ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ

çÅ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä î¹¼ñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ù ( )
b

a
f x dx∫ , éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË

Ç Ü ¼æ ¶ b] ÇÂéÇàð×ñ çÆ À°µÚ ÃÆîÅ Áå¶ a, ÇÂéÇà×ðñ çÆ Ô¶áñÆ ÃÆîÅ ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ ù Ü» å» Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ Ü» Üç¯º ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F ì¿ç Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú Ô¯ò¶ å» ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ çÅ î¹¼ñ Á³å Çì³çÈÁ» å¶  F  ç¶ î¹¼ñ» ç¶ Á³åð ÁðæÅå F(b) – F(a) ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÅ ÔË, ç¶
ðÈê Çò¼Ú ÕðòÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ÇÂÔé» ç¯é» ðÈê» çÆ ÁÃÆº ò¼Ö&ò¼Ö ÚðÚÅ Õð»×¶Í

7.7.1  Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ (Definite integral as the limit of a sum)

ÇÚ¼åð G.B
î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ  [a, b] å¶ ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé f  êÌíÅÇôå ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ ëñé ç¶ ÃÅð¶
î¹¼ñ ×Ëð-ÇðäÅåîÕ  ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ëñé çÅ ×ðÅë x- è¹ð¶ ç¶ À°µêð ÇÂ¼Õ òÕð ÔËÍ

òÕð y = f (x), x = a, x = b Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔÆ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ

( )
b

a
f x dx∫  ÔËÍ ÇÂÃ Ö¶åðëñ ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ, ÇÂÃ òÕð, x-è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆ x = a Áå¶ x = b

ç¶ Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åð PRSQP ù ñò¯Í (ÇÚ¼åð G.B ç¶Ö¯)A
Á¿åðÅñ  [a, b] ù  [x0, x1], [x1, x2] ,..., [xr – 1, xr], ... [xn – 1, xn], éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô¯Â¶, n

ÃîÅé À°µêÁ³åðÅñ» Çò¼Ú ò¿â¯ ÇÜ¼æ¶ x0 = a, x1 = a + h, x2 = a + 2h, ... , xr = a + rh Áå¶

xn = b = a + nh ÁðæÅå  
b an

h
−

=  ÇÂ¼æ¶ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ n → ∞ å» h → 0

ÁÇèÁËé ÁèÆé Ö¶åð PRSQP, n À°êÖ¶åð» çÅ Ü¯ó ÔË ÇÜ¼æ¶ Ôð¶Õ À°êÖ¶åð À°êÁ³åðÅñ»
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å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ  [xr – 1, xr], r = 1, 2, 3, …, n å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ
ÇÚ¼åð G.B éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ

ÁÅÇÂå (ABLC) çÅ Ö¶åðëñ < Ö¶åð (ABDCA) çÅ Ö¶åðëñ < ÁÅÇÂå (ABDM) çÅ  Ö¶åðëñ... (1)
Ãêôà å½ð å¶ ÜçÇÕ  xr – xr–1 → 0 ÁðæÅå  h → 0, å» ÃîÆÕðé (1) Çò¼Ú çðÃÅÂ¶ ×Â¶

Çå¿é» Ö¶åðëñ ÇÂ¼Õ çÈÃð¶ ç¶ ñ×í× ÃîÅé Ô¯ Ü»ç¶ ÔéÍ Ô¹ä ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ Ü¯óëñ» çÅ ÇéðîÅä Õðç¶
Ô»Í

sn = h [f(x0) + … + f(xn - 1)] = 
1

0
( )

n

r
r

h f x
−

=
∑ ... (2)

Áå¶ Sn = 1 2
1

[ ( ) ( ) ( )] ( )
n

n r
r

h f x f x f x h f x
=

+ + …+ = ∑ ... (3)

ÇÂ¼æ¶ sn Áå¶ Sn À°êÁ³åðÅñ» a [xr–1, xr] r = 1, 2, 3, …, n, å¶ ìäÆÁ» Ô¶áñÆÁ» ÁÅÇÂå» Áå¶
À°µêðñÆÁ» ÁÅÇÂå» ç¶ Ö¶åðëñ» ç¶ Ü¯ó ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÁÃîÅéå» (1)ù ÇèÁÅé Çò¼Ú ð¼ÖÇçÁ»
Çò¼Ú ÇÕÃ¶ ÇÂÖÇåÁÅðÆ À°ê Á³åðÅñ [xr–1, xr] ç¶ ñÂÆ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

sn < Ö¶åðëñ PRSQP çÅ Ö¶åðëñ < Sn ... (4)
Üç¯º n → ∞ ] å» ÁÅÇÂåÕÅð ê¼àÆÁ» å¿× Ô¹¿çÆÁ» Ü»çÆÁ» Ôé Áå¶ ÇÂÔ î³é ÇñÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ

(2) Áå¶ (3) ç¶ ÃÆÇîå î¹¼ñ ÇÂ¼Õ ÃîÅé Ôé Áå¶ Ã»ÞÅ ÃÆÇîå î¹¼ñ ÔÆ òÕð ç¶ ÇòÚÕÅð ñ¯óÆºçÅ
Ö¶åðëñ ÔËÍ

Ã¿Õ¶åÕ íÅôÅ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂÃ ù Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» ÇñÖç¶ Ô»Í

lim Snn→∞
 = lim nn

s
→∞

=  Ö¶åð PRSQP çÅ Ö¶åðëñ = ( )
b

a
f x dx∫ ... (5)

ÇÂÃ å¯º ÇÂÔ êåÅ ñ×çÅ ÔË ÇÕ Ö¶åðëñ çÆ ÃÆîÅ, òÕð ç¶ Ô¶áñÆÁ» ÁÅÇÂå» Áå¶ òÕð ç¶ À°µêð
ç¶ ÁÅÇÂå» ç¶ Çò¼Ú ç¶ ÇÕÃ¶ Ö¶åðëñ çÅ ÃÆÇîå î¹¼ñ òÆ ÔËÍ Ã¹ÇòèÅ ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Ôð¶Õ À°êÁ³åðÅñ ç¶ Ö¼ì¶
ÇÕéÅð¶ å¶ òÕð çÆ À°ÚÅÂÆ ç¶ ìðÅìð À°ÚÅÂÆ òÅñ¶ ÁÅÇÂå» ù ñò»×¶Í ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº  (5) ù ç¹ìÅðÅ
Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖç¶ Ô»Í

( )
b

a
f x dx∫  =

0
lim [ ( ) ( ) ... ( ( – 1) ]
h

h f a f a h f a n h
→

+ + + + +

Ü» ( )
b

a
f x dx∫  =

1( – ) lim [ ( ) ( ) ... ( ( – 1) ]
n

b a f a f a h f a n h
n→∞

+ + + + +        ... (6)

ÇÜ¼æ¶ h =
– 0b a n
n

→ → ∞;fn  

À°êð¯Õå ÇòÁ³ÜÕ (6) Ü¯¯ó çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÆ êÇðíÅôÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : ÇÕÃ¶ ÖÅÃ Á³åðÅñ å¶ ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÅ î¹¼ñ ëñé Áå¶ Á³åðÅñ å¶ Çéðíð
ÕðçÅ ÔË êÌ¿å± ÇÂéÇà×ðñ ç¶ À°Ã Úñ å¶ éÔÆº, ÇÜÃçÅ ÁÃÆº Á÷Åç Úñ ù çðÃÅÀ°ä ñÂÆ Ú¯ä Õðç¶ Ô»Í

Ü¶Õð
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Ü¶ x ç¶ æ» å¶ Á÷Åç Úñ ù t ÁðæÅå u éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ å» ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ

( )
b

a
f x dx∫  ç¶ ÃæÅé å¶ ÇÃðë ÇÂéÇà×ðñ ( )

b

a
f t dt∫  ÁðæÅå ( )

b

a
f u du∫  ÇñÖç¶ Ô»Í ÇÂÃ

ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ñÂÆ ÇÂéÇà×ð¶ôé Úñ ÇÂ¼Õ ìäÅÀ°àÆ/ ëð²÷Æ (dummy) Úñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BE.  Ü¯óëñ çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú 
2 2
0

( 1)x dx+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : êÇðíÅôÅ ç¶ Áé°ÃÅð

( )
b

a
f x dx∫  =

1( – ) lim [ ( ) ( ) ... ( ( – 1) ]
n

b a f a f a h f a n h
n→∞

+ + + + +

ÇÂ¼æ¶ h =
–b a
n

ÇÂÃ À°çÅÔðé Çò¼Ú s a = 0, b = 2, f (x) = x2 + 1, 
2 – 0 2h

n n
= =

ÇÂÃ ñÂÆ
2 2
0

( 1)x dx+∫  =
1 2 4 2 ( – 1)2 lim [ (0) ( ) ( ) ... ( )]

n

nf f f f
n n n n→∞

+ + + +

=
2 2 2

2 2 2
1 2 4 (2 – 2)2 lim [1 ( 1) ( 1) ... 1 ]

n

n
n n n n→∞

 
+ + + + + + + 

 

= 2 2 21 12 lim [(1 1 ... 1) (2 4 ... (2 – 2) ]
n

n

n
n n2→∞

+ + + + + + +14243
in

=
2

2 2 21 22 lim [ (1 2 ... ( –1) ]
n

n n
n n2→∞

+ + + +

=
1 4 ( 1) (2 –1)2 lim [ ]

6n

n n nn
n n2→∞

−
+

= 1 2 ( 1) (2 –1)2 lim [ ]
3n

n nn
n n→∞

−
+

 =
2 1 12 lim [1 (1 ) (2 – )]
3n n n→∞

+ −  = 42 [1 ]
3

+  = 
14
3

À°çÅÔðä BF.  Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú 
2

0
xe dx∫ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  êÇðíÅôÅ ç¶ Áé°ÃÅð

êç
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2

0
xe dx∫  =

2 4 2 – 2
01(2 – 0) lim ...

n
n n n

n
e e e e

n→∞

 
+ + + + 

  
ôÌ¶äÆ ç¶  n êç» çÅ Ü¯óëñ ç¶ ÃÈåð çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶

ÇÂ¼æ¶ a = 1, 
2
nr e= , ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

2

0
xe dx∫ =

2

2
1 – 12 lim [ ]

1

n
n

n
n

e
n

e
→∞

−

= 
2

2
1 –12 lim

– 1
n

n

e
n

e
→∞

 
 
 
 

=
2

2

2 ( –1)

–1lim 22
n

n

e

e

n
→∞

 
 

⋅ 
 
 

 = e2 – 1 [
0

( 1)lim 1
h

h

e
h→

−
= çÆ òðå̄º éÅñ]

ÁÇíÁÅÃ G.H
Ü¯ó» çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

1.
b

a
x dx∫ 2.

5

0
( 1)x dx+∫ 3.

3 2
2

x dx∫

4.
4 2

1
( )x x dx−∫ 5.

1

1
xe dx

−∫ 6.
4 2
0

( )xx e dx+∫
7.8  Õñé çÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï (Fundamental Theorem of Calculus)

7.8.1  Ö¶²²åðëñ ëñé (Area function)

ÁÃÆº ( )
b

a
f x dx∫  ù òÕð y = f (x), x-è¹ð¶, Áå¶ Õ¯àÆ  x = a Áå¶ x = b Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åð ç¶

Ö¶åðëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú êðíÅÇôå ÕÆåÅ ÔËÍ î³é ñÀ° [a, b] Çò¼Ú x Õ¯ÂÆ Çì³çÈ ÔË å» ( )
x

a
f x dx∫  ÇÚ¼åð

7-3 Çò¼Ú ÔñÕÅ ÛÅÇÂÁÅ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÇÂÔ î³é ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ x ∈ [a,

ÇÚ¼åð G.C
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b] ç¶ ñÂÆ  f (x) > 0 ÔËÍ Ô¶á» î³ÇéÁÅ Ç×ÁÅ Õæé Ô¯ð ëñé» ç¶ ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ ÇÂÃ ÛÅÇÂÁÅ Ö¶åð
çÅ Ö¶åðëñ x ç¶ î¹¼ñ å¶ Çéðíð ÔËÍ

çÈÃð¶ ôìç» Çò¼Ú ÁÃÆº ÛÅÇÂÁÅ çÅ Ö¶åðëñ,  x çÅ ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ ÁÃÆº x ç¶ ÇÂÃ ëñé ù  A(x)
éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÃ ëñé  A(x) ù ÁÃÆº Ö¶åðëñ ëñé ÁÅÖç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÔ Ô¶á ÇñÖ¶ ÃÈåð éÅñ
êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

A (x) = ∫ ( )
x

a
f x dx ... (1)

ÇÂÃ êÇðíÅôÅ å¶ ÁèÅÇðå ç¯ ÁÅèÅðíÈå êÌî¶ï ÔéÍ êð ÁÃÆº ÇÂ¼æ¶ ÇÃðë ÇÂÃ çÅ Õæé ç¼Ã»×¶Í
ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔé» ç¶ êÌîÅä ÇÂÃ êÅá ê¹ÃåÕ çÆ Ö¶åð å¯º ìÅÔð ÔËÍ
7.8.2  ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ êÇÔñÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï  (First fundamental theorem of integral
calculus)
êÌî¶ï A : î³é ñÀ°   f  ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ [a, b]  å¶ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË Áå¶ î³é ñÀ°  A (x)   Ö¶åðëñ
ëñé ÔË, å»  x ∈ [a, b] ÃÅð¶ ç¶ ñÂÆ  A′(x) = f (x)

7.8.3  ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï (Second fundamental theorem of integral
calculus)
ÁÃÆº Ô¶á» ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ îÔ¼åòêÈðé êÌî¶ï çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õðç¶ Ô» ÇÜÃçÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÁÃÆº
ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
êÌî¶ï B î³é ñÀ° ÇÕ ì¿ç Á³åðÅñ [a, b] å¶  f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË Áå¶ f  çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò

F ÔËÍ å» ∫ ( )
b

a
f x dx = [F( )] =b

ax  F (b) – F(a)

Çà¼êäÆ
1. ôìç» Çò¼Ú ÁÃÆº êÌî¶ï B ù ÇÂÃ åð·» çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ ( )

b

a
f x dx∫ = (f ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò

F çÅ À°µêðñÆ ÃÆîÅ b  å¶ î¹¼ñ) – (À°Ã¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò çÅ Ô¶áñÆ ÃÆîÅ a å¶ î¹¼ñ)A
2. ÇÂÔ êÌî¶ï ìÔ¹å À°êï¯×Æ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ ÃÅù Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ êåÅ ÕÆå¶ Çìé» ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ

ù êåÅ Õðé çÆ ÁÅÃÅé ÇòèÆ Çç³çÆ ÔËÍ
3. ÇÂ¼Õ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé Çò¼Ú Ãí åº̄ ÷ðÈðÆ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÅ êåÅ ÕðéÅ ÔË

ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÔËÍ ÇÂÔ ÇâëðËéÃ¶ôé Áå¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¶ Ã¿ì¿è ù
î÷ìÈå ÕðçÆ ÔËÍ

4. ( )
b

a
f x dx∫  Çò¼Ú, [a, b] ç¶ ëñé f  çÅ ï¯× êÌíÅÇôå Áå¶ ñ×ÅåÅð Ô¯äÅ ÷ðÈðÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ 
1

3 2 2
2

( –1)x x dx
−∫  çÆ ÚðÚÅ ÕðéÅ ×ñå ÔË
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ÇÕÀ°ºÇÕ ì¿ç Á³åðÅñ  [– 2, 3]  ç¶ íÅ× – 1 < x < 1  ç¶ ñÂÆ  f (x) = 
1

2 2( –1)x x ç¹ÁÅðÅ

çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ëñé f  êÇðíÅÇôå éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔË ( )
b

a
f x dx∫   êåÅ Õðé ç¶ Õçî (Steps

for calculating ∫ ( )
b

a
f x dx )

(i) Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ( )f x dx∫   êåÅ Õð¯Í î³é ñÀ° ÇÂÔ  F(x)  ÔËÍ ÇÂéÇà×ðñ ÁÚñ C  ù
ñËä çÆ ÷ðÈðå éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ Üç¯º ÁÃÆº F(x) ç¶ ÃæÅé å¶  F(x) + C å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶ å» ÃÅù
ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

( ) [F ( ) C] [F( ) C] – [F( ) C] F( ) – F( )
b b

aa
f x dx x b a b a= + = + + =∫

ÇÂÃ åð·» ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðé Çò¼Ú ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ, ×ÅÇÂì Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

(ii) [F ( )]b
ax  = F(b) – F(a)  êåÅ Õð¯, Ü¯ ÇÕ ( )

b

a
f x dx∫  çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðé» å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BH.  Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

(i)
3 2
2

x dx∫ (ii)
9

34
22(30 – )

x dx
x

∫ (iii)
2

1 ( 1) ( 2)
x dx

x x+ +∫

(iv) 34
0

sin 2 cos 2t t dt
π

∫
Ô¼ñ :

(i) î³é ñÀ° ÇÕ 
3 2
2

I x dx= ∫  ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ 
3

2 F ( )
3
xx dx x= =∫

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï éÅñ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

27 8 19I F (3) – F (2) –
3 3 3

= = =

(ii) î³é ñÀ° ÇÕ 
9

34
22

I
(30 – )

x dx
x

= ∫  ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðËºâ çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðç¶ Ô»Í

3
2 330 – –

2
x t x dx dt= =j[kus ij  ÁðæÅå 

2–
3

x dx dt=ð¼Öä å¶
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ÇÂÃ åð·» 3 2
22

2–
3

(30 – )

x dtdx
t

x
=∫ ∫  = 

2 1
3 t

 
  

 = 3
2

2 1 F ( )
3

(30 – )
x

x

 
  = 
  

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï å¯º ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
9

3
2

4

2 1I F(9) – F(4)
3

(30 – )x

 
 = =  
  

  = 
2 1 1
3 (30 – 27) 30 – 8

 
− 

 
 = 

2 1 1 19
3 3 22 99

 − =  

(iii) î³é ñÀ° ÇÕ 2

1
I

( 1) ( 2)
x dx

x x
=

+ +∫
ÁêÈðé Çí¿é çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

–1 2
( 1) ( 2) 1 2

x
x x x x

= +
+ + + +

 ÇÂÃ ñÂÆ – log 1 2log 2 F( )
( 1) ( 2)

x dx x x x
x x

= + + + =
+ +∫

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï  éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
I = F(2) – F(1) = [– log3 + 2 log4] – [– log2 + 2 log3]

= – 3 log3 + log2 + 2 log4 = 
32log
27

 
 
 

(iv) î³é ñÀ°,  34
0

I sin 2 cos 2t t dt
π

= ∫ . Ô¹ä 
3sin 2 cos2t t dt∫ å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

sin 2t = u ð¼Öä å¶ 2 cos 2t dt = du íÅò cos 2t dt = 
1
2

 du

ÇÂÃ ñÂÆ 3 31sin 2 cos 2
2

t t dt u du=∫ ∫

= 4 41 1[ ] sin 2 F ( )
8 8

u t t= = eku yhft,

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï éÅñ

4 41 1I F ( ) – F (0) [sin – sin 0]
4 8 2 8
π π

= = =

î³é ñÀ° ÇÕ
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ÁÇíÁÅÃ G.I
A å¯º B@ å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

1.
1

1
( 1)x dx

−
+∫ 2.

3

2

1 dx
x∫ 3.

2 3 2
1

(4 – 5 6 9)x x x dx+ +∫

4. 4

0
sin 2x dx

π

∫ 5. 2
0

cos 2x dx
π

∫ 6.
5

4
xe dx∫ 7. 4

0
tan x dx

π

∫

8. 4

6

cosec x dx
π

π∫ 9.
1

0 21 –

dx

x
∫ 10.

1

201
dx

x+∫ 11.
3

22 1
dx

x −∫

12. 22
0

cos x dx
π

∫ 13.
3

22 1
x dx

x +∫ 14.
1

20

2 3
5 1

x dx
x

+
+∫ 15.

21

0
xx e dx∫

16.
22

21

5
4 3
x

x x+ +∫ 17. 2 34
0

(2sec 2)x x dx
π

+ +∫

18. 2 2
0

(sin – cos )
2 2
x x dx

π

∫ 19.
2

20

6 3
4

x dx
x

+
+∫

20.
1

0
( sin )

4
x xx e dxπ

+∫
êÌôé BA Áå¶ BB Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

21.
3

21 1
dx

x+∫  ìðÅìð ÔËÍ

(A)
3
π

(B)
2
3
π

(C)
6
π

(D)
12
π

22.
2
3

20 4 9
dx

x+∫  ìðÅìð ÔËÍ

(A)
6
π

(B)
12
π

(C)
24
π

(D)
4
π
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7.9  êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ (Evaluation of Definite
Integrals by Substitution)
ÇêÛñ¶ íÅ×» Çò¼Ú ÁÃÆº Áé§å ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé çÆÁ» ìÔ¹å ÇòèÆÁ» çÆ ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÔËÍ Áé§å
ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé çÆ îÔ¼åòêÈðé ÇòèÆÁ» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇòèÆ êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ ÔËÍ
êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ éÅñ ( )

b

a
f x dx∫ , çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÷ðÈðÆ Õçî Ô¶á ÇñÖ¶ Ôé :

1. ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ìÅð¶, ÃÆîÅò» å¯º Çìé» ÇòÚÅð Õð¯ Áå¶  y = f (x) ÁðæÅå x = g (y)
êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ ÜÅäÆ êÛÅäÆ ÇÕÃî Çò¼Ú ìçñ ÜÅÂ¶Í

2. ÇÂéÇà×ðñ ÁÚñ çÆ Ç÷Õð ÕÆå¶ Çìé» éò¶º ÇÂéÇà×ðËºâ çÅ, éò¶º Úñ ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ ÕðÍ̄
3. éò¶º Úñ çÆ æ» å¶ ç¹ìÅðÅ êÌåÆÃæÅêé Õð¯ Áå¶ À°µåð ù îÈñ Úñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯Í
4. Õçî (3) å¯º êÌÅêå À°µåð çÅ ÇÂéÇà×ðñ, Çç¼åÆÁ» Ô¯ÂÆÁ» ÃÆîÅò» ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ Áå¶

À°µêðñÆ ÃÆîÅ òÅñ¶ î¹¼ñ éÅñ Ô¶áñÆ ÃÆîÅ òÅñ¶ î¹¼ñ çÅ Á³åð êåÅ Õð¯Í

AÇà¼êäÆ    ÇÂÃ ÇòèÆ ù å¶÷ ìäÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» Á¼×¶ ò¼è ÃÕç¶ Ô»Í Õçî
(1) Áå¶ (2) ù Õðé ç¶ ìÅÁç Õçî (3) ù Õðé çÆ ÷ðÈðå éÔÆº ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù éò¶º
Úñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔÆ ð¼ÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÃÆîÅò» ù éò¶º Úñ Áé°ÃÅð ìçñ ñËºç¶ Ô»
å» ÇÕ ÁÃÆº ÇÃ¼è¶ ÁÅÖðÆ Õçî çÆ ÇÕÇðÁÅ Õð ÃÕÆÂ¶Í

ÁÅÀ° ÇÂÃ ù ÁÃÆº À°çÅÔðé» éÅñ ÃîÞç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BI.  1 4 5
1
5 1x x dx

−
+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : t = x5 + 1, ð¼Öä å¶ dt = 5x4 dx

ÇÂÃ ñÂÆ 4 55 1x x dx+∫  = t dt∫  = 
3
22

3
t  = 

3
5 22 ( 1)

3
x +

ÇÂÃ ñÂÆ
1 4 5
1
5 1x x dx

−
+∫  =

13
5 2

– 1

2 ( 1)
3

x
 

+ 
  

= ( )
3 3

5 52 22 (1 1) – (– 1) 1
3

 
+ + 

  

=
3 3
2 22 2 0

3

 
− 

  
 = 

2 4 2(2 2)
3 3

=

ÇòÕñê : Ãí å¯º êÇÔñ» ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ ù ìçñç¶ Ô» Áå¶ å» ìçñ¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ çÅ éòÆº
ÃÆîÅò» ç¶ Áé°ÃÅð î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
î³é ñÀ° t = x5 + 1. åç dt = 5 x4 dx é¯à Õð¯ ÇÕ
Üç x = – 1 å»  t = 0 Áå¶ Üç x = 1å» t = 2
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ÇÂÃ ñÂÆ ÇÜò¶º&ÇÜò¶º x, – 1 å¯º 1 å¼Õ ìçñçÅ ÔË Çåò¶º&Çåò¶º t] 0 å¯º 2 å¼Õ ìçñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
1 4 5
1
5 1x x dx

−
+∫  = 

2

0
t dt∫

= 

23 3 3
2 2 2

0

2 2 2 – 0
3 3

t
   

=   
      

 = 
2 4 2(2 2)
3 3

=

À°çÅÔðä C@. 
– 11

20

tan
1

x dx
x+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ t = tan – 1x, åç 2
1

1
dt dx

x
=

+
. Üç x = 0 å» t = 0 Áå¶ Üç x = 1 å»

4
t π

=  ÇÂÃ ñÂÆ ÇÜò¶º&ÇÜò¶º x, 0 å¯º 1 å¼Õ ìçñçÅ ÔË Çåò¶º&Çåò¶º t, 0 ls 
4
π

 å¼Õ ìçñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
–11

20

tan
1

x dx
x+∫ =

2 4
4

0
0

2
tt dt

π
π  

 
 

∫  = 
2 21 – 0

2 16 32
 π π

= 
 

ÁÇíÁÅÃ G.A@
A å¯º H å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ êåÅ Õð¯Í

1.
1

20 1
x dx

x +∫ 2. 52
0

sin cos d
π

φ φ φ∫ 3.
1 – 1

20

2sin
1

x dx
x

 
 + ∫

4.
2

0
2x x dx+∫  (x + 2 = t2 ð¼Ö¯) 5. 2

20

sin
1 cos

x dx
x

π

+∫

6.
2

20 4 –
dx

x x+∫ 7.
1

21 2 5
dx

x x− + +∫ 8.
2 2

21

1 1–
2

xe dx
x x

 
 
 ∫

êÌôé I å¯º A@ Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

9. ÇÂéÇà×ðñ  

1
3 31

1 4
3

( )x x dx
x

−
∫  çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

(A) 6 (B) 0 (C) 3 (D) 4

10. Üç¯º ÇÕ  f (x) = 
0

sin
x
t t dt∫ , åç  f ′(x) ÔË :

(A) cos x + x sin x (B) x sin x (C) x cos x (D) sin x + x cos x
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7.10  ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Õ°Þ Çòô¶ôåÅò» (Some Properties of Definite Integrals)
ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Õ°Þ îÔ¼åòêÈðé Çòô¶ôåÅò» ù ÁÃÆº Ô¶á» ÃÈÚÆ ì¿ç Õðç¶ Ô»Í ÇÂÔ ×¹ä ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ ÁÃÅéÆ éÅñ Õðé Çò¼Ú çÆ À°êï¯×Æ Ô¯ä×¶Í

P0 : ( ) ( )
b b

a a
f x dx f t dt=∫ ∫

P1 : ( ) – ( )
b a

a b
f x dx f x dx=∫ ∫ , ÖÅÃ å½ð å¶ ( ) 0

a

a
f x dx =∫

P2 : ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ ] , ,a b c  òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔéÍ

P3 : ( ) ( )
b b

a a
f x dx f a b x dx= + −∫ ∫

P4 : 0 0
( ) ( )

a a
f x dx f a x dx= −∫ ∫  (ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ P4, P3 çÆ ÇÂ¼Õ ÖÅÃ ÃÇæåÆ ÔË)

P5 :
2

0 0 0
( ) ( ) (2 )

a a a
f x dx f x dx f a x dx= + −∫ ∫ ∫

P6 :
2

0 0
( ) 2 ( ) , (2 ) ( )

a a
f x dx f x dx f a x f x= − =∫ ∫ ;fn

= 0, ÜçÇÕ  f (2a – x) = – f (x)

P7 :  (i)  
0

( ) 2 ( )
a a

a
f x dx f x dx

−
=∫ ∫ , ÜçÇÕ ÇÂ¼Õ ÇÜÃå f ëñé ÔË ÁðæÅå Üç¯º ÇÕ f (–

x) = f (x)

(ii)  ( ) 0
a

a
f x dx

−
=∫ , Üç¯º ÇÕ f  à»Õ ëñé ÔË ÁðæÅå ÜçÇÕ f (–x) = –f (x)

ÇÂ¼Õ&ÇÂ¼Õ ÕðÕ¶ ÁÃÆº ÇÂÔé» ×¹ä» ù êÌîÅÇäå Õðç¶ Ô»Í
P0 çÅ êÌîÅä x = t êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÇÃ¼è¶ å½ð å¶ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
P1 çÆ êÌîÅä : î³é ñÀ° ÇÕ f çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F ÔËÍ å» ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ

êÌî¶ï éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ , ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ Üç a = b, å» ( ) 0
a

a
f x dx =∫

P2 çÅ êÌîÅä :  î³é ñÀ° ÇÕ f  çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F ÔË, åç
( )

b

a
f x dx∫  = F(b) – F(a) ... (1)

( )
c

a
f x dx∫  = F(c) – F(a) ... (2)

Áå¶ ( )
b

c
f x dx∫  = F(b) – F(c) ... (3)

Üçº̄
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(2) Áå¶ (3)  ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

( ) ( )
c b

a c
f x dx f x dx+∫ ∫ = F(b) – F(a) = ( )

b

a
f x dx∫

ÇÂÃ å¯º ×¹äèðî P2 ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔËÍ
P3  çÅ êÌîÅä : î³é ñÀ° ÇÕ t = a + b – x. åç dt = – dx. Üç x = a åç, t = b Áå¶ Üç x
= b åç t = a. ÇÂÃ ñÂÆ

( )
b

a
f x dx∫  = ( – )

a

b
f a b t dt− +∫

= ( – )
b

a
f a b t dt+∫  (P1 å¯º)

= ( – )
b

a
f a b x+∫ dx (P0 å¯º)

P4 çÅ ê Ìî Åä :  t = a – x  ð¼Ö ¯ Áå ¶ P3 çÆ åð·»  Á¼×¶  ò¼è ¶Í Ô ¹ädt = – dx,
Üç x = a, t = 0
P5 çÅ êÌîÅä :  P2, çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

2

0
( )

a
f x dx∫  =

2

0
( ) ( )

a a

a
f x dx f x dx+∫ ∫

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ çÈÃð¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú t = 2a – x êÌåÆÃæÅêé Õð¯, åç dt = – dx Áå¶ Üç
x = a, åç t = a Áå¶ Üç x = 2a,  åç t = 0 Áå¶ x = 2a – t òÆ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ çÈÃðÅ ÇÂéÇà×ðñ

2
( )

a

a
f x dx∫  =

0
– (2 – )

a
f a t dt∫

=
0

(2 – )
a

f a t dt∫  = 
0

(2 – )
a

f a x dx∫  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
2

0
( )

a
f x dx∫  =

0 0
( ) (2 )

a a
f x dx f a x dx+ −∫ ∫

P6 çÅ êÌîÅä : P5, çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
2

0
( )

a
f x dx∫  =

0 0
( ) (2 )

a a
f x dx f a x dx+ −∫ ∫ ... (1)

Ô¹ä Üç¯º ÇÕ f (2a – x) = f (x), Üç (1) Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ
2

0
( )

a
f x dx∫  =

0 0 0
( ) ( ) 2 ( )

a a a
f x dx f x dx f x dx+ =∫ ∫ ∫

Áå¶ Üç¯º ÇÕ f (2a – x) = – f (x), Üç (1) Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ
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2

0
( )

a
f x dx∫  =  

0 0
( ) ( ) 0

a a
f x dx f x dx− =∫ ∫

P7 çÅ êÌîÅä

P2 çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ ( )
a

a
f x dx

−∫  = 
0

0
( ) ( )

a

a
f x dx f x dx

−
+∫ ∫

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ êÇÔñ¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú  t = – x ð¼Öä å¶
dt = – dx Üç x = – a åç t = a Áå¶ Üç x = 0, åç t = 0 Áå¶ x = – t òÆ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ( )
a

a
f x dx

−∫  =
0

0
( ) ( )

a

a
f x dx f x dx

−
+∫ ∫

=
0 0

(– ) ( )
a a

f x dx f x dx+∫ ∫     (P0 ls) ... (1)

(i) Ô¹ä Üç¯º ÇÕ  f  ÇÜÃå ëñé ÔË åç  f (–x) = f (x) å» (1) éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

    0 0 0
( ) ( ) ( ) 2 ( )

a a a a

a
f x dx f x dx f x dx f x dx

−
= + =∫ ∫ ∫ ∫

(ii) ÜçÇÕ f  à»Õ ëñé ÔË åç f (–x) = – f (x) å» (1) éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕ

     
0 0

( ) ( ) ( ) 0
a a a

a
f x dx f x dx f x dx

−
= − + =∫ ∫ ∫

À°çÅÔðä CA. 2 3
1

–x x dx
−∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ  [ –1, 0] å¶   x3 – x ≥ 0 Áå¶  [0, 1] Áå¶ x3 – x ≤ 0 å¶ [1, 2] Áå¶ x3 –
x ≥ 0 åç ÁÃÆº éÅñ ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ

2 3
1

–x x dx
−∫  =

0 1 23 3 3
1 0 1
( – ) – ( – ) ( – )x x dx x x dx x x dx

−
+ +∫ ∫ ∫ (P2 å¯º)

=
0 1 23 3 3
1 0 1
( – ) ( – ) ( – )x x dx x x dx x x dx

−
+ +∫ ∫ ∫

=

0 1 24 2 2 4 4 2

– 1 0 1

– – –
4 2 2 4 4 2
x x x x x x     

+ +     
     

= ( )1 1 1 1 1 1– – – 4 – 2 – –
4 2 2 4 4 2

     + +     
     

=
1 1 1 1 1 1– 2
4 2 2 4 4 2

+ + − + − +  = 
3 3 112
2 4 4

− + =
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À°çÅÔðä CB. 24
–
4

sin x dx
π

π∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ  sin2 x ÇÂ¼Õ ÇÜÃå ëñé ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ 24
–
4

sin x dx
π

π∫  = 24
0

2 sin x dx
π

∫ [P7 (1) éÅñ]

= 4
0

(1 cos 2 )2
2

x dx
π −

∫  = 4
0

(1 cos 2 )x dx
π

−∫

= 4

0

1– sin 2
2

x x
π

 
  

 = 
1 1– sin – 0 –

4 2 2 4 2
π π π  = 

 

À°çÅÔðä CC.  20

sin
1 cos

x x dx
x

π

+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I = 20

sin
1 cos

x x dx
x

π

+∫  = 20

( ) sin ( )
1 cos ( )

x x dx
x

π π − π −
+ π −∫ (P4 éÅñ)

= 20

( ) sin
1 cos

x x dx
x

π π −
+∫  = 20

sin I
1 cos

x dx
x

π
π −

+∫

ÁðæÅå 2 I = 20

sin
1 cos

x dx
x

π
π

+∫

ÁðæÅå I = 20

sin
2 1 cos

x dx
x

ππ
+∫

cos x =  t ð¼Öä å¶ – sin x dx = dt
Üç¯º x = 0 åç t = 1 Áå¶ Üç x = π åç t = – 1 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I =
1

21

–
2 1

dt
t

−π
+∫ = 

1

212 1
dt

t−

π
+∫ (P1 éÅñ)

=
1

20 1
dt

t
π

+∫  ÇÕÀ°ºÇÕ 2
1

1 t+
 ÇÜÃå ëñé ÔË (P7 éÅñ)

=
21– 1 – 1 1

0
tan tan 1 – tan 0 – 0

4 4
t − π π    π = π = π =      
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À°çÅÔðä CD. 1 5 4
1

sin cosx x dx
−∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I = 
1 5 4
1
sin cosx x dx

−∫  Áå¶ f (x) = sin5 x cos4 x

åç  f (– x) = sin5 (– x) cos4 (– x) = – sin5 x cos4 x = – f (x), ÁðæÅå  f  ÇÂ¼Õ à»Õ ëñé
ÔË ÇÂÃ ñÂÆ I = 0 [P7 (ii) éÅñ]

À°çÅÔðä CE.
4

2
4 40

sin
sin cos

x dx
x x

π

+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  I = 
4

2
4 40

sin
sin cos

x dx
x x

π

+∫ ... (1)

åç I =

4

2
0 4 4

sin ( )
2

sin ( ) cos ( )
2 2

x
dx

x x

π
π

−

π π
− + −

∫ (P4 éÅñ)

=
4

2
4 40

cos
cos sin

x dx
x x

π

+∫ ... (2)

(1) Áå¶ (2) ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

2I =
4 4

22 2
4 40 0 0

sin cos [ ]
2sin cos

x x dx dx x
x x

ππ π
+ π

= = =
+∫ ∫

ÇÂÃ ñÂÆ  I =
4
π

À°çÅÔðä CF. 3

6
1 tan

dx
x

π

π +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  I = 3 3

6 6

cos
1 tan cos sin

x dxdx
x x x

π π

π π
=

+ +∫ ∫ ... (1)

åç I = 3

6

cos
3 6

cos sin
3 6 3 6

x dx

x x

π

π

π π + − 
 

π π π π   + − + + −   
   

∫ (P3 éÅñ)
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= 3

6

sin
sin cos

x dx
x x

π

π +∫ ... (2)

(1) Áå¶ (2) ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ  2I = [ ]3 3

6 6
3 6 6

dx x
π π

π π

π π π
= = − =∫

ÇÂÃ ñÂÆ I =
12
π

À°çÅÔðä CG. 2
0

log sin x dx
π

∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I = 2
0

log sin x dx
π

∫

åç  I = 2 2
0 0

log sin log cos
2

x dx x dx
π π

π − = 
 ∫ ∫ (P4 éÅñ)

I, ç¶ ç¯ò¶º î¹¼ñ» ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

2I = ( )2
0

log sin logcosx x dx
π

+∫

                    = ( )2
0

log sin cos log 2 log2x x dx
π

+ −∫  ( log 2 Ü¯óé Áå¶ ØàÅÀ°ä å¶)

= 2 2
0 0

log sin 2 log 2x dx dx
π π

−∫ ∫ (ÇÕÀ°º?)

êÇÔñ¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú  2x = t ð¼Öä å¶ 2 dx = dt Üç x = 0 å»  t = 0 Áå¶ Üç x = 
2
π

å» t = π

ÇÂÃ ñÂÆ 2I =
0

1 log sin log 2
2 2

t dt
π π

−∫

= 2
0

2 log sin log 2
2 2

t dt
π

π
−∫  [P6 éÅñ ÇÕÀ°ºÇÕ sin (π – t) = sin t)

= 2
0

log sin log 2
2

x dx
π

π
−∫  (Úñ t ù x Çò¼Ú ìçñä å¶)

= I log 2
2
π

−

ÇÂÃ ñÂÆ 2
0

log sin x dx
π

∫  = 
– log 2
2
π
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ÁÇíÁÅÃ G.AA
ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Çòô¶ôåÅò» çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ A å¯º AI å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ» çÅ
î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

1. 22
0

cos x dx
π

∫ 2. 2
0

sin
sin cos

x dx
x x

π

+∫ 3.

3
2

2
3 30
2 2

sin

sin cos

x dx

x x

π

+
∫

4.
5

2
5 50

cos
sin cos

x dx
x x

π

+∫ 5.
5

5
| 2 |x dx

−
+∫ 6.

8

2
5x dx−∫

7.
1

0
(1 )nx x dx−∫ 8. 4

0
log (1 tan )x dx

π

+∫ 9.
2

0
2x x dx−∫

10. 2
0

(2log sin log sin 2 )x x dx
π

−∫ 11. 22
–
2

sin x dx
π

π∫

12.
0 1 sin

x dx
x

π

+∫ 13. 72
–
2

sin x dx
π

π∫ 14.
2 5
0

cos x dx
π

∫

15. 2
0

sin cos
1 sin cos

x x dx
x x

π
−

+∫ 16.
0

log (1 cos )x dx
π

+∫ 17. 0

a x dx
x a x+ −∫

18.
4

0
1x dx−∫

19. çðÃÅÀ° ÇÕ 
0 0

( ) ( ) 2 ( )
a a

f x g x dx f x dx=∫ ∫ , Üç¯º ÇÕ f  Áå¶ g ù f (x) = f (a – x) Áå¶

g(x) + g(a – x) = 4 ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
êÌôé B@ Áå¶ BA Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

20. 3 52

2

( cos tan 1)x x x x dx
π

−π
+ + +∫  çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

(A) 0 (B) 2 (C) π (D) 1

21. 2
0

4 3 sinlog
4 3 cos

x dx
x

π
 +
 + 

∫  çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

(A) 2 (B)
3
4

(C) 0 (D) –2
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ë¹àÕñ À°çÅÔðä»

À°çÅÔðä CH. cos 6 1 sin 6x x dx+∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  t = 1 + sin 6x, ð¼Öä å¶ dt = 6 cos 6x dx

ÇÂÃ ñÂÆ cos 6 1 sin 6x x dx+∫ =
1
21

6
t dt∫

=
3 3
2 21 2 1( ) C = (1 sin 6 ) C

6 3 9
t x× + + +

À°çÅÔðä CI.  
1

4 4

5
( )x x dx

x
−

∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù ÇîÇñÁÅ ÔË 

1
1 44 4 3

5 4

1(1 )( )x x xdx dx
x x

−−
=∫ ∫

Ô¹ä – 3
3 4

1 31 1 – ,x t dx dt
x x

− = = =j[ku s ij

ÇÂÃ ñÂÆ
1

4 4

5
( )x x dx

x
−

∫  =
1
41

3
t dt∫

=
5

5
4

4
3

1 4 4 1C = 1 C
3 5 15

t
x

 × + − + 
 

À°çÅÔðä D@. 
4

2( 1) ( 1)
x dx

x x− +∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù ÇîÇñÁÅ ÔË  
4

2 3 2
1( 1)

( 1)( 1) 1
x x

x x x x x
= + +

− + − + −

= 2
1( 1)

( 1) ( 1)
x

x x
+ +

− +
... (1)

Ô¹ä 2 2
1 A B C

( 1)( 1)( 1) ( 1)
x

xx x x
+

= +
−− + +

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»    ... (2)

ð¼Öä å¶
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1 = A  ( x2 + 1) + (Bx + C) (x – 1)
=(A + B) x2 + (C – B) x + A – C

ÇÂÃ ñÂÆ ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ ×¹ä»Õ» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ A + B = 0, C – B = 0 Áå¶

A – C = 1, ÇÜÃ éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ 
1 1A , B C –
2 2

= = =

A, B Áå¶ C çÅ î¹¼ñ (2) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

2 2 2
1 1 1 1

2( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) 2( 1)
x

xx x x x
= − −

−− + + + ... (3)

(3) Áå¶ (1) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
4

2 2 2
1 1 1( 1)

2( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) 2( 1)
x xx

xx x x x x
= + + − −

−− + + + +
ÇÂÃ ñÂÆ

4 2
2 – 1

2
1 1 1log 1 – log ( 1) – tan C

2 2 4 2( 1) ( 1)
x xdx x x x x

x x x
= + + − + +

− + +∫

À°çÅÔðä DA.  2
1log (log )

(log )
x dx

x
 

+ 
 

∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  2
1I log (log )

(log )
x dx

x
 

= + 
 

∫

= 2
1log (log )

(log )
x dx dx

x
+∫ ∫

ÁÅÀ°, êÇÔñ¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú 1 ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñËºç¶ Ô»Í åç Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé
éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I = 2
1log (log )

log (log )
dxx x x dx

x x x
− +∫ ∫

= 2log (log )
log (log )
dx dxx x

x x
− +∫ ∫ ... (1)

Çëð log
dx

x∫ , å¶ ÇòÚÅð Õð¯, 1 ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñò¯ Áå¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé Õð¯,

ÇÂÃ åð·» ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
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log
dx

x∫  = 2
1 1

– –
log (log )

x x dx
x xx

   
      

∫ ... (2)

(2) Áå¶ (1), Çò¼Ú ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË å»

I = 2 2log (log )
log (log ) (log )

x dx dxx x
x x x

− − +∫ ∫

= log (log ) C
log

xx x
x

− +

À°çÅÔðé DA. cot tanx x dx + ∫ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù ÇîÇñÁÅ ÔË ÇÕ I cot tanx x dx = + ∫ tan (1 cot )x x dx= +∫
Ô¹ä tan x = t2, ð¼Öä å¶ sec2 x dx = 2t dt

ÁðæÅå dx = 4
2
1

t dt
t+

Ô¹ä I = 2 4
1 21

(1 )
tt dt

t t
 +   +∫

=
2 2

4
2

2

11
( 1)2 = 2

11

dt
t tdt
t t

t

 +  +
 + +  

∫ ∫  = 
2

2

11
2

1 2

dt
t

t
t

 +  

 − +  

∫

åç
1t
t

−  = y, ð¼Öä å¶ 2
11
t

 + 
 

 dt = dy

åç
( )22

I 2
2

dy

y
=

+
∫  = – 1 – 1

1

2 tan C = 2 tan C
2 2

t
y t

 −  
+ +

=
2

– 1 – 11 tan 12 tan C = 2 tan C
2 2 tan

t x
t x

 − − 
+ +       
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À°çÅÔðä DC.  
4

sin 2 cos 2

9 – cos (2 )

x x dx

x
∫ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ 
4

sin 2 cos 2I
9 – cos 2

x x dx
x

= ∫

Ô¹ä cos2 (2x) = t ð¼Öä å¶ å» ÇÕ 4 sin 2x cos 2x dx = – dt

ÇÂÃ ñÂÆ –1 1 2
2

1 1 1 1I – – sin C sin cos 2 C
4 4 3 4 39 –

dt t x
t

−   = = + = − +      ∫

À°çÅÔðä DD.   
3
2
1

sin ( )x x dx
−

π∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶  f (x) = | x sin πx | = 
sin , 1 1

3sin ,1
2

x x x

x x x

 π − ≤ ≤



− π ≤ ≤

osQ fy,

osQ fy,

ÇÂÃ ñÂÆ
3
2
1

| sin |x x dx
−

π∫  =
3

1 2
1 1

sin sinx x dx x x dx
−

π + − π∫ ∫

=
31
2

1 1
sin sinx x dx x x dx

−
π − π∫ ∫

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ ç¯ò» ÇÂéÇà×ðñ» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

3
2
1
| sin |x x dx

−
π∫  =

31
2

2 2
1 1

– cos sin cos sinx x x x x x

−

π π − π π   + − +   π ππ π   

= 2 2
2 1 1 3 1 − − − = + π π ππ π 

À°çÅÔðä DE.    2 2 2 20 cos sin
x dx

a x b x
π

+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ  I = 2 2 2 2 2 2 2 20 0

( )
cos sin cos ( ) sin ( )

x dx x dx
a x b x a x b x

π π π −
=

+ π − + π −∫ ∫

(P4çÆ òðå¯º éÅñ)

= 2 2 2 2 2 2 2 20 0cos sin cos sin
dx x dx

a x b x a x b x
π π

π −
+ +∫ ∫

ç¶ ñÂÆ

ç¶ ñÂÆ
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=  2 2 2 20
I

cos sin
dx

a x b x
π

π −
+∫

ÇÂÃ ñÂÆ 2I = 2 2 2 20 cos sin
dx

a x b x
π

π
+∫

ÁðæÅå I = 2
2 2 2 2 2 2 2 20 0

2
2 2cos sin cos sin

dx dx
a x b x a x b x

π
ππ π

= ⋅
+ +∫ ∫

(P6 çÆ òðå¯º éÅñ)

4 2

2 2 2 2 2 2 2 2
0

4

2 24 2

2 2 2 2 2 2
0

4

1 0

2 2 2 2 2 2
0 1

1 0
1 1

0 1

cos sin sin

sec
tan cot

tan tan

tan

π π

π

π π

π

− −

−

 
 

= π + + + + + 
 
 
 

= π + + + 
 
 

= π − 
+ + +  

π π   = −      
π

=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

dx dx
a x b x a cos x b x

x dx xdx
a b x a x b

dt dt
a b t a u b

bt au
ab a ab b

ab

cosec

1 1

2

tan

2

− +  
π

=

b a
a b

ab

ÁÇíÁÅÃ G Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
A å¯º BD å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

1. 3
1

x x−
2.

1
x a x b+ + +

3.
2

1

x ax x−
 [Ã¿Õ¶å : x = 

a
t
 ð¼Ö¯] 4. 3

2 4 4

1

( 1)x x +

5. 11
32

1

x x+
      [Ã¿Õ¶å: 11 1 1

32 3 6

1 1

1x x x x

=
 

+ +  
 

, x = t6 ð¼Ö¯]

(tanx = t Áå¶ cot x = u ð¼Ö¯Í)
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6. 2
5

( 1) ( 9)
x

x x+ +
7.

sin
sin ( )

x
x a− 8.

5 log 4 log

3 log 2 log

x x

x x
e e
e e

−
−

9. 2

cos

4 sin

x

x−
10.

8 8

2 2
sin cos

1 2sin cos
x x

x x
−

− 11.
1

cos ( ) cos ( )x a x b+ +

12.
3

81

x

x−
13. (1 ) (2 )

x

x x
e

e e+ + 14. 2 2
1

( 1) ( 4)x x+ +

15. cos3 x elog sinx 16. e3 logx (x4 + 1)– 1 17.  f ′ (ax + b) [f (ax + b)]n

18.
3

1

sin sin ( )x x + α
19.

1 1

1 1
sin cos
sin cos

x x
x x

− −

− −

−
+

,  (x ∈ [0, 1])

20.
1
1

x
x

−
+

21.
2 sin 2
1 cos2

xx e
x

+
+

22.
2

2
1

( 1) ( 2)
x x

x x
+ +

+ +

23. – 1 1tan
1

x
x

−
+

24.
2 2

4

1 log ( 1) 2 logx x x

x

 + + − 

BE å¯º CC å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

25.
2

1 sin
1 – cos

x xe dx
x

π

π
− 

 
 ∫ 26. 4

4 40

sin cos
cos sin

x x dx
x x

π

+∫ 27.
2

2
2 20

cos
cos 4 sin

x dx
x x

π

+∫

28. 3

6

sin cos
sin 2
x x dx

x

π

π

+
∫ 29.

1

0 1
dx
x x+ −∫ 30. 4

0

sin cos
9 16 sin 2

x x dx
x

π
+

+∫

31. 12
0

sin 2 tan (sin )x x dx
π

−∫ 32.
0

tan
sec tan

x x dx
x x

π

+∫

33. ( )4

1
1| | 2 | | 3x x x dx− + − + −∫

Ô¶á ÇñÇÖÁ» ù êÌîÅÇäå Õð¯ (êÌôé CD å¯º CI å¼Õ) A

34.
3

21

2 2log
3 3( 1)

dx
x x

= +
+∫ 35.

1

0
1xx e dx =∫

36.
1 17 4
1

cos 0x x dx
−

=∫ 37. 32
0

2sin
3

x dx
π

=∫
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38. 34
0

2 tan 1 log2x dx
π

= −∫ 39.
1 1
0
sin 1

2
x dx− π

= −∫

40. Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú 
1 2 3
0

xe dx−∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

DA å¯º DD ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

41. x x
dx

e e−+∫  ìðÅìð ÔËÍ

(A) tan–1 (ex) + C (B) tan–1 (e – x) + C
(C) log (ex – e – x) + C (D) log (ex + e – x) + C

42. 2
cos 2

(sin cos )
x dx

x x+∫  ìðÅìð ÔËÍ

(A)
–1 C

sin cosx x
+

+
(B) log |sin cos | Cx x+ +

(C) log |sin cos | Cx x− + (D) 2
1

(sin cos )x x+

43. Üç¯º ÇÕ  f (a + b – x) = f (x), å» ( )
b

a
x f x dx∫  ìðÅìð ÔËÍ

(A) ( )
2

b

a

a b f b x dx+
−∫ (B) ( )

2
b

a

a b f b x dx+
+∫

(C) ( )
2

b

a

b a f x dx−
∫ (D) ( )

2
b

a

a b f x dx+
∫

44.
1 1

20

2 1tan
1

x dx
x x

− − 
 + − ∫  çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

(A) 1 (B) 0 (C) –1 (D)
4
π

ÃÅð-Á¿ô
® ÇâëðËéÃ¶ôé çÆ À°ñà ÇÕÇðÁÅ ù ÇÂéÇà×ð¶ôé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇâëðËéôñ Õñé Çò¼Ú, ÃÅù

ÇÂ¼Õ ëñé Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÁÃÆº ÇÂÃ ëñé çÅ âËðÆòËÇàò ÁðæÅå ÇâëðËéôñ
êåÅ ÕðéÅ Ô¹¿çÅ ÔË êð¿å± ÇÂéÇà×ðñ Õñé Çò¼Ú ÃÅù ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÅ êåÅ
ÕðéÅ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜÃçÅ âËðÆòËÇàò Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇÂ¼Õ ÇÕÇðÁÅ
ÔË Ü¯ ÇâëðËéÃ¶ôé çÆ À°ñà ÔË
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î³é ñÀ° ÇÕ F( ) ( )d x f x
dx

= . å» ÁÃÆº ( ) F ( ) Cf x dx x= +∫  ÇñÖç¶ Ô»Í ÇÂÔé»
ÇÂéÇà×ðñ ù Áé§å Ü» ÇòÁÅêÕ ÇÂéÇà×ðñ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ C ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ
ÁÚñ ÔËÍ ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ» ÇÂéÇà×ðñ» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÚñ çÅ Á³åð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

® Áé§å ÇÂéÇà×ðñ, ÇÜÁÅÇîåÕ å½ð å¶ òÕð» ç¶ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ç¶ ÃîÈÔ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË
ÇÜÔé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ñÂÆ ÇÂ¼Õ òÕð ù  y&è¹ð¶ ç¶ éÅñ éÅñ ÁÅêä¶ Ãî»åð À°µêð ò¼ñ Ü»
Ô¶á» ò¼ñ, ÃÇîåÆ ìçñ Õ¶ êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

® Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Õ°Þ Çòô¶ôåÅò» Ô¶á ÇñÖ¶ ÔéÍ
1. [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫
2. ÇÕÃ¶ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ k, ç¶ ñÂÆ ( ) ( )k f x dx k f x dx=∫ ∫

Ç÷ÁÅçÅ ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú Üç¯º ÇÕ  f1, f2, f3,..., fn , ëñé ÔË, Áå¶ k1, k2,...,kn ,
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Ôé å»

1 1 2 2[ ( ) ( ) ... ( )]n nk f x k f x k f x dx+ + +∫
= 1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n nk f x dx k f x dx k f x dx+ + +∫ ∫ ∫

® Õ°¼Þ îÅéÕ/ÇîÁÅðÆ ÇÂéÇà×ðñ

(i)
1

C
1

n
n xx dx

n

+

= +
+∫ , n ≠ – 1. ÖÅÃ å½ð å¶ Cdx x= +∫

(ii) cos sin Cx dx x= +∫ (iii) sin – cos Cx dx x= +∫
(iv) 2sec tan Cx dx x= +∫ (v) 2cosec – cot Cx dx x= +∫

       (vi) sec tan sec Cx x dx x= +∫

(vii) cosec cot – cosec Cx x dx x= +∫ (viii)
1

2
sin C

1

dx x
x

−= +
−

∫

(ix)
1

2
cos C

1

dx x
x

−= − +
−

∫ (x) 1
2 tan C

1
dx x

x
−= +

+∫

(xi) 1
2 cot C

1
dx x

x
−= − +

+∫ (xii)
1

2
sec C

1

dx x
x x

−= +
−

∫

(xiii) 1
2

cosec C
1

dx x
x x

−= − +
−

∫ (xiv) Cx xe dx e= +∫

(xv) C
log

x
x aa dx

a
= +∫ (xvi) 1 log Cdx x

x
= +∫
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® ÁêÈðé Çí¿é» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé

ïÅç Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ êÇðî¶ï ëñé  P ( )
Q ( )

x
x

, ç¯ ìÔ¹êç» ç¶ Áé°êÅå ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå

ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ P(x) Áå¶ Q (x), Úñ x Çò¼Ú ìÔ¹êç Ôé Áå¶ Q (x) ≠ 0. Ü¶ ìÔ¹êç
P(x) çÆ ØÅå ìÔ¹êç Q(x), çÆ ØÅå å¯º ò¼è ÔË, å» ÁÃÆº P(x) ù Q(x) éÅñ ò¿â Õðç¶

Ô» å» ÇÕ 1P ( )P ( ) T ( )
Q ( ) Q( )

xx x
x x

= +  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕ¶ ÇÂ¼æ¶ T (x), ÇÂ¼Õ ìÔ¹êç

ÔË Áå¶ P1 (x) çÆ ØÅå Q(x) çÆ ØÅå å¯º Ø¼à ÔËÍ ìÔ¹êç Ô¯ä ç¶ ÕÅðé T (x) çÅ

ÇÂéÇà×ðñ ÁÅÃÅéÆ éÅñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË 1P ( )
Q( )

x
x

 ù Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÇÕÃî» çÆ

ÁêÈðé Çí¿é» ç¶ Ü¯óëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºç¶ Ô̄Â¶ ÇÂÃçÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

1.
( ) ( )

px q
x a x b

+
− −

 = 
A B

x a x b
+

− −
, a ≠ b

2. 2( )
px q
x a

+
− = 2

A B
( )x a x a

+
− −

3.
2

( ) ( ) ( )
px qx r

x a x b x c
+ +

− − − =
A B C

x a x b x c
+ +

− − −

4.
2

2( ) ( )
px qx r

x a x b
+ +

− − = 2
A B C

( )x a x bx a
+ +

− −−

5.
2

2( ) ( )
px qx r

x a x bx c
+ +

− + + = 2
A B + Cx

x a x bx c
+

− + +
,

ÇÂ¼æ¶ x2 + bx + c ç¶ Á¼×¶ ×¹äéÖ³â éÔÆº ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶Í
® êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé

ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¶ Úñ Çò¼Ú ìçñÅÁ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ ù ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ î½ÇñÕ ÇÂéÇà×ðñ
Çò¼Ú ìçñ Çç³çÅ ÔËÍ ÇÂÔ ÇòèÆ ÇÜÃ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Úñ ù ÇÕÃ¶ çÈÃð¶ Úñ Çò¼Ú ìçñç¶ Ô»,
êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ Üç ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú Õ°Þ ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé î½÷Èç Ô¯ä
å» ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ°Þ ååÃîÕ» çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô»Í êÌåÆÃæÅåêé
ÇòèÆ çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ îÅéÕ/ÇîÁÅðÆ ÇÂéÇà×ðñ» ù êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

(i) tan log sec Cx dx x= +∫ (ii) cot log sin Cx dx x= +∫
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(iii) sec log sec tan Cx dx x x= + +∫
(iv) cosec log cosec cot Cx dx x x= − +∫

® Õ¼°Þ ÖÅÃ ëñé» çÆÁ» ÇÂéÇà×ðñ

(i) 2 2
1 log C
2

dx x a
a x ax a

−
= +

+−∫

(ii) 2 2
1 log C
2

dx a x
a a xa x

+
= +

−−∫ (iii) 1
2 2

1 tan Cdx x
a ax a

−= +
+∫

(iv) 2 2
2 2

log Cdx x x a
x a

= + − +
−

∫ (v)
1

2 2
sin Cdx x

aa x
−= +

−
∫

(vi)
2 2

2 2
log | | Cdx x x a

x a
= + + +

+
∫

® Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé
Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé» f1 Áå¶ f2, ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

1 2 1 2 1 2( ) . ( ) ( ) ( ) ( ) . ( )df x f x dx f x f x dx f x f x dx dx
dx

 = −   ∫ ∫ ∫ ∫ , ÁðæÅå ç¯

ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÅ ÇÂéÇà×ðñ = êÇÔñÅ ëñé × çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ –
{êÇÔñÅ çÅ ÇâëðËéôñ ×¹ä»Õ × çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ} çÅ ÇÂéÇà×ðñÇÂÃ ñÂÆ
êÇÔñÅ ëñé Áå¶ çÈÜ¶ ëñé çÅ À°ÇÚå Ú¯ä Çò¼Ú ÇèÁÅé ç¶ä çÆ ñ¯ó ÔËÍ Ãêôà å½ð å¶
ÃÅù ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñËäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË ÇÜÃçÅ ÇÂéÇà×ðñ ÃÅù
êåÅ Ô¯ò¶Í

® [ ( ) ( )] ( ) Cx xe f x f x dx e f x dx′+ = +∫ ∫
® ÇÂéÇà×ðñ çÆÁ» Õ¼°Þ ÖÅÃ ÇÕÃî»

(i)
2

2 2 2 2 2 2log C
2 2
x ax a dx x a x x a− = − − + − +∫

(ii)
2

2 2 2 2 2 2log C
2 2
x ax a dx x a x x a+ = + + + + +∫

(iii)
2

2 2 2 2 1sin C
2 2
x a xa x dx a x

a
−− = − + +∫
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(iv) 2 2

dx dx
ax bx c ax bx c+ + + +

∫ ∫vFkok  òð×ÆÁ» ÇÕÃî» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ ù

êÌîÅÇäå ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ax2 + bx + c = 
2 2

2
22 4

b c b c ba x x a x
a a a a a

     + + = + + −          

(v) 2 2

px q dx px q dx
ax bx c ax bx c

+ +
+ + + +

∫ ∫vFkok  òð×ÆÁ» ÇÕÃî» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ ù

îÅéÕ/ÇîÁÅðÆ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
2A ( ) B A (2 ) Bdpx q ax bx c ax b

dx
+ = + + + = + + , A  Áå¶ B çÅ î¹¼ñ êåÅ

Õðé ç¶ ñÂÆ ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ ×¹äÅÕ» çÆ å°ñéÅ ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔËÍ

® ÁÃÆº ( )
b

a
f x dx∫  ù òÕð, y = f (x), a ≤ x ≤ b, x-è¹ð¶ Áå¶ ordinates   x = a Áå¶

x = b Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌíÅÇôå ÕÆåÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ [a, b] Çò¼Ú

x ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔË åç ( )
x

a
f x dx∫  Ö¶åðëñ ëñé A (x) ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ö¶åðëñ ëñé

çÅ Ã¿Õñê ÃÅù Õñé çÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï ò¼ñ êÌ¶Çðå ÕðçÅ ÔËÍ
G.H.B ÇÂéÇÂ×ðñ Õñé çÆ êÇÔñÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï (First fundamental theorem of integral

   calculus)

      êÌî¶ï A. î³é ñÀ¹ Ö¶åðëñ ëñé A(x) = ( )
x

a
f x dx∫ , ÃÅð¶ ∀ x ≥ a, ç¶ ñÂÆ, éÅñ

êÌíÅÇôå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ f  ù Á³åðÅñ [a, b] å¶ ñ×ÅåÅð î³ÇéÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, åç
A′ (x) = f (x) ÃÅð¶ ∀  x ∈ [a, b] ç¶ ñÂÆÍ

® ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï
î³é ñÀ° ÇÕ ì¿ç Á³åðÅñ [a, b] å¶ êÌíÅÇôå  f , x ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË Áå¶ F ÇÂ¼Õ

çÈÃðÅ ëñé ÔË ÇÜ¼æ¶ F( ) ( )d x f x
dx

= , f  ç¶ êÌ»å ç¶ ÃÅð¶  x ç¶ ñÂÆ ÔËÍ

åç [ ]( ) F( ) C F ( ) F ( )
b b

aa
f x dx x b a= + = −∫

ÇÂÃ ù ÇòÃæÅð  [a, b] å¶ f  çÅ  ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ a Áå¶ b ÇÂéÇà×ðñ
çÆÁ» ÃÆîÅò» ÁÖÅÀ°ºçÆÁ» Ôé,  a ù Ô¶áñÆ ÃÆîÅ Áå¶ b ù À°êðñÆ ÃÆîÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

—v—

ÁðæÅå

ÁðæÅå

ÁðæÅå


