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vOne should study Mathematics because it is only through Mathematics that
nature can be conceived in harmonious form. – BIRKHOFF v

8.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÇÜÁÅÇîåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº Çåzí¹Ü», ÁÅÇÂå», Ãî¦ì Úå°ðí¹Ü» Áå¶ Ú¼Õð»
ç¶ éÅñ éÅñ ò¼Ö-ò¼Ö åð·» çÆÁ» ÇÜÁÅîåÆ ôÕñ» ÁÅÇç ç¶ Ö¶åðëñ
çÆ ×äéÅ ç¶ ñÂÆ ÃÈåð» çÅ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÇòÔÅðÕ ÜÆòé
çÆÁ» Áé¶Õ Ãî¼ÇÃÁÅò» ç¶ ñÂÆ ×Çäå çÅ Áé°êÌï¯× Çò¼Ú ÇÂÃ
êÌÕÅð ç¶ ÃÈåð ÁèÅð Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂÔé» ÁèÅðÆ ÃÈåð» çÆ ÃÔÅÇÂåÅ
éÅñ ÁÃÆº Áé¶Õ ÃÅèÅðé ôÕñ» ç¶ Ö¶åðëñ çÆ ×äéÅ Õð ÃÕç¶
Ô»Í êð Çëð òÆ ÇÂÔ ÃÈåð òÕð» ç¹ÁÅðÅ ÇØð¶ Ö¶åðëñ çÆ ×äéÅ ç¶
ñÂÆ ÕÅëÆ éÔÆº ÔéÍ ÇÂÃ ç¶ ñÂÆ ÃÅù ÇÂéÇà×ðñ Õñé ç¶ Õ°Þ
Ã¿Õñê» çÆ ÷ðÈðå Ô¯ò¶×ÆÍ

ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº, Ü¯ó ç¶ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ» çÆ ×äéÅ Õðç¶ Ãî¶º òÕð y = f (x), è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ»
x = a, x = b Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù êåÅ Õðé çÅ
ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ÃÅèÅðé òÕð» ç¶ Á³åð×å, Ãðñ ð¶ÖÅò» Áå¶ Ú¼Õð», ê¶ðÅìñ̄Å
Áå¶ ÇÂÇñêÃ (Õ¶òñ îÅéÕ ðÈê) çÆÁ» ÚÅê» ç¶ Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂÇéÇà×ðñ» ç¶
ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Áé°êÌï¯× çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í À°êð¯Õå òÕð» ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù òÆ êåÅ Õð»×¶Í
8.2 ÃèÅðé òÕð» ç¶ Á³åð×å Ö¶åðëñ (Area Under Simple Curves)
ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº, Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ Áå¶ Õñé çÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï
çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÆ ×äéÅ ÇÕò¶º ÕÆåÆ ÜÅÂ¶, çÅ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº
òÕð  y = f (x), x-è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» x = a Áå¶ x = b éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù êåÅ Õðé çÆ ÁÅÃÅé
Áå¶ Á³åð Ç×ÁÅé éÅñ Ô¯ä òÅñÆ ÇòèÆ çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í ÇÚ¼åð H.A Çò¼Ú ÁÃÆº òÕð ç¶ Á³åð×å

êÅá

A.L. Cauchy
(1789-1857)

8

ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Áé°êÌï¯×
(Application of Integrals)
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Ö¶åðëñ ù ìÔ¹å êåñÆ Áå¶ ¦ìÕÅðÆ, Ç÷ÁÅçÅ
Ç×äåÆ Çò¼Ú ê¼àÆÁ» éÅñ ìäÅ ÃÕç¶ Ô»Í y À°ÚÅÂÆ
Áå¶ dx Ú½óÅÂÆ òÅñÆ ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ê¼àÆ å¶ ÇòÚÅð
Õð¯Í ÇÂÃ Çò¼Ú dA (ÁèÅðÆ ê¼àÆ çÅ Ö¶åðëñ) = ydx,
ÇÜ¼æ¶ y = f (x) ÔËÍ

ÇÂÔ Ö¶åðëñ ÁèÅðÆ Ö¶åðëñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¯
ÇÕ Ö¶åð ç¶ Á³çð ÇÕÃ¶ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÃÇæåÆ å¶ Áå¶ a
Áå¶ b ç¶ Çò¼Ú x ç¶ ÇÕÃ¶ î¹¼ñ éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ
ÔËÍ ÁÃÆº òÕð y = f (x), Õ¯àÆ  x = a, x = b Áå¶
x&è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Õ°¼ñ Ö¶åðëñ A ù, Ö¶åð PQRSP
Çò¼Ú ÃÅðÆÁ» êåñÆ ê¼àÆÁ» ç¶ Ö¶åðëñ ç¶ Ü¯ó ç¶ éåÆÜ¶ ç¶
ðÈê Çò¼Ú ç¶Ö ÃÕç¶ Ô»Í Ã¿Õ¶åÕ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂÃ ù ÇÂÃ
åð·» çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»:

A = A ( )
b b b

a a a
d ydx f x dx= =∫ ∫ ∫

òÕð x = g (y), y-è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» y = c, y = d éÅñ ÇØð¶
Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ Ô¶á ÇñÖ¶ ÃÈåð ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

A = ( )
d d

c c
xdy g y dy=∫ ∫

ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô» ÇÜò¶º ÇÕ
ÇÚ¼åð H . B Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

fÇà¼êäÆ : ÜçÇÕ ÇòÚÅð ÁèÆé òÕð çÆ ÃÇæåÆ x-è¹ð¶ ç¶ Ô¶á» ÔË, å» ÇÜò¶ºÇÕ ÇÚ¼åð H.C Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂ¼æ¶ x = a å¯º  x = b å¼Õ f (x) < 0  ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð, x-
è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ»  x = a, x = b
éÅñ ÇØð¶ Ö ¶åð çÅ Ö¶åðëñ
ÇðäÅåîÕ Ô¯ Ü»çÅ ÔË, êð¿å± ÁÃÆº
Ö¶åðëñ ç¶ ÇÃðë Ã¿ÇÖÁÅåîÕ î¹¼ñ
çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ ñÂÆ ÜçÇÕ
Ö¶åðëñ ÇðäÅåîÕ ÔË å» ÁÃÆº
ÇÂÃç¶ Çéðê¶Ö î¹ ¼ñ ÁðæÅå

( )
b

a
f x dx∫ ù ñËºç¶ Ô»Í

ÇÚ¼åð H.B

ÇÚ¼åð H.C

ÇÚ¼åð H.A
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ÇÚ¼åð H. D

ÁÅî å½ð å¶ ÇÂÃ åð·» Ô¯ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ òÕð çÅ Õ°¼Þ íÅ× x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð Ô¯ò¶ Áå¶ Õ°¼Þ íÅ× x-è¹ð¶ ç¶ Ô¶á»
Ô¯ò¶, ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.D Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ A1 < 0 Áå¶ A2 > 0 ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ òÕð y
= f (x), x-è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» x = a Áå¶ x = b éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ A ÃÈåð A = 1A + AA2

ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðé A. Ú¼Õð x2 + y2 = a2  çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ: ÇÚ¼åð H.E Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð éÅñ ÇØð¶ Ô¯Â¶ Ö¶åð çÅ Õ°¼ñ Ö¶åðëñ
= 4 (Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð, x- è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆ Ordinates  x = 0 Áå¶ x = a éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ

AOBA çÅ Ö¶åðëñ)

   [ÇÕÀ°ºÇÕ Ú¼Õð x- è¹ð¶ Áå¶ y- è¹ð¶ ç¯ò» å¶ ÃîÇîåÆ Çò¼Ú
ÔËÍ]

= 
0

4
a

ydx∫  (¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ» ñËºç¶ Ô¯Â¶)

= 2 2

0
4

a
a x dx−∫ ,

ÇÕÀ°ºÇÕ x2 + y2 = a2 å¯º 2 2y a x= ± −  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË
ÇÜò¶º ÇÕ Ö¶åð AOBA êÇÔñ¶ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú ÃÇæå ÔË
ÇÂÃ ñÂÆ  y ù èéÅåîÕ ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂéÇà×ðñ
Õðé å¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð éÅñ ÇØÇðÁÅ Ö¶åðëñ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê
Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

= 
2

2 2 –1

0

4 sin
2 2

a
x a xa x

a
 

− + 
 

 = 
2

14 0 sin 1 0
2 2
a a −  

× + −    

ÇÚ¼åð H. E
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 = 
2

24
2 2

a a
  π = π   
   

çÈÜÅ ìçñ : ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.F Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ
ÔË ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð ç¹ÁÅðÅ
ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Õ°¼ñ Ö¶åðëñ

= 
0

4
a
xdy∫  = 2 2

0
4

a
a y dy−∫         (ÇÕÀ°º?)

= 
2

2 2 1

0

4 sin
2 2

a
ay ya y

a
− 

− + 
 

=  
2

14 0 sin 1 0
2 2

aa −  
× + −    

= 
2

24
2 2

a aπ
= π

À°çÅÔðé B. ÇÂÇñêÃ  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  éÅñ ÇØð¶ çÅ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð H.G Çò¼Ú ÇÂÇñêÃ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ABA′B′A  çÅ Ö¶åðëñ

= 
0,

4
x x x a

AOBA

 − = =
  
 

fn, g,q oØ] v{k] dkfs V;kas }kjk izFke prFq kk’– k e sa

f?kjs {ks= k dk  {ks= kiQy

(ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÇñêÃ x-è¹ð¶ Áå¶ y-è¹ð¶ ç¯ò» Çò¼Ú ìðÅìð ÃîÇîåÆ Çò¼Ú ÔË)

= 
0

4 ( )
a

ydx∫ mŁok/Z j  iVf~ V;k¡ yrs s g,q

Ô¹ä 

2 2

2 2
x y
a b

+  = 1 éÅñ 2 2by a x
a

= ± − êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË, êð¿å± Ö¶åð  AOBA  êÇÔñÆ ÇÂ¼Õ

Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú ÃÇæå ÔË ÇÂÃ ñÂÆ y èéÅåîÕ ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ

= 2 2
0

4
a b a x dx

a
−∫

2
2 2 –1

0

4 sin
2 2

a
b x a xa x
a a

 
= − + 

 
(ÇÕÀ°º)

2
14 0 sin 1 0

2 2
b a a
a

−  
= × + −  

   
ÇÚ¼åð H. G

ÇÚ¼åð H. F

Çç¼å¶ Ô̄Â¶ òÕð è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ»  ç¹ÁÅðÅ êÇÔñ¶ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú
ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ» ñËºç¶ Ô¯Â¶
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24

2 2
b a ab
a

π
= = π ÔËÍ

çÈÜÅ ìçñ : ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.H Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô¯Â¶,
ÇÂÇñêÃ çÅ Ö¶åðëñ

= 
0

4
b
xdy∫  = 2 2

0
4

ba b y dy
b

−∫  (ÇÕÀ°º?)

2
2 2 –1

0

4
sin

2 2

b
a y b yb y

b b
 

= − + 
 

2
–14 0 sin 1 0

2 2
a b b

b
  

= × + −     

24
2 2

a b ab
b

π
= ⋅ ⋅ = π  gSA

8.2.1  ÇÂ¼Õ òÕð Áå¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ (The area of the region
bounded by a curve and a line)
ÇÂÃ À°êíÅ× Çò¼Ú, ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ Ú¼Õð, ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ êËðÅì¯ñÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ
ÇÂÇñêÃ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð»×¶Í À°êð¯Õå Ç÷Õð ÕÆå¶  òÕð» çÆÁ» ÃîÆÕðé» ç¶
ÇÃðë êÌîÅÇäÕ ðÈê Çò¼Ú ÔÆ ÁÇèÁËé ÕÆå¶ ÜÅä×¶Í ÇÕÀ°ºÇÕ Ô¯ð ðÈê» òÅñ¶ ÃîÆÕðé çÅ À°êï¯× ÇÂÃ
êÅá ê¹ÃåÕ ç¶ ÁÇèÁËé Ö¶åð å¯º ìÅÔð ÔËÍ

À°çÅÔðé C. òÕð y = x2 Áå¶ ð¶ÖÅ y = 4 ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðé  y = x2 éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ òÕð ÇÃðë y-è¹ð¶ å¶ ÃîÇîåÆ Çò¼Ú ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ ÇÚ¼åð H.I å¯º, Ö¶åð AOBA çÅ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

4

0
2 xdy∫ = 2 (Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð, y –è¹ð¶ Áå¶

ð¶ÖÅò» y = 0 Áå¶ y = 4 éÅñ
ÇØð¶ Ö¶åð BOND çÅ Ö¶åðëñ)

=
4

0
2 ydy∫   (ÇÕÀ°º?)

=
43

2

0

22
3

y
 

×  
  

4 328
3 3

= × =

ÇÚ¼åð H. H

ÇÚ¼åð H. I
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ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» ñÂÆÁ» ÔéÍ ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.I Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
çÈÜÅ ìçñ : Ö¶åð AOBA çÅ Ö¶åðëñ êÌÅêå Õðé ñÂÆ ÁÃÆº PQ åð·» ¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ»  ñË ÃÕç¶ Ô»
ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.A@ Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ
ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÃîÆÕðé»  x2 = y Áå¶ y = 4 ù Ô¼ñ Õðç¶
Ô» ÇÜÔé» éÅñ x = –2 Áå¶ x = 2 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» Ö¶åð AOBA ù òÕð» y = x2, y = 4 Áå¶
Õ¯àÆÁ» x = –2 Áå¶ x = 2 Çò¼Ú ÇØÇðÁÅ Ö¶åð
êÌíÅÇôå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ Ö¶åð AOBA çÅ Ö¶åðëñ

= 
2

2
ydx

−∫ [ y = (Çì³çÈ Q çÅ y Çéðç¶ô Á³Õ

– Çì³çÈ P  çÅ Çéðç¶ô Á³Õ y) = 4 – x2]

= ( )2 2
0

2 4 x dx−∫ (ÇÕÀ°º?)

23

0

2 4
3
xx

 
= − 

 
 

82 4 2
3

 = × −  
32
3

=

Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå À°çÅÔðé» å¯º ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ
ÁÃÆº ¦ìÕÅðÆ Ü» ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ù òÆ ñË ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÃ ç¶ Á¼×¶ ÁÃÆº ÇÂÔé» ç¯é»
ê¼àÆÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ çÆ ÚðÚÅ Õð»×¶Í ¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ» ù åðÜÆÔ Çç¼åÆ ÜÅò¶×ÆÍ
À°çÅÔðé C. êÇÔñÆ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú Ú¼Õð x2 + y2 = 32, ð¶ÖÅ  y = x, Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð
çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðé Ôé :

y = x ... (1)
Áå¶ x2 + y2 = 32 ... (2)

 ÃîÆÕðé (1) Áå¶ (2) ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù
ÇîñçÅ ÔË ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ú¼Õð å¶ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ð¶ÖÅ ÇÂ¼Õ
çÈÃð¶ ù êÇÔñÆ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú B(4, 4) å¶ Çîñç¶ ÔéÍ
(ÇÚ¼åð 8-11)A x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð BM ¦ì ÇÖ¼Ú¯Í

ÇÂÃ ñÂÆ, ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ = Ö¶åð OBMO çÅ
Ö¶åðëñ + Ö¶åð BMAB
çÅ Ö¶åðëñ

ÇÚ¼åð H. G

 ÇÚ¼åð H.AA
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vko‘Qfr 8-12

 Ô¹¹ä, Ö¶åð OBMO  çÅ Ö¶åðëñ

=  
4 4

0 0
y dx x dx=∫ ∫  = 

42
0

1
2

x   = 8 ... (3)

 ç¹ìÅðÅ Ö¶åð BMAB  çÅ Ö¶åðëñ

= 
4 2

4
ydx∫ = 

4 2 2
4

32 x dx−∫

= 
4 2

2 –1

4

1 132 32 sin
2 2 4 2

xx x − + × ×  

= –1 –11 1 4 1 14 2 0 32 sin 1 32 16 32 sin
2 2 2 2 2

  × + × × − − + × ×      

= 8 π – (8 + 4π) = 4π – 8 ... (4)

 ÃîÆÕðé (3) Áå¶ (4)  çÅ Ü¯ó Õðé å¶ ÃÅù ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ A = 4π  ÇîñçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðé E. ÇÂÇñêÃ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = Áå¶ Õ¯àÆÁ»  x = 0 Áå¶  x = ae, éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

êåÅ Õð¯, ÇÜ¼æ¶ b2 = a2 (1 – e2) Áå¶ e < 1 ÔËÍ

Ô¼ñ : ñ¯óÆºçÅ Ö¶åð BOB′RFSB ÇÂÇñêÃ Áå¶ ð¶ÖÅò» ordinates  x = 0 Áå¶ x = ae éÅñ
ÇØÇðÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ö¶åðëñ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ  (ÇÚ¼åð H.AB)A

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Ö¶åð BOB′RFSB çÅ Ö¶åðëñ

= 
0

2
ae

ydx∫  = 2 2
0

2
aeb a x dx

a
−∫

= 
2

2 2 –1

0

2 sin
2 2

ae
b x a xa x

a a
 

− + 
 

= 2 2 2 2 –12 sin
2

b ae a a e a e
a

 − +  

= 2 –11 sinab e e e − +  
ÇÚ¼åð H.AB



ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Áé°êÌï¯×       383

ÁÇíÁÅÃ H.A
1. òÕð y2 = x, ð¶ÖÅò» x = 1, x = 4 Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ êÇÔñÆ  Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú Ö¶åðëñ

êåÅ Õð¯Í
2. êÇÔñÆ  Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú òÕð y2 = 9x, x = 2, x = 4 Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ ÕðÍ̄
3. êÇÔñÆ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú x2 = 4y, y = 2, y = 4 Áå¶ y-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

4. ÇÂÇñêÃ 
2 2

1
16 9
x y

+ = éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

5. ÇÂÇñêÃ 
2 2

1
4 9
x y

+ = éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

6. êÇÔñÆ  Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú Ú¼Õð x2 + y2 = 4, ð¶ÖÅ x = 3 y Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ
êåÅ Õð¯Í

7. ÕÅàòÆº ð¶ÖÅ 2
ax =  ç¹ÁÅðÅ Ú¼Õð  x2 + y2 = a2 ç¶ Õ¼à¶ ×Â¶ Û¯à¶ íÅ× çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

8. Ü¶Õð òÕð x = y2 Áå¶ ð¶ÖÅ x = 4 ÇòÚÕÅð ÇØÇðÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ö¶åðëñ ð¶ÖÅ x = a éÅñ ç¯
ìðÅìð íÅ×» Çò¼Ú ò¿ÇâÁÅ Ü»çÅ ÔË å» a çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

9. êËðÅì¯ñÅ y = x2  Áå¶  y = x  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
10. òÕð x2 = 4y Áå¶ ð¶ÖÅ x = 4y – 2 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
11. òÕð y2 = 4x Áå¶ ð¶ÖÅ x = 3 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

êÌôé AB Áå¶ AC Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
12. êÇÔñÆ  Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú Ú¼Õð  x2 + y2 = 4 Áå¶ ð¶ÖÅò» x = 0, x = 2 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

ÔË :

(A) π (B)
2
π

(C)
3
π

(D)
4
π

13. òÕð y2 = 4x, y-è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅ y = 3 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔË :

(A) 2 (B)
9
4

(C)
9
3

(D)
9
2

8.3  ç¯ òÕð» ç¶ ÇòÚÕÅð çÅ Ö¶åðëñ (Area Between Two Curves)
ñËìÇéÜ çÆ Ú¶åéÅ Áå¶ Á³åð Ç×ÁÅé çÆ ÃÚÅÂÆ ç¶ Áé°ÃÅð ÇÕÃ¶ Ö¶åð ù ÁèÅðÆ Ö¶åðëñ çÆ ìÔ¹å Ç÷ÁÅçÅ
Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú Ûà̄ÆÁ»-Ûà̄ÆÁ» ê¼àÆÁ» Õ¼à Õ¶ Áå¶ ÇÂÔé» ÁèÅðÆ Ö¶åðëñ» çÅ Ü¯ó êåÅ Õð Õ¶, Ö¶åðëñ çÆ
×äéÅ çÆ ÇÕÇðÁÅ ÇÂÇéà×ð¶ôé ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ, ÃÅù ç ̄òÕð y = f (x) Áå¶ y = g (x) Çç¼å¶
ÔÂ̄¶ Ôé ÇÂ¼æ¶ [a, b]Çò¼Ú f(x) ≥ g(x) ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.AC Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð» ç¶
ÃîÆÕðé åº̄ y çÅ Ã»ÞÅ î¹¼ñ ñËºç¶ ÔÂ̄¶ ÇÂÔé» òÕð» çÅ ÕÅà Çì³çÈ x = a Áå¶ x = b ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÂ¶ ×Â¶ ÔéÍ
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ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ÃÈåð çÅ ÃæÅêéÅ Õðé ñÂÆ ÁèÅðÆ Ö¶åðëñ ù ¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ» ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñËäÅ
Ã¹ÇòèÅÜéÕ ÔËÍ ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.AC Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÁèÅðÆ ê¼àÆ çÆ À°ÚÅÂÆ
f (x) – g (x)  Áå¶ Ú½óÅÂÆ dx  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁèÅðÆ Ö¶åðëñ

 ÇÚ¼åð H. AC

dA = [ f (x) – g(x)] dx,  Áå¶ Õ°¼ñ Ö¶åðëñ A = [ ( ) ( )]
b

a
f x g x dx−∫

çÈÜÅ ìçñ :
A = [ òÕð y = f (x), x- è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» a x = a, x = b  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ]

– [ òÕð y = g (x), x- è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» x = a, x = b éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ]

        = ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx−∫ ∫  = [ ]( ) ( )

b

a
f x g x dx−∫ ÇÜ¼æ¶ [a, b] Çò¼Ú f (x) ≥ g (x)

ÜçÇÕ [a, c] Çò¼Ú f (x) ≥ g (x) Áå¶ [c, b] Çò¼Ú f (x) ≤ g (x) ÇÂ¼æ¶ a < c < b ÇÜò¶º ÇÕ
ÇÚ¼åð H. AD Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, å» òðÕ» Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» ÇñÇÖÁÅ
ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
 Õ°¼ñ Ö¶åðëñ = Ö¶åð ACBDA çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð BPRQB çÅ Ö¶åðëñ

= [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )
c b

a c
f x g x dx g x f x dx− + −∫ ∫

 ÇÚ¼åð H. AD
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À°çÅÔðé F. ç¯ êËðÅì¯ñÅ y = x2 Áå¶ y2 = x ÇòÚÕÅð

ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H. AE Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË,
ÇÂÔé» ç¯ò» êËðÅì¯ñÅ ç¶ ÕÅà Çì³çÈ  O (0, 0) Áå¶ A (1,

1) ÔéÍ ÇÂ¼æ¶ y2 = x ÁðæÅå y = x = f (x) Áå¶ y =

x2 = g (x), ÔéÍ ÇÂ¼æ¶ [0, 1]  Çò¼Ú f (x) ≥ g (x) ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÛÅÇÂÁÅ Ö¶åð çÅ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ
= [ ]1

0
( ) ( )f x g x dx−∫

= 
1 2
0

x x dx − ∫
13 3

2

0

2
3 3

xx
 

= − 
  

 =

2 1 1
3 3 3

− =

À°çÅÔðé G.  x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð Áå¶ Ú¼Õð x2 + y2 = 8x Áå¶ êËðÅì¯ñÅ y2 = 4x ç¶ ÇòÚÕÅð Ö¶åð çÅ
Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Ú¼Õð çÅ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÃîÆÕðé  x2 + y2 = 8x, (x – 4)2 + y2 = 16 ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ
ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ Ú¼Õð çÅ Õ¶ºçð Çì³çÈ (4, 0) ÔË Áå¶ ÁðèÇòÁÅÃ D ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔéÍ êËðÅì¯ñÅ y2 = 4x
ç¶ éÅñ ÇÂÃç¶ Õ¼àä éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

x2 + 4x = 8x

ÁðæÅå x2 – 4x = 0
ÁðæÅå x (x – 4) = 0
ÁðæÅå x = 0, x = 4

ÇÂÃ êÌÕÅð ÇÂÔé» ç¯ òÕð» ç¶ ÕÅà Çì³çÈ O(0, 0) Áå¶
x- è¹ð¶ ç¶ À°µêð P(4,4) ÔËÍ
ÇÚ¼åð H. AF å¯º  x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð ÇÂÔé» ç¯é» òÕð» ç¶
ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð OPQCO çÅ Ö¶åðëñ
= (Ö¶åð OCPO çÅ Ö¶åðëñ) + (Ö¶åð PCQP çÅ
Ö¶åðëñ)

= 
4 8

0 4
ydx ydx+∫ ∫

ÇÚ¼åð H.AE

ÇÚ¼åð H.AF
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= 
4 8 2 2
0 4

2 4 ( 4)x dx x dx+ − −∫ ∫  (ÇÕÀ°º\)

= 
43 4

2 22

00

22 4 , 4
3

x t dt x t
 

× + − − = 
  

∫ tgk¡

= 
4

2 2 2 –1

0

32 14 4 sin
3 2 2 4

t tt + − + × ×  

= 2 –132 4 10 4 sin 1
3 2 2

 + × + × ×  
32 320 8 4
3 2 3

π = + + × = + π  
 = 

4 (8 3 )
3

+ π

À°çÅÔðé H. ÇÚ¼åð H. AG Çò¼Ú AOBA êÇÔñÆ  Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú ÇÂÇñêÃ 9x2 + y2 = 36 çÅ ÇÂ¼Õ íÅ×
ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú OA = 2 ÇÂÕÅÂÆÁ» Áå¶ OB = F ÇÂÕÅÂÆÁ» Ôé =  ñØÈ ÚÅê AB Áå¶ ÜÆòÅ AB ç¶
ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÂÇñêÃ çÆ Çç¼åÆ Ô¯ÇÂÁÅ ÃîÆÕðé 9x2 + y2 = 36, ÁðæÅå

2 2

1
4 36
x y

+ =  ÁðæÅå 
2 2

2 2 1
2 6
x y

+ = ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÂÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË

Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÆ ôÕñ ÇÚ¼åð H². AG Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÚ¼åð òð×Æ
ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ Áé°ÃÅð, ÜÆòÅ AB çÆ ÃîÆÕðé ÔË :

y – 0 =
6 0 ( 2)
0 2

x−
−

−

ÁðæÅå y = – 3 (x – 2)
ÁðæÅå y = – 3x + 6
ÇÚ¼åð H. AG Çò¼Ú çðÃÅÂ¶ ÛÅÇÂÁÅ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

=
2 22

0 0
3 4 (6 3 )x dx x dx− − −∫ ∫ (ÇÕÀ°º?)

=
22 2

2 –1

0 0

4 33 4 sin 6
2 2 2 2
x x xx x

  − + − −     

= –12 123 0 2sin (1) 12
2 2

   × + − −      

π3 2 6
2

= × × −  = 3π – 6

ÇÚ¼åð H. AG
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À°çÅÔðé I. ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂ¼Õ
ÇÂÃ åð·» ç¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð
(1, 0), (2, 2) Áå¶ (3, 1) ÔéÍ
Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ A(1, 0), B(2, 2) Áå¶ C (3, 1)
Çåzí¹Ü ABC ç¶ ÇÃÖð Ôé (ÇÚ¼åð H. AH)
∆ ABC çÅ Ö¶åðëñ = ∆ ABD çÅ Ö¶åðëñ  + Ãî¦ì
Úåðí¹Ü BDEC çÅ Ö¶åðëñ – ∆ AEC Ö¶åðëñ
Ô¹ä í¹ÜÅò» AB, BC Áå¶ CA ç¶ ÃîÆÕðé ́ îòÅð

y = 2 (x – 1), y = 4 – x, y

= 
1
2

 (x – 1) ÔéÍ

Ç Â Ã  å ð ·»   ∆ ABC çÅ Ö¶åðëñ

=
2 3 3

1 2 1

12 ( 1) (4 )
2

xx dx x dx dx−
− + − −∫ ∫ ∫

=
2 3 32 2 2

1 2 1

12 4
2 2 2 2
x x xx x x

     
− + − − −          

=
2 2 22 1 3 22 2 1 4 3 4 2

2 2 2 2
         − − − + × − − × −          
          

– 
21 3 13 1

2 2 2
    − − −    
    

 = 
3
2

À°çÅÔðé A@. ç ̄Ú¼Õð»  x2 + y2  = 4 Áå¶ (x – 2)2 + y2 = 4 ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð» ç¶ ÃîÆÕðé Ôé :

x2 + y2 = 4 ... (1)

Áå¶ (x – 2)2 + y2 = 4 ... (2)
ÃîÆÕðé  (1) ÇÂ¼Õ åð·» çÅ Ú¼Õð ÔË ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð, îÈñ Çì³çÈ O å¶ ÔË Áå¶ ÇÜÃçÅ Áðè ÇòÁÅÃ

B ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔéÍ ÃîÆÕðé (2) ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» çÅ Ú¼Õð ÔË ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð C(2, 0) ÔË Áå¶ ÇÜÃçÅ
Áðè ÇòÁÅÃ B ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔéÍ ÃîÆÕðé (1) Áå¶ (2) ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ

(x –2)2 + y2 = x2 + y2

ÁðæÅå x2 – 4x + 4 + y2 = x2 + y2

ÁðæÅå x = 1 ÇÜÃ éÅñ y = 3±  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð» ç¶ ÕÅà Çì³çÈ A(1, 3 ) Áå¶ A′(1, – 3 ) Ôé ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H. AI Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð H. AH
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Ú¼Õð» ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð O ACA′O çÅ ñ¯óÆºçÅ
Ö¶åðëñ = 2 [Ö¶åð ODCAO çÅ Ö¶åðëñ] (ÇÕÀ°º?)

= 2 [Ö¶åð ODAO çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð  DCAD çÅ
Ö¶åðëñ]

= 
1 2

0 1
2 y dx y dx +  ∫ ∫

= 
1 22 2
0 1

2 4 ( 2) 4x dx x dx − − + −  ∫ ∫
(ÇÕÀ°º)

= 
1

2 –1

0

1 1 22 ( 2) 4 ( 2) 4sin
2 2 2

xx x − − − − + ×     
+

   
2

2 –1

1

1 12 4 4sin
2 2 2

xx x − + ×  

= 1 2
2 –1 2 –1

10

2( 2) 4 ( 2) 4sin 4 4sin
2 2

x xx x x x −   − − − + + − +        

= 
–1 1 –1 11 13 4sin 4sin ( 1) 4sin 1 3 4sin

2 2
− −  −   − + − − + − −          

= 3 4 4 4 3 4
6 2 2 6

 π π π π   − − × + × + × − − ×        

= 
2 23 2 2 3
3 3
π π   − − + π + π − −   

   

= 
8 2 3
3
π

−

ÇÚ¼åð H. AI
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ÁÇíÁÅÃ H. B
1. êËðÅì¯ñÅ x2 = 4y Áå¶ Ú¼Õð 4x2 + 4y2 = 9 ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
2. òÕð» (x  – 1)2 + y2 = 1 Áå¶ x2 + y2 = 1 ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
3. òÕð»  y = x2 + 2,  y = x, x = 0 Áå¶ x = 3 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
4. ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð

(– 1, 0), (1, 3) Áå¶ (3, 2) ÔéÍ
5. ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åðÌ» ç¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆÁ»

í¹ÜÅò» çÆÁ» ÃîÆÕðé  y = 2x + 1,  y = 3x + 1 Áå¶ x = 4 ÔéÍ

êÌôé F Áå¶ G Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯ :
6. Ú¼Õð  x2 + y2 = 4 Áå¶ ð¶ÖÅ x + y = 2 éÅñ ÇØð¶ Û¯à¶ íÅ× çÅ Ö¶åðëñ ÔË :

 (A) 2 (π – 2) (B) π – 2 (C) 2π – 1 (D) 2 (π + 2)
7. Ú¼Õð  y2 = 4x Áå¶ y = 2x ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ :

(A)
2
3

(B)
1
3

(C)
1
4

(D)
3
4

ë¹àÕñ À°çÅÔðé»

À°çÅÔðé AA. êËðÅì¯ñÅ  y2 = 4ax Áå¶ ÇÂÃ ç¶ ñ¶àÃ ðËÕàî (latus-rectum)  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ
Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð H . B@ å¯º, êËðÅì¯ñÅ  y2 = 4ax çÅ ÇÃÖð îÈñ
Çì³çÈ å¶ ÔËÍ ′ latus-rectum LSL ÜÆò» çÅ ÃîÆÕðé x = a
ÔËÍ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ êËðÅì¯ñÅ x-è¹ð¶ ç¶ ÃîÇîåÆ Çò¼Ú ÔËÍ
Ö¶åð OLL′O çÅ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ = 2 (Ö¶åð OLSO
çÅ Ö¶åðëñ)

=
0

2
a

ydx∫  = 
0

2 4
a

ax dx∫

=
0

2 2
a

a xdx× ∫

 =
3
2

0

24
3

a

a x
 

×  
  

 = 
3
28

3
a a

 
 
  

 = 28
3

a ÇÚ¼åð H. B@
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À°çÅÔðé AB. ð¶ÖÅ y = 3x + 2, x-è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ»
ordinates x = –1 Áå¶ x = 1 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ
êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H².BA Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, ð¶ÖÅ

y = 3x + 2, x- è¹ð¶ ù x = 
2

3
−

 å¶ ÇîñçÆ ÔË Áå¶

21,
3

x − −∈   ç¶ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ×ðÅë  x-è¹ð¶ ç¶ Ô¶á» ÔË Áå¶

2 ,1
3

x − ∈   ç¶ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ×ðÅë x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð ÔËÍ

ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ = Ö¶åð ACBA çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð ADEA çÅ Ö¶åðëñÍ ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ

=
2 1

3
21

3

(3 2) (3 2)x dx x dx
−

−−
+ + +∫ ∫

=

2 12 23

21
3

3 32 2
2 2
x xx x

−

−−

   
+ + +   

   
 = 

1 25 13
6 6 3

+ =

À°çÅÔðé AC. x = 0 Áå¶ x = 2π ç¶ ÇòÚÕÅð òÕð
y = cos x éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð H². BB å¯º, ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ
= Ö¶åð OABO çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð BCDB çÅ

Ö¶åðëñ + Ö¶åð DEFD çÅ Ö¶åðëñ

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ
=

 
3ππ

2π22
3ππ0
22

cos cos cosxdx xdx xdx+ +∫ ∫ ∫

= [ ] [ ] [ ]
3

22 2
30

2 2

sin sin sinx x x
π π

π

π π
+ +  = 1 + 2 + 1 = 4

ÇÚ¼åð H. BA

ÇÚ¼åð H. BB
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À°çÅÔðé AD. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ òÕð  y2 = 4x Áå¶ x2 = 4y, ð¶ÖÅò» x
= 0, x = 4, y = 4 Áå¶ y = 0 éÅñ ÇØð¶ òð× ç¶ Ö¶åðëñ ù Çå¿é
ìðÅìð íÅ×» Çò¼Ú ò¿âç¶ ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ ê¶ðÅì¯ñÅ y2 = 4x Áå¶ x2 = 4y ç¶ ÕÅà Çì³çÈ
(0,0) Áå¶ (4,4) Ôé ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H. BC Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ
ÔËÍ Ô¹ä òÕð» y2 = 4x  Áå¶ x2 = 4y éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð OAQBO
çÅ Ö¶åðëñ

=  
24

0
2

4
xx dx

 
−  ∫  = 

43 3
2

0

22
3 12

xx
 

× − 
  

=
32 16 16
3 3 3

− = ... (1)

ç¹ìÅðÅ òÕð»  x2 = 4y, x = 0, x = 4 Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð OPQAO çÅ Ö¶åðëñ

=
24 43

0 0

1 16
4 12 3
x dx x = = ∫ ... (2)

ÇÂÃ¶ åð·» òÕð  y2 = 4x, y-è¹ð¶  y = 0 Áå¶ y = 4 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð OBQRO çÅ Ö¶åðëñ

=
24 4 43

0 0 0

1 16
4 12 3
yxdy dy y = = = ∫ ∫ ... (3)

ÃîÆÕðé» (1)] (2) Áå¶ (3) å¯º ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ
Ö¶åð  OAQBO çÅ Ö¶åðëñ = Ö¶åð OPQAO çÅ Ö¶åðëñ = Ö¶åð OBQRO çÅ Ö¶åðëñ
ÁðæÅå, êËðÅì¯ñÅ y2 = 4x Áå¶  x2 = 4y éÅñ ÇØÇðÁÅ Ö¶åðëñ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òð× ç¶ Ö¶åðëñ ù Çå¿é
ìðÅìð íÅ×» Çò¼Ú ò¿âçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðé AE. Ö¶åð {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x2 + 1, 0 ≤ y ≤ x + 1, 0 ≤ x ≤ 2}çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÅÀ° êÇÔñ» ÁÃÆº À°Ã Ö¶åð çÅ ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð ÇåÁÅð ÕðÆÂ¶ ÇÜÃ çÅ ÁÃÆº Ö¶åðëñ êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ
ÇÂÔ Ö¶åð Ô¶á ÇñÖ¶ Ö¶åð» çÅ ÇòÚÕÅðñÅ Ö¶åð ÔË :

A1 = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x2 + 1}
A2 = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x + 1}

Áå¶ A3 = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2}

ÇÚ¼åð H. BE
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vko‘Qfr 8-24

òÕð»  y = x2 + 1 Áå¶ y = x + 1 ç¶ ÕÅà Çì³çÈ P(0, 1) Áå¶ Q(1, 2) ÔéÍ ÇÚ¼åð H. BD éÅñ,
ñ¯óºÆºçÅ Ö¶åð, ÛÅÇÂÁÅ Ö¶åð OPQRSTO ÔË ÇÜÃ çÅ Ö¶åðëñ

= Ö¶åð OTQPO çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð TSRQT çÅ Ö¶åðëñ

=
1 22
0 1
( 1) ( 1)x dx x dx+ + +∫ ∫ (ÇÕÀ°º?)

=
1 23 2

103 2
x xx x

      
+ + +     

     

= ( )1 11 0 2 2 1
3 2

      + − + + − +          
 = 

23
6

ÁÇèÁÅÇÂ H å¶ ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1.  Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð» Áå¶ ð¶ÖÅò» éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ :

(i) y = x2; x = 1, x = 2  Áå¶ x- è¹ðÅ
(ii) y = x4; x = 1, x = 5 Áå¶ x- è¹ðÅ

2. òÕð» y = x Áå¶ y = x2  ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
3. êÇÔñÆ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú y = 4x2, x = 0, y = 1  Áå¶ y = 4  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ   êåÅ

Õð¯Í

4.  y = 3x +   çÅ ×ðÅë ÇÖ¼Ú¯ Áå¶ 
0

6
3x dx

−
+∫   çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

5. x = 0  Áå¶ x = 2π  Áå¶ òÕð y = sin x  ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
6. êËðÅì¯ñÅ y2 = 4ax  Áå¶ ð¶ÖÅ y = mx  ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
7. êËðÅì¯ñÅ  4y = 3x2  Áå¶ ð¶ÖÅ 2y = 3x + 12 ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

8. ÇÂÇñêÃ 
2 2

1
9 4
x y

+ =  Áå¶ ð¶ÖÅ 1
3 2
x y

+ = ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Û¯à¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

9. ÇÂÇñêÃ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = Áå¶ ð¶ÖÅ 1x y
a b

+ =  ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Û¯à¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

10. êËðÅì¯ñÅ x2 = y, ð¶ÖÅ y = x + 2 Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
11. ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ çÆ òðåº̄ Õðç¶ Ô¯Â¶ òÕð 1x y+ = éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

[Ã¿Õ¶å : ñ¯óÆºçÅ Ö¶åð, ð¶ÖÅò» x + y = 1, x– y = 1, – x + y = 1 Áå¶ – x – y = 1 éÅñ
ÇØÇðÁÅ ÔËÍ]

12. òÕð» a {(x, y) : y ≥ x2 Áå¶ y = x } éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
13. ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ Çåzí¹Ü ABC, çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯

ÇÚ¼åð H.BD
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ÇÜÃç¶ ÇÃÖð» ç¶ Çéðç¶ôÕ A(2, 0), B (4, 5) Áå¶ C (6, 2) ÔËÍ
14. ÇÂ³àÆ×Ì¶ôé ÇòèÆ çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶, ð¶ÖÅò» 2x + y = 4, 3x – 2y = 6 Áå¶ x – 3y + 5 = 0

éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
15. Ö¶åð {(x, y) : y2 ≤ 4x, 4x2 + 4y2 ≤ 9}çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
AF å¯º B@ å¼Õ êÌôé» Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯ :
16. òÕð y = x3, x- è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» ordinates  x = – 2, x = 1 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔËÍ

(A) – 9 (B)
15
4

−
(C)

15
4

(D)
17
4

17. òÕð y = x | x | , x- è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» x = – 1 Áå¶  x = 1 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔËÍ

(A) 0 (B)
1
3

(C)
2
3

(D)
4
3

[Ã¿Õ¶å : y = x2 Üç ÇÕ x > 0 Áå¶ y = – x2 Üç x < 0]
18. x2 + y2 = 16 çÅ Ö¶åðëñ Ü¯ ÇÕ êËðÅì¯ñÅ y2= 6 ç¶ Ö¶åð å¯º ìÅÔð ÔË :

(A)
4 (4 3)
3

π − (B)
4 (4 3)
3

π + (C)
4 (8 3)
3

π − (D)
4 (8 3)
3

π +

19.  y-è¹ð¶ y = cos x Áå¶ y = sin x, 0
2

x π
≤ ≤  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔË :

(A) 2 ( 2 1)− (B) 2 1− (C) 2 1+ (D) 2

ÃÅð
® òÕð y = f (x), x- è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» x = a Áå¶ x = b (b > a) éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

çÅ ÃÈåð : Ö¶åðëñ ( )
b b

a a
ydx f x dx= =∫ ∫{k=s kiQy ÔËÍ

® òÕð x = φ (y), y-è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» y = c, y = d  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ çÅ ÃÈåð :

= ( )
d d

c c
xdy y dy= φ∫ ∫{k=s kiQy  ÔËÍ

® ç¯ òÕð»  y = f (x), y = g (x) Áå¶ ð¶ÖÅò» x = a, x = b ç¶ ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ
ÃÈåð éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

[ ]= ( ) ( )
b

a
f x g x dx−∫{k=s kiQy , ÇÜ¼æ¶ [a, b] Çò¼Ú  f (x) ≥ g (x)

®  ÜçÇÕ [a, c]  Çò¼Ú   f (x) ≥ g (x) Áå¶   [c, b] Çò¼Ú   f (x) ≤  g (x) , a < c < b,  å»
ÁÃÆº Ö¶åðëñ ù ÇÂÃ åð·» ÇñÖç¶ Ô» :

Ö¶åðëñ = [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )
c b

a c
f x g x dx g x f x dx− + −∫ ∫

Ö¶åðëñ:

Ö¶åðëñ:
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ÇÂÇåÔÅÇÃÕ é¯à
ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÅ îÈñ ×Çäå ç¶ ô¹ðÈÁÅåÆ ÇòÕÅÃ ÕÅñ å¯º ÔÆ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ ÇÂÔ ê¹ðÅä¶ ï±éÅéÆ
×ÇäåÕÅð» ç¹ÁÅðÅ ÇòÕÇÃå (exhaustion) ÇòèÆ å¶ ÁèÅÇðå ÔËÍ ÇÂÃ ÇòèÆ çÅ Üéî Ãîåñ
ÇÚ¼åð» ç¶ Ö¶åðëñ Áå¶ á¯Ã òÃå±Á» ç¶  ÁÅÇÂåé çÆ ×äéÅ éÅñ Ã¿ì¿Çèå î¹ôÇÕñ» ç¶ Ô¼ñ Çò¼Ú
Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ¶ åð·» éÅñ (exhaustion) ÇòèÆ, ù ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ çÆ ô¹ðÈÁÅåÆ ÃÇæåÆ ç¶
ðÈê Çò¼Ú ÃîÇÞÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÖÆäåÅ (exhaustion) ÇòèÆ çÅ Ãí å¯º ò¼è ÇòÕÅÃ ô¹ðÈÁÅåÆ
ÕÅñ Çò¼Ú ï±â¯ÕÃ (Eudoxus (440 ÂÆÃÅ êÈðò) Áå¶ ÁÅðÕÆîÆâÆ÷ (Archimedes (C@@
ÂÆÃÅ êÈðò) ç¶ Õ¿î» éÅñ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

Õñé ç¶ ÇÃè»å çÅ ́ îì¼è ÇòÕÅÃ ÂÆÃÅ å¯º AGòÆº ÃçÆ ìÅç Çò¼Ú Ô¯ÇÂÁÅÍ Ã¿é AFFE Çò¼Ú
ÇéÀ±àé é¶ Õñé å¶ ÁÅêäÅ Õ¿î êÌòÅÔ ç¶  ÇÃè»å (Theory of fluxion) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ô¹ðÈ ÕÆåÆÍ
À°Ôé» é¶ ÇÂÃ ÇÃè»å çÆ òðå¯º òÕð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶ òÕð çÅ Áðè ÇòÁÅÃ êåÅ
Õðé Çò¼Ú ÕÆåÆÍ ÇéÀ±àé é¶ À°ñà ëñé çÆ èÅðéÅ éÅñ ÜÅä± ÕðòÅÇÂÁÅ Áå¶ ÇÂÃù
ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò (Áé§å ÇÂéÇà×ðñ) Ü» Ãêðô ð¶ÖÅò» çÆ À°ñà ÇòèÆ (Inverse Method
of tangents) çÅ é» Çç¼åÅÍ

1684–86, ç¶ Çò¼Ú ÇñìÇéÜ (Leibnitz) é¶ (Acta Eruditorum) Çò¼Ú ÁÅðàÆÕñ ÛÅÇêÁÅ
ÇÜÃ ù (Calculous Summatorius) é» Çç¼åÅ, ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ Áä×Çäå Û¯à¶ Ö¶åðëñ» ç¶ Ü¯ó
éÅñ Ã¿ì¿èå ÃÆ, ÇÜÔé» çÅ Ü¯ó Ã¿Õ¶å ‘∫’ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅÍ  Ã¿é AFIF ÂÆ. Çò¼Ú À°Ôé» Ü¶º
ìðé¯ñÆ (J.Bernoulli) ç¶ Ã¹ÞÅÁ ù î³é Õ¶ ÁÅêä¶ ÁÅðàÆÕñ ù ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Õñé (Calculus
Integrali) é» Çò¼Ú ìçñ Çç¼åÅÍ ÇÂÔ å¯º ÇéÀ±àé ò¼ñ¯º Çç¼å¶ ×Â¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» çÆ À°ñà ÇòèÆ
(Inverse Method of tangents) ç¶ Ã¿×å ÃÆÍ

ÇéÀ±àé Áå¶ ÇñìÇéÜ ç¯é» é¶ êÈðé å½ð å¶ Á÷Åç ðÃåÅ ÁêäÅÇÂÁÅ Ü¯ ÇìñÕ°ñ ò¼Ö ÃéÍ
êð ÁÃñ Çò¼Ú ç¯ò¶º ÇÃè»å» ç¶ éåÆÜ¶ ÇòÔÅðÕ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ¯ ÇÜÔ¶ êÅÂ¶ ×Â¶Í ñËòÇéÜ é¶ ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ çÆ èÅðéÅ çÆ òðå¯º ÕÆåÆÍ
ÇÂÔ ÇéôÇÚå ÔË ÇÕ À°Ã é¶ Ãí å¯º êÇÔñ» Ãê¼ôà ðÈê Çò¼Ú çÆ êÌåÆâËðÆò¶Çàò Áå¶ ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Ã¿ì¿è çÆ åÅðÆø ÕÆåÆÍ

ÇÃ¼àÅ ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆÁ» ÁÅèÅðíÈå èÅðéÅò», ÇÃè»å» Áå¶ ÇâëðËéôñ
Õñé éÅñ ÇÂÃç¶ ô¹ðÈÁÅåÆ Ã¿ì¿è» çÅ ÇòÕÅÃ êÆ². âÆ. ëðîËà, ÁÅÂÆ. ÇéÀ±àé Áå¶ ÜÆ. ÇñìÇéÜ
ç¶ Õ¿î» ç¹ÁÅðÅ AG òÆ ôåÅìçÆ ç¶ Á³å Çò¼Ú Ô¯ÇÂÁÅÍ Çëð òÆ ÇÂÃ çÅ êÌîÅÇäÕåÅ, ÃÆîÅ ç¶
Ã¿Õñê ç¶ ÁÅèÅð å¶ AIòÆº ôåÅìçÆ ç¶ ô¹ðÈ Çò¼Ú Â¶. ÁËñ. Õ¯ÚÆ (A.L.Cauchy) ò¼ñ¯º ÇòÕÇÃå
ÕÆåÆ ×ÂÆÍ Á³å Çò¼Ú ñÆ Ã¯ëÆ (Lie Sophie) çÅ Ô¶á ÇñÖÆ Õ°à¶ôé ÔË : "It may be said that
the conceptions of differential quotient and integral which in their origin certainly
go back to Archimedes were introduced in Science by the investigations of Kepler,
Descartes, Cavalieri, Fermat and Wallis... The discovery that differentiation and
integration are inverse operations belongs to Newton and Leibnitz".
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