
vHe who seeks for methods without having a definite problem in mind
seeks for the most part in vain – D. HILBERT v

9.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÜîÅå XI Áå¶ ÇÂÃ ê¹ÃåÕ ç¶ ÁÇèÁÅÇÂ E Çò¼Ú ÁÃÆº ÚðÚÅ ÕÆåÆ
ÃÆ, ÇÕ ÇÂ¼Õ Ã¹å¿åð Úñ éÅñ ÇÕÃ¶ ëñé Òf Ó çÅ âËðÆò¶Çàò ÇÕò¶º êåÅ
ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË; îåñì ÇÕÃ¶ ëñé f ç¶ ç¼Ã¶ Ô¯Â¶ Ôð¶Õ ÇÂ¼Õ çðÃÅÂ¶
x ñÂÆ, f ′(x) ÇÕò¶º ñ¼ÇíÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åº̄ ÇÂñÅòÅ ÇÂéÇà×ðñ
×Çäå ç¶ êÅá Çò¼Ú òÆ ÁÃÆº ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÃÆ, ÇÕ Ü¶Õð ÇÕÃ¶ ëñé  f
çÅ âËðÆò¶Çàò ëñé g ÔË å» ëñé f  ÇÕÃ åð·» ñ¼ÇíÁÅ (êåÅ) ÕÆåÅ
ÜÅò¶Í ÇÂÃ ù Ô¶á çðÃÅÂ¶ Áé°ÃÅð ñóÆì¿è ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé g ñÂÆ ëñé f  ñ¼ÇíÁÅ ÜÅò¶ å» ÇÕ

( )dy g x
dx

=  ÇÂ¼æ¶  y = f (x) ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ðÈê òÅñÆ ÃîÆÕðä ù ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä
ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ çÆ ìÕÅÇÂçÅ êÇðíÅôÅ ìÅÁç Çò¼Ú Çç¼åÆ ÜÅò¶×ÆÍ

ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä» çÅ êÌï¯× î¹¼Ö ðÈê Çò¼Ú í½ÇåÕ, ðÃÅÇÂÇäÕ ÇòÇ×ÁÅé, ÜÆò-ÇòÇ×ÁÅé,
ðÅÜéÆåÕ íÈ×¯ñ, Áðæ ôÅÃåð ÁÅÇç ç¶ ò¼Ö-ò¼Ö Ö¶åð» Çò¼Ú ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÁÖÆð Çò¼Ú ÃÅðÆÁ»
ÁÅè¹ÇéÕ ÇòÇ×ÁÅé Ö¯Ü» ñÂÆ ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðäÅ çÆ ×ÇÔðÅÂÆ éÅñ êó·é çÆ ìÔ¹å ÷ðÈðå ÔËÍ
ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðäÅ ç¶ Õ°Þ îÈñ ðÈê èÅðéÅò» ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðäÅ ç¶
ÇòÁÅêÕ Áå¶ ÖÅÃ Ô¼ñ, ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðäÅ ù ìäÅÀ°äÅ (êËçÅ) ÕðéÅ, êÇÔñ¶ Õ¯àÆ Áå¶ êÇÔñÆ
Çâ×ðÆ çÆÁ» ÃîÆÕðäÅ ù Ô¼ñ Õðé çÆÁ» Õ°Þ ÇòèÆÁ» (åðÆÕ¶) Áå¶ Áñ¼×-Áñ¼× Ö¶åð» Çò¼Ú
ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðäÅ ç¶ À°êï¯× ìÅð¶ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í
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9.2  î½ÇñÕ Ã¿Õñê (Basic Concepts)

ÁÃÆº êÇÔñ» å¯º ÔÆ Ô¶á ÇñÇÖå ÃîÆÕðä» å¯º ÜÅä± Ô»
x2 – 3x + 3 = 0 ... (1)

sin x + cos x = 0 ... (2)
x + y = 7 ... (3)

ÁÅÀ°, Ô¶á» çðÃÅÂÆ ÃîÆÕðä  ìÅð¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í
dyx y
dx

+ = 0

... (4)
ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ ÃîÆÕðä (1)] (2) Áå¶ (3) Çò¼Ú ÇÃðë Ã¹å¿åð Áå¶@Çéíðð (ÇÂ¼Õ Ü» À°Ã

å¯º ò¼è) ôÅÇîñ Ôé Ü¯ ÇÕ ÃîÆÕðä  (4) Çò¼Ú Úñ ç¶ éÅñ éÅñ Ã¹å¿åð Úñ (x) ç¶ ÁèÅÇðå Úñ
(y) çÅ âËðÆò¶Çàò òÆ ôÅÇîñ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» çÅ ÃîÆÕðé ÃÅê¶Ö ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÁÅî å½ð å¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú Ã¹å¿åð Úñ ç¶ éÅñ ÁèÅÇðå Úñ çÅ âËðÆò¶Çàò
ôÅÇîñ Ô¯ò¶, ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¹å¿åð (Á÷Åç) Úñ çÅ, Çéðíð Úñ çÅ
âËðÆò¶Çàò ôÅÇîñ Ô¯ò¶, (ÁÅî ÇòÁÅêÕ) âËðÆò¶Çàò ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ À°çÅÔðé :

32

22 d y dy
dxdx

 +    = 0 ... (5)

ÇÂ¼¼Õ ÁÅî ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä ÔËÍ
ì¶ô¼Õ, ÇÂÃ¶ åð·» ç¶ òÆ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä Ô¹¿ç¶ Ôé ÇÜé·» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ åº̄ ò¼è Ã¹å¿åð Úñ ç¶ ìÅìå

âËðÆò¶Çàò òÆ ôÅÇîñ Ô¹¿ç¶ Ôé, ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ ÁÅô¿Õ âËðÆòËÇàò ÃîÆÕðä ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ êð ÇÂÃ
Ãåð å¶ ÁÃÆº ÁÅêä¶ ÁÅê ù Õ¶òñ ÁÅî ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðäÅ å¼Õ ÔÆ ÃÆÇîå ð¼Öç¶ Ô»Í ÇÂÃ å¯º Á¼×¶
ÁÃÆº ÁÅî ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä ñÂÆ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä ôìç çÅ ÔÆ À°êï¯× Õð»×¶Í

AÇà¼êäÆ
1.   ÁÃÆº ÇâëðËÃéñ» ç¶ ñÂÆ Ô¶á ÇñÖ¶ ÇéôÅé» çÅ êÌï¯× Õð»×¶Í

2 3

2 3, ,dy d y d yy y y
dx dx dx

′ ′′ ′′′= = =

2. À°µÚ¶ çðÜ¶ òÅñ¶ âËðÆò¶ÇàòÅ ç¶ ñÂÆ, Ç÷ÁÅçÅ âËô (dashes) ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºçÅ ×Ëð Ã¹ÇòèÅÜé
Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂÃ ñÂÆ n ò¶ Õ¯àÆ ç¶ âËðÆòËÇàò 

n

n
d y
dx

 ç¶ òÅÃå¶ ÁÃÆº Ã¿Õ¶å yn çÅ êÌï¯× Õð»×¶Í



ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 399

9.2.1  ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ´î (Order of a differential equation)

ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ́ î, À°µÚ ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðé çÅ Ãí å¯º À°µÚ âËðÆòËÇàò, À°Ã Çò¼Ú
êÅÂ¶ ÜÅä òÅñ¶ ÁèÅÇðå Úñ çÅ Ã¹å¿åð Úñ éÅñ, À°Ã ÃîÆÕðä ç¶ ́ î ù êÌíÅÇôå ÕðçÅ ÔËÍ

Ô¶á ÇñÖ¶ ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä å¶ ÇòÚÅð ÕÆåÅ ÜÅò¶ :

xdy e
dx

= ... (6)

2

2 0d y y
dx

+ = ... (7)

33 2
2

3 2 0d y d yx
dx dx

 
+ =   ...(8)

ÃîÆÕðé (6)] (7) Áå¶ (8) Çò¼Ú ́ îòÅð : êÇÔñ¶, çÈÜ¶ Áå¶ åÆÜ¶ ́ î ç¶ ò¼â¶ âËðÆòËÇàò ÔÅ÷ð
Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» çÅ ́ î ́ îòÅð A,B Áå¶ C ÔËÍ
9.2.2  ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ Çâ×ðÆ/Õ¯àÆ (Degree of a differential equation)

ÇÕÃ¶ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ Çâ×ðÆ/Õ¯àÆ çÅ êåÅ Õðé ñÂÆ î¹¼Ö Çì³çÈ ÇÂÔ ÔË ÇÕ À°Ô ÇâëðËºôÆÁñ
ÃîÆÕðä, ìÔ¹êçÆ  y′, y″, y″′ ÁÅÇç Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðé Ô¯äÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÃîÆÕðäÅ
å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

23 2

3 22 0d y d y dy y
dxdx dx

 
+ − + =  

... (9)

2
2sin 0dy dy y

dx dx
  + − =   ... (10)

sin 0dy dy
dx dx

 + =   ... (11)

ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ ÃîÆÕðä (9) y″′,  y″ Áå¶  y′ ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÃîÕÆðä
(10) y′ Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÔËÍ (Ü¶Õð ÇÂÔ y Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» çÆ
Õ¯àÆ ù êÌíÅÇôå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ êð ÃîÆÕðä  (11) y′ Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ
êÌÕÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù êÌíÅÇôå éÔÆº ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
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Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä âËðÆò¶àò» çÅ  ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðé ÔË å» À°Ã ÇâøðËºôÆÁñ
ÃîÆÕðä çÅ ́ î åº̄ ÃÅâÅ íÅò ÔË ÇÕ À°Ã ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚåî ́ î âËðÆò¶Çàò çÆ
çÆ ØÅå  (èéÅåîÕ Ã¿êÈðé)

À°µêð Çç¼åÆ ×ÂÆ êÇðíÅôÅ å¯º ÁÃÆº ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ Õ¼ã ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ÃîÆÕðä» (6)] (7)] (8) Áå¶
(9) Çò¼Ú Ôð ÇÂ¼Õ çÆ ØÅå ÇÂ¼Õ ÔË, ÃîÆÕðä (10) çÆ ØÅå B ÔË Üç¯º ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
(11) çÆ ØÅå êÌíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

AÇà¼êäÆ     ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ́ î Áå¶ Çâ×ðÆ Ôî¶ôÅ èéÅåîÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ
Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðé A.  Ô¶á çðÃÅÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú Ôð ÇÂ¼Õ çÅ ́ î Áå¶ Çâ×ðÆ êåÅ Õð¯ :

(i) cos 0dy x
dx

− = (ii)
22

2 0d y dy dyxy x y
dx dxdx

 + − = 
 

(iii) 2 0yy y e ′′′′ + + =

Ô¼ñ :

(i) ÇÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚ ́ î âËðÆòËÇàò  
dy
dx

 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ́ î A

ÔËÍ ÇÂÔ y′ Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä ÔË Áå¶ 
dy
dx

  çÆ ÁÇèÕåî ØÅå A ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ

ÇâøðËºôÆÁñ ÃËîÆÕðä çÆ Õ¯àÆ/Çâ×ðÆ A ÔËÍ

(ii) ÇºÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚ ́ î âËðÆòËÇàò 
2

2
d y
dx

 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ́ î B

ÔËÍ ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 
2

2
d y
dx

  Áå¶ 
dy
dx

 Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðé ÔË Áå¶ 
2

2
d y
dx

 çÆ
ÁÇèÕåî ØÅå A ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ́ î A ÔËÍ

(iii) ÇÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚ ´î âËðÆòËÇàò y′′′  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ´î C ÔËÍ ÇÂÃ
ÃîÆÕðä Çò¼Ú Ö¼ìÅ êÅÃÅ âËðÆò¶Çàò (ìÔ¹êçÆ) éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÆ Çâ×ðÆ çðÃÅÂÆ éÔÆº ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ I.A
A å¯º A@ å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Ôð ÇÂ¼Õ çÅ ́ î Áå¶ Çâ×ðÆ (Ü¶Õð êÇðíÅÇôå ÔË) å» êåÅ Õð¯Í

1.
4

4 sin( ) 0d y y
dx

′′′+ = 2.  y′ + 5y = 0 3.
4 2

23 0ds d ss
dt dt

  + = 
 

4.
22

2 cos 0d y dy
dxdx

   + =   
  

5.
2

2 cos3 sin 3d y x x
dx

= +
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6. 2( )y′′′  + (y″)3 + (y′)4 + y5 = 0 7. y′′′  + 2y″ + y′ = 0

8. y′ + y = ex 9. y″ + (y′)2 + 2y = 0 10. y″ + 2y′ + sin y = 0
11. ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ Çâ×ðÆ

3 22

2 sin 1 0d y dy dy
dx dxdx

     + + + =     
    

 çÆ ØÅå ÔËÍ

(A) 3 (B) 2 (C) 1 (D) êÌíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

12. ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä 

2
2

22 3 0d y dyx y
dxdx

− + =  çÅ ́ î ÔËÍ

(A) 2 (B) 1 (C) 0 (D) êÌíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

9.3.  ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Áå¶ ÖÅÃ Ô¼ñ (General and Particular
Solutions of a Differential Equation)
ÇêÛñÆ ÜîÅå Çò¼Ú ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÃîÆÕðé» ù Ô¼ñ ÕÆåÅ ÔË :

x2 + 1 = 0 ... (1)
sin2 x – cos x = 0 ... (2)

ÃîÆÕðä» (1) Áå¶ (2) çÅ Ô¼ñ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ü» Çîôðå Ã¿ÇÖÁÅ ÔË Ü¯ ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðä
ù Ã¿å°ôà ÕðçÆ ÔË íÅò Üç¯º ÇÂÃ Ã¿ÇÖÁÅ ù ÃîÆÕðä Çò¼Ú ÁéÜÅä ÃîÆÕðä  x ç¶ ÃæÅé å¶ íÇðÁÅ
Ü»çÅ ÔË å» Ö¼ìÅ êÅÃÅ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ ìðÅìð Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä
2

2
d y y
dx

+ = 0 ... (3)

å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»
êÇÔñÆÁ» ç¯ ÃîÆÕðä» ç¶ À°ñà ÇÂÃ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ëñé φ ÔË Ü¯

ÇÂÃ ÃîÆÕðä ù Ã¿å°ôà Õð¶×Å íÅò Üç¯º ÇÂÃ ëñé φ ù ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú ÁéÜÅä y
(ÁèÅÇðå Úñ) çÆ Ü×·Å å¶ íð Õ¶ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË å» Ö¼ìÅ êÅÃÅ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ ìðÅìð Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

ëñé y = φ (x) ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ëñé (ÇÂéÇà×ðñ òåð) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ô¶á
ÇñÖÆ ëñé Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

y = φ (x) = a sin (x + b) ... (4)
ÇÂ¼æ¶  a, b ∈ R. Ü¶Õð ÇÂÃ ëñé Áå¶ ÇÂÃ ç¶ âËðÆòËÇàò ù ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú íÇðÁÅ Ü»çÅ

ÔË å» Ö¼ìÅ êÅÃÅ Áå¶ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ ç¯é¯º ÁÅêÃ Çò¼Ú ìðÅìð Ô¯ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ëñé ÇâøðËºÃÆÁñ
ÃîÆÕðä (3) çÅ Ô¼ñ ÔËÍ
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î³é ñÀ° ÇÕ  a Áå¶ b ù Õ°Þ ÖÅÃ ÕÆîå a = 2 Áå¶ 
4

b π
=  ç¶ Çç¼å¶ Ü»ç¶ Ôé å» ÃÅù Ô¶áñÅ

ëñé êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

y = φ1(x) = 2sin
4

x π + 
 

... (5)

Ü¶Õð ÇÂÃ ëñé Áå¶ ÇÂÃ ç¶ âËðÆòËÇàò ù ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú íÇðÁÅ ÜÅò¶ å» î¹ó å¯º Ö¼ìÅ êÅÃÅ
Áå¶ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ ÁÅêÃ Çò¼Ú ìðÅìð Ô¯ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ  φ1 òÆ ÃîÆÕðä (3) çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

ëñé φ  ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ a, b ôÅÇîñ ÔË Áå¶ ÇÂÔ ëñé Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÁÇÜÔÅ Ô¼ñ, φ1 Ü¯ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ å¯º î¹Õå ÔË íÅò  ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ Çò¼Ú ÃòË ÇÂ¼Ûå
ÁÚñ å¯º î¹Õå ÔË íÅò ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ Çò¼Ú φ1 ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ù ÖÅÃ ÕÆîå ç¶ä å¶ êÌÅêå ÔË, Ô¼ñ
ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ a Áå¶ b Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÁÇÜÔÅ Ô¼ñ, Ü¯ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ å¯º î¹Õå ÔË íÅò ÇòÁÅêÕ
Ô¼ñ Çò¼Ú ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ù ÖÅÃ ÕÆîå ç¶ä å¶ êÌÅêå Ô¼ñ, ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä B.êóåÅñ Õð¯ ÇÕ ëñé y = e–3x, ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä
2

2 6 0d y dy y
dxdx

+ − = çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé y =  e– 3x  ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ âËðÆòËÇàò x ç¶ ìÅìå ÕðÕ¶ êÌÅêå
Õðç¶ Ô» :

dy
dx

 = 3e–3x ... (1)

Ô¹ä ÃîÆÕðä (1) Úñ x ç¶ ìÅìå âËðÆòËÇàò ÕðÕ¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ
2

2
d y
dx

 = 9e–3x

2

2 ,d y dy
dxdx

Áå¶ y çÆ ÕÆîå, Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú íð Õ¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

Ö¼ìÅ êÅÃÅ  = 9 e– 3x + (–3e– 3x) – 6.e– 3x = 9 e– 3x – 9 e– 3x = 0 = Ã¼ÜÅ êÅÃÅ
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä çÅ ÇÂ¼Õ Ô¼ñ ÔËÍ
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À°çÅÔðä C. êóåÅñ ÇÕ ëñé y = a cos x + b sin x, ÇÜÃ Çò¼Ú a, b ∈ R, ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä» 
2

2 0d y y
dx

+ = çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÔË
y = a cos x + b sin x ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ âËðÆòËÇàò x, ç¶ ìÅìå éÅñ Õðé å¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô»Í
dy
dx

= –a sin x + b cos x

2

2
d y
dx

 = – a cos x – b sin x

2

2
d y
dx

 Áå¶ y çÆ ÕÆîå Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú íð Õ¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

Ö¼ìÅ êÅÃÅ  = (– a cos x – b sin x) + (a cos x + b sin x) = 0 = Ã¼ÜÅ êÅÃÅ
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé, Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ I.B
A å¯º A@ å¼Õ Ôð¶Õ êÌôé Çò¼Ú êóåÅñ Õð¯ ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé (Ãê¼ôà Áå¶ ÁÃê¼ôà) Ã¿×å
ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

1. y = ex + 1 : y″ – y′ = 0
2. y = x2 + 2x + C : y′ – 2x – 2 = 0
3. y = cos x + C : y′ + sin x = 0

4. y = 21 x+ : y′ = 21
xy

x+

5. y = Ax : xy′ = y (x ≠ 0)

6. y = x sin x : xy′ = y + x 2 2x y−  (x ≠ 0 Áå¶ x > y ÁðæÅåx < – y)

7. xy = log y + C : y′ = 
2

1
y

xy−  (xy ≠ 1)

8. y – cos y = x : (y sin y + cos y + x) y′ = y
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9. x + y = tan–1y : y2 y′ + y2 + 1 = 0

10. y = 2 2a x− x ∈ (– a, a) : x + y 
dy
dx

 = 0 (y ≠ 0)

11. ÚÅð ´î òÅñÆ Õ¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ À¹Ã Çò¼Ú ôÅÇîñ ÃòË ÇÂ¼Ûå
ÁÚñ» çÆ Ç×äåÆ ÔË :
(A) 0 (B) 2 (C) 3 (D) 4

12. Çå¿é ́ î òÅñÆ ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ À°Ã Çò¼Ú ôÅÇîñ ÃòË ÇÂ¼Ûå Úñ» çÆ
Ç×äåÆ ÔËÍ
(A) 3 (B) 2 (C) 1 (D) 0

9.4.  Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ òÅñÆ ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðä çÅ ÇéðîÅä (Formation of a
Differential Equation whose Solution is Given)
ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÃîÆÕðä

x2 + y2 + 2x – 4y + 4 = 0 ... (1)

ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ Ú¼Õð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð (&1] 2) ÔË Áðè ÇòÁÅÃ A ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ

ÃîÆÕðä (1) ù x, éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ êÌÅêå Õðç¶ Ô»
1

2
dy x
dx y

+
=

−
, (y ≠ 2) ... (2)

ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðä ÔËÍ å°ÃÆº ìÅÁç Çò¼Ú ò¶Ö¯×¶ ÇÕ (Ö³â (íÅ×) 9-5-1 çÅ À°çÅÔðé I ç¶Ö¯)
ÇÕ ÇÂÔ ÃîÆÕðä òåð» ç¶ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÆ ÔË Áå¶ À°Ã êÇðòÅð çÅ ÇÂ¼Õ îËºìð ÃîÆÕðä
(1) Çò¼Ú Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ òåð ÔËÍ ÁÅÀ° Ô¶á ÇñÖÆ ÃîÆÕðä ìÅð¶ ÇòÚÅðÆÂ¶ :

 x2 + y2 = r2 ... (3)

r, ù Áñ¼× ÕÆîå» ç¶ä å¶ ÃÅù êÇðòÅð ç¶ Áñ¼× îËºìð êÌÅêå
Ô¹¿ç¶ Ôé À°çÅÔðä x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 9
ÁÅÇç (ÇÚ¼åð I.A ç¶Ö¯)A ÇÂÃ åð·» ÃîÆÕðä  (3) ÇÂ¼Õ
ÁÇÜÔ¶ ÃîÕ¶ºçðÆ òåð» (Ú¼Õð») ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË
ÇÜÃçÅ Õ¶ºçð îÈñ Çì³çÈ ÔË Áå¶ Áðè ÇòÁÅÃ Çí¿é ÔéÍ

ÃÅâÅ ÇèÁÅé ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ Ôð¶Õ îËºìð ç¹ÁÅðÅ Ã¿å°ôà
ÕÆå¶ ÜÅä òÅñ¶ ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä ÜÅéä Çò¼Ú ÔËÍ ÇÂÔ
ÃîÆÕðä» r å¯º î¹Õå Ô¯äÆÁ» ÚÅÔÆçÆÁ» Ôé ÇÕÀ°ºÇÕ Õ°ñ ç¶
Çí¿é îËºìð» ñÂÆ r çÅ îÅé Çí¿é ÔËÍ ÃîÆÕðä (3) çÅ x éÅñ
âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÇÂÔ ÃîÆÕðä êÌÅêå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ íÅò ÇÚ¼åð I. A
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2x + 2y
dy
dx

=  0    Áå¶     x + y 
dy
dx

=  0 ... (4)

ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä, ÃîÆÕðä (3) ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÀ°ºç¶ ÃîÕ¶ºçðÆ Ú¼Õð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ
ÔË ÁÅú Çëð å¯º Ô¶á ÇñÖÆ ÃîÆÕðä å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶ :

y = mx + c ... (5)
êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) m Áå¶ c, ç¶ ÇòÇí¿é ÕÆîå» å¯º ÃÅù êÇðòÅð ç¶ ÇòÇí¿é îËºìð êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé
À°çÅÔðé òÜ¯º

y = x (m = 1,   c = 0)

y = 3 x (m = 3 ,  c = 0)

y = x + 1 (m = 1,  c = 1)
y = – x (m = – 1,  c = 0)
y = – x – 1 (m = – 1,  c = – 1)

ÁÅÇç (ÇÚ¼åð I.B) ò¶Ö¯Í
ÇÂÃ åð·» ÃîÆÕðä (5) Ãðñ ð¶ÖÅò» ç¶ Õ°ñ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÜÃ
Çò¼Ú m, c êÌÚñ (êËðÅîÆàð) ÔËÍ

Ô¹ä ÃÅâÆ ÇçñÚÃêÆ ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ Ôð¶Õ îËºìð ç¹ÁÅðÅ Ã¿å°ôà
ÕÆåÆ ÜÅä òÅñÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä ù ÜÅéä Çò¼Ú ÔËÍ ÇÂÃ å¯º
ÇÂñÅòÅ À°Ô ÃîÆÕðä m Áå¶ c åº̄ î¹Õå Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ
Õ°ñ ç¶ ÇòÇí¿é îËºìð» ñÂÆ m Áå¶ c çÆ ÕÆîå Çí¿é ÔËÍ ÇÂÃ
ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä, ÃîÆÕðä (5) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò
´îòÅð ç¯ òÅð Õðé å¯º ìÅÁç êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË íÅò

dy m
dx

=   Áå¶ 
2

2 0d y
dx

=

... (6)
ÃîÆÕðé (6)] ÃîÆÕðä (5) ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÆÁ» Ô¯ÂÆÁ» Ãðñ ð¶ÖÅò» ç¶ Õ°ñ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
Çà¼êäÆ : ÃîÆÕðä (3) Áå¶ (5) ´îòÅð ÃîÆÕðä (4) Áå¶ (6) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ
9.4.1 fç¼åÆÁ»  Ô¯ÂÆÁ» òåð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶
ÇéðîÅä çÆ êÌÇÕÇðÁÅ (Procedure to form a Differential Equation that will represent
a given Family of curves)
(a) Ü¶Õð Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òåð çÅ êÇðòÅð F1 Õ¶òñ ÇÂÕ êÌÅÚñ êËðÅîÆàð å¶ ÁèÅÇðå ÔË å» ÇÂÃ ù

ÇéîéÇñÖå ðÈê òÅñÆ ÃîÆÕðä ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
F1 (x, y, a) = 0 ... (1)

ÇÚ¼åð I. B
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À°çÅÔðä : êËðÅì¯ñÅ  y2 = ax çÅ Õ°ñ f(x, y, a) : y2 = ax ç¶ ðÈê òÅñ¶ ÃîÆÕðä ç¹ÁÅðÅ
çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
ÃîÆÕðä (1) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò  Õðé å¶ ÃÅù  y′, y, x, Áå¶ a ù ôÅÇîñ Õðé òÅñÅ
ÇÂ¼Õ ÃîÆÕðä Ô¶á çðÃÅÂ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

g (x, y, y′, a) = 0 ... (2)
ÃîÆÕðä (1) Áå¶ (2) Çò¼Ú¯º a ù Öåî Õðé å¶, ÃÅù ñ¯óÆºçÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä Ô¶á
çðÃÅÂ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

F (x, y, y′) = 0 ... (3)
(b) Ü¶Õð Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð» çÅ Õ°ñ F2 êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) a, Áå¶ b å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔË å» ÇÂÃ ù

Ô¶á çðÃÅÂ¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
F2 (x, y, a, b) = 0 ... (4)

ÃîÆÕðä (4) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÃÅù  y′, x, y,  a, b ù ôÅÇîñ Õðé òÅñÅ ÇÂ¼Õ
ÃîÆÕðä Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

g (x, y, y′, a, b) = 0 ... (5)
êð ç¯ ÃîÆÕðä» çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ç¯ êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) ù Öåî ÕðéÅ Ã¿íò éÔÆº ÔË ÇÂÃ ñÂÆ
ÃÅù åÆÜÆ ÃîÆÕðä çÆ ÷ðÈðå ÔËÍ ÇÂÔ ÃîÆÕðä, ÃîÆÕðä (5) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé
å¶ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË :

h (x, y, y′, y″, a, b) = 0 ... (6)
ÃîÆÕðä (4)] (5) Áå¶ (6) å¯º  a ÁðæÅå b ÃîÆÕðä ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå
Ô¹¿çÅ ÔË :

F (x, y, y′, y″) = 0 ... (7)

AÇà¼êäÆ  ÇÕÃÆ òåð êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÃîÆÕðä çÅ ́ î úéÅ ÔÆ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜ¿éÅ, À°Ã
òåð êÇðòÅð çÆ Ã¿×å ÃîÆÕðä Çò¼Ú ÃòË-ÇÂ¼Ûå ÁÚñ» çÆ Ç×äåÆ Ô¹¿çÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä D.  òåð» ç¶ êÇðòÅð  y = mx ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä ù êåÅ Õð¯ Üç¯º
ÇÕ  m ÇÂ¼Õ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ÔËÍ
Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ

y  =  mx ... (1)
ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

dy m
dx

=

m çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú íðé å¶ ÃÅù 
dyy x
dx

= ⋅  íÅò 0dyx y
dx

− =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÔ êÌÅÚñ m (êËðÅîÆàð) å¯º î¹Õå ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ
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À°çÅÔðä E. òåð» ç¶ Õ°ñ  y = a sin (x + b), ÇÜÃ Çò¼Ú a, b ÃòË-ÇÂ¼Ûå ÁÚ¼ñ ÔË, ù çðÃÅÀ°ä
òÅñÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä çÅ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y = a sin (x + b) ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

cos( )dy a x b
dx

= + ... (2)

2

2 – sin ( )d y a x b
dx

= + ... (3)

ÃîÆÕðä (1)] (2) Áå¶ (3) å¯º a Áå¶ b ù Áñ¯ê Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
2

2 0d y y
dx

+ = ... (4)

ÃîÆÕðä (4) ÃòË-ÇÂ¼Ûå ÁÚñ a Áå¶ b å¯º î¹Õå Ôé Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ñ¯óÆºçÆ ÇâøðËºôÆÁñ
ÃîÆÕðä ÔËÍ
À°çÅÔðä F. ÁÇÜÔ¶ ÁËÇñêÃ ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ä òÅñ¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ
çÆÁ» Ã¿ï°×îÆ éÅí x-è¹ð¶ å¶ ÔË êð ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð îÈñ Çì³çÈ ÔËÍ
Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÁËÇñêÃ ç¶ Õ°ñ çÆ ÃîÆÕðä Ô¶á ÇñÖ¶ Áé°ÃÅð Ô¹¿çÆ ÔË (ÇÚ¼åð I.C
ç¶Ö¯Í)

2 2

2 2 1x y
a b

+ = ... (1)

ÃîÆÕðä (1) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶

ÃÅù 2 2
2 2 0x y dy

dxa b
+ =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

íÅò
2

2
y dy b
x dx a

−  = 
 

... (2)

ÃîÆÕðä (2) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

2

2 2 0

dyx yy d y dydx
x dxdx x

 −    + =   
     

ÁðæÅå
22

2 – 0d y dy dyxy x y
dx dxdx

 + = 
 

... (3)

ÃîÆÕðä (3) ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÚ¼åð I.C



408        ×Çäå

À°çÅÔðä G.  x&è¹ð¶ ù Õ¶ºçð Çì³çÈ å¯º Û±Ôä òÅñ¶ Ú¼Õð» ç¶
êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ°,  x&è¹ð¶ ù Õ¶ºçð Çì³çÈ å¶ Û±Ôä òÅñ¶ Ú¼Õð» ç¶ Õ°ñ
ù C éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ  (0, a) À°Ã êÇðòÅð ç¶ ÇÕÃ¶ îËºìð
ç¶ Õ¶ºçð Çì³çÈ Çéðç¶ôÕ Ôé (ÇÚ¼åð I.D ç¶Ö¯)A ÇÂÃ ñÂÆ Õ°ñ C
çÅ ÃîÆÕðä ÔË :

x2 + (y – a)2 = a2    ÁðæÅå    x2 + y2 = 2ay ... (1)
ÇÜÃ Çò¼Ú a  ÇÂ¼Õ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ÔËÍ ÃîÆÕðä  (1) ç¶

ç¯é» êÅÇÃÁ» ù  x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

2 2 2dy dyx y a
dx dx

+ =   ÇÚ¼åð I.D

ÁðæÅå
dy dyx y a
dx dx

+ =

ÁðæÅå

dyx y
dxa dy

dx

+
= ... (2)

ÃîÆÕðä (2) å¯º a çÅ î¹¼ñ, ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú íðé å¶ êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 2 2

dyx y
dxx y y dy

dx

 +  + =

ÁðæÅå 2 2 2( ) 2 2dy dyx y xy y
dx dx

+ = +

ÁðæÅå 2 2
2
–

dy xy
dx x y

=

ÇÂÔ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð» çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

À°çÅÔðä H. ÁÇÜÔ¶ êËðÅì¯ñÅ ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ
ÇÃÖð îÈñ Çì³çÈ å¶ ÔË Áå¶ ÇÜÃ çÅ è¹ðÅ Üî»  x-è¹ð¶ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÔËÍ
Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ À°µêð ÚðÇÚå êËðÅì¯ñÅ ç¶ êÇðòÅð ù  P éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ À°Ã êÇðòÅð
ç¶ ÇÕÃ¶ îËºìð çÆ éÅí  (a, 0) å¶ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú  a ÇÂ¼Õ èéÅåîÕ ÃòË-ÇÂ¼Ûå ÁÚ¼ñ ÔË (ÇÚ¼åð I.E
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ç¶Ö¯)Í ÇÂÃ ñÂÆ Õ°ñ P çÅ ÃîÆÕðä ÔË
y2 = 4ax ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù x éÅñ âËðÆò¶Çàò Õðé
å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 4dyy a
dx

= ... (2)

ÃîÆÕðä (2) åº̄ 4a çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú íðé
å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¿¹çÅ ÔË :

2 2 ( )dyy y x
dx

 =   

Ü» 2 2 0dyy xy
dx

− = ... (3)

ÃîÆÕðä (3) Çç¼å¶ Ô¯Â¶ êËðÅì¯ñÅ ç¶ êÇðòÅð çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ I².C
A å¯º E å¼Õ Ôð¶Õ êÌôé ÁÚ¼ñ Çò¼Ú a Áå¶ b ù Áñ¯ê Õðç¶ Ô¯Â¶ òåð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ
ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

1. 1x y
a b

+ = 2. y2 = a (b2 – x2) 3. y = a e3x + b e– 2x

4. y = e2x (a + bx) 5. y = ex (a cos x + b sin x)
6. y-èð¶ ç¶ îÈñ Çì³çÈ ù Ãêðô Õðé òÅñ¶ Ú¼Õð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
7. ÁÇÜÔ¶ êËðÅì¯ñÅ ç¶ Õ°ñ çÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ ÇÃÖð îÈñ Çì³çÈ å¶ Ô¯ò¶ Áå¶

ÇÜÃçÅ è¹ðÅ èéÅåîÕ y-è¹ð¶ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú Ô¯ò¶Í
8. ÁÇÜÔ¶ ÇÂÇñêÃ ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ç¯ò¶º ë¯ÕÃ Ã¿ï±×îÆ éÅÇíÁÅ

y-è¹ð¶ å¶ Ôé Áå¶ ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð îÈñ Çì³çÈ ÔËÍ
9. ÁÇÜÔ¶ ÔÅÇÂêðì¯ñÅ ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ç¯ò¶º ë¯ÕÃ x-è¹ð¶ å¶

Ôé Áå¶ ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð îÈñ Çì³çÈ ÔËÍ
10. ÁÇÜÔ¶ Ú¼Õð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð  y-è¹ð¶ å¶ ÔË Áå¶

ÇÜÃ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ C ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ
11. Ô¶á ÇñÖå ÇâøðËºôÆÁñ  ÃîÕÆðä Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÆ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ y = c1 ex + c2 e–

x  ÔË?

(A)
2

2 0d y y
dx

+ = (B)
2

2 0d y y
dx

− = (C)
2

2 1 0d y
dx

+ = (D)
2

2 1 0d y
dx

− =

  ÇÚ¼åð I.E
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12. ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Ô¼ñ y = x ÔË?

(A)
2

2
2

d y dyx xy x
dxdx

− + = (B)
2

2
d y dyx xy x

dxdx
+ + =

(C)
2

2
2 0d y dyx xy

dxdx
− + = (D)

2

2 0d y dyx xy
dxdx

+ + =

9.5.  êÇÔñ¶ ́ î Áå¶ êÇÔñÆ Õ¯àÆ/Çâ×ðÆ ç¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé çÆ
ÇòèÆ  (Methods of Solving First order, First Degree Differential Equations)
ÇÂÃ ôËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº êÇÔñ¶ ́ î Áå¶ êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆÁ» ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé çÆÁ»
Çå¿é ÇòèÆÁ» çÆ ÚðÚÅ Õð»×¶Í
9.5.1  Úñ» ù Áñ¼× Áñ¼× Õðé òÅñÆÁ» ÃîÆÕðä» (Differential equations with
variables separable)
êÇÔñ¶ ́ î Áå¶ êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¶á çðÃÅÇÂÁÅ ðÈê Ô¹¿çÅ ÔË :

F ( , )dy x y
dx

= ... (1)

Ü¶Õð F (x, y) ç¶ ×¹äéëñ g (x), h(y) ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜ¼æ¶ g (x), x çÅ ëñé
ÔË Áå¶ h(y),  y çÅ ëñé ÔË å» ÃîÆÕðä (1) Úñ» ù Áñ¼× Õðé òÅñÅ ÃîÆÕðä ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÁÇÜÔÅ Ô¯ä å¶ ÃîÆÕðä (1) ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

dy
dx

 = h (y) g (x) ... (2)

Ü¶Õð h (y) ≠ 0, å» Úñ» ù Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðä (2) ù
1
( )h y

 dy = g (x) dx ... (3)

ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÃîÆÕðä (3) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå
Ô¹¿çÅ ÔË :

1 ( )
( )

dy g x dx
h y

=∫ ∫ ... (4)

ÇÂÃ êÌÕÅð ÃîÆÕðä (4)] Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË
:

H (y) = G (x) + C ... (5)
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ÇÂ¼æ¶  H (y) Áå¶ G (x) ́ îòÅð 1
( )h y  Áå¶ g (x) ç¶ êÌåÆ âËðÆòËÇàò Ôé Áå¶ C ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ÔËÍ

À°çÅÔðä I. ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä 1
2

dy x
dx y

+
=

−
, (y ≠ 2) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ

1
2

dy x
dx y

+
=

−
 (y ≠ 2) ... (1)

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú¯º Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :
(2 – y) dy = (x + 1) dx ... (2)

ÃîÆÕðä (2) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ðñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
(2 ) ( 1)y dy x dx− = +∫ ∫

Ü»
2 2

12 C
2 2
y xy x− = + +

Ü» x2 + y2 + 2x – 4y + 2 C1 = 0
Ü» x2 + y2 + 2x – 4y + C = 0 ... (3)
ÇÂ¼æ¶ C = 2C1

ÃîÆÕðä (3) ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä (1) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË Í

À°çÅÔðä A@. ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä 

2

2
1
1

dy y
dx x

+
=

+
 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ 1 + y2 ≠ 0, ÇÂÃ ñÂÆ Úñ» ù Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Ô¶á
ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË :

2 21 1
dy dx

y x
=

+ + ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 21 1
dy dx

y x
=

+ +∫ ∫
ÁðæÅå tan–1 y = tan–1x + C
ÇÂÔ ÃîÆÕðä (1) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AA. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  24dy xy
dx

= −  çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð y = 1 Üç¯º

x = 0 ÔËÍ
Ô¼ñ : Ü¶Õð  y ≠ 0, å» Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
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2 4dy x dx
y

= − ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 4dy x dx
y

= −∫ ∫

Ü» 1
y

−  = – 2x2 + C

Ü» 2
1

2 C
y

x
=

−
... (2)

ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú y = 1 Áå¶ x = 0 íðé å¶ ÁÃÆº C = – 1 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

C çÆ ÕÆîå (2) Çò¼Ú íðé å¶ Çç¼åÆ ÔÂ̄Æ ÇâøðËºôñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ 2
1

2 1
y

x
=

+
 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AB. Çì¿çÈ (1] 1) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆ
ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä x .dy = (2x2 + 1). dx (x ≠ 0) ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
22 1xdy dx
x

 +
=  

 

Ü»
12dy x dx
x

 = + 
 

... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é¶ êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
12dy x dx
x

 = +  ∫ ∫
Ü» y = x2 + log | x | + C ... (2)

ÃîÆÕðä (2) Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä ç¶ Ô¼ñ òåð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË êð ÁÃÆº
ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ ÖÅÃ îËºìð çÅ ÃîÆÕðä êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» Ü¯ Çì³çÈ (1] 1) åº̄ ×¹÷ðçÅ
Ô¯ò¶Í
* ñËìéÆ÷ ç¹¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ã¿Õ¶å 

dy

dx
ìÔ¹å ñÚÕÆñÅ ÔË Áå¶ ìÔ¹å ÔÆ ÇîäåÆ Áå¶ Á½êÚÅÇðÕ ð¹êÅåð» Çò¼Ú

À°êï¯×Æ Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº dx Áå¶ dy ù ÃèÅðé Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ åð·» òðåç¶ Ô»Í  dx Áå¶ dy ù Áñ¼× Áñ¼× Ãå·Å
î³é Õ¶ ÁÃÆº ìÔ¹å ÃÅðÆÁ» ÇîäåÆÁ» çÅ é¶óñÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õð ÃÕç¶ Ô»Í Ã¿ì¿è Çò¼Ú : Introduction to calculus
and Analysis, volume-I page 172, By Richard Courant, Fritz John Spinger — Verlog New York.
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ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú  x = 1,  y = 1 íðé å¶ ÃÅù C = 0 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ  C çÆ ÕÆîå
ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú íð Õ¶ ÃÅù ñ¯óÆºçÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä y = x2 + log | x | çÅ ðÈê êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AC. Çì³çÈ  (–2, 3), Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ ÇÂ¼Õ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ

(x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ Þ¹ÕÅò (ãñÅä) 2
2x
y

 ÔËÍ

Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕÃ¶ òåð çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅä  dy
dx

 ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

2
2dy x

dx y
= ... (1)

Úñ» ù Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðä (1) ù Ô¶á çðÃÅÂ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
y2 dy = 2x dx ... (2)

ÃîÆÕðä (2) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ðñ
2 2y dy x dx=∫ ∫

Ü»
3

2 C
3
y x= + ... (3)

ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú  x = –2, y = 3 íðé å¶ ÃÅù C = 5 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

C çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú íðé å¶ ÃÅù ñ¯óÆºçÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä 
3

2 5
3
y x= +   Ü»

1
2 3(3 15)y x= +

ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä AD. ÇÕÃ¶ ìËºÕ Çò¼Ú îÈñèé Çò¼Ú òÅèÅ  5% ÃñÅéÅ çð éÅñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕ¿é¶ ÃÅñ» Çò¼Ú
A@@@ ð¹: çÆ ðÕî ç¹¼×äÆ Ô¯ ÜÅò¶×Æ?

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕÃ¶ Ãî¶º t å¶ îÈñèé P ÔËÍ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ î¹ôÕñ ç¶ Áé°ÃÅð :
P 5 P

100
d
dt

 = ×  

Ü»
P P

20
d
dt

= ... (1)

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :
P

P 20
d dt

= ... (2)
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ÃîÆÕðä (2) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù ÇÂéÆ×ð¶à Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

log P = 1C
20
t

+

Ü» 120P
t

ce e= ⋅

Ü» 20P C
t

e= (ÇÂ¼æ¶ 1C Ce = ) ... (3)

Ô¹ä P = 1000, Üç¯º  t = 0
P Áå¶  t çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº C = 1000 êÌÅêå Õðç¶ Ô»
ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä (3) å¯º ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

P = 1000 20
t

e
î³é ñÀ° t ÃÅñ» Çò¼Ú îÈñèé ç¯×¹äÅ Ô¯ Ü»çÅ ÔË, å»

2000 = 1000 20
t

e     ⇒  t = 20 loge2

ÁÇíÁÅÃ I².D
A å¯º A@ å¼Õ êÌôé» Çò¼Ú, Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

1.
1 cos
1 cos

dy x
dx x

−
=

+
2. 24 ( 2 2)dy y y

dx
= − − < <

3. 1 ( 1)dy y y
dx

+ = ≠ 4. sec2 x tan y dx + sec2 y tan x dy = 0

5. (ex + e–x) dy – (ex – e–x) dx = 0 6. 2 2(1 ) (1 )dy x y
dx

= + +

7. y log y dx – x dy = 0 8. 5 5dyx y
dx

= −

9. 1sindy x
dx

−= 10. ex tan y dx + (1 – ex) sec2 y dy = 0

AA å¯º AD å¼Õ êÌôé» Çò¼Ú, Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ ñÂÆ Çç¼åÆÁ» Ô¯ÂÆÁ» ôðå» ù Ã¿å°ôà
Õðé òÅñÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

11. 3 2( 1) dyx x x
dx

+ + +  = 2x2 + x; y = 1 Ü¶Õð x = 0
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12. 2( 1) 1dyx x
dx

− = ; y = 0 Ü¶Õð x = 2

13. cos dy a
dx

  = 
 

 (a ∈ R); y = 1 Ü¶Õð x = 0

14. tandy y x
dx

= ; y = 2 Ü¶Õð x = 0

15. Çì³çÈ (0] 0) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ ÁÇÜÔ¶ òÕð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆ ÇâøðËºôÆÁñ
ÃîÆÕðä  y′ = ex sin x ÔËÍ

16. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ( 2) ( 2)dyxy x y
dx

= + +  ç¶ ñÂÆ Çì³çÈ (1] &1) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ

òåð çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í
17. Çì³çÈ (0, –2) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ ÁÇÜÔÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ

(x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ãñÅä Áå¶ À°Ã Çì³çÈ ù y ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ çÅ ×¹äéëñ À°Ã Çì³çÈ ç¶ x
Çéðç¶ô Á³Õ ç¶ ìðÅìð ÔéÍ

18. ÇÂ¼Õ òåð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä, Ãêðô Çì³çÈ ù, Çì³çÈ (– 4, –3). ù
ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ ð¶ÖÅ Ö³â çÆ ãñÅä å¯º ç¹¼×äÆ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÂÔ òåð Çì³çÈ (–2, 1) Çò¼Ú¯º ¦ØçÅ ÔË
å» ÇÂÃ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

19. ÇÂ¼Õ ×¯ñÅÕÅð ×¹ìÅð¶ çÅ ÁÅÇÂåé, ÇÜÃ Çò¼Ú ÔòÅ íð Õ¶ ë¹ñÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, ÃÇæð ÚÅñ éÅñ
ìçñ ÇðÔÅ Ô»Í Ü¶Õð ô¹ðÈ Çò¼Ú ÇÂÃ ×¹ìÅð¶ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ C ÇÂÕÅÂÆ ÔË Áå¶ C ÃËÇÕ¿â ìÅÁç
F ÇÂÕÅÂÆ ÔË å» t ÃËÇÕ¿â ìÅÁç ÇÂÃ ×¹ìÅð¶ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ êåÅ Õð¯Í

20. ÇÕÃ¶ ìËºÕ Çò¼Ú îÈñèé Çò¼Ú òÅèÅ  r % ÃñÅéÅ ç¶ çð éÅñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ü¶Õð A@@ ð¹: A@ ÃÅñ»
Çò¼Ú ç¹¼×ä¶ Ô¯ Ü»ç¶ Ôé, å» r çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í  (loge2 = 0.6931).

21. ÇÕÃ¶ ìËºÕ Çò¼Ú îÈñèé Çò¼Ú òÅèÅ  5% ÃñÅéÅ çÆ çð éÅñ Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ìËºÕ Çò¼Ú A@@@ ð¹:
Üî·» ÕðòÅÂ¶ Ü»ç¶ ÔéÍ êåÅ Õð¯ ÇÕ A@ ÃÅñ» ìÅÁç ÇÂÔ ðÕî ÇÕ¿éÆ Ô¯ ÜÅò¶×ÆÍ (e0.5 =
1.648)

22. ÇÕÃÆ ÜÆòÅä± ÇÂÕ¼á Çò¼Ú ÜÆòÅä±Á» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ 1] 00] 000 ÔËÍ ç¯ Ø³ÇàÁ» Çò¼Ú ÇÂÔé» çÆ
Ã¿ÇÖÁÅ 10% çÅ òÅèÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕ¿é¶ Ø³ÇàÁ» Çò¼Ú ÜÆòÅä±Á» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ B,@@,@@@ Ô¯ ÜÅò¶×Æ,
Ü¶Õð ÜÆòÅä±Á» çÅ òÅèÅ çð À°Ôé» ç¶ î½÷Èç Ã¿ÇÖÁÅ çÅ ÃîÅé Áé°êÅå ÔËÍ

23. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä x ydy e
dx

+= çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :

(A) ex + e–y = C (B) ex + ey = C
(C) e–x + ey = C (D) e–x + e–y = C
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9.5.2  ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (Homogenous differential equations)
x Áå¶ y ç¶ ÇéîéÇñÖå ëñé» å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

F1 (x, y) = y2 + 2xy, F2 (x, y) = 2x – 3y,

F3 (x, y) = cos y
x

 
 
 

, F4 (x, y) = sin x + cos y

Ü¶Õð À°êð¯Õå ëñé» Çò¼Ú x Áå¶ y ù ÇÕÃ¶ ÁÚñ λ ç¶ ñÂÆ ́ îòÅð λx Áå¶ λy éÅñ åìçÆñ
ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» ÃÅù êÌÅêå Ô¯ò¶×ÅÍ

F1 (λx, λy) = λ2 (y2 + 2xy) = λ2 F1 (x, y)
F2 (λx, λy) = λ (2x – 3y) = λ F2 (x, y)

F3 (λx, λy) = cos cosy y
x x

λ   =   
λ   

 = λ0  F3 (x, y)

F4 (λx, λy) = sin λx + cos λy ≠ λn F4 (x, y), Õ¯ÂÆ òÆ n ç¶ ñÂÆ
ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇÂÔ ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ëñé  F1, F2, F3 ù F(λx, λy) = λn F (x, y) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ

ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, êð ëñé F4 ù ÇÂÃ ðÈê Çò¼Ú éÔÆº ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå
êÇðíÅôÅ êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

ëñé F(x, y), n ´î òÅñÆ ÃîðÈê ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÕÃ¶ ×Ëð ÇÃëð ÁÚñ λ ç¶ ñÂÆ
F (λx, λy) = λn F(x, y)

ÁÃÆº é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕ À°êð¯Õå À°çÅÔðä» Çò¼Ú F1, F2, F3 ´îòÅð 2, 1, 0 Õ¯àÆ òÅñÆ ÃîðÈê
ëñé ÔË Üç¯º ÇÕ F4 ÃîðÈê ëñé éÔÆº ÔËÍ
ÁÃÆº ÇÂÔ òÆ ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ

2
2 2

1 12
2F ( , ) y y yx y x x h
x xx

   = + =   
  

Ü» 2 2
1 2

2F ( , ) 1 x xx y y y h
y y

   = + =   
   

,

1 1
2 3

3F ( , ) 2 y yx y x x h
x x

   = − =   
   

Ü» 1 1
2 4F ( , ) 2 3x xx y y y h

y y
   = − =   
   

,

3 5F ( , ) cos y yx y x x h
x x

°   = ° =   
   
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4 6F ( , ) n yx y x h
x

 ≠  
 

, n ∈ N ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ÕÆîå ñÂÆ

Ü» F4 (x, y) ≠ 7
n xy h

y
 
 
 

, n ∈ N

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ëñé  F (x, y), n ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð

F (x, y) = n ny xx g y h
x y

   
      

vFkok

dy
dx = F (x, y)   ç¶ ðÈê òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÃîðÈê ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð F(x, y) ×Ëð ÜÆð¯ Õ¯àÆ
òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔËÍ

( )F ,dy yx y g
dx x

 = =  
 

... (1)

ç¶ ðÈê òÅñ¶ ÃîðÈê ÃîÆÕðä ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº  
y
x

= v Ü»
y = v x ... (2)

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :
ÃîÆÕðä (2) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

dy dvv x
dx dx

= + ... (3)

ÃîÆÕðä (3) å¯º 
dy
dx

 çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

 ( )dvv x g v
dx

+ =

Ü» ( )dvx g v v
dx

= − ... (4)

ÃîÆÕðä (4) Çò¼Ú Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

( )
dv dx

g v v x
=

−
... (5)

ÃîÆÕðä (5) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
1 C

( )
dv dx

g v v x
= +

−∫ ∫ ... (6)

Ü¶Õð v ù y
x

Çò¼Ú íÇðÁÅ ÜÅò¶ å» ÃîÆÕðä (6)] ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (1) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

Ü»
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AÇà¼êäÆ   Ü¶Õð ÃîðÈê ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä F( , )dx x y
dy

=  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔËÍ ÇÂ¼æ¶

 F (x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔË å» ÁÃÆº x v
y

=  Ü» x = vy íð ÃÕç¶ Ô» Áå¶ Çëð

À°êð¯Õå ÚðÚÅ ç¶ Áé°ÃÅð F( , )dx xx y h
dy y

 
= =  

 
 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ Õ¶ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õðé

ñÂÆ Á¼×¶ òèç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä AE. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  (x – y) 
dy
dx

 = x + 2y ÃîðÈê ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ Ô¼ñ

êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖå ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

2dy x y
dx x y

+
=

−
... (1)

î³é ñÀ°  F (x, y) = 
2x y

x y
+
−

Ô¹ä
( 2 )F( , ) F( , )
( )
x yx y x y
x y

λλ λ λ
λ

+
= = ⋅

−
o

ÇÂÃ ñÂÆ F(x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔËÍ
Á³å : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇÂ¼Õ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË :
ìçñ :

21

1

y
dy yx gydx x

x

 +   = =   
  −

 
... (2)

ÃîÆÕðä (2) çÅ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ yg
x

 
  

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ÇÃëð ́ î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé

ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä (1) ÇÂ¼Õ ÃîðÈê ÃîÆÕðä ÔËÍ
ÇÂÃ ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº íðç¶ Ô» :

y = vx ... (3)
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ÃîÆÕðä (3) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
dy dvv x
dx dx

= + ... (4)

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú y  Áå¶  
dy
dx

çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

1 2
1

dv vv x
dx v

+
+ =

−

Ü»
1 2
1

dv vx v
dx v

+
= −

−

Ü»
2 1
1

dv v vx
dx v

+ +
=

−

Ü» 2
1

1
v dxdv

xv v
− −

=
+ +

... (5)

ÃîÆÕðä (5) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2
1

1
v dxdv

xv v
−

= −
+ +∫ ∫

Ü» 2
1 2 1 3 log C
2 1

v dv x
v v

+ −
= − +

+ +∫

Ü» 2 2
1 2 1 3 1 log C
2 21 1

v dv dv x
v v v v

+
− = − +

+ + + +∫ ∫

Ü» 2
2

1 3 1log 1 log C
2 2 1

v v dv x
v v

+ + − = − +
+ +∫

Ü» 2
22

1 3 1log 1 log C
2 2 1 3

2 2

v v dv x

v

+ + − = − +
  + +  

   

∫

Ü» 2 11 3 2 2 1log 1 . tan log C
2 2 3 3

vv v x− + + + − = − + 
 
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Ü» 2 2 11 1 2 1log 1 log 3 tan C
2 2 3

vv v x − + + + + = + 
 

v  ù y
x

, Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

Ü»
2

2 1
2

1 1 2log 1 log 3 tan C
2 2 3

y y y xx
xx x

− + + + + = + 
 

Ü»
2

2 1
12

1 2log 1 3 tan C
2 3

y y y xx
xx x

−  + + + = +     

Ü» 2 2 1
1

2log ( ) 2 3 tan 2C
3

y xy xy x
x

− + + + = + 
 

Ü» 2 2 1 2log ( ) 2 3 tan C
3

x yx xy y
x

− + + + = + 
 

ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (1) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AF. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ  ÃîÆÕðä cos cosy dy yx y x
x dx x

   = +   
   

 ÃîðÈê ÔË Áå¶

ÇÂÃ çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÇÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

cos

cos

yy xdy x
ydx x
x

  +  
=

 
  

... (1)

ÇÂ¼æ¶ F( , )dy x y
dx

= ç¶ ðÈê çÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË

ÇÂ¼æ¶ F (x, y) = 
cos

cos

yy x
x

yx
x

  + 
 

 
 
 

 ÔËÍ
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x ù λx éÅñ Áå¶ y ù λy éÅñ åìçÆñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

F (λx, λy) = 0
[ cos ]

[F( , )]
cos

yy x
x x y

yx
x

 + 
  =

 
 
 

λ
λ

λ

F (x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇÂ¼Õ ÃîðÈê
ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÂÃ ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ Áå¶ íðç¶ Ô» :

y = vx ... (2)
ÃîÆÕðä (2) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

dy dvv x
dx dx

= + ... (3)

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú  y Áå¶ 
dy
dx

 çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

cos 1
cos

dv v vv x
dx v

+
+ =

Ü»
cos 1
cos

dv v vx v
dx v

+
= −

Ü»
1

cos
dvx
dx v

=

Ü» cos dxv dv
x

=

ÇÂÃ ñÂÆ  
1cosv dv dx
x

=∫ ∫
Ü» sin v = log | x | + log | C|
Ü» sin v = log | Cx |

v ù 
y
x
 Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

sin log Cy x
x

  = 
 

ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (1) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ
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À°çÅÔðä AG. Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 2 ( 2 ) 0
x x
y yy e dx y x e dy+ − = ÃîðÈê ÔË Áå¶

Ü¶Õð x = 0 Üç¯º y = 1 Çç¼åÅ Ô¯ò¶ å» ÇÂÃ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

2

2

x
y

x
y

dx x e y
dy

y e

−
= ... (1)

î³é ñÀ° F(x, y) 
2

2

x
y

x
y

xe y

ye

−
=   å»   F(λx, λy) 

2

[F ( , )]

2

x
y

x
y

xe y

x y

ye

λ

λ

λ

°

 
 −
 
 = =

 
 
  

Á³å : F (x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ, Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇÂ¼Õ ÃîðÈê ÃîÆÕðä ÔËÍ
ÇÂÃ çÅ Ô¼ñ ñ¼íä ñÂÆ, ÁÃÆº x = vy íðç¶ Ô»Í
ÃîÆÕðä (2) çÅ  y éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

+dx dvv y
dy dy

=

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú dxx
dy

,oa  çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 1
2

v

v
dv v ev y
dy e

−
+ =

Ü» 2 1
2

v

v
dv v ey v
dy e

−
= −

Ü»
1

2 v
dvy
dy e

= −

Ü» 2 v dye dv
y

−
=

Áå¶
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Ü» 2 .v dye dv
y

= −∫ ∫
Ü» 2 ev = – log | y | + C

v ù 
x
y  íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2 
x
ye  + log | y | = C ... (3)

ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú x = 0 Áå¶ y = 1 íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
2 e0 + log | 1 | = C ⇒ C = 2

C çÆ ÕÆîå ÁÃÆº ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2  
x
ye  + log | y | = 2

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AH. çðÃÅÀ° ÇÕ òåð» ç¶ êÇðòÅð, ÇÜé·» ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ

ãñÅä
2 2

2
x y

xy
+  ÔË, x2 – y2 = cx ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ òåð» ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ 
dy
dx

 ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
2 2

2
dy x y
dx xy

+
=  Ü» 

2

21

2

y
dy x

ydx
x

+
= ... (1)

ÃÅë å½ð å¶ : ÃîÆÕðä (1) ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ
ÇÂÃ ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº y = vx íðç¶ Ô»Í
y = vx çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

dy dvv x
dx dx

= +    Ü» 
21

2
dv vv x
dx v

+
+ =

Á³å
21

2
dv vx
dx v

−
= Ü»   2

2
1

v dxdv
xv

=
−

  Ü» 2
2

1
v dxdv

xv
= −

−
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ÇÂÃ ñÂÆ 2
2 1

1
v dv dx

xv
= −

−∫ ∫
Ü» log | v2 – 1 | = – log | x | + log | C1 |
Ü» log | (v2 – 1) (x) | = log |C1|
Ü» (v2 – 1) x =  ±  C1

v ù 
y
x

  íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2

12 1 Cy x
x

 
− = ± 

 

Ü» (y2 – x2) = ± C1 x ;k x2 – y2 = Cx

ÁÇíÁÅÃ I.E
A å¯º A@ å¼Õ Çç¼å¶ Ôð¶Õ êÌôé Çò¼Ú çðÃÅÀ° ÇÕ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÃîðÈê ÔË Áå¶ ÇÂÃ
Çò¼Ú¯º Ôð ÇÂ¼Õ ù Ô¼ñ Õð¯ :

1. (x2 + xy) dy = (x2 + y2) dx 2.
x yy

x
+′ =

3. (x – y) dy – (x + y) dx = 0 4. (x2 – y2) dx + 2xy dy = 0

5. 2 2 22dyx x y xy
dx

= − + 6. x dy – y dx = 2 2x y dx+

7. cos sin sin cosy y y yx y y dx y x x dy
x x x x

          + = −          
          

8. sin 0dy yx y x
dx x

 − + = 
 

9. log 2 0yy dx x dy x dy
x

 + − = 
 

10. 1 1 0
x x
y y xe dx e dy

y

   
+ + − =     

AA åº̄ AE å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ êÌåÆì¿ç ù Ã¿å°ôà Õðé òÅñÅ
ÖÅÃ Ô¼ñ ñ¼ÇíÁÅ ÜÅò¶Í
11. (x + y) dy + (x – y) dx = 0; y = 1 Ü¶Õð x = 1
12. x2 dy + (xy + y2) dx = 0; y = 1 Ü¶Õð x = 1



ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 425

13. 2sin 0;
4

yx y dx x dy y
x

  π  − + = =    
 Ü¶Õð x = 1

14. cosec 0dy y y
dx x x

 − + = 
 

;  y = 0 Ü¶Õð x = 1

15. 2 22 2 0dyxy y x
dx

+ − = ;  y = 2 Ü¶Õð x = 1

16.
dx xh
dy y

 =  
 

 ç¶ ðÈê òÅñ¶ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ Ô¶á» ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú

ÇÕÔóÅ êÌåÆ ÃæÅêé ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË:
(A) y = vx (B) v = yx (C) x = vy (D) x = v

17. ÇéîéÇñÖå Çò¼Úº̄ ÇÕÔóÆ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË?
(A) (4x + 6y + 5) dy – (3y + 2x + 4) dx = 0

(B) (xy) dx – (x3 + y3) dy = 0

(C) (x3 + 2y2) dx + 2xy dy = 0

(D) y2 dx + (x2 – xy – y2) dy = 0

9.5.3  ð¶ÖÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (Linear differential equations)

P Qdy y
dx

+ = ,

ç¶ ðÈê òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú P Áå¶ Q ÁÚñ íÅò ÇÃðë x ç¶ ëñé ÔË, êÇÔñÆ Õ¯àÆ
çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ êÇÔñÆ Õ¯àÆ ç¶ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆÁ» À°çÅÔðä»
Õ°Þ ÇÂÃ êÌÕÅð Ôé :

sindy y x
dx

+ =

1 xdy y e
dx x

 + = 
 

1
log

dy y
dx x x x

 + = 
 

êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ çÈÜÅ ðÈê ÃËÇÕ¿â 1 1P Qdx x
dy

+ =  ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú P1

Áå¶ Q1 ÁÚñ íÅò ÇÃðë y ç¶ ëñé ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆÁ» À°çÅÔðä»
Çéîé ÇñÖå Ôé :
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22 ydx x y e
dy y

−−
+ =

êÇÔñ¶ ́ î çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

P Qdy y
dx

+ = ... (1)

ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÃîÆÕðä ç¶ ç¯éº̄ êÅÇÃÁ» ù x ç¶ ëñé g (x) éÅñ ×¹äÅ Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

g (x) 
dy
dx

 + P.. g (x) y = Q . g (x) ... (2)

g (x) çÆ Ú¯ä ÇÂÃ åð·» Õð¯ å» ÇÕ ÃîÆÕðä çÅ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ y . g (x) çÅ âËðÆòËÇàò ìä ÜÅò¶ :

Ü» g (x) 
dy
dx

 + P.. g (x) y = 
d
dx

 [y . g (x)]

Ü»  g (x) 
dy
dx

 + P.. g (x) y = g (x) 
dy
dx

 + y g′ (x)

⇒ P. g (x) = g′ (x)

Ü»
( )P =
( )

g x
g x
′

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ  x éÅñ ÇÂéàË×ðñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
( )P =
( )

g xdx dx
g x
′

∫ ∫

Ü» ( )P. = log ( )dx g x∫
Ü» g (x) = P dxe∫

ÃîÆÕðä (1) ù  g(x) = e∫ pdx éÅñ ×¹äÅ Õðé å¶ À°Ã ÃîÆÕðä çÅ Ö¼ìÅ êÅÃÅ x Áå¶ y ç¶ ÇÕÃ¶
ëñé çÅ âËðÆòËÇàò ìä Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÔ ëñé g(x) = e∫ pdx Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä çÅ
ÇÂéàË×ð¶à ×¹äéÖ³â (I.F.)  ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú  g (x) çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

P Q.pdx pdx pdxdye e y e
dx

∫ ∫ ∫+ =

Ü» ( )P PQdx dxd y e e
dx

∫ ∫=

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x, éÅñ ÇÂéàË×ñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
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( )P PQdx dxy e e dx∫ ∫⋅ = ⋅∫

Ü» ( )P PQ Cdx dxy e e dx−∫ ∫= ⋅ ⋅ +∫
ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

êÇÔñÆ Õ¯àÆ ç¶ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ñ¯óÆºç¶ Õçî

(i) Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù P Qdy y
dx

+ =  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯ ÇÜÃ Çò¼Ú P, Q ÁÚñ

Ü» ÇÃðë x ç¶ ëñé ÔËÍ
(ii) ÇÂéÇà×ð¶à ×¹äéÖ³â (I.F.) = Pdxe∫  êåÅ Õð¯Í
(iii) Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯ :

 y . (I.F.) = ( )Q × I.F. Cdx +∫

Ü¶Õð êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 1 1P Qdx x
dy

+ =  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú P1 Áå¶

Q1 ÁÚñ Ü» Õ¶òñ y ç¶ ëñé ÔË å» I.F. = 1P dye∫  Áå¶

x . (I.F.) = ( )1Q × I.F. Cdy +∫  ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË:

À°çÅÔðä AI. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä cosdy y x
dx

− =  çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

P Qdy y
dx

+ = ÔË, ÇÜ¼æ¶ P = –1 Áå¶ Q  =  cos x

ÇÂÃ ñÂÆ 1I.F. dx xe e− −∫= =
ÃîÆÕðä ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù  I.F. éÅñ ×¹äÅ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

cosx x xdye e y e x
dx

− − −− =

Ü» ( ) cosx xd ye e x
dx

− −=
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ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x éÅñ ÇÂÇà×ð¶ôé Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
cos Cx xy e e x dx− −= +∫ ... (1)

î³é ñÀ° ÇÕ I = cosxe x dx−∫

= cos ( sin ) ( )
1

x
xex x e dx

−
− 

− − − 
−  ∫

= cos sinx xx e x e dx− −− − ∫
= cos sin (– ) cos ( )x x xx e x e x e dx− − − − − − − ∫
= cos sin cosx x xx e x e x e dx− − −− + − ∫

Ü» I = – e–x cos x + sin x e–x – I
Ü» 2I = (sin x – cos x) e–x

Ü» I =
(sin cos )

2

xx x e−−

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú I çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
sin cos C

2
x xx xy e e− −− = + 

 

Ü»
sin cos C

2
xx xy e−

= +

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä B@. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 22 ( 0)dyx y x x
dx

+ = ≠  çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË :
22dyx y x

dx
+ = ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù x éÅñ íÅ× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
2dy y x

dx x
+ =

ÇÂÔ P Qdy y
dx

+ = , ç¶ ðÈê çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ 
2P
x

=  Áå¶ Q = x ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ   I.F. = 
2 dx
xe∫ = e2 log x = 

2log 2xe x= lo g ( )[ ( ) ]f xe f x=t Sl k fdÇÜÃ åð·» ÇÕÇÜò¶º ÇÕ
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ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ
y . x2 = 2( ) ( ) Cx x dx +∫  = 3 Cx dx +∫

Ü»
2

2C
4
xy x−= +

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä BA. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä y dx – (x + 2y2) dy = 0 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

2dx x y
dy y

− =

ÇÂÔ 1 1P Qdx x
dy

+ = ,ç¶ ð Èê òÅñÆ ð ¶ÖÆ ÇâëðË ºôñ ÃîÆÕðä ÔË ÇÂ¼æ¶  1
1P
y

= −  Áå¶

Q1 = 2y ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ 1
1

log log( ) 1I.F
dy

y yye e e
y

−−
−∫

= = = =

Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

ÇÂÃ ñÂÆ 1 1(2 ) Cx y dy
y y

 = + 
 

∫

Ü» 2 Cx dy
y

= +∫

Ü» 2 Cx y
y

= +

Ü» x = 2y2 + Cy
ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä BB. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

cot dx y x
dy

+  = 2x + x2 cot x (x ≠ 0)

çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ  y = 0 Ü¶Õð 
2

x π
=

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  P Qdy y
dx

+ = , ç¶ ðÈê çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ
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ÇÂ¼æ¶  ÇÂ¼æ¶ P = cot x Áå¶ Q = 2x + x2 cot x ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
cot log sinI.F = sinx dx xe e x∫ = =

ÇÂÃ ñÂÆ : Çç¼å¶ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :
y . sin x = ∫ (2x + x2 cot x) sin x dx + C

Ü» y sin x = ∫ 2x sin x dx + ∫ x2 cos x dx + C

Ü» y sin x = 
2 2

22 2sin cos cos C
2 2
x xx x dx x x dx

   
− + +   

   ∫ ∫
Ü» 2 2 2sin sin cos cos Cy x x x x x dx x x dx= − + +∫ ∫
Ü» y sin x = x2 sin x + C ... (1)

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú  y = 0 Áå¶ 
2

x π
=  íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2

0 sin C
2 2
π π   = +     

Ü»
2

C =
4

− π

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú C çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
2

2sin = sin
4

y x x x π
−

Ü»
2

2= (sin 0)
4 sin

y x x
x

π
− ≠

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä BC. Çì¿çÈ (0] 1) Çò¼Ú ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯, Ü¶Õð ÇÂÃ òåð
ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä, À°Ã Çì³çÈ ç¶  x í¹ÜÅ Áå¶ x Çéðç¶ô Á³Õ Áå¶  y Çéðç¶ô
Á³Õ (Á³Õ) ç¶ ×¹äéëñ ç¶ Ü¯ó ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ òåð çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä 
dy
dx

 ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

dy x xy
dx

= +

Ü»
dy xy x
dx

− = ... (1)
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ÃîÆÕðä (1)] P Qdy y
dx

+ =  ç¶ ðÈê çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ P = – x

Áå¶ Q  =  x ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
2

2I.F. = 
x

x dxe e
−

−∫ =
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

( )2 2

2 2. ( ) C
x x

y e x dxe
− −

= +∫ ... (2)

î³é ñÀ°
2

2I ( )
x

x dxe
−

= ∫
î³é ñÀ°

2

2
x t−

= , å» – x dx = dt Ü» x dx = – dt

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2I –
x

t te dt e e
−

= − = − =∫
ÃîÆÕðä  (2) Çò¼Ú I çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2 2

2 2 + C
x x

y e e
− −

= −

Ü»
2

21 C
x

y e= − + ... (3)
ÃîÆÕðä (3) òåð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÃîÆÕðä ÔË, êð ÁÃÆº ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ îËºìð çÆ
ÃîÆÕðä êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» Ü¯ Çì³çÈ  (0] 1) Çò¼Ú¯º ¦ØçÅ ÔËÍ ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú x = 0 Áå¶ y
= 1 íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

1 = – 1 + C . eo  Ü»   C = 2
ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú C çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2

21 2
x

y e= − +

ÇÂÔ òåð» çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ I. F
A å¯º AB å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú, Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

1. 2 sindy y x
dx

+ = 2. 23 xdy y e
dx

−+ = 3. 2dy y x
dx x

+ =

4. (sec ) tan 0
2

dy x y x x
dx

π + = ≤ < 
 

5. 2cos tandyx y x
dx

+ =  0
2

x π ≤ < 
 
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6. 22 logdyx y x x
dx

+ = 7.
2log logdyx x y x

dx x
+ =

8. (1 + x2) dy + 2xy dx = cot x dx (x ≠ 0)

9. cot 0 ( 0)dyx y x xy x x
dx

+ − + = ≠ 10. ( ) 1dyx y
dx

+ =

11. y dx + (x – y2) dy = 0 12. 2( 3 ) ( 0)dyx y y y
dx

+ = > .

AC å¯º AE å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ ñÂÆ Çç¼åÆÁ» Ô¯ÂÆÁ» ôðå» ù Ã¿å°ôà
Õðé òÅñÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯ :

13. 2 tan sin ; 0
3

dy y x x y x
dx

π
+ = = =;fn

14. 2
2

1(1 ) 2 ; 0 1
1

dyx xy y x
dx x

+ + = = =
+

;fn

15. 3 cot sin 2 ; 2
2

dy y x x y x
dx

π
− = = =;fn

16. îÈñ Çì³çÈ åº̄ ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÃ òåð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ   (x, y)
å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ãñÅä, À°Ã Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ» ç¶ Ü¯ó ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

17. Çì¿çÈ (0] 2) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÃ òåð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ ç¶
Çéðç¶ô Á³Õ çÅ Ü¯ó À°Ã Çì³çÈ å¶ ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä ç¶ éåÆÜ¶ å¯º E Ç÷ÁÅçÅ ÔËÍ

18. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 
22dyx y x

dx
− =  çÅ ÇÂéÇà×ð¶à ×¹äéÖ³â ÔË :

(A) e–x (B) e–y (C)
1
x

(D) x

19. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  2(1 ) dxy yx
dy

− +  = ( 1 1)ay y− < <  çÅ ÇÂéÇà×ð¶à ×¹äéÖ³â ÔË :

(A) 2
1

1y − (B) 2

1

1y − (C) 2
1

1 y− (D) 2

1

1 y−

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð
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ÇâøðËºôÆÁñ
À°çÅÔðä BD. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé  y = c1 eax cos bx + c2 eax sin bx, ÇÜ¼æ¶ c1, c2 ÃòË ÇÂ¼Û ÁÚñ
ÔË, ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

( )
2

2 2
2 2 0d y dya a b y

dxdx
− + + =  çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÔË :

[ ]1 2cos sinaxy e c bx c bx= + ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

[ ] [ ]1 2 1 2– sin cos cos sin .ax axdy e bc bx bc bx c bx c bx e a
dx

= + + +

Ü» 2 1 2 1[( )cos ( )sin ]axdy e bc a c bx a c bc bx
dx

= + + − ... (2)

ÃîÆÕðä (2) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ x, éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ
2

2 1 2 12 [( ) ( sin . ) ( ) (cos . )]axd y e bc a c bx b ac bc bx b
dx

= + − + −

  + 2 1 2 1[( ) cos ( ) sin ] .axbc ac bx ac bc bx e a+ + −

= 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1[( 2 ) sin ( 2 ) cos ]axe a c abc b c bx a c abc b c bx− − + + −

Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú  
2

2 ,d y dy
dxdx

 Áå¶ y çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

Ö¼ìÅ êÅÃÅ 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1[ 2 )sin ( 2 )cos ]axe a c abc b c bx a c abc b c bx= − − + + −

2 1 2 12 [( )cos ( )sin ]axae bc ac bx ac bc bx− + + −

2 2
1 2( ) [ cos sin ]axa b e c bx c bx+ + +

( )2 2 2 2 2
2 1 2 2 1 2 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 1

2 2 2 sin

( 2 2 2 )cos
ax a c abc b c a c abc a c b c bx

e
a c abc b c abc a c a c b c bx

 − − − + + +
 =
 + + − − − + + 

=  [0 sin 0cos ]axe bx bx× + = eax × 0 = 0  = Ã¼ÜÅ êÅÃÅ
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔËÍ
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vko‘Qfr 9-6

À°çÅÔðä BE. çÈÜ¶ Ú½æÅÂÆ Ú¼Õð Çò¼Ú ÁÇÜÔ¶ Ú¼Õð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯
Ü¯ Çéð¶ôÕ Á³Õ ç¶ ç¯ò¶º è¹ÇðÁ» ù Ãêðô ÕðçÅ Ô¯ò¶Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ°, Çéðç¶ô Á³Õ» ç¶ è¹ð¶ ù Ãêðô Õðé òÅñÅ Áå¶ çÈÜ¶ Ú½æÅÂÆ Ú¼Õð Çò¼Ú ìä¶ Ú¼Õð» ç¶
Õ°ñ  C ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ Õ°ñ ç¶ ÇÕÃ¶ îËºìð çÅ Õ¶ºçð Çì³çÈ Çéðç¶ô Á³Õ (–a, a) ÔË
(ÇÚ¼åð I. F ç¶Ö¯)A
Õ°ñ C ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÃîÆÕðä ÔË :

(x + a)2 + (y – a)2 = a2 ... (1)
Ü» x2 + y2 + 2ax – 2ay + a2 = 0 ... (2)
ÃîÆÕðä (2) çÅ  x ç¶ âËðÆò¶Çàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 2 2 2 0dy dyx y a a
dx dx

+ + − =

Ü» 1dy dyx y a
dx dx

 + = − 
 

Ü» 1
x y ya

y
′+

=
′ −

ÃîÆÕðä (1) çÅ a çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
2 2 2

1 1 1
x y y x y y x y yx y

y y y
′ ′ ′+ + +     + + − =     ′ ′ ′− − −     

Ü» [ ] [ ] [ ]2 2 2x y x x y y y y y x y y x y y′ ′ ′ ′ ′− + + + − − − = +

Ü» (x + y)2 2y′  + [x + y]2 = [x + y y′]2

Ü» (x + y)2 [ ( )2y′  + 1] = [x + y y′]2

Ü¯ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð» ç¶ Õ°ñ ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ

À°çÅÔðä BF. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä log 3 4dy x y
dx

  = + 
 

 çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y

= 0 Üç¯º  x = 0
Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

(3 4 )x ydy e
dx

+=

ÇÚ¼åð I.F
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Ü» 3 4x ydy e e
dx

= ⋅ ... (1)

Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
3

4
x

y
dy e dx
e

=

ÇÂÃ ñÂÆ 4 3y xe dy e dx− =∫ ∫

Ü»
4 3

C
4 3

y xe e−

= +
−

Ü» 4 e3x + 3 e– 4y + 12 C = 0 ... (2)
ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú x = 0 Ü» y = 0 êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

4 + 3 + 12 C = 0 Áå¶ C = 
7

12
−

ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú C çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº
4 e3x + 3 e– 4y – 7 = 0, êÌÅêå Õðç¶ Ô»

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ  ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ ÔËÍ
À°çÅÔðä BG. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

(x dy – y dx) y sin 
y
x

 
 
 

 = (y dx + x dy) x cos 
y
x

 
 
 

 ù Ô¼ñ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

2 2sin cos cos siny y y yx y x dy xy y dx
x x x x

          − = +                    

Ü»

2

2

cos sin

sin cos

y yxy ydy x x
y ydx xy x
x x

   +   
   =
   −   
   

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ Á³ô Áå¶ Ôð ç¯é» ù  x2 éÅñ íÅ× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
2

2cos sin

sin cos

y y y y
dy x x xx

y y ydx
x x x

    +        =
   −   
   

... (1)
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ÃÅë å½ð å¶; ÃîÆÕðä (1)] 
dy yg
dx x

 =  
 

 ç¶ ðÈê çÅ ÃîðÈêÆ ÃîÆÕðä ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ  ÃîÆÕðä

ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº
y = vx ... (2)

íðç¶ Ô»Í

Ü»
dy dvv x
dx dx

= +

Ü»
2cos sin

sin cos
dv v v v vv x
dx v v v

+
+ =

−
 [ÃîÆÕðä (1)Áå¶ (2) çÅ êÌï¯× Õðé å¶]

Ü»
2 cos

sin cos
dv v vx
dx v v v

=
−

Ü»
sin cos 2

cos
v v v dxdv

v v x
−  = 

 

ÇÂÃ ñÂÆ   
sin cos 12

cos
v v v dv dx

v v x
−  = 

 ∫ ∫

Ü»
1 1tan 2v dv dv dx
v x

− =∫ ∫ ∫
Ü» 1log sec log | | 2log | | log | C |v v x− = +

Ü» 12
seclog log Cv
v x

=

Ü» 12
sec Cv
v x

= ± ... (3)

ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú¯º  v  ù 
y
x

 íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2

sec
C

( )

y
x

y x
x

 
 
  =

 
 
 

] ÇÜ¼æ¶ C = ± C1

Ü» sec Cy xy
x

  = 
 

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ
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À°çÅÔðä BH. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
(tan–1y – x) dy = (1 + y2) dx çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çéîé ÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
1

2 2
tan

1 1
dx x y
dy y y

−

+ =
+ + ... (1)

ÃîÆÕðä (1)] 1Pdx
dy

+  x = Q1, ç¶ ðÈê çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÜ¼æ¶

1 2
1P

1 y
=

+
 Áå¶ 

1

1 2
tanQ
1

y
y

−

=
+

ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

12
1

tan1I.F.
dy

yye e
−+∫

= =

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

1 1
1

tan tan
2

tan C
1

y yyxe e dy
y

− −
− 

= + 
+ 

∫ ... (2)

î³é ñÀ° 1
1

tan
2

tanI
1

yy e dy
y

−
− 

=  
+ 

∫

tan–1 y = t íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ  2
1

1
dy dt

y
  = + 

ÇÂÃ ñÂÆ I = tt e dt∫ , I = t et – ∫1 . et et, I = t et – et = et (t – 1)

Ü» I =  1tan ye
− (tan–1y –1)

ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú¯º I çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº
1 1tan tan 1. (tan 1) Cy yx e e y

− − −= − + êÌÅêå Õðç¶ Ô»

Ü» x = 11 tan(tan 1) C yy e
−− −− +

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ



438        ×Çäå

ÁÇèÁÅÇÂ I Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. ÇéîéÇñÖå ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðäÅ Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÆ ́ î Áå¶ Õ¯àÆ (Ü¶Õð êÌíÅÇôå ÔË) êåÅ Õð¯Í

(i)
22

2 5 6 logd y dyx y x
dxdx

 + − = 
 

         (ii)  
3 2

4 7 sindy dy y x
dx dx

   − + =   
   

(iii)
4 3

4 3sin 0d y d y
dx dx

 
− = 

 
2. ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ñÂÆ êðÖ Õð¯ ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé (ÁÃêôà Ü» Ãêôà)

Ã¿×å ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

(i) xy = a ex + b e–x + x2 :
2

2
2 2 2 0d y dyx xy x

dxdx
+ − + − =

(ii) y = ex (a cos x + b sin x) :
2

2 2 2 0d y dy y
dxdx

− + =

(iii) y = x sin 3x :
2

2 9 6cos3 0d y y x
dx

+ − =

(iv) x2 = 2y2 log y : 2 2( ) 0dyx y xy
dx

+ − =

3. (x – a)2 + 2y2 = a2, ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÂ¶ òåð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ
ÇéðîÅä Õð¯ Üç ÇÕ a ÇÂ¼Õ ÃòË ÇÂÛå ÁÚñ ÔËÍ

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ x2 – y2 = c (x2 + y2)2 ÇÂ¼æ¶ c ÇÂ¼Õ êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) ÔË, ÇâøðËºôÆÁñ
ÃîÆÕðä] (x3 – 3x y2) dx = (y3 – 3x2y) dy çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

5. êÇÔñ¶ Ú½æÅÂÆ Ú¼Õð Çò¼Ú ÁÇÜÔ¶ Ú¼Õð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯
Çéðç¶ô Á³Õ» ç¶ è¹ÇðÁ» ù Ãêðô ÕðçÆ ÔËÍ

6. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  
2

2
1 0
1

dy y
dx x

−
+ =

−
] Üç¯ºÇÕ x ≠1 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

7. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 

2

2
1 0
1

dy y y
dx x x

+ +
+ =

+ +
 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ

(x + y + 1) = A (1 – x – y – 2xy) ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú A ÇÂ¼Õ êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) ÔËÍ

8. Çì³çÈ 0,
4
π 

 
 

 Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä sin x cos y dx + cos x sin y dy = 0 ÔËÍ
9. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  (1 + e2x) dy + (1 + y2) ex dx = 0 çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ

Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ  y = 1 Ü¶Õð x = 0.
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10. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 2 ( 0)
x x
y yy e dx x e y dy y

  = + ≠  çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

11. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  (x – y) (dx + dy) = dx – dy çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y
= –1, Ü¶Õð x = 0 (Ã¿Õ¶å  x – y = t ð¼Ö¯ a)A

12. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 
2

1 ( 0)
xe y dx x

dyx x

− 
− = ≠ 

 
 çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

13. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä cotdy y x
dx

+  = 4x cosec x (x ≠ 0) çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ ÔË

ÇÕ  y = 0 Ü¶Õð 
2

x π
= .

14. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  (x + 1) 
dy
dx

 = 2 e–y – 1 çÅ ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y

= 0 Ü¶Õð x = 0.
15. ÇÕÃ¶ Çê³â çÆ Ü¿é Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú òÅè¶ çÆ çð ÇÕÃ¶ òÆ Ãî¶º À°Ã Çê³â ç¶ ìÇÃ³ÇçÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶

ÃîÅé Áé°êÅåÆ ÔËÍ Ü¶Õð Ã¿é AIII Çò¼Ú Çê³â çÆ Ü¿éÃ¿ÇÖÁÅ B@,@@@ ÃÆ, Áå¶ Ã¿é B@@D
Çò¼Ú BE,@@@ ÃÆ, å» êåÅ Õð¯ ÇÕ Ã¿é B@@I Çò¼Ú Çê³â çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÕÆ Ô¯ò¶×Æ?

16. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  0y dx x dy
y
−

=  çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :

(A) xy = C (B) x = Cy2 (C) y = Cx (D) y = Cx2

17. 1 1P Qdx x
dy

+ =  ç¶ ðÈê òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :

(A) ( )1 1P P
1Q Cdy dyy e e dy∫ ∫= +∫

(B) ( )1 1P P
1. Q Cdx dxy e e dx∫ ∫= +∫

(C) ( )1 1P P
1Q Cdy dyx e e dy∫ ∫= +∫

(D) ( )1 1P P
1Q Cdx dxx e e dx∫ ∫= +∫

18. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  ex dy + (y ex + 2x) dx = 0 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :
(A) x ey + x2 = C (B) x ey + y2 = C (C) y ex + x2 = C (D) y ey + x2 = C
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ÃÅð-Á³ô
® ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÃîÆÕðä ÇÜÃ Çò¼Ú Á÷Åç ÚÅñ (Úñ»)ç¶ ÁèÅÇðå Úñ çÅ âËðÆòËÇàò

ôÅÇîñ Ô¯ò¶, ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ
® ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú ôÅÇîñ À°µÚ ´î, À°Ã ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä çÅ ´î

ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
® Ü¶Õð ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä ÔË å» À°Ã ÇâøðËºôÆÁñ  ÃîÆÕðä

çÆ ØÅå êÇðíÅÇôå Ô¹¿çÆ ÔËÍ
® ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ ØÅå (Ü¶Õð êÇðíÅÇôå Ô¯ò¶) À°Ã ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

ôÅÇîñ À°µÚ ́ î ÇâøðËºôÆÁñ çÆ À°µÚåî ØÅå (Õ¶òñ èéÅåîÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ) Ô¹¿çÆ ÔËÍ
® ÇÂ¼Õ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ã¿å°ôà Õðé òÅñÅ ëñé, À°Ã  ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ Ô¼ñ ÇÜÃ Çò¼Ú À°µé¶ ÔÆ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚ¼ñ Ô¯ä,
ÇÜ¿éÅ À°Ã ÃîÆÕðä çÅ ́ î  ÔË, ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ» å¯º î¹Õå
ÖÅÃ Ô¼ñ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

® ÇÕÃÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé åº̄ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ìäÅÀ°ä ñÂÆ ÁÃÆº À°Ã ëñé çÅ ÇÃñÇÃñ¶òÅð
À°éÆ ÔÆ òÅð âËðÆòËÇàò Õðç¶ Ô» ÇÜ¿é¶ À°Ã ëñé Çò¼Ú ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚ¼ñ Ô¹¿ç¶ ÔË Áå¶ å» ÃòË
ÇÂ¼Ûå ÁÚ¼ñ» ù Öåî Õðç¶ Ô»Í

® Úñ» ù Áñ¼× Õðé çÆ ÇòèÆ ÁÇÜÔÆÁ» ÃîÆÕðäÅ ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ À°êï¯× ÕÆåÆ
Ü»çÆ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú Úñ» ù êÈðÆ åð·» ç¶ Áñ¼× ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË íÅò  y òÅñ¶ êç dy  ç¶
éÅñ ðÇÔä¶ ÚÅÔÆç¶ Áå¶ x òÅñ¶ êç dx ç¶ éÅñ ðÇÔä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ

® ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃù ( , ) ( , )dy dxf x y g x y
dx dy

= =vFkok ç¶ ðÈê
Çò¼Ú ÇòÁÕå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ f (x, y) Áå¶ g(x, y) ÷Æð¯ ØÅå òÅñ¶ ÃîðÈê ëñé
ÔË, ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

® + P Qdy y
dx

= , ç¶ ðÈê òÅñÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú P Áå¶ Q ÁÚñ Ü» Õ¶òñ

x ç¶ ëñé ÔË, êÇÔñ¶ ́ î çÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÇÂÇåÔÅÇÃÕ Çà¼êäÆ
ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇòÇ×ÁÅé çÆ êÌî¹¼Ö íÅôÅò» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ÔËÍ ð¯ÚÕ å¼å ÇÂÔ ÔË ÇÕ

ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» çÆ î½÷Èç×Æ éò¿ìð AA,AFGE é¶ Gottfried Wilthelm Freiherr
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2

y dy y=∫ , ù ÇñÇÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÃå±å ÕÆåÅ

Ü»



ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 441

Áå¶ À°Ã ç¶ ç¯é» ÃÈåð» ∫ Áå¶ dy åº̄ ÜÅä±¿ ÕðòÅÇÂÁÅÍ çðÁÃñ Leibnitz ÁÇÜÔ¶ òÕð ù êåÅ
Õðé çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ Çò¼Ú î×é ÃÆ ÇÜÃ å¯º Ãêðô ð¶ÖÅ ÇéðèÅÇðå Ô¯ò¶, ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ é¶ Ã¿é
AFIA ÚñÅ ù ò¼Ö Õðé ÇòèÆ çÆ Á×òÅÂÆ çÅ îÅð× çðôé ÕðòÅÇÂÁÅÍ ÇÂ¼Õ ÃÅñ ìÅÁç
À°Ôé» é¶ êÇÔñÆ ́ î ç¶ ÃîðÈê ÃîÆÕðä» ç¶ Ô¼ñ Õðé çÆ ÇòèÆ çÅ ÃÈåðÆÕðé ÕÆåÅÍ À°Ô Á¼×¶
òè¶ Áå¶ æ¯ó·¶ Ãî¶º Çò¼Ú À°Ôé» é¶ ÒêÇÔñ¶ ́ î ç¶ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé çÆ
ÇòèÆ çÆ ÕñêéÅ ÕÆåÆÍ ÇÕ¿é» ÔËðÅéÆÜéÕ ÔË ÇÕ À°êð¯Õå ÃÅðÆÁ» ÇòèÆÁ» çÆ Ö¯Ü ÇÂÕ¼ñ¶ ÇÂ¼Õ
ÇòÁÕåÆ ç¹ÁÅðÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» çÅ Üéî ç¶ ê³ÚÆ ÃÅñ» ç¶ Á³åð×å êÈðÆ Ô¯ÂÆ Í

ÁÅð¿í Çò¼Ú Õ¶òñ ÃîÆÕðä» ç¶ ÒÔ¼ñÓ Õðé çÆ ÇòèÆ ù ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ç¶  ÇÂéàË×ðñ
ç¶ ðÈê Çò¼Ú Çéðç¶Çôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÃÆÍ ÇÂÔ ôìç Ã¿é AFI@ Çò¼Ú : James Bernoulli, (1654
& 1705) ç¹ÁÅðÅ êÌÚñä Çò¼Ú ñ×ÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅÍ ôìç ÒÔ¼ñÓ çÅ Ãí å¯º êÇÔñÅ âËðÆòËÇàò
êÌï¯×  Joseph Louis Lagrange (1736&1813)] ç¹ÁÅðÅ Ã¿é 1774 Çò¼Ú ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ
ÇÂÔ ØàéÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ Üéî å¯ºº ñ¼×í× A@@ ÃÅñ» ìÅÁç ØÇàå Ô¯ÂÆÍ ÇÂÔ
Jules Henri Poincare (1854 & 1912)] ÃÆ, ÇÜÃ é¶ ôìç ÒÔ¼ñÓ çÅ êÌï¯× Õðé ñÂÆ ÃÖå
òÕÅñå ÕÆåÆ ÃÆ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÅè¹ÇéÕ ôìçÅòñÆ Çò¼Ú ôìç Ô¼ñ ù ÁÅêäÅ À°µÇÚå ÃæÅé êÌÅêå
Ô¯ÇÂÁÅÍ Úñ» ù Áñ¼× Õðé çÆ ÇòèÆ çÅ éÅîÕðé John Bernoulli (1667&1748)]
James Bernoulli ç¶ íðÅ ç¹ÁÅðÅ ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ îÂÆ B@, AGAE ù  Leibnitz ù ÇñÖÆ ÁÅêäÆ
ÇÚ¼áÆ Çò¼Ú, À°Ôé» é¶ ÇéîéÇñÖå ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ Ô¼ñ çÆ Ö¯Ü ÕÆåÆÍ

x2 y″ = 2y
ù Ô¼ñ Çå¿é åð·» ç¶, êËðÅì¯ñÅ, ÔÅÂÆêðì¯ñÅ Áå¶ ØäÅÕÅð òÕð ç¶ ÇÂ¼Õ ÃîÈÔ çÅ îÅð×çðôé
ÕðòÅÀ°ºç¶ ÔËÍ ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ ÁÇÜÔ¶ Ãðñ ÇçÖÅÂÆ ç¶ä òÅñ¶ ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðäÅ ù Ô¼ñ
ÇÕÃ åð·» Áé¶Õ ðÈê èÅðé Õðç¶ ÔéÍ B@òÆº ÃçÆ ç¶ Á¼è Çò¼Ú ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðäÅ ç¶
×¹äÅåîÕ Ã¹íÅÁ Áå¶ ÇÃðñ¶Ö ç¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ç¶ Ô¼ñ» çÆ ÕÇáéÅÂÆ Õ°çðå çÆ Ö¯Ü
ñÂÆ ÇèÁÅé ÁÅÕðÇôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ Á¼Ü Õ¼ñ· ÇÂÃ é¶ ÃÅðÆÁ» Ö¯Ü» ñÂÆ ìÔ¹å îÔ¼åò ðÈê Çò¼Ú
êÌî¹¼Ö ÃæÅé êÌÅêå Õð ÇñÁÅ ÔËÍ

—v—


