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போடநூலில் உள்ள விவரவு குறியீடவடப (QR Code) பயன்படுத்து்ைோம்! எபபடி?
 •  உஙகள் திறன்ர்பசியில், கூகுள் playstore /ஆபபிள் app store தகாணடு QR Code ஸ்ரகனர் தசயலிரய இலவசமாகப ்பதிவிறககம் தசய்து 

நிறுவிகதகாள்க.
 •  தசயலிரயத் திறநதவு்டன், ஸ்ரகன் தசய்யும் த்பாத்தாரன அழுத்தித் திரரயில் ரதான்றும் ரகமராரவ QR Code-இன் அருகில் தகாணடு தசல்லவும்.
 •  ஸ்ரகன் தசய்வதன் மூலம் திரரயில் ரதான்றும் உரலிரயச் (URL) தசாடுகக, அதன் விைககப ்பககத்திற்குச் தசல்லும்.

இநநூவலக வகயோள்ை�ற்கோன ைழிகோடடி

்ைவல மற்றும் உயர்கல்வி  
்மம்போடடிற்கோன ைோய்பபுகள்

வணிகக கணிதம் மற்றும் புள்ளியரல ஒரு ்பா்டமாகக தகாண்ட ரமல்நிரல 
வகுபபு வணிகவியல் மாணவர்களுககான ரமற்்படிபபு வாயபபுகளின் ்படடியல்.

மாணவர்கள் ஒவ்தவாரு அத்தியாயம் , ்பா்டம் அல்லது ஆணடு இறுதியில் 
அர்டநதிருககரவணடிய கற்றல் இலககுகரைக குறிககிறது,கற்ைலின் ்ேோககஙகள்

குறிபபு  ்பா்டத்தின் கூடுதல் கருத்துககரை தரு்பரவ.

மாணவர்களின் கணித சிநதரனகரை வைர்ககும் வியத்தகு உணரமகள், 
கருத்துககள் ர்பான்றரவ.

பயிற்சி மாணவர்களின் நிரனவாற்றல் ,சிநதித்தல் மற்றும் புரிதரல  ரமம்்படுத்த ்பயிற்சி 
அளித்தல்.

மாணவர்களின் கணினி சார் அறிவுத்திறரன ரமம்்படுத்துதல்.இவணயச் தசயல்போடு

இவணய இவணபபுகள் கணினி வழி மூலஙகளுககான ்படடியல்.

உடனடி பதில் 
விவனக குறியீடு

மாணவர்கள் ்பா்டஙகள் ததா்டர்்பான கருத்துககரை ரமலும் அறிநதுதகாள்ை 
தமய்நிகர் கற்றல் உலகத்துககு அரழத்து தசல்லும் வழி.

இ�ர கணககுகள் மாணவர்களுககான கற்றரல ரமம்்படுத்த கூடுதல் கணககுகள்.

கவலச் தசோற்கள் கணித தமிழ வழிச் தசாற்களுககான ஆஙகில தமாழியாககம்

போர்வை நூல்கள் ்பா்டத் தரலபர்பாடு ததா்டர்புர்டய ரமலும் விவரஙகரை அறிநது தகாள்வதற்கான 
துரணநூற்களின் ்படடியல்
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ைணிகக கணி�ம் மற்றும் புள்ளியியல் பயிலும் மோணைர்களுககோன 
்ைவல மற்றும் உயர்கல்வி  ்மம்போடடிற்கோன ைோய்பபுகள்

வணிகவியல் பாடத்திட்டத்தில் வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியைல ஒரு 
பாடமாக ெகாண்ட பிரிவில் பயிலும் ேமல்நிைல வகுப்பு  மாணவர்கள், 

தங்களது ேமற்படிப்புக்கு, BCA., B.Com., மற்றும் B.Sc., புள்ளியியல்  ஆகிய 
பிரிவுகைள ேதர்வு ெசய்யலாம்.

வணிக பிரிவு ேமல்நிைல வகுப்பு மாணவர்களுக்கு, வங்கி மற்றும், நிதி நிறுவனங்களிலும்  ேவைல 
வாய்ப்புகள் சிறப்பாக உள்ளன.  கணினிைய ஒரு சிறந்த பாடமாகக் ெகாண்ட B.Com பிரிைவ 
ெபரும்பாலான மாணவர்கள் ேதர்வு ெசய்கின்றனர்.

ெதாழில் முைற ேமற்படிப்புக்களான C.A., ICAI., முதலிய படிப்புகைள ேதர்ந்ெதடுத்து ெவற்றி 
ெபறுவதன் மூலம், பட்டயகணக்காளர் (Chartered Accountant) நிறுவனச் ெசயலர் (Company Secretary) 
ேபான்ற சிறந்த பதவிகைள ெபற முடியும். ேமலும் B.Com., பட்டதாரிகள், M.Com., P.h.D., மற்றும் 
M.Phil., ேபான்ற ேமற்படிப்பு வகுப்புகைள ெதாடரலாம். B.Com., பட்டதாரிகளுக்கு ெபருமளவில் 
ேவைல வாய்ப்புகள் காத்திருக்கின்றன.

பட்டப்படிப்பு முடித்த பிறகு, MBA., M.A., ெபாருளியல் M.A., ெசயல்முைற மற்றும் புள்ளியியல் 
ஆராய்ச்சி பட்ட ேமற்படிப்பு முதலிய பிரிவுகைள ேதர்வு ெசய்யலாம். இவற்ைற தவிர, எண்ணற்ற 
பட்டய படிப்பு, சான்றிதழ் படிப்பு மற்றும் ெதாழிற் பயிற்சிக் கல்விகள் முதலியனவற்ைற 
ேமற்ெகாள்வதன் மூலம் ஆரம்ப கால ேவைல வாய்ப்புகைள ெபறலாம்.

வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியைல ஒரு பாடமாகக் ெகாண்ட ேமல்நிைல வகுப்பு வணிகவியல் 
மாணவர்களுக்கான ேமற்படிப்பு வாய்ப்புகளின் பட்டியல்.

படிபபுகள் கல்வி நிறுைனஙகள் ்மற்படிபபிற்கோன 
ைோய்பபுகள்

இவளஙகவல ைணிகவியல்
(B.Com.) / B.Com (Computer)
இவளஙகவல வியோபோர 
நிர்ைோகம் (B.B.A.), 
இவளஙகவல ைணிக ்மலோணவம 
(B.B.M.), 
இவளஙகவல கணிணி பயன்போடுகள் 
(B.C.A.), 
இவளஙகவல கவல (B.A.)

• அரனத்து அரசினர் கரல மற்றும் அறிவியல் 
கல்லூரிகள், அரசு நிதி உதவித்பறும் கல்லூரிகள், 
சுயநிதி கல்லூரிகள்

• �ராம் வணிகவியல் கல்லூரி (SRCC), புதுத்டல்லி.
• கூடடுவாழவு சமுதாய கரல மற்றும் வணிகவியல் 

கல்லூரி, பூரன (Symbiosis Society’s College of Arts 
& Commerce, Pune).

• புனித சூரசயப்பர் கல்லூரி, த்பஙகளுரூ

C.A., I.C.W.A, C.S. 

இவளஙகவல அறிவியல் புள்ளியியல் 
(B.Sc Statistics)

• மாநில கல்லூரி ரசப்பாககம், தசன்ரன.
• தசன்ரன கிறித்தவ கல்லூரி, தாம்்பரம்
• லரயாலா கல்லூரி, தசன்ரன
• D.R.B.C.C இநது கல்லூரி ்பட்டாபிராம், தசன்ரன.

M.Sc.

5 ைருட ஒருஙகிவணந� வியோபோர 
நிர்ைோகம், ைணிகம் மற்றும் சடட 
படிபபுகள் (Five years integrated Course)
B.B.A., LLB, B.A., LLB,
B.Com., LL.B. 

• அரனத்து அரசு சட்ட கல்லூரிகள்.
• ்டாக்டர் அம்ர்பத்கர் சட்ட ்பல்கரலகழகத்தின் கீழ 

இரணககப்பட்ட சிறபபு சட்டக கல்வி நிறுவனஙகள்

M.L.

5 ைருட ஒருஙகிவணந� முதுகவல 
தபோருளியல் படிபபுகள்
M.A. Economics (Integrated Five Year 
course) – Admission based on All India 
Entrance Examination

• தசன்ரன த்பாருளியல் கல்லூரி, ரகாடடூர்புரம், 
தசன்ரன

Ph.D.,

இளஙகவல சமூகபபணி
(B.S.W.)

• தசன்ரன சமூகப்பணி கல்லூரி, எழும்பூர், தசன்ரன. M.S.W
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போடத்திடடம்
1. ைவகயீடடின் பயன்போடுகள் (20 பிரி்ைவளகள்)

அணியின் �ரம்:  கருத்துரு  –  அடிப்பர்ட உருமாற்றஙகள் மற்றும் சமான அணிகள்  –  
ஏறு்படி வடிவம் மூலம் வரிரச 3 × 4  வரர உள்ை அணியின் தரம் காணல்  –  சமச்சீரற்ற 
ரேரிய சமன்்பாடுகளின் ஒருஙகரமவுத் தன்ரமரய தர முரறயில் ரசாதித்தல் (இரணடு 
மற்றும் மூன்று மாறிகள்).  கி்ரமர் விதி:  மதிபபி்ட ரவணடிய மூன்று மாறிகள் வரரக 
தகாண்ட சமசீரற்ற சமன்்பாடுகள்.  மோறு�ல் நிகழ�கவு அணிகள்:  ததா்டகக ்பஙகு சநரத 
மதிபபிரனக தகாணடு அடுத்த நிரலயிரன முன்னறிவித்தல்.

2. த�ோவக நுணகணி�ம் – I (25 பிரி்ைவளகள்)

ைவரயைோத் த�ோவகயீடுகள்:  வரரயறாத் ததாரகயீடடின் கருத்துரு  –  சில திட்டமான 
முடிவுகள்  –  பிரித்துத் ததாரகயி்டல்  –  ்பகுதிப்படுத்தி ததாரகயி்டல்  –  பிரதியி்டல் 
முரறயில் ததாரகயி்டல்  –  சில சிறபபு வரக ததாரகயீடுகள். ைவரயறுத்� த�ோவகயீடுகள்:  
ததாரக நுணகணிதத்தின் அடிப்பர்டத் ரதற்றஙகள்  –  வரரயறுத்த ததாரகயீடுகளின் 
்பணபுகள்  –  காமா ததாரகயீடு (நிரூ்பணமின்றி)  –  வரரயறுத்த ததாரகயீடுககான 
கூட்டல் எல்ரல (நிரூ்பணமின்றி)

3. த�ோவக நுணகணி�ம் – II (21 பிரி்ைவளகள்)

தகோடுககபபடட ைவளைவரயின்கீழ அவமந� அரஙகத்தின் பரபபு:  வரரயறுககப ்பட்ட 
ததாரகயீ்டலின் வடிவக கணித விைககம். தபோருளோ�ோரம் மற்றும் ைணிகவியலில் 
த�ோவகயீடடின் பயன்போடுகள்:  இறுதிநிரல தசலவுச் சார்பிலிருநது தமாத்த தசலவுச் 
சார்ர்பக காணுதல்  –  இறுதிநிரல வருவாய் சார்பிலிருநது வருவாய்ச்சார்பு மற்றும் 
ரதரவச் சார்பு காணல் –  ரதரவ தேகிழச்சி தகாடுககப்படடிருபபின் வருவாய் மற்றும் 
ரதரவச் சார்ர்பக காணுதல்  –  நுகர்ரவார் உ்பரி  –  உற்்பத்தியாைர் உ்பரி.

4. ைவககதகழுச் சமன்போடுகள் (24 பிரி்ைவளகள்)

ைவககதகழுச்சமன்போடுகள்அவமத்�ல்: வரககதகழுச் சமன்்பாடடின் வரரயரற – 
வரிரச மற்றும் ்படி – வரககதகழுச் சமன்்பாடுகள் அரமத்தல்.  மு�ல் ைரிவச மற்றும் 
மு�ல்படியுள்ள சோ�ோரண ைவககதகழு சமன்போடு: த்பாதுத்தீர்வு மற்றும் சிறபபுத்தீர்வு  – 
மாறிகள் பிரி்ப்டக கூடிய வரககதகழுச் சமன்்பாடுகள் – சம்படித்தான வரககதகழுச் 
சமன்்பாடுகள் – வரிரச ஒன்றுர்டய ரேரிய வரககதகழுச் சமன்்பாடுகள். மோறிலிகவளக 
தகழுககளோகக தகோணட இரணடோம் ைரிவச ்ேரிய ைவககதகழுச் சமன்போடுகள்:   

a d y
dx

b dy
dx

cy f x
2

2 + + = ( ) .

5. எணணியல் முவைகள் (15 பிரி்ைவளகள்)

திடடமோன ்ைறுபோடுகள்:  முன்ரோககு ரவறு்பாடடுச் தசயலி  –  பின்ரோககு ரவறு்பாடடுச் 
தசயலி மற்றும் இ்டப த்பயர்வுச் தசயலி  –  விடு்பட்ட உறுபபுகரைக காணல்.  இவடச் 
தசருகல்:  இர்டச் தசருகலின் முரறகள்  –  வரர்ப்ட முரற  –  இயற்கணித முரற  –  
கிரிரகாரி - நியுட்டனின் முன்ரோககு மற்றும் பின்ரோககு சூத்திரஙகள்  –  இலகராஞ்சியின் 
சூத்திரம்.
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1அணிக்ேகாைவகளின் பயன்பாடுகள்

அறிமுகம்ேம் அன்றபாட வபாழகளகயில் 
நிை அதிர்வு கணக்கடுபபுகளுககு  
அணிகளைப ்யன்டுததுகிந்றபாம். 

வளர்டங்கள் வளரய, புள்ளியியல் மறறும் அறிவியல் 
ஆயவுகளின ்ை துள்றகளில் இவறள்றப ்யன்டுததுகிந்றபாம். 
மககள் ்�பாளகயின ்ண்புகள், அவர்களின ்ேகக வேககங்கள் 
ஆகியவறள்றக  குறிககவும் அணிகள் ்யன்டுத�ப்டுகின்றை.
 அணிகநகபாளவகள் அறபு�மபாை இயறகணி� ்ண்புகளை 
்கபாண்டுள்ைை. நேரியல் கணி�ததில் ் ்ருளம மிகக  இடதள�யும் 
்்றறுள்ைை. உயர்நிளை இயறகணி�ததில் அணிகநகபாளவகள்  
முககியமபாகக கரு�ப்டுகி்றது.

பிரம்மகுப�பா (கி.பி. (்்பா.ஆ.) 598 - கி.பி. (்்பா.ஆ.) 668) என்வர் ்ண்ளடய இநதியபாவின 
முககியமபாை கணி�வியல் மறறும் வபானியல் அறிஞர் ஆவபார். பூச்சியதள�ப ் யன்டுததுவ�றகபாை 

முககிய விதிகளையும் மு�ன மு�லில் அளித�வரும் அவநர. அணிகளில், B(x , y) = 
x y
ty x± ±







 

என்ற அணி பிரம்மகுப�பா அணி (Brahmagupta Matrix) எை அளேககப்டுகி்றது.

கறைல் நேு்கஙகள்

இந� அததியபாயதள� ்டித� பினபு பினவரும் ்பாடககருததுககளை 
மபாணவர்கள் புரிநது ்கபாள்ை இயலும்.

 z அணியின �ரம் - கருததுரு.
 z அடிப்ளட உருமபாற்றங்கள் மறறும் சமபாை அணிகள்.
 z அணியின ஏறு்டி வடிவம்.
 z அணியின �ரம் கபாணல்.
 z சமச்சீரற்ற நேரிய சமன்பாடுகளுககு ஒருங்களமவு �னளமளய 

ஆரபாய�ல்.
 z நேரிய சமன்பாடுகளின ்யன்பாடுகள்.

1

பிரம்மகுப்து
கி.பி. (க்பு.ஆ.) ்்் -
கி.பி. (க்பு.ஆ.) ்்்)
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2 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 z சமச்சீரற்ற நேரிய சமன்பாடுகளை கிநரமர் விதிளயக்கபாண்டு தீர்வு 
கபாணல்.

 z ்�பாடகக ்ங்கு சநள� ்ங்கீட்டிளைக ்கபாண்டு அடுத� நிளையிளை 
முனைறிவித�ல்

1.1  அணியின் தரம் (Rank of a Matrix)
்்பாருைபா�பாரம், வபாணி்ம் மறறும் ்�பாழில்துள்றகளில் ்்பாதுவபாக அணிகள் 

்யன்டுத�ப்டுகி்றது.

அணிகளின அடிப்ளட ்ண்புகளை ேபாம் ஏறகைநவ ்டிததுள்நைபாம். இப்பாடததில் 
அடிப்ளட உருமபாற்றங்களை ்யன்டுததி, அணிகளின  ்யன்பாடுகளில் புதிய முள்றகளை  
உருவபாககு�ளைப ்றறி ்டிககைபாம்.

1.1.1 கருத்துரு (Concept)
ஒவ்வபாரு அணியுடனும் ்�பாடர்பு ்டுத�ககூடிய ஒரு குள்றயற்ற எண், அந� அணியின 

�ரம் எைப்டும்.

வரரயரை 1.1
  A எனகி்ற அணியின �ரம்‘r’ எனில் பினவரும் நி்ந�ளைகள் உண்ளமயபாக இருகக நவண்டும்.

(i) A ஆைது குள்றந�்ட்சம் ஒரு ‘r’ வரிளச பூச்சியமற்ற சிற்றணிக நகபாளவளய
்்றறிருத�ல் நவண்டும்.

(ii) A-ன ஒவ்வபாரு (r+1) வரிளச மறறும் அள�விட அதிகமபாை வரிளச ்கபாண்ட 
சிற்றணிகநகபாளவகளின மதிபபுகள் பூச்சியமபாக இருத�ல் நவண்டும்.

எடத்து்குகட 1.1 
1 5
3 9







 என்ற அணியின �ரததிளைக கபாண்க

தீர்வு:
A =

1 5
3 9







 எனக

A -ன வரிளச  2 2 2× ∴ ≤r( )A

(i) r( )A ≥ 0
(ii) அணி A-ன வரிளச m n×  எனில் அ�ன �ரமபாைது, m n,{ }  -ன மீச்சிறு

மதிபபுககுச் சமமபாகநவபா அல்ைது சிறிய�பாகநவபா இருககும்.
(iii) பூச்சிய அணியின �ரம்  ‘0’ ஆகும்.
(iv) n n× வரிளச உளடய பூச்சியமற்ற நகபாளவ அணியின �ரம் ‘n’ஆகும்,

குறிப்பு

சங்நக� ்மபாழிகளை 
உ ரு வ பா க கு வ � ற கு 
அணியின கருததுருககள் 
்யன்டுத�ப்டுகின்றை.
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3அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 இரண்டபாம் வரிளச சிற்றணிகநகபாளவளய கரு�, ேபாம் ்்றுவது

  
1 5
3 9

6 0= − ≠   ஆகும்.

 ⇒   பூச்சியமற்ற சிற்றணிகநகபாளவயின வரிளச 2 ஆகும்.  ∴ =r( )A 2 .

எடத்து்குகட 1.் 

     
− −





5 7
5 7

 என்ற அணியின �ரததிளைக  கபாண்க.

தீர்வு:
 A =

− −





5 7
5 7

 எனக.

 A  -ன  வரிளச 2 2 2× ∴ ≤r (A)

 இரண்டபாம் வரிளச சிற்றணிகநகபாளவளய கரு�, ேபாம் ்்றுவது 
− −

=
5 7

5 7
0  ஆகும்.

 இரண்டபாம் வரிளச சிற்றணிகநகபாளவ பூச்சியமபாவ�பால், r( )A ≠ 2

 ஒன்றபாம் வரிளச ்கபாண்ட ஒரு சிற்றணிகநகபாளவளய கரு�, ேபாம் ்்றுவது − ≠5 0  ஆகும்.

 ⇒   பூச்சியமற்ற சிற்றணிகநகபாளவயின வரிளச 1 ஆகும்.     ∴ =r ( )A 1

எடத்து்குகட 1.் 

       
0 1 5
2 4 6
1 1 5

−
−















 என்ற அணியின �ரததிளைக கபாண்க.

தீர்வு:
 A =

−
−















0 1 5
2 4 6
1 1 5

 எனக

 A -ன வரிளச  3 3× .

  ∴ ≤r( )A 3
 வரிளச மூனறு உளடய சிற்றணிகநகபாளவளய கரு�, ேபாம் ் ்றுவது

0 1 5
2 4 6
1 1 5

6 0
−

− = ≠

 ⇒   பூச்சியமற்ற சிற்றணிகநகபாளவயின வரிளச மூனறு ஆகும்.  ∴ =r( ) .A 3

எடத்து்குகட 1.் 

       
5 3 0
1 2 4
2 4 8

−
− −















 என்ற அணியின �ரததிளைக கபாண்க
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4 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

தீர்வு:
 A = −

− −















5 3 0
1 2 4
2 4 8

 எனக.

 A  -ன வரிளச 3 3× .   ∴ ≤r( ) .A 3

 வரிளச மூனறு உளடய சிற்றணிகநகபாளவளய கரு�, ேபாம் ்்றுவது, 
5 3 0
1 2 4
2 4 8

0−
− −

=

 ∴  மூன்றபாம் வரிளசக ்கபாண்ட சிற்றணிகநகபாளவ பூச்சியமபாவ�பால், r( )A ≠ 3  ஆகும்.
 இரண்டபாம் வரிளச ்கபாண்ட ஒரு சிற்றணிகநகபாளவளய கரு�, ேபாம் ்்றுவது 

5 3
1 2

7 0= ≠  ஆகும்.

 ⇒   பூச்சியமற்ற சிற்றணிகநகபாளவயின வரிளச 2 ஆகும்.   ∴ =r( ) .A 2

எடத்து்குகட 1.் 

       
1 2 1 3
2 4 1 2
3 6 3 7

−
−
−















 என்ற அணியின �ரததிளைக கபாண்க.

தீர்வு:
   A =

−
−
−















1 2 1 3
2 4 1 2
3 6 3 7

 எனக.

 A  -ன வரிளச 3 4×

 ∴ ≤r( ) .A 3

 மூன்றபாம் வரிளச ்கபாண்ட சிற்றணிகநகபாளவகளை கரு�, ேபாம் ்்றுவது

  
1 2 1
2 4 1
3 6 3

0
1 1 3
2 1 2
3 3 7

0
−

=
−

−
−

=,

  
1 2 3
2 4 2
3 6 7

0
2 1 3
4 1 2
6 3 7

0−
−

=
−

−
−

=, ஆகும்.

 அளைதது மூன்றபாம் வரிளச ் கபாண்ட சிற்றணிகநகபாளவகளின மதிபபுகளும் பூச்சியமபாகும். 
r( ) .A ≠ 3

 ஏந�னும் ஒரு இரண்டபாம் வரிளச சிற்றணிகநகபாளவளய கரு�, ேபாம் ்்றுவது  
2 1
4 1

6 0
−

= ≠  ஆகும்.

A என்ற சதுர அணியின 
 வரிளச 3. A இன �ரம் 2 எனில்,  

adj A இன �ரம் 1 ஆகும்.
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5அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 ⇒   பூச்சியமற்ற சிற்றணிகநகபாளவயின வரிளச 2 ஆகும்.   ∴ =r ( ) .A 2

1.1.் அடிப்்பரை உருமுறைஙகள் மறறும் சமுன அணிகள்  
(Elementary Transformations and Equivalent matrices)

அணிகளின அடிப்ளட உருமபாற்றங்கள் பினவரும் மூனறு ்சயல்களைப ்்பாறுதது அளமகி்றது.
(i) ஏந�னும் இரு நிளரகளை (அல்ைது நிரல்கள்) ்ரிமபாற்றம் ்சய�ல். 

R Ri j↔  (அல்ைது Ci«Cj)

(ii) ஒரு  நிளரயில் (அல்ைது நிரலில்) உள்ை  ஒவ்வபாரு உறுபள்யும் ஒரு பூச்சியமற்ற 
திளசயிலி  k -ஆல் ்்ருககு�ல்.   R kRi i→ (அல்ைது Ci → kCj)

(iii) ஒரு நிளரயில் (அல்ைது நிரலில்) உள்ை உறுபபுகளை மற்்றபாரு நிளரயில் (அல்ைது 
நிரலில்) உள்ை ஒத� உறுபபுகளுடன ஒநர மபாறிலியபால் ்்ருககி கூட்டு�ல்.

  R R kRi i j→ +  (அல்ைது Ci → Ci+kCj)

சமுன அணிகள் (Equivalent Matrices)
 A மறறும் B என்ளவ சமவரிளசக ்கபாண்ட அணிகள் எனக. இவறறில் ஒரு அணிளய 
மற்்றபாரு அணியிலிருநது, முடிவுறு எண்ணிகளகயுள்ை அடிப்ளட உருமபாற்றங்களை 
நமற்கபாள்வ�ன மூைம் ்்றுநவபாமபாயின,  A-யும் B-யும் சமபாை அணிகள் எைப்டும். இ�ளை    
A B~ அல்ைது B A எை குறிபபிடைபாம். 

1.1.் ஏறு்படி வடிவம் மூலம் வரிரச 3×4 வரர  உள்்ள அணியின்  தரம் குணல் 
(Echelon form and finding the rank of the matrix upto the order of ்×்)

 m n×  வரிளச உளடய A என்ற அணியபாைது ஏறு்டி வடிவில் உள்ை�பாயின அது பினவரும் 
நி்ந�ளைகளை நிள்றவு ்சய�ல் நவண்டும்.  

(i) அளைதது உறுபபுகளையும் பூச்சிய உறுபபுகைபாய ்கபாண்ட ஒவ்வபாரு நிளரயும் 
பூச்சியமற்ற உறுபபுகளையும் உறுபபுகைபாகக ்கபாண்ட நிளரககு கீநே அளமய 
நவண்டும்.

(ii) பூச்சியமற்ற நிளரயில் வரும் மு�ல் பூச்சியமற்ற உறுபபிறகு முன்பாக இடம்்்றும் 
பூச்சிய உறுபபுகளின எண்ணிகளகயபாைது அவவபா்றபாகநவ அ�றகு அடுதது வரும் 
நிளரயில் உள்ை பூச்சிய உறுபபுகளின எண்ணிகளகளயவிட குள்றவபாக இருத�ல் 
நவண்டும்.

எடத்து்குகட 1.் 

    A =














1 2 3
2 3 4
3 5 7

 என்ற அணியின �ரததிளைக கபாண்க.
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6 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

தீர்வு :
 A -ன வரிளச 3 3× . ∴ ≤r( ) .A 3

 அணி A -ஐ, ஏறு்டி வடிவததிறகு மபாறறியளமகக, 

அணி  A அடிப்ளட உருமபாற்றங்கள்

A =














1 2 3
2 3 4
3 5 7

 ~
1 2 3
0 1 2
0 1 2

− −
− −















 ~
1 2 3
0 1 2
0 0 0

− −














களடசியபாக ்்்றப்ட்ட அணியபாைது ஏறு 
்டிவ வடிவில் உள்ைது.

 R R 2R2 2 1→ −
 R R 3R3 3 1→ −

 R R R3 3 2→ −

 ஏறு்டிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமற்ற நிளரகளின 
எண்ணிகளக 2 ஆகும்.   ∴ r( ) .A = 2

எடத்து்குகட 1.் 

          A =














0 1 2 1
1 2 3 2
3 1 1 3

 என்ற அணியின �ரததிளைக கபாண்க.

தீர்வு: 
  A -ன வரிளச  3 4× . ∴ ≤r( ) .A 3

 அணி A -ஐ, ஏறு்டி வடிவததிறகு மபாறறியளமகக,

அணி   A அடிப்ளட உருமபாற்றங்கள்

A =














0 1 2 1
1 2 3 2
3 1 1 3

     
1 2 3 2
0 1 2 1
3 1 1 3















R R1 2↔

  ஒரு நிளரயில் உள்ை 
உறுபபுகளில் குள்றந�து ஒரு 
உறுபபு பூச்சியமற்ற உறுப்பாக 
அளமயுமபாைபால் அந� நிளர 
பூச்சியமற்ற நிளர எைப்டும்.

குறிப்பு
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7அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

~
1 2 3 2
0 1 2 1
0 5 8 3− − −















~
1 2 3 2
0 1 2 1
0 0 2 2















 

R R 3R3 3 1→ −

R R R3 3 2→ + 5

 ஏறு்டிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமற்ற நிளரகளின எண்ணிகளக 3 ஆகும்.   ∴ =r( ) .A 3

எடத்து்குகட 1.் 

         A =














1 1 1 1
3 4 5 2
2 3 4 0

 என்ற அணியின �ரததிளைக கபாண்க.

தீர்வு:
 A -யின வரிளச 3 4× .

  ∴ ≤r( ) .A 3

 அணி A-ஐ, ஏறு்டி வடிவததிறகு மபாறறியளமகக,

அணி  A அடிப்ளட உருமபாற்றங்கள்

A =














1 1 1 1
3 4 5 2
2 3 4 0

~
1 1 1 1
0 1 2 1
0 1 2 2

−
−















~
1 1 1 1
0 1 2 1
0 0 0 1

− −
−















R R R2 2 1→ −3

R R3 3 1→ − 2R

R R R3 3 2→ −

     ஏறு்டிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமற்ற நிளரகளின எண்ணிகளக 3 ஆகும். ∴ =r( ) .A 3

சமன்்புடகளின் ஒருஙகரமவு (Consistency of Equations)
இருமுறிகள் ககுணை நேரிய சமன்்புடகளின் கதுகுப்பு 
(System of linear equations in two variables) :
 இரண்டு நேரிய சமன்பாடுகளை அணியின நேர்மபாறு முள்றயில்  எவவபாறு தீர்ப்து 
என்ள�  ேபாம் அறிநவபாம்.
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8 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

மீள்்புர்ரவ 
      நேரிய சமன்பாடுகளை அணி வடிவததில் AX=B  என்றவபாறு எழு� இயலும் அ�ன தீர்வு 
A 0≠  எனும் நிளையில் X A B= −1  ஆகும்.

 பினவரும் இரு மபாறிகளைக ்கபாண்ட நேரிய சமன்பாட்டுத ்�பாகுபபிளைக எடுததுக 
்கபாள்நவபாம்.
    

ax by h
cx dy k

+ =
+ = ( )1

 a, b, c, d, h மறறும் k என்ளவ ்மய மபாறிலிகள், ஒநர நேரததில் a மறறும் b என்ற 
இரண்டுநம பூஜ்ஜிமபாகநவபா அல்ைது c மறறும் d என்ற இரண்டுநம பூச்சியமபாகநவபா இருகக 
இயைபாது. ்கபாடுககப்ட்ட L1 , L2  ஆகிய இரு நேர்நகபாடுகளில் பினவரும் ஏந�னும் ஒனறு 
கிளடககைபாம்.

 L1 மறறும் L2 சரியபாக ஒரு புள்ளியில் ்வட்டிக்கபாள்ளும்.

 L1 மறறும் L2 ஒனறின மீது மற்்றபானறு ்்பாருநதும்.

 L1 மறறும் L2  இளணயபாைளவ மறறும் ்வவநவ்றபாைளவ.

   ்டம் 1.1-ல் மு�ல் நிளையில் இரு நகபாடுகளும் ஒனள்ற ஒனறு ஒநர ஒரு புள்ளியில் 
்வட்டுவ�பால் சமன்பாட்டு ்�பாகுபபு ஒருங்களமவு உளடயது மறறும் ஒநர ஒரு தீர்வு உண்டு.

  இரண்டபாவது நிளையில் நகபாட்டின மீது உள்ை  ஒவ்வபாரு புள்ளியும் அச்சமன்பாடுகளின 
தீர்வுகைபாக அளமயும். எைநவ சமன்பாட்டு ்�பாகுபபு ஒருங்களமவு உளடயது, மறறும் 
எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகள் உண்டு.

  மூன்றபாவது நிளையில் இருநகபாடுகளும் இளணநகபாடுகள் ஆவ�பால் சமன்பாட்டு ்�பாகுபபு 
ஒருங்களமவு அற்றது. தீர்வுகள் இல்ளை.

 ஒவ்வபானள்றயும் விைககும் வளகயில் மு�லில் இரு மபாறிகளைக   ்கபாண்ட நேரியல் 
்�பாகுதிகளைப ்பார்பந்பாம்.

(a) ஒநர ஒரு தீர்ரவ  மகடநம ககுணை சமன்்புகடத் கதுகுப்பு
2 1 3 2 12x y x y− = + =,  என்ற சமன்பாடுகள் (2,3) என்ற புள்ளியில் ் வட்டிக ் கபாள்கின்றை.
அ�பாவது (2,3) இருநகபாடுகளின மீதும் அளமகின்றது. எைநவ இந� சமன்பாடுகள் 
ஒருங்களமவு உளடயளவ மறறும் ஒநர ஒரு தீர்வு  ்கபாண்டளவ ஆகும்.

(b) எணணி்ரகயறை தீர்வுகர்ள் ககுணை சமன்்புகடத்கதுகுப்பு
2 1 6 3 3x y x y− = − =, என்ற சமன்பாடுகள் ஒன்றன மீது மற்்றபான்றபாக அளமயும் இரு 
நேர்கநகபாடுகைபாகும். நமலும் நகபாட்டின மீதுள்ை ஒவ்வபாரு புள்ளியும் அச்சமன்பாடுகளின 
தீர்வுகைபாக அளமயக  கபாண்கிந்றபாம்.
   இச்சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு உளடயளவ மறறும் (0,–1), (1,1)… எை 
எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகளைப  ்்றறுள்ைை.
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9அணிக்ேகாைவகளின் பயன்பாடுகள்

(c) தீர்வுகள் அறை சமன்்புகடத் கதுகுப்பு
2 1 6 3 12x y x y− = − =, என்ற சமன்பாடுகள் இரு இளணயபாை நகபாடுகைபாகும். 
இச்சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு அற்றளவ.

X

Y

0

L1

L2

X

Y

0

L 1

L 2

X

Y

0

L 1 L 2

 (a) ஒநர ஒரு தீர்வு (b) எண்ணற்ற தீர்வுகள் (c) தீர்வு இல்ைபாளம
படம் 1.1

மூன்று மதிப்பிை நவணடிய முறிகர்ள்  ககுணை சமச்சீரறை  சமன்்புகடத் கதுகுப்பு 
(System of non Homogeneous Equations in three variables)

 x, y மறறும் z ஆகிய மூனறு மபாறிகளைக  ்கபாண்ட மூனறு நேரிய சமன்பாடுகளைக  
்கபாண்ட நேரிய ்�பாகுபபின ்்பாது வடிவம் 

  
a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

+ + =
+ + =
+ + =

                                  (2)

 ax by cz d+ + =  (a,b மறறும் c ஆகியை பூச்சியமற்றளவ) என்ற மூனறு மபாறிகளைக 
்கபாண்ட நேரிய சமன்பாடு முப்ரிமபாண  ்வளியில் அளமந� �ைதள�க குறிககும். எைநவ 
்�பாகுபபு (2)-ல் அளமந� ஒவ்வபாரு சமன்பாடும், முப்ரிமபாண ்வளியில் ஒவ்வபாரு �ைதள�க 
குறிககும். நமலும் ்�பாகுபபின தீர்வு(கள்), ்�பாகுபபின மூனறு சமன்பாடுகள் குறிககும் �ைங்கள் 
்வட்டிக்கபாள்ளும் புள்ளி(கள்) ஆகும். ஒவ்வபாரு �ைமும் ஒனள்ற ஒனறு ்வட்டிக்கபாள்ளும் 
�னளமளயப ்்பாறுதது ்�பாகுபபு ஆைது ஒநர ஒரு தீர்வு, எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகள், அல்ைது 
தீர்வு இல்ைபாளம எை  ்்றறிருககும். 

P3 P3

P3

P2

P2

P2
P1

P1

P1

(a) ஒநர ஒரு தீர்வு (b) எண்ணற்ற தீர்வுகள்
படம் 1.2

(c) தீர்வு இல்ைபாளம
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10 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 ்டம் 1.2 ஆைது ஒவ்வபாரு சபாததியககூறுகளையும் விைககுகின்றது.  
 ்டம் 1.2(a)-ல் மூனறு �ைங்களும் ஒரு  புள்ளியில் ் வட்டுகின்றை. எைநவ சமன்பாடுகளின 
்�பாகுபபு (2) ஒநர ஒரு தீர்ளவப ்்றும். 
 ்டம் 1.2(b)-ல் ் �பாகுபபிறகு எண்ணற்ற தீர்வுகள் உண்டு என்ள� சித�ரிககின்றது. இங்கு 
மூனறு �ைங்களும் ஒநர நேர்கநகபாட்டில் ்வட்டிக ்கபாள்வ�பால், நகபாட்டின மீதுள்ை அளைதது 
புள்ளிகளும் தீர்வுகைபாக கிளடககின்றை. 
 ்டம் 1.2(c)-ல் மூனறு �ைங்களும் ஒனறுக்கபானறு இளணயபாைளவ மறறும் 
்வவநவ்றபாைளவ. மூனறு �ைங்களுககு ்்பாதுவபாை புள்ளி ஏதும் இல்ளை எைநவ ்�பாகுபபு (2) 
ககு இநநிளையில் தீர்வு ஏதும் இல்ளை.

 n மதிபபிடநவண்டிய மபாறிகளைக ்கபாண்ட ‘m’ நேரிய சமன்பாடுகளைக ்கபாண்ட 
�னனிச்ளசயபாை ்�பாகுபபிளை

  

a x a x a x b
a x a x a x b

a x

n n

n n

m

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1

+ + + =
+ + + =

+

...
...

   

aa x a x bm mn n m2 2 + + =...

 எை எழு�ைபாம் x1, x2, .., xn என்ை மதிபபிட நவண்டிய மபாறிகள் நமலும் aij மறறும் bi 
(i = 1,2,3, ..., m,  j = 1,2,3, ..., n) என்ளவ மபாறிலிகள் ஆகும்.

விரிவு்படத்தப்்பகை அணிகள் (Augmented matrices)
 ‘n’ மதிபபிட நவண்டிய மபாறிகளைக ் கபாண்ட ‘m’ நேரிய சமன்பாடுகளை ் கபாண்ட ் �பாகுபபு,  
்சவவக வரிளசயில் அளமந� எண்கைபாக சுருககப்டுகின்றது.

a a a b
a a a b

a a a b

n

n

m m mn n

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...

...
    



















 இது ்�பாகுபபின விரிவு்டுத�ப்ட்ட அணி  ஆகும், நமலும் 

a a a
a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...
   



















என்து 
்கழு அணி எைப்டும்.
 பினவரும் சமன்பாட்டுத ்�பாகுபபிளை கருதுநவபாம்.

                 
x y z

x y z
x y z

+ + =
+ − =
+ − =

2 9
2 4 3 1
3 6 5 0

ஒவ்வபாரு நேரிய சமன்பாட்டுத ் �பாகுபபும் ஒநர ஒரு தீர்வு அல்ைது எண்ணிகளகயற்ற 
தீர்வுகளைப ்்றறிருககும் அல்ைது தீர்வு இல்ைபாமலும் இருககும்.

குறிப்பு
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11அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

  

1 1 2
2 4 3
3 6 5

9
1
0

−
−

































=
















=

x
y
z

A X B

  இதில் A =  
1 1 2
2 4 3
3 6 5

−
−

















 என்து ்கழு  அணி மறறும் 

     [A, B]  = 
1 1 2 9
2 4 3 1
3 6 5 0

−
−

















என்து விரிவு்டுத�ப்ட்ட அணி ஆகும்.

1.1.் சமச்சீரறை நேரிய சமன்்புடகளின் ஒருஙகரமவுத் தன்ரமரய, தர 
முரையில் நசுதித்தல் (இரணட மறறும் மூன்று மதிப்பிை நவணடிய) 
[Testing the consistency of non homogeneous linear equations (two and three 
variables) by rank method]

 n மதிபபிடநவண்டிய மபாறிகளைக ்கபாண்ட AX=B  என்ற  அணி சமன்பாட்டில்

(i) r rA B A, ( ) = ( )  எனில் சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு உளடயளவ.

(ii) r rA B A n, ( ) = ( )=  எனில் சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு உளடயளவ மறறும் 
ஒநர ஒரு  தீர்வு உண்டு.

(iii) r rA B A n, ( ) = ( ) <  எனில் சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு உளடயளவ மறறும்  
எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகள் உண்டு.

(iv) r rA B A, ( ) ≠ ( )  எனில் சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு அற்றது மறறும் தீர்வு இல்ளை.

எடத்து்குகட 1.் 

 x y x y+ = + =5 2 8,  ஆகிய சமன்பாடுகள்  ஒருங்களமவு உளடயது எனில் அவறள்றத 
தீர்கக.

தீர்வு:
 ்கபாடுககப்ட்ட்�பாகுபபிறகபாை அணி சமன்பாடு

    
1 1
2 1

5
8













=






=

x
y
XA B
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அணி A விரிவு்படத்தப்்பகைஅணி  [A,B] அடிப்்பரை உருமுறைம்

    
1 1
2 1









1 1
0 1−







1 1 5
2 1 8









1 1 5
0 1 2− −





 R R R2 2 12→ −

r A( ) = 2 r A B,[ ]( ) = 2

 ஏறு்டிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமற்ற நிளரகளின எண்ணிகளக 2 ஆகும்.

 r rA A B( )= [ ]( ) =, 2  = மதிபபிடநவண்டிய மபாறிகளின எண்ணிகளக
 ∴  ்கபாடுககப்ட்ட ்�பாகுபபு ஒருங்களமவுளடயது நமலும்ஒநர ஒரு தீர்வு உண்டு.

 ்கபாடுககப்ட்ட ்�பாகுபபிளை   
1 1
0 1

5
2−













=
−







x
y

 எை எழு�ைபாம்.

   
⇒

     
x y

y
+ =

=
5
2   

...(1)

      
∴ ⇒ + =

=
( )1 2 5

3
x

x
  

    தீர்வு : x y= =3 2,

எடத்து்குகட 1.1ட 

 2 5 4 2 10x y x y+ = + =,  ஆகிய சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு உளடயது  எனில் அவறள்றத 
தீர்கக.

தீர்வு: 
 சமன்பாட்டுத ்�பாகுபபிறகபாை அணிச் சமன்பாடு,

   
2 1
4 2

5
10













=






=

x
y

A X B

அணி A விரிவு்படத்தப்்பகைஅணி  [A,B] அடிப்்பரை உருமுறைம்
2 1
4 2









2 1
0 0







2 1 5
4 2 10









2 1 5
0 0 0





 R R R2 2 12→ −

r A( ) = 1 r A B,[ ]( ) = 1  

 ஏறு்டிவ அணியிலுள்ை பூச்சியமற்ற நிளரகளின எண்ணிகளக 1 ஆகும்.
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13அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 இங்கு,  r rA A B( ) = [ ]( ),  = 1 < மதிபபிடநவண்டிய மபாறிகளின எண்ணிகளக.
 ∴ ் கபாடுககப்ட்ட  சமன்பாட்டு ் �பாகுபபு ஒருங்களமவு உளடயது மறறும் எண்ணிகளகயற்ற 
தீர்வுகளை ்்றறிருககும்.
 ்�பாகுபபிறகபாை சமபாை அணி வடிவம்,

   
2 1
0 0

5
0













=






x
y

 ஆகும்.

          ⇒ + =2 5x y    ...(1)

  k R∈ ,  y = k  எைக ்கபாண்டபால்,

  x k= −( )1
2

5      (1) லிருநது,

  x k= −( )1
2

5 ,  y = k ;  k R∈   

 k -யின ்வவநவறு மதிபபுகளுககு ்வவநவறு தீர்வுகளை ேபாம் ்்்றைபாம்.  எைநவ  
்கபாடுககப்ட்ட ்�பாகுபபு ஒருங்களமவு உளடயது மறறும் எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகளைப 
்்றறிருககும்.

எடத்து்குகட 1.11 

 3 2 6 6 4 10x y x y− = − =,  என்ற சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு அற்றது எைக கபாட்டுக.

தீர்வு:
 அணி சமன்பாடு

   
3 2
6 4

6
10

−
−













=






x
y

                   AX = B

அணி A விரிவு்படத்தப்்பகைஅணி  [A,B] அடிப்்பரை உருமுறைம்

   
3 2
6 4

−
−









3 2
0 0

−





3 2 6
6 4 10

−
−









3 2 6
0 0 2

−
−





 R R R2 2 12→ −

r A( ) = 1 r A B,[ ]( ) = 2

  
∴  ( )= ( )=

( )≠  ( )
r r

r r

A B A

A A B

, ,

,

2 1

 ∴ ்கபாடுககப்ட்ட ்�பாகுபபு ஒருங்களமவு அற்றது.
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14 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

எடத்து்குகட 1.1் 

 2 5 4 2 1x y z x y z x y z+ + = + + = − + =, ,  என்ற சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு உளடயது 
எைககபாட்டுக நமலும் அவறள்றத தீர்கக.

தீர்வு:
 அணி சமன்பாடு 

         

2 1 1
1 1 1
1 1 2

5
4
1−





























=














=

x
y
z

A X B

விரிவு்படத்தப்்பகைஅணி  [A,B] அடிப்்பரை உருமுறைஙகள்

2 1 1 5
1 1 1 4
1 1 2 1−



















1 1 1 4
2 1 1 5
1 1 2 1−

















R R1 2↔



1 1 1 4
0 1 1 3
0 2 1 3

− − −
− −



















1 1 1 4
0 1 1 3
0 0 3 3

− − −

















R R R2 2 12→ −
R R R3 3 1→ −

R R R3 3 22→ −

r rA A B( ) = [ ]( ) =3 3, ,

 களடசி சமபாை அணி ஏறு்டி வடிவில் உள்ைது.  இதில் மூனறு பூச்சியமற்ற நிளரகள் உள்ைை.
 r rA A B( ) =  ( )= =, 3 மதிபபிடநவண்டிய மபாறிகளின எண்ணிகளக.

 ∴்கபாடுககப்ட்ட்�பாகுபபு ஒருங்களமவு உளடயது. நமலும் ஒநர ஒரு  தீர்ளவ ் ்றறிருககும்: 

 தீர்வு கபாண �ரப்ட்ட சமன்பாட்டு ்�பாகுபபிறகு சமபாைமபாை அணி சமன்பாட்ளட 
எடுததுக்கபாள்நவபாம்.

  
1 1 1
0 1 1
0 0 3

4
3

3
− −





























= −














x
y
z
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15அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

   
x y z

y z
z

+ + =
+ =

=

4 1
3 2

3 3 3

( )
( )
( )

  
( )
( )
3 1
2 3 2

⇒ =
⇒ = − =

z
y z

    
( )1 4

1
⇒ = − −

=
x y z
x

  ∴ x = 1,    y = 2,   z = 1

எடத்து்குகட 1.1் 
 x y z x y z x y z+ + = + + = + + =6 2 3 14 4 7 30, ,  என்ற சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு 
உளடயது எைககபாட்டுக. நமலும் அவறள்றத தீர்கக.
தீர்வு:
 அணி சமன்பாடு 

 

1 1 1
1 2 3
1 4 7

6
14
30





























=














=

x
y
z

A X B

விரிவு்படத்தப்்பகைஅணி  [A,B] அடிப்்பரை உருமுறைஙகள்

1 1 1 6
1 2 3 14
1 4 7 30



















1 1 1 6
0 1 2 8
0 2 4 16



















1 1 1 6
0 1 2 8
0 0 0 0

















R R R2 2 1→ −
R R R3 3 2→ −

R R R3 3 22→ −

r rA A B( ) = [ ]( ) =2 2, ,

 களடசி சமபாை அணி ஏறு்டி வடிவில் உள்ைது. இதில் இரண்டு பூச்சியமற்ற நிளரகள் உள்ைை.

 ∴  ( ) = ( ) =r rA B A, ,2 2

 இங்கு,   r rA A B( ) =  ( ) = <, 2  மதிபபிட நவண்டிய மபாறிகளின எண்ணிகளக.
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16 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 எைநவ, ் கபாடுககப்ட்ட்�பாகுபபு  ஒருங்களமவு உளடயது. நமலும் எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகள் 
உண்டு.
 ்கபாடுககப்ட்ட ்�பாகுபபிறகு சமபாைமபாை அணிச் சமன்பாடு

      
1 1 1
0 1 2
0 0 0

6
8
0





























=














x
y
z

    
x y z

y z
+ + = ( )

+ = ( )
6 1

2 8 2

     
( ) ,
( ) ( )
2 8 2
1 6 6 8 2 2

⇒ = −
⇒ = − − = − − − = −

y z
x y z z z z

 z = k, k R∈   எைக ்கபாண்டபால், x k y k= − = −2 8 2,  எைப ்்்றைபாம்.  
 k -யின ்வவநவறு மதிபபுகளுககு  ்வவநவறு தீர்வுகளை  ேபாம் ்்்றைபாம்.  
 எைநவ ்கபாடுககப்ட்ட ்�பாகுபபு எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகளைப ்்றறிருககும்.

எடத்து்குகட 1.1் 
 x y z x y z x y z− + = + − = − + =4 7 14 3 8 2 13 7 8 26 5, ,  என்றசமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு 
அற்றளவ எைககபாட்டுக.
தீர்வு:
 அணி சமன்பாடு

  

1 4 7
3 8 2
7 8 26

14
13
5

−
−

−





























=














=

x
y
z

A X B

விரிவு்படத்தப்்பகைஅணி  [A,B] அடிப்்பரை உருமுறைஙகள்

   
1 4 7 14
3 8 2 13
7 8 26 5

−
−

−



















1 4 7 14
0 20 23 29
0 20 23 93

−
− −
− −



















1 4 7 14
0 20 23 29
0 0 0 64

−
− −

















R R R2 2 13→ −
R R R3 3 17→ −

R R R3 3 2→ −

r rA A B( ) = ( ) =2 3, [ , ]
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17அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 களடசி சமபாைமபாை அணி ஏறு்டி வடிவில் உள்ைது. இதில் மூனறு பூச்சியமற்ற நிளரகள் 
உள்ைை.

  
∴  ( ) = ( ) =

( ) ≠  ( )
r r

r r

A B A

A A B

, ,

,

3 2

 எைநவ, சமன்பாட்டுத ்�பாகுபபு  ஒருங்களமவு அற்றது மறறும் தீர்வு ஏதுமில்ளை.

எடத்து்குகட 1.1் 
 பினவரும் சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு உளடயது எனில் k-ன மதிபள்ககபாண்க. 
x y z x y z x y z k+ − = − − − = + − =2 3 2 3 2 1 2 3 5, , .

தீர்வு:
 �ரப்ட்ட  ்�பாகுபபுககுரிய அணிச் சமன்பாடபாைது 

  

1 2 3
3 1 2
2 3 5

2
1

−
− −

−





























=
−













=

x
y
z k

A X B

விரிவு்படத்தப்்பகைஅணி  [A,B] அடிப்்பரை உருமுறைஙகள்

    
1 2 3 2
3 1 2 1
2 3 5

− −
− −

−















k



1 2 3 2
0 7 7 7
0 1 1 4

− −
−
− +















k



1 2 3 2
0 7 7 7
0 0 0 21 7

− −
−

+















k

R R R2 2 13→ −
R R R3 3 12→ −

R R R3 3 27→ −

r rA A B( )=  ( ) =2 2, ,  (அல்ைது) 3

 சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு உளடயளவ எனில் r rA B A, ( ) = ( )= 2

 
∴ + =

= −
= −

21 7 0
7 21

3

k
k
k

.
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18 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

எடத்து்குகட 1.1் 

 �ரப்ட்ட சமன்பாடுகள்  ஒருங்களமவு அற்றளவ எனில் k -ன மதிபபு கபாண்க. 
x y z x y z y kz+ + = + + = + =7 2 3 18 6, , .

தீர்வு:
 �ரப்ட்ட ்�பாகுபபுககுரிய அணிச் சமன்பாடு

 

1 1 1
1 2 3
0 1

7
18
6k

x
y
z

A X B





























=














=

விரிவு்படத்தப்்பகைஅணி  [A,B] அடிப்்பரை உருமுறைஙகள்

   
1 1 1 7
1 2 3 18
0 1 6k



















1 1 1 7
0 1 2 11
0 1 6k



















1 1 1 7
0 1 2 11
0 0 2 5k − −

















R R R2 2 13→ −
R R R3 3 17→ −

R R R3 3 2→ −

r A( ) = 2  அல்ைது 3, r [ , ]A B( ) = 3

 சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு அற்றளவ எனில்
   r rA B A, ( ) ≠ ( )
  k − =2 0 .    ∴k = 2

எடத்து்குகட 1.1் 
 ‘a’ மறறும் ‘b’  இன எம்மதிபபுகளுககு x y z x y z x y az b+ + = + + = + + =6 2 3 10 2, ,   
என்ற சமன்பாடுகள்
    (i) எந� தீர்வும் ்்றறிரபாது  (ii) ஒநர ஒரு தீர்ளவ ்்றறிருககும் 

 (iii) எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகளைப ்்றறிருககும் எை ஆரபாயக.
தீர்வு:
 �ரப்ட்ட சமன்பாட்டு ்�பாகுபபுககுரிய அணிச் சமன்பாடபாைது
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19அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 

1 1 1
1 2 3
1 2

6
10

a

x
y
z b

A X B





























=














=
விரிவு்படத்தப்்பகைஅணி  [A,B] அடிப்்பரை உருமுறைஙகள்

    
1 1 1 6
1 2 3 10
1 2 a b



















1 1 1 6
0 1 2 4
0 1 1 6a b− −



















1 1 1 6
0 1 2 4
0 0 3 10a b− −

















R R R2 2 1→ −
R R R3 3 1→ −

R R R3 3 2→ −

களடசி சமபாை அணி ஏறு்டிவ வடிவில் உள்ைது

நிரல  (i)  தீர்வு இல்ரல :

r rA A B( )≠ [ ]( ),  எனில், ்�பாகுபபிறகு தீர்வு இல்ளை. a–3 = 0 மறறும் b − ≠10 0  
எனும்ந்பாது  மட்டுநம r rA A B( )≠ [ ]( ),  ஆகும்.

 ∴    a = 3, b ≠ 10  எனும்ந்பாது ்�பாகுபபிறகு தீர்வு இல்ளை.

நிரல (ii) ஒநர ஒரு  தீர்வு :

r rA A B( ) = [ ]( ) =, மதிபபிடநவண்டிய மபாறிகளின எண்ணிகளக, எனில் ்�பாகுபபிறகு 
ஒநர  ஒரு தீர்வு உண்டு.

  இங்கு  a − ≠3 0  எனில் r rA A B( ) = [ ]( ) =, 3

∴  a ≠ 3  மறறும் b R∈ எனில் ்�பாகுபபிறகு ஒநர ஒரு தீர்வு உண்டு.

நிரல (iii) எணணி்ரகயறை தீர்வுகள்:

 r rA A B( )= [ ]( ) <, மதிபபிட நவண்டிய மபாறிகளின எண்ணிகளக, எனில் ்�பாகுபபிறகு 
எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகள் உண்டு

இங்கு a b− = − =3 0 10 0,  எனில் r r( ) ,A A B= [ ]( )= 2 <3

எைநவ  a = 3 மறறும் b =10 எனும் ந்பாது ் �பாகுபபிறகு எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகள் உண்டு.
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எடத்து்குகட 1.1் 

 ஒரு ்�பாழிறசபாளையில் உற்ததி ்சயயப்டும் ்மபாத� அைகுகளின நேரிய சபார்பு  
P =  a + bl + cm இங்கு ்�பாழிைபாைர்களின கூடு�ல் உளேபபு நேரம் (மணியில்) l, கூடு�ல் 
இயநதிரம் நேரம் (மணியில்) m மறறும் நவளைளய முடிககும் நேரம் a (நிளையபாைது) எனில் 
பினவரும் விவரங்களிலிருநது a,b மறறும்  c ஆகிய மபாறிலிகளின மதிபபுகளைக கபாண்க 

ேுள் உற்பத்தி
(P அலகுகள்)

உரைப்பு நேரம்
(l மணியில்) 

கூடதல் இயந்திரம் 
நேரம் (m மணியில்)

திங்கள்
்சவவபாய
பு�ன

6,950
6,725
7,100

40
35
40

10
9

12

 நமலும் உளேபபு நேரம் 50 மணிகள் மறறும் கூடு�ல் இயநதிரம் நேரம் 15 மணிகள் எனில் 
உற்ததிளயக கணககிடுக.
தீர்வு:
 P = a + bl + cm என்து உற்ததி சமன்பாடு ஆகும்.
 ்கபாடுககப்ட்ட மதிபபுகளிலிருநது 
  6,950 = a + 40b + 10c

  6,725 = a + 35b + 9c

  7,100 = a + 40b + 12c

 �ரப்ட்ட சமன்பாட்டு ்�பாகுபபுககுரிய அணிச் சமன்பாடபாைது

  

1 40 10
1 35 9
1 40 12

6950
6725
7100





























=












a
b
c



=A X B

விரிவு்படத்தப்்பகைஅணி  [A,B] அடிப்்பரை உருமுறைஙகள்

    
1 40 10 6950
1 35 9 6725
1 40 12 7100



















1 40 10 6950
0 5 1 225
0 0 2 150

− − −

















R R R2 2 1→ −

R R R3 3 1→ −

r rA A B( )= [ ]( )=3 3, ,
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21அணிக்ேகாைவகளின் பயன்பாடுகள்

 ∴ �ரப்ட்ட சமன்பாட்டு ்�பாகுபபுககுரிய சமபாைமபாை அணிச் சமன்பாடு

  
1 40 10
0 5 1
0 0 2

6950
225
150

− −




























= −














a
b
c

  

a b c
b c

c

c

+ + = ( )
− − = − ( )

= ( )
=

40 10 6950 1
5 225 2

2 150 3

75

 இப்்பாழுது, ( )2 5 75 225⇒ − − = −b

        b = 30

 மறறும்        (1) ⇒ + + =a 1200 750 6950
          a = 5000

  a = 5000,  b = 30,  c = 75

 ∴ உற்ததி சமன்பாடு   P  = 5000 + 30l + 75m

  l = 50,  m=15  இல்  P = 5000 + 30(50) + 75(15)

       = 7625  

 ∴                உற்ததி  = 7,625 அைகுகள்.

்பயிறசி 1.1

1. பினவரும் அணிகளின �ரம் கபாண்க.

 i)
5 6
7 8







   ii)
1 1
3 6

−
−







   iii) 
1 4
2 8







 iv)
2 1 1
3 1 5
1 1 1

−
−















  v) 
− −

−
− −















1 2 2
4 3 4
2 4 4

  vi)
1 2 1 3
2 4 1 2
3 6 3 7

−
−
−

















 

 vii)
3 1 5 1
1 2 1 5
1 5 7 2

− −
− −

−

















 viii) 
1 2 3 4
2 4 1 3
1 2 7 6

−
− − −
−
















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2. A =
−

−
−















1 1 1
2 3 4
3 2 3

 மறறும் B =
−

− −
−















1 2 3
2 4 6

5 1 1
எனில் AB மறறும் BA இவறறின 

�ரததிளைக கபாண்க.

3. பினவரும் சமன்பாட்டு ்�பாகுபபிளை �ர முள்றயில் தீர்கக
  x y z x y z x y z+ + = + + = + − =9 2 5 7 52 2 0, ,

4. 5 3 7 4 3 26 2 9 7 2 10 5x y z x y z x y z+ + = + + = + + =, ,  என்ற சமன்பாடுகளை �ர 
முள்றயில் ஒருங்களமவுளடயது எைககபாட்டுக. நமலும் அவறள்ற தீர்கக.

5. பினவரும் சமன்பாட்டு ்�பாகுபபிறகு �ர முள்றயில் ஒநர ஒரு தீர்வு உண்டு  எைக கபாட்டுக:

  x y z x y z x y z+ + = + + = + + =3 2 3 4 4 9 6, , .

6. l -ன எந� மதிபபுகளுககு  பினவரும் சமன்பாடுகள்  ஒநர ஒரு தீர்ளவ ்்றறிரபாது எை �ர 
முள்றயில் கபாண்க: 3 1 2 2 2 1x y z x y z x y z− + = + + = + − = −l l, , .

7.  X, Y மறறும் Z ஆகிய மூனறு ்்பாருள்களின விளைகள் முள்றநய x, y  மறறும் z ஆகும். 
திரு. ஆைநத அவர்கள் Z–ல்  6 ்்பாருள்களை வபாங்கி,  X-ல் 2 ்்பாருள்கள் மறறும் Y-ல் 
3 ்்பாருள்களை விறகி்றபார். திரு. அமீர் அவர்கள் Y-ல் ஒரு ்்பாருளை வபாங்கி, X-ல் 
3 ்்பாருள்கள் மறறும் Z-ல் 2 ்்பாருள்களை விறகி்றபார். திரு.  அமித அவர்கள் X-ல் ஒரு  
்்பாருளை வபாங்கி  Y-ல் மூனறு ்்பாருள்கள் மறறும் Z-ல் ஒரு ்்பாருளை விறகி்றபார்.  இ�ன 
மூைமபாக அவர்கள் மூவரும், முள்றநய `5,000, `2,000 மறறும் `5,500 எை வருமபாைம் 
்்றுகின்றைர் எனில் அம்மூனறு ்்பாருள்களின விளைகளைக கபாண்க.

8. ஒரு ்�பாளக `5,000 ஆைது ஆண்டிறகு 6%, 7% மறறும் 8% �ரககூடிய மூனறு ்ங்குகளில் 
பிரிதது மு�லீடு ்சயயப்ட்டு, ஆண்டு ்மபாத� வருமபாைமபாக `358 ்்்றப்டுகி்றது. மு�ல் 
இரண்டு மு�லீடுகளிலிருநது கிளடககும் வருமபாைம், மூன்றபாவது மு�லீட்டிலிருநது  
கிளடககும் வருமபாைதள� விட `70 அதிகம் எனில், அம்மூனறு ்ங்குகளில் ்சலுத�ப்டும் 
மு�லீடுகளை �ரமுள்றயில் கபாண்க.

1.்  கிநரமர் விதி (Cramer’s Rule) 
 சுவிஸ் கணி� நமள�யபாை நகபபிரியல் கிநரமர் 1704-ஆம் ஆண்டு ஜூளை 31 ஆம் ேபாள் 
்ஜனிவபா என்ற ேகரததில் பி்றந�பார். இவர் இரண்டு மூத� ்்ர்நைபாலிகளின ்ளடபபுகளை 
்�பாகுத�து மட்டுமல்ைபாது, கிரகங்களின நகபாை வடிவத �னளமளயயும், அவறறிறகபாை இயல்்பாை 
கபாரணதள�யும் (1730) மறறும் நியூட்டன முப்டி வளைவளர ளகயபாலு�ளையும் (1746) 
்�பாகுதது வேங்கிைபார்.

 இவர் 1750-ஆம் ஆண்டில் மதிபபிடநவண்டிய மபாறிகளில் அளமந� n நேரிய சமன்பாட்டுத 
்�பாகுபபுககு அணிகநகபாளவ முள்றயில் ஒநர ஒரு தீர்ளவத�ரககூடிய சூததிரமபாை கிநரமரின 
விதிளய ்வளியிட்டபார். கிநரமர் விதியின சி்றபபு எனை்வனில் கண்டுபிடிககப்ட நவண்டிய 
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23அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

மபாறிகைபாை x,y,z -ல் எளவநயனும் ஒனள்ற கண்டுபிடிகக, மற்ற மபாறிகளின மதிபபுகள் 
்�ரிநதிருகக நவண்டிய அவசியமில்ளை.  கிநரமர் விதிளய D ≠ 0 ஆக இருககும் ந்பாது மட்டுநம 
்யன்டுததி ஒநர ஒரு தீர்ளவ ்்்றமுடியும். 

நதறைம் (நிரூ்பணமின்றி) கிநரமரின் விதி (Theorem (without proof) Cramer’s Rule)

  

a a a
a a a

a a a

x
x

x

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

1

2

...

...

...
    



















nn n

b
b

b



















=



















1

2



 எனக.

 அ�பாவது AX=B என்து n மதிபபிட நவண்டிய மபாறிகளில் அளமந� சமன்பாட்டுத 
்�பாகுபபுககு det(A)¹0 எனில் �ரப்ட்ட ்�பாகுப்பாைது ஒநர ஒரு தீர்ளவ ்்றறிககும். 

 இததீர்வபாைது,  x
A
A

x
A
A

x
A
An

n
1

1
2

2=
( )

=
( )

=
( )det

det
,

det
det

, ... ,
det

det

 இங்கு Aj  என்ற அணியபாைது  A–ன j-வது நிரலிலுள்ை உறுபபுகளுககு ்திைபாக

     B

b
b

bn

=



















1

2

:
 என்ற அணியிலுள்ை உறுபபுகளை பிரதியிட்டு கிளடககும் அணியபாகும்.

1.்.1 மதிப்பிை நவணடிய மூன்று முறிகள் வரர ககுணை சமசீரறை சமன்்புடகள் 
(Non Homogeneous linear equations upto three variables).

 (a)  இரண்டு மதிபபிடநவண்டிய மபாறிகள் அளமந� இரண்டு நேரிய சமன்பாடுகள் ் கபாண்ட 
்�பாகுபபிளை எடுததுக்கபாள்நவபாம்.

   a x b y d1 1 1+ =

   a x b y d2 2 2+ =

  இங்கு D =
a b
a b

1 1

2 2
  Dx

d b
d b

= 1 1

2 2
 Dy

a d
a d

= 1 1

2 2
 ஆகும்.

  கிநரமரின விதிப்டி, மபாறிகளுககபாை தீர்வு,

    D ≠ 0   எனும் நிளையில்  x x y y= =D
D

D
D

,   ஆகும்.

 (b) மூனறு மதிபபிட நவண்டிய மபாறிகள் அளமந� நேரிய சமன்பாடுகளின ்�பாகுபள் 
எடுததுக்கபாள்நவபாம்.

      a x b y c z d1 1 1 1+ + =

   a x b y c z d2 2 2 2+ + =

   a x b y c z d3 3 3 3+ + =
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   இங்கு D = ≠
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0  Dx

d b c
d b c
d b c

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

    Dy

a d c
a d c
a d c

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

  Dz

a b d
a b d
a b d

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

 எனக.

 கிநரமரின விதிப்டி, மதிபபிடநவண்டிய மபாறிகளுககபாை தீர்வு, x x y y z z= = =D
D

D
D

D
D

, ,  
ஆகும்.

எடத்து்குகட 1.1் 

 கிநரமரின விதிளய ்யன்டுததி தீர்வு கபாண்க : 2x + 3y = 7, 3x + 5y = 9.

தீர்வு:
 சமன்பாடுகள் முள்றநய,   

2 3 7
3 5 9

x y
x y

+ =
+ =

  இங்கு          D = =
2 3
3 5

1  ≠ 0

 ஆ�ைபால்   கிநரமர் விதிளய ்யன்டுத�ைபாம்.

  இப்்பாழுது, Dx = =
7 3
9 5

8   Dy = = −
2 7
3 9

3

 ∴  கிநரமரின விதிப்டி,   x x= = =D
D

8
1

8  y y= = − = −D
D

3
1

3

 ∴ தீர்வு   x y= = −8 3,

எடத்து்குகட 1.்ட 

 ஜைவரி மறறும் பிபரவரி மபா�ங்களில் A மறறும் B என்ற இரு நிறுவைங்களிலும் திரு.ரவி 
என்வரபால்  வபாங்கப்ட்ட ்ங்குகளின எண்ணிகளக மறறும் ்சயயப்ட்ட ்மபாத� மு�லீடுகள் 
(ரூ்பாயில்) கீழகபாணும் அட்டவளணயில் ்கபாடுககப்ட்டுள்ைது எனில், இவவிரு மபா�ங்களிலும் 
வபாங்கப்ட்ட ்ங்குகளின விளைளயக கபாண்க.

முதஙகள்
்பஙகுகளின் எணணி்ரக கசயயப்்பகை கமுத்த  

முதலீட (`)A B
சைவரி 10 5 125

பிபரவரி 9 12 150
தீர்வு:
 A-என்ற நிறுவைததிலிருநது வபாங்கப்ட்ட ஒரு ்ங்கின விளை x  எனக.

 B-என்ற நிறுவைததிலிருநது வபாங்கப்ட்ட ஒரு ்ங்கின விளை y  எனக.
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 ∴ ்கபாடுககப்ட்ட விவரததின்டி 

  
10 5 125
9 12 150

x y
x y

+ =
+ =

 D = = ≠
10 5
9 12

75 0  Dx = =
125 5
150 12

750  Dy = =
10 125
9 150

375

 ∴ கிநரமரின விதிப்டி, x x= = =D
D

750
75

10  y y= = =D
D

375
75

5

 A என்ற நிறுவைததிலிருநது வபாங்கப்ட்ட ஒரு ்ங்கின விளை `10 மறறும் B என்ற 
நிறுவைததிலிருநது வபாங்கப்ட்ட ஒரு ்ங்கின விளை  `5 ஆகும்.

எடத்து்குகட 1.்1 
 11 ்்னசில்கள் மறறும் 3 அழிப்பானகளின ்மபாத� விளை `64. நமலும் 8 ்்னசில்கள் 
மறறும் 3 அழிப்பானகளின ்மபாத� விளை `49. கிநரமரின விதிளயப்யன்டுததி ஒரு ்்னசில் 
மறறும் ஒரு அழிப்பான விளைளயக கபாண்க.

தீர்வு:
 ஒரு ்்னசிலின விளை ` x எனக
 ஒரு அழிப்பானின விளை ` y எனக
 ∴  ்கபாடுககப்ட்ட விவரங்களின ்டி பினவரும் சமன்பாடுகளைக கபாணைபாம் 

   
11 3 64
8 3 49

x y
x y

+ =
+ =

   D = = ≠
11 3
8 3

9 0.    (்�பாகுபபு ஒநர ஒரு தீர்ளவ ்்றறிருககும்)

  Dx = =
64 3
49 3

45  Dy = =
11 64
8 49

27

 ∴  கிநரமரின விதிப்டி

  x x= = =D
D

45
9

5

  y y= = =D
D

27
9

3

 ∴  ஒரு ்்னசிலின விளை `5 மறறும் ஒரு அழிப்பானின விளை `3 ஆகும்.

எடத்து்குகட 1.்் 
 கிநரமரின விதிளயப ்யன்டுததி தீர்கக:
 x y z x y z x y z+ + = − + = + − =4 2 3 1 3 2 1, ,

தீர்வு:
 இங்கு   D = −

−
= ≠

1 1 1
2 1 3
3 2 1

13 0

|A|=0 எனும்்்பாழுது சமன்பாட்டுத 
்�பாகுப்பாைது ஒனறுககு நமற்ட்ட 

தீர்வுகளை ்கபாண்ட�பாகநவபா அல்ைது 
தீர்வு இல்ைபாமநைபா இருககும்.
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 ∴ கிநரமரின விதிப்டி, ்�பாகுபபு ஒருங்களமவு உளடயது மறறும் ஒநர ஒரு தீர்ளவ 
்்றறிருககும்.

 Dx = −
−

= −
4 1 1
1 1 3
1 2 1

13     Dy =
−

=
1 4 1
2 1 3
3 1 1

39        Dz = − =
1 1 4
2 1 1
3 2 1

26

 ∴  கிநரமரின விதிப்டி

 x x= = − = −D
D

13
13

1  y y= = =D
D

39
13

3      z z= = =D
D

26
13

2

 ∴ தீர்வு      x y z, , , ,{ } = −{ }1 3 2

எடத்து்குகட 1.்் 
 3 வணிகக கணி�ப புத�கங்கள், 2 கணககு ்திவியல் புத�கங்கள் மறறும் ஒரு 
வணிகவியல் புத�கம் ஆகியவறறின ்மபாத� விளை `840. இரண்டு வணிகக கணி� புத�ங்கள், 
ஒரு கணககு்திவியல் மறறும் ஒரு வணிகவியல் புத�கததின ்மபாத� விளை `570. ஒரு 
வணிகக கணி� புத�கம், ஒரு கணககுப்திவியல் புத�கம் மறறும் 2 வணிகவியல் புத�கங்களின 
்மபாத�விளை `630 எனில், ஒவ்வபாரு புத�கததின விளைளய கிநரமரின விதிளயக ்கபாண்டுக 
கபாண்க. 
தீர்வு:
 ஒரு வணிகக கணி� புத�கததின விளை ` x  எனக.
 ஒரு கணககு்திவியல் புத�கததின விளை ` y எனக.
 ஒரு வணிகவியல் புத�கததின விளை ` z  எனக.
  ்கபாடுககப்ட்ட விவரங்களைக ்கபாண்டு, கீழகபாணும் சமன்பாடுகளை ்்்றைபாம்.

   
∴ + + =

+ + =
+ + =

3 2 840
2 570

2 630

x y z
x y z

x y z

 இங்கு D = = − ≠
3 2 1
2 1 1
1 1 2

2 0   Dx = = −
840 2 1
570 1 1
630 1 2

240

   Dy = = −
3 840 1
2 570 1
1 630 2

300   Dz = = −
3 2 840
2 1 570
1 1 630

360

 ∴  கிநரமரின விதிப்டி

  x x= = −
−

=D
D

240
2

120  y y= = −
−

=D
D

300
2

150  z z= = −
−

=D
D

360
2

180

 ∴ ஒரு வணிகக கணி� புத�கததின விளை  ₹ 120,
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  ஒரு கணககு்திவியல் புத�கததின விளை   ₹150  மறறும்
  ஒரு வணிகவியல் புத�கததின விளை       ₹180.

எடத்து்குகட 1.்் 
 ஒரு வபாகை �யபாரிபபு நிறுவைமபாைது S1, S2 மறறும் S3 என்ற மூனறு வளகயபாை எஃகு 
இரும்புகளையும் ் யன்டுததி C1, C2 மறறும் C3 என்ற மூனறு வளகயபாை மகிழுநது வபாகைங்களை 
உற்ததி ்சயகி்றது. ஒவ்வபாரு வளகயபாை வபாகைங்ளுககு ந�ளவயபாை எஃகு இரும்பு R 
டனகளில் மறறும் மூனறு வளகயபாை மகிழுநது வபாகைங்களுககும் ந�ளவயபாை ்மபாத� எஃகு 
இரும்பு விவரம் பினவரும் அட்டவளணயில் ்�பாகுதது  வேங்கப்ட்டுள்ைது.

எஃகு 
வரககள்

வுகனஙகளின் வரககள் இருப்பிலுள்்ள 
கமுத்த எஃகுC1 C2 C3

S1 3 2 4 28

S2 1 1 2 13

S3 2 2 1 14

 நிறுவைம் �யபாரிககும் ஒவ்வபாரு வளகயபாை வபாகைங்களின எண்ணிகளகளய கபாண்க.

தீர்வு:
 C1 வளக வபாகைங்களின எண்ணிகளக x எனக.
 C2 வளக வபாகைங்களின எண்ணிகளக y எனக.
 C3 வளக வபாகைங்களின எண்ணிகளக z எனக. 

 
∴

 
3 2 4 28

2 13
2 2 14

x y z
x y z
x y z

+ + =
+ + =
+ + =

 இங்கு  D = = − ≠
3 2 4
1 1 2
2 2 1

3 0   Dx = = −
28 2 4
13 1 2
14 2 1

6

  Dy = = −
3 28 4
1 13 2
2 14 1

9   Dz = = −
3 2 28
1 1 13
2 2 14

12

 ∴  கிநரமரின விதிப்டி

  x x= = −
−

=D
D

6
3

2  y y= = −
−

=D
D

9
3

3  z z= = −
−

=D
D

12
3

4

 ∴  உற்ததி ்சயயப்டும் ஒவ்வபாரு வளகயபாை வபாகைங்களின எண்ணிகளக 
முள்றநய 2, 3 மறறும் 4 ஆகும்.
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்பயிறசி 1.2

1. கீழகபாணும் சமன்பாடுகளை கிநரமரின விதிளயப ்யன்டுததி தீர்கக
(i) 2 3 7 3 5 9x y x y         + = + =,

(ii)  5 3 17 3 7 31x y x y         + = + =,

(iii)  2 3 1 2 3 4x y z x y z x y z              + − = + + = − − =, ,

(iv)  x y z x y z x y z             + + = + − = − − = −6 2 3 5 6 2 3 7, ,

(v)  x y z x y z x y z           + + = − + = − − + = −4 3 2 2 6 6 3 5 2 3 5, ,

2. 3 அைகுகள் ் �பாழிைபாைரின சம்்ைம் மறறும் 2 அைகுகள் மூை�ைம் ் கபாண்டு �யபாரிககப்டும் 
உற்ததி ்்பாருள்களுககபாை ்சைவு  `62 ஆகும். 4 அைகுகள் ்�பாழிைபாைரின சம்்ைம் 
மறறும் 1 அைகு மூை�ைம் ்கபாண்டு ்்பாருள்கள் உற்ததி ்சயயப்ட்டிருந�பால் அ�ன 
்மபாத� ்சைவு `56 எனில், அணிகநகபாளவ முள்றயில் ்�பாழிைபாைர் மறறும் மூை�ைததின 
ஒரு அைகுககு ஆகும் ்சைவிளைக கபாண்க.

3.  ̀ 8,600 ஆைது இரண்டு வி�மபாை கணககுகளில் மு�லீடு ்சயயப்ட்டுள்ைது. இதில் ஒரு 
மு�லீடபாைது 4 3

4
% -ம், மற்்றபாரு மு�லீடபாைது 6 1

2
% -ம் ஆண்டு  வருவபாளய ஈட்டுத 

�ருகி்றது.  ஓர் ஆண்டில் இரு மு�லீடுகளுககபாை ்மபாத� வருமபாைம்  `431.25 எனில், 
ஒவ்வபாரு கணககிலும் ்சயயப்ட்ட மு�லீட்டு ்�பாளகயிளைக கபாண்க.

4. ்மரிைபா கடறகளரயில் இரண்டு சிறுமிகள் குதிளர சவபாரி மறறும் கிவபாட் ள்க சவபாரிளய 
மணி நேர வபாடளகயில் விளையபாடுகி்றபார்கள். நம மபா�ததின ந்பாது சிறுமி ்கரன `780-ம் 
சிறுமி ்்னிட்டபா `560-ம் ்சைவு ்சய�பார்கள். அ�ன விவரம் கீழககபாணும் அட்டவளணயில் 
்கபாண்டுககப்ட்டுள்ைது.

க்பயர்
்பயன்்படத்திய குலம்  (மணிகளில்) கமுத்த கசலவு 

(`)குதிரர சவுரி கிவுக ர்ப் சவுரி
்கரன 3 4 780

்்னிட்டபா 2 3 560

இரண்டு விளையபாட்டுகளுககபாை ஒரு மணி நேர வபாடளகளய அணிகநகபாளவ முள்றயில் 
கபாண்க.

5. ஒரு சநள� ஆயவிறகபாக A, B மறறும் C ஆகிய ்்பாருட்கள் எடுததுக ்கபாள்ைப்டுகி்றது. 
குறியீட்டு எண்ளண கபாண்்�றகபாக ஒவ்வபாரு ்்பாருளும் மூனறு வி� �ரங்கைபாகப 
பிரிககப்ட்டு அவறறிறகு நிளையபாை எளடகள் ஒதுககப்டுகி்றது. மூனறு ்்பாருள்களின 
நுகர்வு ்றறிய �கவல்கள் மறறும் ்்பாருள்களின ்மபாத� எளடகள் ஆகியளவ கீநேயுள்ை 
அட்டவளணயில் ்கபாடுககப்ட்டுள்ைை.
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க்புருள்கள் தரஙகளின் நுகர்கவுகள் கமுத்த 
எரைகள்I II III

A 1 2 3 11
B 2 4 5 21
C 3 5 6 27

மூனறு �ரங்களுககும் ஒதுககப்ட்ட எளடகளை கிநரமரின விதிளயப ்யன்டுததி கபாண்க.

6.  ் மபாத� ்�பாளக `8,500 ஆைது வட்டி வருமபாைம் �ரும் மூனறு வி�மபாை கணககுகளில் 
மு�லீடு ்சயயப்ட்டது. ஒவ்வபாரு மு�லீட்டுககபாை வட்டிவீ�ம் 2%, 3% மறறும் 6% 
ஆகவும், ஒரு வருடததிறகபாை ்மபாத� வட்டி `380 ஆகவும் உள்ைது.  நமலும் 6% மு�லீட்டு 
்�பாளகயபாைது மற்ற இரண்டு மு�லீடுகளின கூட்டுத்�பாளகககு சமம் எனில், கிநரமரின 
விதிளயக ்கபாண்டு  ஒவ்வபாரு பிரிவிலும் ்சய� மு�லீட்டுத ்�பாளக எவவைவு?

1.்  முறுதல் நிகழதகவு அணிகள் (Transition Probability Matrices)
1.்.1 கதுை்க ்பஙகு சந்ரத ்பஙகீகடிரன் ககுணட அடத்த நிரலயிரன 

முன்னறிவித்தல் 
(Forecasting the succeeding state when the initial market share is given)

ஒருநிரல முறுதல் நிகழதகவு (One stage Transition Probability)

 ஒரு குறிபபிட்ட நேரததில் நிகேககூடிய நிகழவு sn என்ற நிளையில் உள்ைது. ஒரு அைகு 
நேரம் கழிதது மற்்றபாரு நிகழவு நிகழுமபாைபால், அ�பாவது அளமபபு ஒரு நிளை  sn லிருநது  sn+1 ககு 
ேகருமபாைபால், இநேகர்வு நிகழ�கவு ்ரவலுடன ்�பாடர்பு்டுத�ப்டுகின்றது. ஒவ்வபாரு ேகர்வின 
மபாற்றமும் sn லிருநது sn+1 ககு மபாறுவது நிகழ�கவுடன ்�பாடர்பு்டுத�ப்டுகின்றது. இநநிகழ�கவு 
ஒருநிளை மபாறு�ல் நிகழ�கவு எை அளேககப்டுகின்றது.

முறுதல் அணி (Transition Matrix)

  Pjk  என்ற மபாறு�ல்  நிகழ�கவபாைது P Pjk jk
k

> =∑0 1,  எை அளைதது j ககும் நிள்றவு 
்சயகின்றது. 

 இந� நிகழ�கவுகளை அணிவடிவில் பினவருமபாறு எழு�ைபாம்.

   P

P P P
P P P

=



















11 12 13

21 22 23





   

   

 இதுநவ மபாறு�ல் நிகழ�கவு அணி எைப்டும்.
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எடத்து்குகட 1.்் 

 சநள�யில்  உள்ை A மறறும் B ஆகிய �ர அளடயபாைம் ்கபாண்ட ்்பாருள்களுககபாை 

மபாறு�ல் நிகழ�கவு அணி
A B

A
B

0 9 0 1
0 3 0 7

. .

. .






 எனில், சமநிளையில் �ர அளடயபாைம் ்கபாண்ட 

ஒவ்வபாரு ்்பாருள்களுககபாை சநள� ்ங்கீடுகளைக கபாண்க.

தீர்வு:
 மபாறு�ல் நிகழ�கவு அணி

      

A B

T
A
B

=






0 9 0 1
0 3 0 7

. .

. .

 சமநிளையில், ேபாம் ்்றுவது  A B T A B( ) = ( )   நமலும், இங்கு  A B+ = 1  ஆகும்.

          A B A B( )





= ( )0 9 0 1
0 3 0 7

. .

. .
  0 9 0 3. .A B+  = A

  0 9 0 3 1. .A A+ −( )  = A

  0 9 0 3 0 3. . .A A− +  = A

  0.6A + 0.3 = A

  0.4A = 0.3

  A = 0 3
0 4

3
4

.

.
=

                                ⇒  B = 1 3
4

− = 1
4

 எைநவ A -ன சநள�ப்ங்கீடு  75%  மறறும்  B-யின சநள�ப்ங்கீடு 25% ஆகும்.

எடத்து்குகட 1.்் 

 ்ரிதி என்வர் ஒவ்வபாரு ேபாளும் நசபாகமபாகநவபா (S) அல்ைது மகிழச்சியபாகநவபா (H) 
உள்ைபார். ஒரு ேபாள் மகிழச்சியபாக இருந�பால், அடுத� ேபாள் 5-ல் 4-்ங்கு நசபாகமபாக இருப்பார். ஒரு 
ேபாள் நசபாகமபாக இருந�பால், அடுத� ேபாள் 3-ல் 2 ்ங்கு  மகிழச்சியபாக இருப்பார் எனில், நீண்டகபாை 
அடிப்ளடயில் ஏ�பாவது ஒரு குறிபபிட்ட ேபாளில் மகிழச்சியபாக இருப்�றகபாை நிகழ�கவு கபாண்க.

தீர்வு:

 மபாறு�ல் நிகழ�கவு அணி   T =

















1
3

2
3

4
5

1
5

12th BM Ch 1 Matr_TM.indd   30 09-03-2019   09:49:20



31அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 சமநிளையில், S H( )
















1
3

2
3

4
5

1
5

 = (S   H)   இங்கு S + H = 1 

                   

1
3

4
5

S H+  = S

            

1
3

1 4
5

( )− +H H
 

= 1 –H

                      இள�த தீர்கக, ேபாம் ்்றுவது  S = 6
11

 மறறும்  H = 5
11

நீண்ட கபாை அடிப்ளடயில், ந�ர்ந்�டுககப்ட்ட ேபாளில் மகிழச்சியபாக இருப்�றகபாை 
நிகழ�கவு 5

11
 ஆகும்.

எடத்து்குகட 1.்் 
 பினவரும் வழிமுள்றகளில் ஆகபாஷ் மட்ளடப்நது விளையபாடுகின்றபார். ஒரு முள்ற ்வறறி 
்்ற்றபால் (S) அடுத� முள்ற விளையபாடும்ந்பாது ்வறறி்்்ற 25% வபாயபபு  உள்ைது. அவர் 
ந�பால்வி (F) அளடந�பால் அடுத�முள்ற விளையபாடும்ந்பாது 35% ்வறறி ்்்ற வபாயபபு உள்ைது. 
இவவிவரங்களிலிருநது  மபாறு�ல் நிகழ�கவு அணி மறறும் நீண்ட கபாை அடிப்ளடயில் அவரின 
்வறறி  வபாயபபின சரபாசரி ஆகியவறள்ற கபாண்க. 
தீர்வு:
 மபாறு�ல் நிகழ�கவு அணி    T = 

0 25 0 75
0 35 0 65

. .

. .






 சமநிளையில்,   (S )
. .
. .

F
0 25 0 75
0 35 0 65







 = (S   F)  இங்கு    S + F = 1

  0.25 S + 0.35 F = S

  0.25 S + 0.35 (1 – S) = S

 இள� தீர்கக S = 0 35
1 10

.

.

                                    ⇒  S = 0.318   மறறும்   F = 0.682

  ∴ ஆகபாஷின ்வறறி வபாயபபு சரபாசரி  31.8% ஆகும்.

எடத்து்குகட 1.்் 

 ஒரு ்பாடநவளையில், கணி�ம் ்யிலும் மபாணவர்களில் 80% ந்ர் அடுத� ்பாடநவளையில் 
கணி�ம் ்யில்கின்றைர். ஒரு ்பாடநவளையில், ஆங்கிைம் ்யிலும் மபாணவர்களில் 30% ந்ர் 
அடுத� ்பாடநவளையில் ஆங்கிைம் ்யில்கின்றைர்.ஆரம்்ததில் 60 மபாணவர்கள் கணி�மும், 40 
மபாணவர்கள் ஆங்கிைமும் ்யில்கின்றைர் எனில்,
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(i) மபாறு�ல் நிகழ�கவு அணி
(ii) ்�பாடர்ச்சியபாக  அடுத�  2 ்பாடநவளைகளிலும் கணி�ம் மறறும் ஆங்கிைம் ்யிலும்  

மபாணவர்களின எண்ணிகளகளயக கபாண்க.

தீர்வு
(i) மபாறு�ல் நிகழ�கவு அணி

   

M E

T
M
E

=






0 8 0 2
0 7 0 3

. .

. .

  மு�ல் ்பாடநவளைககுப பின,

   

M E M E M E
M
E

60 40
0 8 0 2
0 7 0 3

76 24( ) 





= ( ). .
. .

எைநவ  மு�ல் ்பாடநவளைககுப பின,  கணி�ம் ்யிலும் மபாணவர்கள் 76 ந்ர்களும், 
ஆங்கிைம் ்யிலும் மபாணவர்கள் 24 ந்ர்களும்  இருப்பார்கள்.

இரு ்பாடநவளைகளுககுப பின , 

   

M E M E
M
E

76 24
0 8 0 2
0 7 0 3( ) 





. .

. .
 = + +( )60 8 16 8 15 2 7 2. . . .

       = ( )77 6 22 4. .

 இரு  ் பாடநவளைகளுககுப பின, கணி�ம் ் யிலும் மபாணவர்கள் 78 ந்ர்களும் (ந�பாரபாயமபாக) 
மறறும் ஆங்கிைம் ்யிலும் மபாணவர்கள் 22 ந்ர்களும் (ந�பாரபாயமபாக) இருப்ர்.

்பயிறசி 1.3

1. ஒரு வபாரப்ததிரிகளகககுச் சந�பா கட்டுமபாறு நகட்டுக்கபாள்ைப்டும் கடி�ம் அந� ் ததிரிகளக 
அலுவைகததிலிருநது ஏரபாைமபாைவர்களுககு அனுப்டுகி்றது. கடி�ம் ்்ற்றவர்களில், 
சந�பா�பாரர்கைபாக இருநது மீண்டும் சந�பா கட்டு்வர் 45% ஆகும். சந�பா�பாரர்கைபாக 
இல்ைபாமல் இருநது புதிய�பாக சந�பா கட்டு்வர்கள் 30% ஆகும். இந� ந்பால் முனைர் கடி�ம் 
அனுப்ப்ட்டந்பாது, கடி�ம் ்்ற்றவர்களில் 40% ந்ர் சந�பா�பாரர்கைபாகச் நசர்ந�ைர் எைத 
்�ரிகி்றது �றந்பாது கடி�தள�ப ் ்று்வர்களில் எத�ளை ச�வீ�ம் ந்ர் சந�பா�பாரர்கைபாவர் 
எை எதிர்்பார்ககைபாம்?

2. ்சனளை ேகரில் ஒரு புதிய ந்பாககுவரதது வசதி �றந்பாது ்சயல்்பாட்டிறகு வநதுள்ைது. 
அ�ளை இந� ஆண்டு ்யன்டுதது்வர்கள் 30% ந்ர் அடுத� ஆண்டு  ்யன்டுத�பாமல் 
்மட்நரபா ரயில் வண்டிககு மபாறி விடுவர். மீதி 70%  ்�பாடர்நது அபபுதிய ந்பாககுவரதது 
வசதிளயப ் யன்டுததுவர். இந� ஆண்டு ் மட்நரபா ரயில் வண்டிளய ் யன்டுதது்வர்களில் 

முறறு முரை
M E M E

M
E

60 40
0 8 0 2
0 7 0 3

2

( ) 





. .

. .

M E M E
M
E

60 40
0 78 0 22
0 77 0 23( ) 





. .

. .

= (46.8 + 30.8      13.2 + 9.2)

= (77.6    22.4)
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33அணிக்ேகாைவகளின் பயன்பாடுகள்

70% ந்ர் அடுத� ஆண்டும் ்�பாடர்நது அள�நய ்யன்டுததுவர் மீதி 30% ந்ர் புதிய 
ந்பாககுவரதது வசதிககு மபாறிவிடுவர்.  ்சனளை ேகர மககள் ்�பாளக மபா்றபாமலிருககி்றது 
எனறும் ்யணிகளில் அடுத� ஆண்டில் 60% ந்ர் புதிய ந்பாககுவரதது வசதிளயயும் 40% 
ந்ர் ்மட்நரபா ரயில் வண்டிளயயும் ்யன்டுததுவபார்கள் எைக ்கபாண்டபால்,

(i) அ�றகு அடுத� ஆண்டில் எத�ளை ச�வீ�ம் ் யணிகள் புதிய ந்பாககுவரதது வசதிளய   
்யன்டுததுவபார்கள் எை எதிர்்பார்ககைபாம்? 

(ii) கபாைபந்பாககில் எத�ளை ச�வீ�ம் ந்ர் புதிய ந்பாககுவரதது வசதிளயப 
்யன்டுததுவர்?

3. சநள�யில் உள்ை A மறறும் B இருவளகயபாை நசபாபபுகளின �றந்பாள�ய சநள�ப ்ங்கீடு   
15% மறறும்  85%  ஆகும். ்சன்ற ஆண்டு Aவபாங்கியவர்களின 65% ந்ர் மீண்டும் அள� 
இந� ஆண்டும் வபாங்குகி்றபார்கள். 35% ந்ர் B-ககு மபாறிவிடுகின்றைர். ்சன்ற ஆண்டு B 
வபாங்கியவர்களில் 55% ந்ர் இந� ஆண்டும் மீண்டும் அள� வபாங்குகி்றபார்கள். 45% ந்ர்  
A-ககு மபாறி விடுகி்றபார்கள் ஒரு ஆண்டுககுப பி்றகு அவறறின சநள�ப ்ங்கீடுகளைக 
கபாண்க.நமலும் சநள�யில் சமநிளை எபந்பாது எட்டப்டும்?

4. A மறறும் B என்ற  இரு விற்ளைப  ்்பாருள்களின �றந்பாள�ய சநள� விற்ளை 50% 
மறறும் 50%  ஆக உள்ைது. நுகர்நவபாரின விருப்ங்கள் ஒவ்வபாரு வபாரமும் மபாறுகின்றை. 
்சன்ற வபாரம் A -ஐ வபாங்கியவர்களில் 60% ந்ர் மீண்டும் A -ஐ வபாங்குகின்றைர். 40% 
ந்ர்  B-ககு மபாறிவிடுகி்றபார்கள். ்சன்ற வபாரம் B வபாங்கியவர்களில் 80% ந்ர் அள� 
மீண்டும் வபாங்குகி்றபார்கள். 20% ந்ர் A-ககு மபாறி விடுகி்றபார்கள். இரு வபாரங்களுககுப பி்றகு 
அவர்களின சநள�ப ்ங்கீடுகளைக கபாண்க. இந� ந்பாககு ்�பாடருமபாைபால், எபந்பாது 
சமநிளை எட்டப்டும்? 

்பயிறசி 1.4

க்புருத்தமுன விரைரய நதர்ந்கதட்க

1. A=(1  2  3) எனில், AAT -ன �ரம்
(a) 0 (b) 2 (c) 3 (d) 1

2. ஒவ்வபாரு உறுபபும் 1 எைக ்கபாண்ட m n×  வரிளச உளடய  அணியின �ரம்
(a) 0 (b) 1 (c) m (d) n

3. 

A B

T
A
B

=






0 4 0 6
0 2 0 8

. .

. .
 என்து ஒரு மபாறு�ல் நிகழ�கவு அணி எனில், சமநிளையில் A-ன 

மதிபபு

(a) 1
4

  (b) 1
5

 (c) 1
6

 (d) 1
8
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4. A =






2 0
0 8

 எனில், r( )A  =

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) n

5. 
1 1 1
1 2 3
1 4 9















 என்ற அணியின  �ரம்

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d)3

6. வரிளச n உளடய அைகு அணியின �ரம்
(a) n −1  (b) n  (c)n +1  (d) n2

7. r A r( ) =  எனில், பினவருவைவறறில் எது சரி?
(a) r வரிளசயுளடய அளைதது சிற்றணிகநகபாளவகளின மதிபபும் பூச்சியங்கைபாக 

இருககபாது
(b) A ஆைது குள்றந�்ட்சம் ஒரு r வரிளச பூச்சிமற்ற சிற்றணிகநகபாளவயபாவது 

்்றறிருககும்.
(c)  A  ஆைது குள்றந� ்ட்சம் (r+1) வரிளச யுளடய சிற்றணிகநகபாளவயின மதிபபு 

பூச்சியமபாக இருககும்்டியபாக ்்றறிருககும்.
(d)  அளைதது (r+1) வரிளச மறறும் அள�விட அதிகமபாை வரிளச ்கபாண்ட பூச்சியமற்ற 

சிற்றணிகநகபாளவகள் இருககும்.

8. A =














1
2
3

 எனில்  AAT  -ன �ரம்

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3

9. 
l

l
l

−
−

−















1 0
0 1
1 0

 என்ற அணியின �ரம் 2 எனில், l -ன மதிபபு

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) ்மய்யண் மட்டும்

10. மூளைவிட்ட அணி 

1
2

3
0

0
0

−

























 -ன �ரம்

(a) 0 (b) 2 (c) 3 (d) 5
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11. 

A B

T
A
B x

=






0 7 0 3
0 6

. .

.
என்து மபாறு�ல் நிகழவு அணி எனில்  x-ன மதிபபு

(a) 0.2 (b) 0.3 (c) 0.4 (d) 0.7

12. பினவருவைவறறில் எது ஒரு அணிககபாை அடிப்ளட உருமபாற்றம் ஆகபாது?
(a) R Ri j↔    (b) R R Ci i j→ +2 2  
(c) R R Ri i j→ −2 4      (d) C C Ci i j→ + 5

13. r rA A B( ) = ( ),  எனில், ்�பாகுப்பாைது 
(a) ஒருங்களமவு உளடயது மறறும் எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகள் ்்றறுள்ைது
(b) ஒருங்களமவு உளடயது மறறும் ஒநர ஒரு தீர்வு ்்றறுள்ைது
(c) ஒருங்களமவு உளடயது   (d) ஒருங்களமவு அற்றது

14. r rA A B( ) = ( ) =,  மபாறிகளின எண்ணிகளக எனில் ்�பாகுப்பாைது
(a) ஒருங்களமவு உளடயது மறறும் எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகள் ்்றறுள்ைது
(b)  ஒருங்களமவு உளடயது மறறும் ஒநர ஒரு தீர்வு ்்றறுள்ைது
(c)  ஒருங்களமவு அற்றது  (d) ஒருங்களமவு  உளடயது

15. r rA A B( ) ≠ ( ), எனில் ்�பாகுப்பாைது

(a) ஒருங்களமவு உளடயது மறறும் எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகள் ்்றறுள்ைது
(b) ஒருங்களமவு உளடயது மறறும் ஒநர ஒரு தீர்வு ்்றறுள்ைது
(c) ஒருங்களமவு அற்றது  (d) ஒருங்களமவு உளடயது

16. ஒரு மபாறு�ல் நிகழ�கவு அணியில் உள்ை அளைதது உறுபபுகளின மதிபபும் எந� 
எண்ணுககு சமமபாகநவபா அல்ைது ்்ரிய�பாகநவபா இருககும்?
(a) 2 (b) 1 (c) 0 (d) 3

17. AX B=  என்ற சமச்சீரற்ற சமன்பாட்டுத ்�பாகுபபின மபாறிகளின எண்ணிகளக n எனில், 
்�பாகுப்பாைது ஒநர ஒரு தீர்ளவ எபந்பாதும் ்்றும்?
(a) r rA A B n( ) = ( ) >,   (b) r rA A B n( ) = ( ) =,

(c) r rA A B n( ) = ( ) <,   (d) நமறகண்ட ஏதுமில்ளை

18. 4 6 5 6 9 7x y x y+ = + =,  என்ற சமன்பாட்டு  ்�பாகுபபிறகு  
(a) ஒநர ஒரு தீர்வு உண்டு  (b) தீர்வு இல்ளை 
(c) எண்ணிகளகயற்ற தீர்வுகள் உண்டு  (d) நமறகண்ட ஏதுமில்ளை
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19. x y z x y z+ + = + + =2 3 1 2 3 2, 5 5 9 4x y z+ + =  என்ற சமன்பாட்டு ்�பாகுபபிறகு
(a) ஒநர ஒரு தீர்வு உண்டு  (b) எண்ணிளகயற்ற தீர்வுகள் உண்டு  
(c) தீர்வு இல்ளை    (d) நமறகண்ட ஏதுமில்ளை 

20. A ≠  0,  எனில்,  A ஒரு  
(a) பூஜ்ஜியமற்ற நகபாளவ அணி (b) பூஜ்ஜியக நகபாளவ அணி
(c)  பூஜ்ஜிய அணி   (d) நமறகண்ட ஏதுமில்ளை

21. k ¹__ எனில்,  x y z x y z x y k+ + = + − = + + =2 2 3 3 2 4, ,  என்ற நேரிய சமன்பாட்டுத 
்�பாகுப்பாைது, ஒநர ஒரு தீர்ளவப ்்றறிருககும்.
(a) 4 (b) 0 (c) –4 (d) 1

22. கிநரமரின விதிளயக ்கபாண்டு ஒநர ஒரு தீர்ளவப ்்்ற ந�ளவயபாை கட்டுப்பாடு,
(a) Dz ≠ 0  (b) Dx ≠ 0  (c) D ≠ 0  (d) Dy ≠ 0

23. 
a
x

b
y

c
a
x

b
y

c1 1
1

2 2
2+ = + =, , ∆ = ∆ = ∆ =1

1 1

2 2
2

1 1

2 2
3

1 1

2 2

a b
a b

b c
b c

c a
c a

; எனில்,  

x y,( )  -ன  மதிபபு

(a) 
∆
∆

∆
∆







2

1

3

1
,  (b) 

∆
∆

∆
∆







3

1

2

1
,  (c)

∆
∆

∆
∆







1

2

1

3
,  (d) 

−∆
∆

−∆
∆







1

2

1

3
,

24. A adjAn n× = =3 243   எனில் n-னமதிபபு

(a) 4 (b) 5 (c) 6 (d) 7

25. பூஜ்ஜிய அணியின �ரம்
(a)  0 (b) –1 (c) ∞  (d) 1

இதர கண்குகள்

1.  A =
−





1 3 4 7
9 1 2 0

 என்ற அணியின �ரததிளைக கபாண்க.

2.  A =
−













2 1 3 4
0 1 1 2
1 3 4 7

 என்ற அணியின �ரததிளைக கபாண்க.  

3.  A =














4 5 2 2
3 2 1 6
4 4 8 0

 என்ற அணியின �ரததிளைக கபாண்க.          
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4. x y z x y z y z+ + = + + = + =7 2 3 18 2 6, ,  என்ற சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவுளடய�பா 
எை நசபாதிகக.     

5.  பினவரும் சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு உளடயது எனில் k-ன மதிபள்க கபாண்க. 
2 3 5 3 4 2 7 6x y z x y z x y z k+ − = − + = + − =, ,

6.  �ரப்ட்ட சமன்பாடுகள்  ஒருங்களமவு அற்றளவ எனில் k-ன மதிபள்க கபாண்க. 
x y z x y z x y z k+ + = − − = + + =1 3 4 5 5, ,

7. x y z x y z x y z+ + = − + = + − = −2 7 2 2 4 2 1, ,  என்ற சமன்பாடுகளை கிநரமரின 
விதிளயப ்யன்டுததி தீர்கக.

8. 2 கிநைபா நகபாதுளம மறறும் 1 கிநைபா சர்ககளரயின  விளை `100.  1 கிநைபா நகபாதுளம 
மறறும் 1 கிநைபா அரிசியின  விளை `80.  3 கிநைபா நகபாதுளம, 2 கிநைபா சர்ககளர  மறறும் 
1 கிநைபா அரிசியின  விளை `220 எனில் ஒவ்வபானறின ஒரு கிநைபா விளைளய கிநரமரின 
விதிளயப ்யன்டுததிக கபாண்க..    

9.  ் வவநவறு �ரகு வீ�ங்களையுளடய A, B, C என்ற மூனறு ்்பாருள்களை கடந� மூனறு 
மபா�ங்களில் ஒரு விற்ளையபாைர் விற்ளை ்சய��றகபாை விவரங்கள் கீநே உள்ை 
அட்டவளணயில் ்கபாடுககப்ட்டுள்ைது.

முதஙகள் விற்பரன கசயத அலகுகள் க்பறை கமுத்த தரகு 
( `)A B C

ஜைவரி 90 100 20 800
பிபரவரி 130 50 40 900
மபார்ச்சு 60 100 30 850

 கிநரமரின முள்றயில்,  A, B, C என்ற ்்பாருள்களுககபாை �ரகு வீ�தள�க கபாண்க.

10.  ஒரு வபாரப ்ததிரிகளகககுச் சந�பா கட்டுமபாறு நகட்டுக ்கபாள்ைப்டும் கடி�ம் அந� 
்ததிரிகளக அலுவைகததிலிருநது ஏரபாைமபாைவர்களுககு அனுப்ப்டுகி்றது. கடி�ம் 
்்ற்றவர்களில், சந�பா�பா�பாரர்கைபாக இருநது மீண்டும் சந�பா கட்டு்வர் 60% ஆகும். 
சந�பா�பா�பாரர்கைபாக இல்ைபாமலிருநது புதிய�பாக சந�பா கட்டு்வர்கள் 25% ஆகும். இந� ந்பால் 
முனைர் கடி�ம் அனுப்ப்ட்ட ந்பாது கடி�ம் ்்ற்றவர்களில் 40% ந்ர் சந�பா�பா�பாரர்கைபாகச் 
நசர்ந�ைர் எைத ்�ரிகி்றது. �றந்பாது கடி�தள�ப ்்று்வர்களில் எத�ளை ச�வீ�ம் ந்ர் 
சந�பா�பா�பாரர்கைபாவர் எை எதிர்்பார்ககைபாம் 

கதுகுப்புரர
 z அணியின் தரம்

A என்ற அணியின �ரம், அந� அணியின மிகப்்ரிய பூச்சியமற்ற சிற்றணிக நகபாளவயின 
வரிளச ஆகும்.

 z r( )A ≥ 0
 z அணி A-ன வரிளச m n×  எனில் அ�ன �ரமபாைது, m n,{ }  -ன மீச்சிறு மதிபபுககுச் 

சமமபாகநவபா அல்ைது சிறிய�பாகநவபா இருககும்.
 z  பூச்சிய அணியின �ரம்  ‘0’ ஆகும்.
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38 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 z n n×  வரிளச உளடய பூச்சியமற்ற நகபாளவ அணியின �ரம் ‘n’ ஆகும்.

 z  சமுன அணிகள்
A மறறும் B என்ளவ சமவரிளச ்கபாண்ட அணிகள் எனக. இவறறில் ஒரு அணிளய 
மற்்றபாரு அணியிலிருநது, முடிவுறு எண்ணிகளகயுள்ை அடிப்ளட உருமபாற்றங்களை 
நமற்கபாள்வ�ன மூைம் ்்றுநவபாமபாயின,  A-யும்  B-யும் சமபாை அணிகள் எைப்டும். 
இ�ளை A B~  எை குறிபபிடைபாம்.

 z ஏறு்படி வடிவம்
m n×  வரிளச உளடய A என்ற அணியபாைது ஏறு்டி வடிவில் உள்ை�பாயின அது 
பினவரும் நி்ந�ளைகளை நிள்றவு ்சய�ல் நவண்டும்.  

(i) அளைதது உறுபபுகளையும் பூச்சிய உறுபபுகைபாய ்கபாண்ட ஒவ்வபாரு நிளரயும் 
பூச்சியமற்ற உறுபபுகளையும் உறுபபுகைபாகக ்கபாண்ட நிளரககு கீநே அளமய 
நவண்டும்.

(ii) பூச்சியமற்ற நிளரயில் வரும் மு�ல் பூச்சியமற்ற உறுபபிறகு முன்பாக இடம்்்றும் 
பூச்சிய உறுபபுகளின எண்ணிகளகயபாைது அவவபா்றபாகநவ அ�றகு அடுதது வரும் 
நிளரயில் உள்ை பூச்சிய உறுபபுகளின எண்ணிகளகளயவிட குள்றவபாக இருத�ல் 
நவண்டும்.

 z  குள்றந� ்ட்சம்  ஒரு  தீர்வபாவது உண்டு எனில், சமன்பாட்டு ் �பாகுப்பாைது ஒருங்களமவு 
உளடயது எைப்டும்.

 z  தீர்வுகள்  அற்ற சமன்பாடு ்�பாகுபபு ஒருங்களமவு அற்றது  எைப்டும்.
 z r rA B A, ( ) = ( )  எனில், சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு உளடயளவ.

 z r rA B A n, ( ) = ( )=  எனில், சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவு உளடயளவ மறறும் ஒநர 
ஒரு தீர்வு மட்டும் உண்டு.

 z r rA B A n, ( ) = ( ) <  எனில், சமன்பாட்டுத ்�பாகுப்பாைது ஒருங்களமவு ்கபாண்டது 
மறறும் எண்ணிககயற்ற தீர்வுகளைப ்்றறிருககும்.

 z r rA B A, ( ) ≠ ( ) எனில், சமன்பாடுகள் ஒருங்களமவுத�னளம அற்றளவ நமலும் தீர்வு 
இல்ளை.

 z adjA A n= −1

 z A = 0  எனில், A  ஆைது பூஜ்ஜியக நகபாளவ அணியபாகும், இல்ளை்யனில்,  A ஆைது 
பூஜ்ஜியக நகபாளவ அல்ைபா� அணியபாகும்.

 z AX B=  என்ற சமன்பாட்டு ்�பாகுபபில் A ≠ 0 எனில் ்�பாகுபபு ஒருங்களமவு உளடயது 
மறறும் ஒநர ஒரு  தீர்ளவ ்்றறிருககும்.

 z கிநரமரின விதி ஆைது ∆ ≠ 0  ஆக இருககுந்பாது மட்டுநம ்்பாருநதும்.
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39அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

கரலச்கசுறகள் (GLOSSARY)
அசமப்டித�பாை Non homogeneous
அடிப்ளட உருமபாற்றங்கள் Elementary transformations
அணி Matrix
அணி சமன்பாடு Matrix equation
அணிகநகபாளவ Determinant
உற்ததி Production
ஏறு்டி வடிவம் Echelon form
ஒருங்களமவு Consistent
ஒருங்களமவு அற்றது Inconsistent
ஒருங்களமவுள்ை Consistent
ஒநர ஒரு தீர்வு Unique solution
சதுர அணி Square matrix
சமநிளை Equilibrium
சமப்டித�பாை Homogenerous
�ரம் Rank
்�ரியபா� Unknown
்�பாடர்ச்சியபாை Subsequent
நிளை மபாற்றம் Transition
நேரிய சமன்பாடுகள் Linear equations
்யணிகள் Commuters
பூஜ்ஜியகநகபாளவ அணி Singular matrix
பூஜ்ஜியமற்ற நகபாளவ அணி Non-Singular matrix
்்பாருள்கள் Commodities
ந்பாககுவரதது அளமபபு Transit system
மபாறிகள் Variables
மிகுதிப்டுததிய / விரிவு்டுத�ப்ட்ட Augmented
வரிளச Order
்வட்டிக்கபாள்ளும் Intersecting
்வளிப்ளடததீர்வு Trivial solution
்வளிப்ளடயற்ற தீர்வு Non trivial solution

12th BM Ch 1 Matr_TM.indd   39 09-03-2019   09:49:34



40 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

்படி – 1 : கீழககபாணும் உரலி / விளரவுக குறியீட்ளடப ்யன்டுததி இச்்சயல்்ட்டிறகபாை 
இளணயப ்ககததிறகுச் ்சல்க. பினபு “12th Standard Business Mathematics and Statistics” 
எனனும் திளரயில் “Volume-1” ளய ்�ரிவு ்சயயவும்.. 

்படி - 2 : “Matrices and Determinants-Cramer’s rule” எனனும்  ்யிறசித�பாளிளை ்�ரிவு 
்சயது்கபாள்ைவும். அதில் ்கபாடுககப்ட்டுள்ை  ்்ட்டியில்  X,Y, Z  ்கழுககளின எண்களை 
மபாற்றவும். பினபு முப்ரிமபாண ்டங்களை ேகர்ததி அ�ன உண்ளமயபாைத தீர்விளை கபாண்க

்படி 1

்படி 2

 (QR Code)

இரணயச் கசயல்்புட

கசயல்்புகடின் இறுதியில் 
எதிர்்புர்்கப்்படம் விர்ளவு
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41த�ொகை நுணைணி�ம்–I

அறிமுகம்ஜாரஜ்	
ஃபிைதடரிக	தபரனஹாரடு	
ரீமான	(பத்த்தானப்தாம்	

நூற்றாணடு)	ஒரு	எழுச்சியூடடும்		தஜரமன	ைணி்தவியலாைர	
ஆவார.	இவர	நுணைணி்தத்திற்ைான	்தனது	பங்ைளிபபிற்ைாை	
அகனவைாலும்	மிைவும்	அங்கீைரிகைபபடடவர	ஆவார.	

 நுணைணி்தமானது	 தபாதுவாை	 இரு	 பிரிவுைகைக	
தைாணடுள்ைது.	 அகவயாவன	 (1)	 வகை	 நுணைணி்தம்	
மற்றும்	 (2)	 த்தாகை	 நுணைணி்தம்	 ஆகும்.	 ஒரு	 சாரபினுகடய	
வகைகதைழுகைகை	 ைாண	 உ்தவும்	 தசயல்	 முகறைகை	 பற்றி	

விவரிபபது	வகை	நுணைணி்தம்	ஆகும்.	அ்்த	சமயத்தில்	த்தாகை	நுணைணி்தமானது	வருவித்்தச்	
சாரபின	எதிரமகறயான	வகையிடகல	விவரிபப்தாகும்.	அ்தாவது	ைாணபபட	் வணடிய	சாரபுகைான	
உடனடி	 மாறுவீ்தத்க்த	 (அல்லது)	 இறுதி	 நிகலகயக	 தைாணடு,	 அச்சாரபிகனக	 ைாணப்தாகும்.		
என்வ	 த்தாகையிடல்	 எனபது	 வருவித்்தச்	 சாரபிலிருநது	 அ்தன	 த்தாடகை	 நிகலச்	 (	 அசல்	 )	
சாரகப	ைணடறியும்	உத்தியாகும்.	 	இவவாறாை	தபறபபடட	 சாரபானது	வகையறாத்	த்தாகையீடு	
என	 அகைகைபபடுகிறது.	 வகையறுத்்த	 த்தாகையீடு	 எனபது	 குறிபபிடபபடட	 எல்கலைளுககு	
இகடயில்	ைாணபபடும்	வகையறாத்	த்தாகையீடடின	மதிபபீடு	ஆகும்.	்மலும்	இது	குறிபபிடபபடட	
எல்கலைள்,	சாரபுகைான	வகைவகை	மற்றும்	அச்சு	ஆகியவற்றால்	சூைபபடட	பைபபு	ஆகும்.	்மலும்	
இபபைபபானது	்்தாைாயமாை	அதில்	வகையபபடும்	ஏைாைமான	உள்வகை	தசவவைங்ைளினுகடய	
பைபபுைளின	கூடு்தலுககு	சமமாகும்.	இவவாறாை	வகையறுகைபபடட	உள்வகை	தசவவைங்ைளின	
எணணிககையின	எல்கல	முடிவிலி	எனக	தைாணடு,	்்தாைாய	மதிபபானது	துல்லிய	மதிபபாைக	
ைணககிடபபடுகிறது.	 ஆகையால்	 வகை	 நுணைணி்தமும்	 மற்றும்	 த்தாகை	 நுணைணி்தமும்	
எல்கலக	்ைாடபாடடின	அடிபபகடயிலானது.	

	 “ஒருங்கிகணபபு”	 (integrate)	 எனற	 தசால்லுகைான	 எழுத்தியல்	 ரீதியான	 தபாருள்	
“கூடடுத்த்தாகை	 ைாணல்”	 எனப்தாகும்.	 ஆகையால்்தான	 “த்தாகை	 நுணைணி்தம்”	 எனற	
தபயைானது	இவவகையான	கூடடுத்	த்தாகை	தசயல்	முகறயிலிருநது	தபறபபடட்தாை	நம்பபபடுகிறது.	
நுணைணி்தம்	எனபது	இபபிைபஞ்சத்தின	் ்தாற்றம்,	புயல்	மற்றும்	சூறாவளிைளின	வைரச்சி	் பானற	
்ைாடபாடுைகை	 ்சாதிககும்	 ைணி்தவியல்	 உத்தியாகும்.	 ்மலும்	 இது	 வணிைப	 பயனபாடடில்	
நுைர்வார	 மற்றும்	 உற்பத்தியாைரின	 உபரிைகை	 தபறவும்,	 ஒரு	 த்தாடர	 சமவாயபபு	 மாறியின	
நிைழ்்தைவு	அடரத்திச்	சாரகப	அகடயாைம்	ைாணவும்,	இறுதி	நிகலச்	சாரபிலிருநது	அ்தன	த்தாடகை	
நிகலச்	சாரபிகன	தபறவும்	மற்றும்	இது	்பானறகவைகை	ைாணப	பயனபடுத்்தபபடுகிறது.

2

தபர்ன்ஹோர்டு ரீமோன்
(தசபடம்பர	17, 1826 -

 ஜூகல 20, 1866)
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42 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

	 இந்த	அத்தியாயத்தில்	நாம்	த்தாகையீடு	எனும்	ைருத்துரு,	சில	வகைகயச்	சாரந்த	வகையறாத்	
த்தாகையீடுைள்	மற்றும்	வகையறுத்்த	த்தாகையீடுைளுகைான	வழிமுகறைகை	பற்றி	பயில்்வாம்.

கற்றல் ந�ோககஙகள் 
இந்த	 அத்தியாயத்க்த	 படித்்த	 பினனர	 பினவரும்	 பாடக	 ைருத்துகைகை	
மாணவரைைால்	புரிநதுக	தைாள்ை	இயலும்.

 z வகையறாத்	த்தாகையீடு.
 z கூடடல்,	 ைழித்்தல்	 மற்றும்	 மாறிலியின	 மடங்குைள்	 சம்பந்தபபடட	 ஒரு	

சாரபுகைான	வகையறாத்	த்தாகையீடடிகன	எவவாறு	ைாணபது.
 z பிைதியிடல்	 எனும்	 உத்திகய	 எங்கு	 மற்றும்	 எவவாறு	 வகையறாத்	

த்தாகையீடுைளில்	பயனபடுத்துவது.
 z பகுதிபபடுத்தித்	 த்தாகையிடல்	 மற்றும்	 சில	 சிறபபு	 வகைகய	 சாரந்த	

த்தாகையீடுைளுகைான	உத்திைள்.
 z த்தாகை	நுணைணி்தத்தினுகடய	அடிபபகடத்	்்தற்றங்ைள்.	
 z வகையறுத்்த	த்தாகையீடுைளின	பணபுைள்	மற்றும்	அ்தன	பயனபாடுைள்.
 z 	ைாமா	த்தாகையிடலிலுள்ை	ஒரு	குறிபபிடட	வகையின	பயனபாடு.
 z ைாமா	சாரபின	பணபுைள்.	
 z வகையறுத்்த	த்தாகையீடுகைான	கூடடல்	எல்கல.

2.1 வரைய்றோத் த�ோரகயீடுகள் (Indefinite Integrals)
2.1.1 வரைய்றோத் த�ோரகயீட்டின் கருத்துரு (Concept of Indefinite Integral)
 வகை	 நுணைணி்தத்தில்,	 தைாடுகைபபடடச்	 சாரபு	 f x( ) -கைான	 x -ஐ	 தபாறுத்்த	 வகைக	
தைழுவான	 ′f x( ) -ஐ	 எவவாறு	 ைணககிடப	 பட்வணடும்	 எனற	 தசயல்	முகறயிகன	அறிநதுக	
தைாண்டாம்.	இந்த	அத்தியாயத்தில்	நாம்	தைாடுகைபபடட	வருவித்்த	சாரபான	 ′f x( ) -ககு	[சாரபின	
வகையீடடிலிருநது]	 அ்தன	 த்தாடகை	 நிகல	 சாரபு	 f x( ) -ஐ	 [அசல்	 சாரகப]	 எவவாறு	 ைாணபது	
எனப்தகன	பற்றி	த்தரிநதுக	தைாள்்வாம்.	வகையிடலின	எதிரமகறயானச்	தசயல்	முகறகய்ய	
த்தாகையிடல்	அல்லது	எதிர	வகையிடல்	என்பாம்.

∴ த்தாகையிடல்	எனபது	வகையிடலின	எதிர	மகறச்	தசயல்	முகறயாகும்.

 d
dx

x x(sin ) cos=  எனப்தகன	நாம்	நனகு	அறி்வாம்.	இதில்	cos x 	எனபது	வருவித்்தச்	சாரபு	

மற்றும்	 sin x 	 எனபது	 த்தாடகை	 நிகலச்	 சாரபு	ஆகும்.	 [த்தாடகை	 நிகலச்	 சாரபானது	 எதிரமகற	

வகையீடடுச்	சாரபு	அல்லது	த்தாகைச்	சாரபு	எனவும்	அகைகைபபடுகிறது].

வரையர்ற 2.1

வருவித்்தச்	சாரபு f x( ) -கைான	த்தாடகை	நிகலச்	சாரபு	F x( )  எனில் d
dx

F x f x( ) ( )[ ]= ஆகும்.
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43த�ொகை நுணைணி�ம்–I

 இனி	நாம்,	நமககு	நனகு	த்தரிந்த	பினவரும்	எடுத்துகைாடடுைகை	எடுத்துக	தைாள்்வாம்.

    d
dx

x x3 23( ) = ,     d
dx

x x3 25 3+( )= ,      d
dx

x x3 3
2

23−( )= ,

 d
dx

x e x3 23+( )= ,  d
dx

x x3 23−( )=p ,       ... 

 ்ம்ல	தைாடுகைபபடட	அகனத்து	எடுத்துகைாடடுைளிலும்	 3 2x ஆனது		 x3 , x3 5+ , x3 3
2− , 

x e3 + , x3 − p , ...	 ்பானற	 த்தாடகை	 நிகலச்	 சாரபுைளுகைான	 வருவித்்த	 சாரபு	 எனபக்த	
ைவனியுங்ைள்.	் மலும்	இதிலிருநது,	வருவித்்த	சாரபானது	ஒருகமத்	்தனகமகய	தைாணடுருபபினும்	
அ்தன	த்தாடகை	நிகலச்	சாரபானது	ஒருகமத்	்தனகம	வாயந்த்தாை	இருகை	்வணடியதில்கல	
எனபக்த	 நம்மால்	உணை	 முடிகிறது.	 ஆகையால்,	 3 2x 	 எனற	 வருவித்்த	 சாரபுகைான	 த்தாடகை	
நிகலச்	சாரபு	 x c3 + 	எனற	முடிவுககு	வருகி்றாம்.	

			 தைாடுகைபபடட	ஒவதவாரு	வருவித்்த	 சாரபுகைான	எணணற்ற	 த்தாடகை	நிகலச்	 சாரபுைள்,		
R எனும்	 தமயதயணைளின	 த்தாகுபபிலிருநது	 c -ஐ	 ்தனனிச்கசயாை	 ்்தரவு	 தசயயபபடுவ்தன		
மூலம்	 தபறபபடுகிறது.	 இவவகையான	 த்தாகையீடுைள்	 வகையறாத்	 த்தாகையீடுைள்	 என	
அகைகைபபடுகிறது.

தபாதுவாை,  d
dx

F x f x f x dx F x c( ) ( ) ( ) ( ) ,  = ⇒ = +∫  

இதில் c  ஆனது	த்தாகையிடல்	மாறிலி		என	அகைகைபபடுகிறது.

குறிப்புகள் 
 z F x( )  மற்றும் G x( )  எனற	இரு்வறு	த்தாடகை	நிகலச்	சாரபுைைானது	 f x( ) 	எனும்	ஒ்ை	

வருவித்்த	சாரகப	தபற்றிருககும்	எனில்,	அகவ	மாறிலி	உறுபபில்	மடடும்	்வறுபடும். 

 z f x dx( )∫  எனபது	வகையறாத்	த்தாகையீடு	என	அகைகைபபடுகிறது.

 z த்தாகையிடலுகைான	 குறியீடு	  [  ∫ ] -ஆனது	 “summation”	 எனற	 தசால்லின	 மு்தல்	
எழுத்்தான	S	-ஐ	்மலும்	கீழுமாை	நீடடித்து	தபறபபடட	வடிவம்	ஆகும்.

 z f x dx( )∫  எனப்தகன		x-ஐ	தபாறுத்்த	 f x( ) 	இன	த்தாகையீடு	எனப	படிகை	்வணடும். 

 z f x dx( )∫  இல் f x( ) [அ்தாவது	த்தாகையிடு்தலில்	த்தாகைகய	ைாண	்வணடியச்	சாரபு]	
ஆனது	த்தாகைகைாணபான	[த்தாகைகைாண	சாரபு]	என	அகைகைபபடுகிறது..

 z f x dx( )∫  இல் x	எனபது	த்தாகையிடல்	மாறி	என்பாம்.

 z “த்தாகையீடுகைான	தசயல்	முகறகய்ய”	த்தாகையிடல்	என்பாம்.

 z மாறிலிச்	சாரபாை	ைரு்தபபடும்	எந்த	ஒரு	தமயதயண		c-ம்	த்தாகையிடல்	மாறிலி	ஆகும்.

வரையர்ற  2.2
தைாடுகைபபடட	ஒரு	சாரபுகைான	த்தாகையீடகட	ைாணும்	தசயல்வழிமுகற,	சாரபின	த்தாகையிடல்	
என	வகையறுகைபபடுகிறது.
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44 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

2.1.2 த�ோரக நுணகணி�த்தின் இரு முககிய பணபுகள் (Two important properties 
of Integral Calculus)
(i) k  எனபது	ஏ்்தனும்	ஒரு	மாறிலி	எனில், k f x dx k f x dx( ) ( )= ∫∫  ஆகும்.

(ii) f x( )  மற்றும்	 g x( )  எனபன	இரு	த்தாடரச்சியுகடய	சாரபுைள்	எனில்,
f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( )±  = ±∫ ∫∫  ஆகும்.

த�ோரகயிடல் வழிமுர்றகள் (Methods of Integration)
 த்தாகையிடல்	வழி	முகறைளில்	மு்தனகமயான	நானகு	முகறைள்	பினவருமாறு,

(i) பிரித்துத்	த்தாகையிடல்.

(ii) பகுதிபபடுத்தி	த்தாகையிடல்.

(iii) பிைதியிடல்	முகறயில்	த்தாகையிடல்.

(iv) அடுககுைகை	படிபபடியாைக	குகறத்து	த்தாகையிடல்.

2.1.3 பிரித்துத் த�ோரகயிடல் (Integration by decomposition) 
 சில	 த்தாகைகைாணபானைளுககு	 [த்தாகைகைாண	 சாரபுைளுககு]	 ்நைடியாை	 அ்தன	
த்தாகையீடகட	ைாண	இயலாது,	ஆனால்	அவற்கற	கூடடல்	அல்லது	ைழித்்தல்	சாரபுைைாை	பிரித்து	
த்தாகையிடு்தலுககு	ஏதுவாை	மாற்றியகமத்து,	நமககு	ஏற்ைன்வ	த்தரிந்த	திடடமான	த்தாகையீடுைள்	
வாயிலாை	த்தாகையிட	இயலும்.	அவவகையான	சாரபுைளுககு	இம்	முகறகய	பயனபடுத்்தலாம்.

த�ோரகயிடல்களுககோன சில திட்டமோன முடிவுகள் (Some standard results of integration)

 வரக: I     

(i)  x dx x
n

cn
n

=
+

+
+

∫
1

1
,  n ≠ −1

(ii) ax b dx ax b
a n

cn
n

+( ) = +
+( ) +∫

+( ) 1

1
, n ≠ −1

நிரனவில் தகோள்க  !
சாரபு f(x) -ஐ	த்தாகையிடுை	எனபது 
d

dx
F x c f x( ) ( )+[ ] =  எனுமாறு	F(x) 

எனும்	சாரகப	ைாணபது	ஆகும். 

இங்கு	நாம்	் மலுள்ை	மு்தல்	மூனறு	த்தாகையிடல்	முகறைகை	மடடு்ம	விவாதிப்பாம்.	
ஏதனனில்	 அடுககுைகை	 படிபபடியாைக	 குகறத்து	 த்தாகையிடும்	 முகறயானது	
இபபாடத்திடடத்தின	்நாகைத்திற்கு	அபபாற்படடது.

குறிப்பு

எதிர	 வகையிடல்	 எனற	 தசயல்முகறயால்	 ்நைடியாை	 தபறபபடும்	 த்தாகையீடுைள்,	
த்தாகையிடலுகைான	திடடமான	முடிவுைள்	எனபபடும்.

குறிப்பு

y f x dx F x c= = +∫ ( ) ( )   
எனற	சாரகபக	தைாணடு	அகமயும்	
வகைவகைைளின	த்தாகுதிககு		

x = k		இல்	வகையபபடும்	
த்தாடு்ைாடுைள்	இகணயாை்வ	

இருககும்.
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எடுத்துககோட்டு 2.1 

 மதிபபிடுை ax bx c
x

dx
2 + +∫

தீர்வு:

  ax bx c
x

dx
2 + +∫  = ax bx cx dx

3
2

1
2

1
2+ +











−

∫

      = a x dx b x dx c x dx
3
2

1
2

1
2∫ ∫ ∫+ +

−

      = 2

5

2

3
2

5
2

3
2 1

2a b
c

x x x k+ + +

எடுத்துககோட்டு 2.2 

 மதிபபிடுை 2 1x dx+∫
தீர்வு:

 2 1x dx+∫  = 2 1

1
2

x dx+( )∫

  = 
2

3

1
3
2

x
c

+( )
+

எடுத்துககோட்டு 2.3 

 மதிபபிடுை dx
x2 3 2+( )∫

தீர்வு:

   dx
x2 3 2+( )∫  = 2 3

2
x dx+( )∫

−

  = −
+

+1
2 2 3( )x

c

எடுத்துககோட்டு 2.் 

 மதிபபிடுை x
x

dx+



∫ 1 2

தீர்வு:

  x
x

dx+



∫ 1 2

 = x
x

dx2
22 1+ +



∫

dx x c= +∫

a ax b dx ax b d ax bn n+( ) = +( ) +( )∫ ∫
                         =

+( )
+

+
+ax b

n
c

n 1

1

 (i)  1 1

1 1x
dx

n x
c

n n∫ = −
−( )

+
−

, n ≠ 1

(ii)
 

a
ax b

dx
d ax b

ax bn n+( )
=

+( )
+( )∫ ∫

= −
−( ) +( )

+−
1

1 1n ax b
cn , n ≠ 1
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  = x dx dx
x

dx2
22 1+ + ∫∫∫

     = x
x

cx
3

3
2

1+ − +

எடுத்துககோட்டு 2.் 

 மதிபபிடுை x x dx3 7 4+( ) −( )∫
தீர்வு:
 x x dx3 7 4+( ) −( )∫  = x x x dx4 34 7 28− + −( )∫     

    = x x x x c
5 2

5

7

2
284− + − +

எடுத்துககோட்டு 2.் 

 மதிபபிடுை 2 14 24
3

2x x
x

dx− +
−∫

தீர்வு:

 2 14 24
3

2x x
x

dx− +
−∫  = 

x x
x

dx
−( ) −( )

−∫
3 2 8

3
    

     = 2 8x dx−( )∫
     = x x c2 8− +

எடுத்துககோட்டு 2.் 

 மதிபபிடுை x
x

dx+
+∫ 2

2 3
தீர்வு:

 x
x

dx+
+∫ 2

2 3
= 1

2
2 3 2 3

1
2

1
2

x x dx+( ) + +( )












−

∫

       = 1
2

2 3
3 2 3

3
2 1

2x
x c+

+ +( ) ( )



























+

எடுத்துககோட்டு 2.் 

 மதிபபிடுை 1
2 2x x

dx
+ − −∫

ைாைணிைைாை	மாற்றியகமகை, 

2 14 24 3 2 82x x x x− + = −( ) −( )

எளியச்	சாரபுைைாை	பிரித்த்தழு்த
x

x

x

x

+
+

=
+( )

+( )

2
2 3

2 4

2 3

1
2

1
2

 

 =
+( ) +

+( )

















1
2

2 3 1

2 3
1
2

x

x

 

= +( ) + +( )












−1
2

2 3 2 3
1
2

1
2

x x
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47த�ொகை நுணைணி�ம்–I

தீர்வு:

 1
2 2x x

dx
+ − −∫

     = x x dx+ + −∫ 2 2
4

     = 16 2 2
3
2

3
2

x x c+ + −( ) ( )


















+

பயிறசி 2.1

	 பினவருவனவற்கற		x -ஐ	தபாறுத்து	த்தாகையிடுை

 1.  3 5x +     2. 9 42
2

2

x
x

−





  3. 3 2 5+( ) −( )x x   

 4. x x x3 2 3− +( )   5. 8 13
4 7
x

x
+

+
   6. 1

1 1x x+ + −
  

 7.  ′ = + =f x x b f( ) , ( )1 5 மற்றும்	 f ( )2 13= எனில், f x( ) 	-ஐ	ைாணை.

 8.  ′ = −f x x x( ) 8 23  மற்றும்	 f ( )2 8= எனில், f x( )  -ஐ	ைாணை. 

 வரக: II  

(i) 1
x

dx x c∫ = +log

(ii) 1 1
ax b

dx
a

ax b c
+

= + +∫ log

எடுத்துககோட்டு 2.ட 

 மதிபபிடுை   3 2 12x x
x

dx+ +∫
தீர்வு:

 3 2 12x x
x

dx+ +∫   = 3 2 1x
x

dx+ +



∫

  = 3
2

2
2x x x c+ + +log

எடுத்துககோட்டு 2.1ட 

 மதிபபிடுை   2
3 5x

dx
+∫

ைாைணகைாரிய	முகறயில்,

1
2 2

1
2 2

2 2
2 2x x x x

x x
x x+ − −

=
+ − −

× + + −
+ + −

   

                           = + + −x x2 2
4
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48 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

தீர்வு:

 2
3 5x

dx
+∫ = 2 1

3 5x
dx

+∫
  = 2

3
3 5log x c+ +

எடுத்துககோட்டு 2.11 

 மதிபபிடுை   x x
x

dx
2 2 3

1
+ +

+∫
தீர்வு:

 x x
x

dx
2 2 3

1
+ +

+∫    = x
x

dx+( ) +
+







∫ 1 2

1

  = x x x c
2

2
2 1+ + + +log

எடுத்துககோட்டு 2.12 

 மதிபபிடுை   x x
x

dx
3 25 9

2
+ −

+∫
தீர்வு:

 x x
x

dx
3 25 9

2
+ −

+∫ = x x
x

dx2 3 6 3
2

+ − +
+





∫

   = x x x x c
3 2

3
3

2
6 3 2+ − + + +log

எடுத்துககோட்டு 2.13 

 மதிபபிடுை   7 1
5 62

x
x x

dx−
− +∫

தீர்வு:

 7 1
5 62

x
x x

dx−
− +∫  = 20

3
13

2x x
dx

−
−

−




∫

          = 20
3

13
2

dx
x

dx
x−

−
−∫∫

          = 20 3 13 2log logx x c− − − +

எடுத்துககோட்டு 2.1் 

 மதிபபிடுை   3 2
2 32
x

x x
dx+

−( ) −( )∫

a
ax b

dx
d ax b

ax b+
=

+( )
+∫ ∫

                  = + +log ax b c

எளியச்	சாரபுைைாை	பிரித்த்தழு்த

x x
x

2 2 3
1

+ +
+

=
x x

x

2 2 1 2

1

+ +( ) +

+

                  = +( )+
+

x
x

1 2
1

எளிய	வகுத்்தல்	முகறயில்,

x x
x

x x
x

3 2
25 9

2
3 6 3

2
+ −

+
= + − +

+

பகுதி	பினனமாகைல்	முகறயில்,

      7 1
5 6 3 22

x
x x x x

−
− +

=
−

+
−

A B

⇒ −
− +

=
−

−
−

7 1
5 6

20
3

13
22

x
x x x x
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49த�ொகை நுணைணி�ம்–I

தீர்வு:

 3 2
2 32
x

x x
dx+

−( ) −( )∫

         = −
−

−
−

+
−( ) ( ) ( )











∫ 11 8 11

x x x
dx

2 2 32

         = −
−

−
−

+
−( ) ( ) ( )∫ ∫∫11

dx dx dx
x x x2

8
2

11
32  

 = − − +
−

+ − +11 2 8
2

11 3log logx
x

x c  = 11 3
2

8
2

log x
x x

c−
−

+
−

+

எடுத்துககோட்டு 2.1் 

 மதிபபிடுை   3 6 1
3 1

2

2

x x
x x

dx+ +
+( ) +( )∫

தீர்வு:

 3 6 1
3 1

2

2

x x
x x

dx+ +
+( ) +( )∫  = 1 2

x
x

x
dx

+( ) +
+( )











∫ 3 12

          = dx x dx
x x+( ) +

+( )∫∫ 3
2

12

          = log logx x c+ + + +3 12

         = log x x c+( ) +( ) +3 12

         = log x x x c3 23 3+ + + +

பயிறசி 2.2

 பினவருவனவற்கற	x -ஐ	தபாறுத்து	த்தாகையிடுை.

 1. 2 1
2

2

x
x

−





  2.  x x
x

4 2 2
1

− +
−

   3.  x
x

3

2+
 

 4.  x x x
x

3 23 7 11
5

+ − +
+

  5.  3 2
2 3
x

x x
+

−( ) −( )   6.  4 2 6
1 3

2

2
x x

x x
+ +

+( ) −( )
 

 7. 3 2 5
1 5

2

2

x x
x x

− +
−( ) +( )   8.  ′ =f x

x
( ) 1  மற்றும்	 f ( )1

4
= p எனில்,	 f x( ) 	-ஐ	ைாணை.

 வரக: III    

   (i) e dx e cx x= +∫     (ii) e dx
a

e cax b ax b+ += +∫ 1

பகுதி	பினனமாகைல்	முகறயில்,

    3 2
2 3 2 2 32 2
x

x x x x x
+

−( ) −( )
=

−( ) +
−( )

+
−( )

A B C                        

⇒ +
−( ) −( )

= −
−( ) −

−( )
+

−( )
3 2
2 3 2 2 32 2
x

x x x x x
11 8 11

பகுதி	பினனமாகைல்	முகறயில்,

     3 6 1
3 1 3 1

2

2 2

x x
x x x

x
x

+ +
+( ) +( ) =

+( ) +
+( )

A B +C                          

⇒ + +
+( ) +( ) =

+( ) +
+( )

3 6 1
3 1 3 1

2

2 2

x x
x x x

x
x

1 2
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 (iii) a dx
a

a cx x= +∫ 1
log

, a > 0  மற்றும் a ≠ 1

 (iv) a dx
m a

a cmx n mx n+ +∫ = +1
log

, a > 0 மற்றும் a ≠ 1

எடுத்துககோட்டு 2.1் 

 மதிபபிடுை   32 3x dx+∫
தீர்வு:
 32 3x dx+∫ = ⋅∫3 32 3x dx

     = 3 33 2x dx∫  

    = +27 3
2 3

2x

c
log

எடுத்துககோட்டு 2.1் 

 மதிபபிடுை   e
e

dx
x

x
+∫ 7

தீர்வு:

 e
e

dx
x

x
+∫ 7  = 1 7+( )−∫ e dxx

            = x e cx− +−7

எடுத்துககோட்டு 2.1் 

 மதிபபிடுை   5 5 2+
+ −∫ e

e e
dx

x

x x

தீர்வு:

       5 5 2+
+ −∫ e

e e
dx

x

x x = 5
e e e

e e
dx

x x x

x x

−

−

+( )
+∫

          = 5 e dxx∫
           = 5e cx +

எடுத்துககோட்டு 2.1ட 

 மதிபபிடுை   e
e

dxx
x+



∫ 1 2

ma dx a d mx nmx n mx n+ +∫ ∫= +( )

                    = ++1
log a

a cmx n , 

                    a > 0  மற்றும் a ≠ 1
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51த�ொகை நுணைணி�ம்–I

தீர்வு:

 e
e

dxx
x+



∫ 1 2

 = e
e

dxx
x

2
2
1 2+ +



∫

   = e e dxx x2 2 2+ +( )−∫

   = e e x c
x x2 2

2 2
2− + +

−

பயிறசி 2.3

 பினவருவனவற்கற		x -ஐ	தபாறுத்து	த்தாகையிடுை.

 1.  e e ex a a a n xlog log log+ −   2. a e
e b

x x b

x a x
− log

log    3. e ex x+( )1
2

 

 4.  e e
e

x x

x

3 3− −

    5.  e e
e e

x x

x x

3 5+
+ −     6. 1 1

1

2−





+





x

x
xe

 7.  1
2x xlog( )

      8.   ′ =f x ex( ) மற்றும்	 f ( )0 2= எனில், f x( ) 	-ஐ	ைாணை.

 வரக: IV   

 (i) sin cosx dx x c= − +∫  (ii) sin( ) cosax b dx
a

ax b c+ = − +( )+∫ 1

 (iii)  cos sinx dx x c= +∫  (iv) cos( ) sin( )ax b dx
a

ax b c+ = + +∫ 1

 (v)  sec tan2 x dx x c= +∫  (vi) sec ( ) tan( )2 1ax b dx
a

ax b c+ = + +∫  

 (vi)  cosec cot2 x dx x c= − +∫  (viii) cosec cot2 1ax b dx
a

ax b c+( ) = − +( ) +∫

எடுத்துககோட்டு 2.2ட 

 மதிபபிடுை   2 5sin cosx x dx−( )∫
தீர்வு:
 2 5sin cosx x dx−( )∫  = 2 5sin cosx dx x dx− ∫∫
      = − − +2 5cos sinx x c

எடுத்துககோட்டு 2.21 

 மதிபபிடுை sin2 x dx∫

2
2

ax b e dxax bx c+( ) + +∫
 = + +( )+ +∫ e d ax bx cax bx c2 2

 = ++ +e kax bx c2
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தீர்வு:
 sin2 x dx∫  = 1

2
1 2−( )∫ cos x dx

     = 1
2

2dx x dx−



∫∫ cos

       = 1
2

2
2

x x c−





+sin

எடுத்துககோட்டு 2.22 

 மதிபபிடுை   cos
sin cos

2
2 2

x
x x

dx∫
தீர்வு:
  cos

sin cos
2

2 2
x

x x
dx∫  = cosec sec2 2x x dx−( )∫

  = − − +cot tanx x c

எடுத்துககோட்டு 2.23 

 மதிபபிடுை   1 2+∫ sin x dx

தீர்வு:

 1 2+∫ sin x dx  = sin cosx x dx+( )∫
2

  = sin cosx x dx+( )∫
  = − + +cos sinx x c

எடுத்துககோட்டு 2.2் 

 மதிபபிடுை   cos3 x dx∫
தீர்வு:

 cos3 x dx∫  = 1
4

3 3
4

cos cosx dx x dx∫ ∫+

  = sin sin3
12

3
4

x x
c+ +

பயிறசி 2.4

பினவருவனவற்கற		x-ஐ	தபாறுத்து	த்தாகையிடுை. 

 1.  2 3 4 52 2cos sin secx x x x− + − cosec   2. sin3 x

 3. cos sin
cos

2 2 2

2
x x

x
+       4.   1

2 2sin cosx x
 [குறிபபு	:	 sin cos2 2 1x x+ = ] 5. 1 2− sin x

எளியச்	சாரபுைைாை	பிரித்த்தழு்த
cos sin2 1 2 2x x= −

∴ = −sin ( cos )2 1
2

1 2x x

எளியச்	சாரபுைைாை	பிரித்த்தழு்த
cos

sin cos
cos sin
sin cos

2
2 2

2 2

2 2
x

x x
x x
x x

= −

                     = −1 1
2 2sin cosx x

                     = −cosec sec2 2x x

எளியச்	சாரபுைைாை	பிரித்த்தழு்த
1 2 22 2+ = + +sin sin cos sin cosx x x x x

              = +( )sin cosx x
2

எளியச்	சாரபுைைாை	பிரித்த்தழு்த
     cos cos cos3 4 33x x x= −

     cos cos cos3 1
4

3 3x x x= +[ ] 

                = +1
4

3 3
4

cos cosx x
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53த�ொகை நுணைணி�ம்–I

2.1.் பகுதிப்படுத்தித் த�ோரகயிடல் (Integration by parts)
வரக: V 
1. u மற்றும்	v		எனபன		x -ல்	அகமந்த	வகையிடத்்தகை	சாரபுைள்	எனில் 

   d
dx

uv u dv
dx

v du
dx

( ) = +  எனபது	நமககு	த்தரிந்த்்த.

 இருபுறமும்		x -ஐ	தபாறுத்து	த்தாகையிட, 

  d
dx

uv dx u dv
dx

dx v du
dx

dx∫ ∫ ∫= +( )

  ⇒             d uv udv v du( ) = + ∫∫∫
           uv udv vdu= + ∫∫
       ∴ = −∫∫udv uv vdu

 தபாதுவாை,	த்தாகைகைாணபாகன	இரு	தவவ்வறு	சாரபுைளின	தபாருகைலாை்வா	அல்லது	
்நைடியாை	 த்தாகையிட	 முடியா்த	 சாரபாை்வா	 அகமயும்தபாழுது,	 இம்முகறயானது	 மிைவும்	
பயனுள்ை்தாை	இருககும்.	இம்முகறகய	சரியாை	கையாள்வது	எனபது	u எனற	சாரகப	த்தரிவு	
தசயவதில்	உள்ைது.

	 என்வ,	பினவரும்	வழிகைாடடு்தல்ைகைப	பயனபடுத்தி	u எனற	சாரகப	த்தரிவு	தசயயலாம்.

(i) 	த்தாகைகைாணபான	 ஆனது	 ்நைடியாை	 த்தாகையிட	 இயலா்த	 ஒ்ை	 ஒரு	 சாரகப	
மடடும்	தைாணடு	அகமயுமானால்,	அத்த்தாகைகைாணபாகன	u		எனக	தைாள்ை.	

(ii) 	த்தாகைகைாணபான	ஆனது	 ்நைடியாை	 த்தாகையிட	 இயலா்த	 சாரபுபபகுதி	 மற்றும்	
த்தாகையிடக	 கூடிய	 சாரபுபபகுதி	 எனக	 தைாணடு	 அகமயும்தபாழுது,	 த்தாகையிட	
இயலா்த	சாரபுபபகுதிகய	u		எனக	தைாள்ை.	

(iii) 	த்தாகைகைாணபான	ஆனது	இரு	்நைடியாை	த்தாகையிடக	கூடிய	சாரபுபபகுதிைகை	
தைாணடும்,	 அதில்	 ஒனறின	 வடிவமானது	 xn, n ஒரு	 மிகை	 முழு	 எண	 என	
அகமயும்தபாழுது,	அந்த	xn		எனும்	சாரபுபபகுதிகய	u		எனக	தைாள்ை.	

(iv) 	மற்ற	 அகனத்து	 நிகலைளுககும்	 u-ன	 ்்தரவானது	 நம்	 விருபபத்க்தப	
தபாறுத்்தது.  

 (அல்லது)  நாம்	“I L A T E” எனும்	தசால்லில்	உள்ை	எழுத்துைளின	வரிகசயினபடி	மு்தலில்	
வரும்	சாரபுபபகுதிகய	u	எனும்	சாரபாை	நிரணயம்	தசயயலாம்.
இதில்,	 I			எனபது	்நரமாறு	திரி்ைாணமிதிச்	சாரகபயும்	[	Inverse	trigonometric	function],
																	 L		 எனபது	மடககைச்	சாரகபயும்	[Logarithmic	function],
																	 A		எனபது	இயற்ைணி்தச்	சாரகபயும்	[Algebraic	function],
																	 T		எனபது	திரி்ைாணமிதிச்	சாரகபயும்	[Trigonometric	function],
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54 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

	 									 E	எனபது	அடுககைச்	சாரகபயும்	[exponential	function]	குறிககினறது.	
	 ்மலும்,	மீ்தமுள்ை	சாரகபயும்	மற்றும்		dx	-ஐயும்	் சரத்து	dv	என	எடுத்துக	தைாள்ை்வணடும்.

2.		 u		மற்றும்	v			எனபன		x	-ல்	அகமந்த	இரு	சாரபுைள்	எனில்,	 udv uv u v u v u v= − ′ + ′′ − ′′′ +∫ 1 2 3 ...
ஆகும்.	

										இதில்	 ′ ′′ ′′′u u u, , , . . .   எனபன	u -ன	அடுத்்தடுத்்த	வகையிடல்ைள்	ஆகும்.	
										மற்றும்	v v v1 2 3, , , . . . எனபன	v		-ல்	மீணடும்	மீணடும்	தசயகினற	த்தாகையீடுைள்	ஆகும். 

எடுத்துககோட்டு 2.2் 

 மதிபபிடுை   xe dxx∫
தீர்வு:  
 xe dxx∫  = ∫udv

  = − ∫uv vdu

  = − ∫xe e dxx x

  = − +xe e cx x

  = e x cx ( )− +1

எடுத்துககோட்டு 2.2் 

 மதிபபிடுை   x e dxx3∫
தீர்வு:  
 x e dxx3∫  = udv∫
  = uv u v u v u v− ′ + ′′ − ′′′ +1 2 3 ...

  = x e x e xe e cx x x x3 23 6 6− + − +

  = e x x x cx 3 23 6 6− + − +( )

� 2	-ல்	குறிபபிடபபடட	சூத்திைமானது	தபர்னாலியின	சூத்திைம்	ஆகும்.
� தபர்னாலியின	 சூத்திைமானது	 u xn= , n	 ஒரு	 மிகை	 முழு	 எண	 எனும்	 ்பாது	
பயனபடுத்்தபபடும்.

குறிப்பு

u x= 	மற்றும்
			வகையிட
du dx=

dv e dxx= எனை.
த்தாகையிட
        v ex=

அடுத்�டுத்து  
வரகயிட

மீணடும் மீணடும் 
த�ோரகயிட

        u x= 3

       ′ =u x3 2

       ′′ =u x6

       ′′′ =u 6  

        dv e dxx=  என்க. 
         v ex=

         v ex
1 =

         v ex
2 =

         v ex
3 =
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55த�ொகை நுணைணி�ம்–I

எடுத்துககோட்டு 2.2் 

 மதிபபிடுை x x dx3∫ log  

தீர்வு:
 x x dx3∫ log  = udv∫
  =  uv vdu− ∫
  = x x x dx

4
3

4
1
4

log − ∫
  = x x x c

4 4

4
1
4 4

log −






+

  = x x c
4

4
1
4

log −





+

எடுத்துககோட்டு 2.2் 

 மதிபபிடுை    log x dx( )∫
2

தீர்வு:

 log x dx( )∫
2

 = ∫udv

  = − ∫uv vdu

  = ( ) − ∫x x x dxlog log2 2 ... (*)

  = ( ) − ∫x x udvlog 2 2

  = ( ) − −



∫x x uv vdulog 2 2

  = ( ) − −



∫x x x x dxlog log2 2

  = ( ) − + +x x x x x clog log2 2 2

  = ( ) − +



 +x x x clog log2 2 2

எடுத்துககோட்டு 2.2ட 

 மதிபபிடுை   x x e dxx2 2 5− +( )∫ −

தீர்வு:  
 x x e dxx2 2 5− +( )∫ −  = ∫udv

  = − ′ + ′′ − ′′′ +uv u v u v u v1 2 3 ...

u x= log மற்றும்
வகையிட

      du
x

dx= 1

dv x dx= 3 எனை.
த்தாகையிட

        v x=
4

4

u x= (log )2 	மற்றும்
வகையிட

du x
x

dx= ( ) 





2 1log

dv dx= 	எனை.
த்தாகையிட	

       v x=    

அடுத்�டுத்து  வரகயிட மீணடும் மீணடும் 
த�ோரகயிட

u x x= − +2 2 5 	மற்றும்

′ = −u x2 2

′′ =u 2  

dv e dxx= − 	எனை.
 v e x= − −

v e x
1 = −

v e x
2 = − −

 (*) -ல்	உள்ை log x dx∫  -ககு

u x= log 	மற்றும்
வகையிட

      du
x

dx= 1

dv dx= 	எனை.
த்தாகையிட
        v x=  
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56 12 ஆம் வகுப்பு வணிைக் ைணி�ம் மற்றும் புள்ளியியல்

  = − +( ) −( ) − −( ) + −( ) +− − −x x e x e e cx x x2 2 5 2 2 2    

  = +− − −( )e x x c2 5

பயிறசி 2.5

பினவருவனவற்கற		x -ஐ	தபாறுத்து	த்தாகையிடுை. 

 1. xe x−    2. x e x3 3   3. log x   4. x xlog   

 5. x xn log   6. x ex5 2
    

2.1.்  பிைதியிடல் முர்றயில் அல்லது மோறிரய மோறறி அரமககும் முர்றயில் 
த�ோரகயிடல் (Integration by substitution (or) change of variable method)

 குறிபபிடட	 சில	 சாரபுைளுகைான	 த்தாகையிடலில்	 அ்தற்ைான	 த்தாகையீடகட	 ்நைடியாை	
தபற	இயலாது,	 ஏதனனில்	அகவ	்ம்ல	விவாதிகைபபடட	 எந்த	ஒரு	திடடமான	வடிவத்க்தயும்	
தபற்றிருகைாது.	 ஆனால்	 தபாருத்்தமான	 ஒனகற	 பிைதியிடுவ்தன	 மூலமாை	 ஒரு	 திடடமான	
வடிவத்திற்கு	மாற்றியகமகைலாம்.	தபாருத்்தமான	பிைதியிடல்	மூலமாை	ஒரு	திடடமான	வடிவத்திற்கு	
மாற்றி	த்தாகையீடு	தசயயும்	முகறயானது	பிைதியிடல்	முகறயில்	த்தாகையிடல்	எனபபடும்.

வரக: VI   

1. f x f x dx
f x

n
c n

n
n

( )  ′ = [ ]
+

+ ≠ −∫
+

( )
( )

,
1

1
1

2. ′ = +∫ f x
f x

dx f x c( )
( )

log ( )

3. ′ = +∫ f x
f x

dx f x c( )
( )

( )2

4. e f x f x dx e f x cx x∫ + ′  = +( ) ( ) ( )

5. e a f x f x dx e f x cax ax∫ + ′  = +( ) ( ) ( )

எடுத்துககோட்டு 2.3ட 

 மதிபபிடுை   x
x

dx2 1+∫    

தீர்வு:

 x
x

dx2 1+∫  =
+∫1

2
2

12
x

x
dx

= ′∫1
2

f x
f x

dx( )
( )

f x x( ) = +2 1 	எனை.

  ∴   ′ =f x x( ) 2

12th BM Ch 2 Integral calculus –I  _TM.indd   56 09-03-2019   09:53:28



57த�ொகை நுணைணி�ம்–I

  = [ ]+1
2

log ( )f x c

  = + +1
2

12log x c

எடுத்துககோட்டு 2.31 

 மதிபபிடுை   x

x
dx

2 1+
∫

தீர்வு:

  x

x
dx

2 1+
∫  =

+
∫1

2
2

12

x

x
dx  

  = ′∫1
2

f x
f x

dx( )
( )

  = 



 +1

2
2 f x c( )

  = + +x c2 1

எடுத்துககோட்டு 2.32 

 மதிபபிடுை   x x dx2 1+∫
தீர்வு:

  x x dx2 1+∫  = +( ) ( )∫1
2

1 22

1
2

x x dx

  = ( )  ′∫1
2

1
2

f x f x dx( )

  = [ ] +1
2

3
2

3
2

f x
c

( )

  = +( ) +1
3

12

3
2

x c

எடுத்துககோட்டு 2.33 

 மதிபபிடுை   x

x
dx

3

2 3
1+( )∫

  nax
ax b

dx
d ax b

ax b

n

n

n

n

−

+
=

+( )
+∫ ∫

1

                        = + +log ax b cn

f x x( ) = +2 1  எனை.

  ∴   ′ =f x x( ) 2

 

nax

ax b
dx

d ax b

ax b

n

n

n

n

−

+
=

+( )
+

∫ ∫
1

                                  = + +2 ax b cn

f x x( ) = +2 1  எனை.

  ∴   ′ =f x x( ) 2
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தீர்வு:

  x

x
dx

3

2 3
1+( )∫ =

+( )∫ x

x
x dx

2

2 3
1

  = −∫1
2

1
3

z
z

dz

  = −



∫1

2
1 1
2 3z z

dz

  = − +





+1
2

1 1
2 2z z

c

  =
+( )

−
+( ) +1

4 1

1
2 12 2 2

x x
c

எடுத்துககோட்டு 2.3் 

 மதிபபிடுை   dx
x x3 1+( )∫

தீர்வு:

  dx
x x3 1+( )∫  =

+( )∫ x
x x

dx
2

3 3 1
                                                                                                                                                                                                                

  =
+( )∫1

3 1
dz

z z
dz

  = −
+





∫1

3
1 1

1z z
dz

  = − +  +1
3

1log logz z c

  =
+

+1
3 1

log z
z

c

  =
+

+1
3 1

3

3log x
x

c

எடுத்துககோட்டு 2.3் 

 மதிபபிடுை  x e dxx3 2

∫
தீர்வு:

 x e dxx3 2

∫  = ∫ x e x dxx2 2
( )

  z x= +2 1  எனை.

   ∴ = −x z2 1  மற்றும்

      dz x dx= 2  ஆகும்.

⇒ =dz x dx
2

z x= 3 	எனை.

    ∴ dz x dx= 3 2           

  ⇒  dz x dx
3

2= ,

பகுதி	பினனமாகைல்	முகறயில்,

       1
1 1z z z z+( ) = +

+
A B

   ⇒
+( ) = −

+
1

1
1 1

1z z z z

z x= 2   எனை.
     ∴ =dz x dx2

  ⇒  dz x dx
2

=
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59த�ொகை நுணைணி�ம்–I

  = ∫1
2

z e dzz

  = −  +1
2

1e z cz ( )    [பகுதிபபடுத்தித்	த்தாகையிடுவ்தன	மூலமாை]

  = −





+1
2

1
2 2e x cx ( )

எடுத்துககோட்டு 2.3் 

 மதிபபிடுை  e x x dxx∫ +( )2 2

தீர்வு:
  e x x dxx∫ +( )2 2 = ( ) + ′ ( ) ∫ e f x f x dxx

  = +ex f x c( )

  = +ex x c2

எடுத்துககோட்டு 2.3் 

 மதிபபிடுை   xe
x

dx
x

1 2+( )∫
தீர்வு: 

 xe
x

dx
x

1 2+( )∫

         =
+∫ + −

+( )

















e
x

dxx

x
1

1
1

1 2

               = ( ) ( )∫ + ′





e f x x dxx f

             = +ex f x c( )

             =
+

+ex

x
c

1

எடுத்துககோட்டு 2.3் 

 மதிபபிடுை  e x
x

dxx2
2

2 1
4

−



∫

தீர்வு:

 e x
x

dxx2
2

2 1
4

−



∫  

f x x( ) = 2  எனை.

  ∴ ′ =f x x( ) 2

பகுதி	பினனமாகைல்	முகறயில்,

       x
x x x1 1 12 2+( )

=
+

+
+( )

A B   

⇒
+( )
x
x1 2   =

+
+ −

+( )
1

1
1

1 2x x

மற்றும்	                                      

f x
x

( ) =
+
1

1
	எனை.

∴ ′ = −
+( )

f x
x

( ) 1
1 2
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 = 





+ −







∫1

4
2 1 12

2e
x x

dxx

 = + ′ ∫1
4

e a f x f x dxax ( ) ( )

 =   +1
4

e f x cax ( )

 = +1
4

2

x
e cx

எடுத்துககோட்டு 2.3ட 

  மதிபபிடுை  1 1
2log logx x

dx−
( )











∫

தீர்வு:

 1 1
2log logx x

dx−
( )











∫  = −



∫ 1 1

2z z
e dzz

   = + ′ ∫ e f z f z dzz ( ) ( )

   = ( ) +e f z cz

   = 





+e
z

cz 1

   = +x
x

c
log

பயிறசி 2.6

பினவருவனவற்கற	x	-ஐ	தபாறுத்து	த்தாகையிடுை.

1. 2 5
5 72

x
x x

+
+ −

 2. e
x

x3

4 1

log

+
   3. e

e

x

x

2

2 2−
   4. 

log x
x

( )3

 

5. 6 7

3 7 12

x

x x

+

+ −
 6. 4 2 12x x x+( ) + +   7. x x8 9 5

1+( )   8. x e
x e

e x

e x

− −+
+

1 1

9. 1
x xlog

   10. x
x x2 3 24 2− −

   11. e x xex x1+( ) ( )log  12. 1
12x x +( )

13. e
x x

x 1 2
2 3−





 14. e x
x

x −
+











1
1 3( )

  15. e x
x

x3
2

3 1
9

−





 

இங்கு, 2 1

4 2

x

x

− = 1
2

1

4 2x x
+ −

                    = 





+ −









1
4

2 1 1
2x x

மற்றும்		a = 2,

f x
x

( ) = 1  எனை.

∴ ′ = −f x
x

( ) 1
2

z x= log  எனை.

    ∴ =dz
x

dx1   

⇒ =dx e dzz   x ez= 

மற்றும் f z
z

( ) = 1  எனை.

       ∴ ′ = −f z
z

( ) 1
2
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61த�ொகை நுணைணி�ம்–I

2.1.் சில சி்றப்பு வரகத் த�ோரகயீடுகள் (Some special types of Integrals)
வரக: VII    

 dx
ax bx c2 + +∫  , dx

ax bx c2 + +
∫  மற்றும்	 ax bx c dx2 + +∫  ஆகிய	 வடிவில்	 உள்ை	

த்தாகையீடுைகை	மதிபபிட,		மு்தலாவ்தாை	நாம்	ax bx c2 + + 	-ஐ	இரு	வரகைங்ைளின	கூடு்தலாை்வா	
அல்லது	ைழித்்தலாை்வா	 [வரகை	நிகறவாகைல்	முகறயில்]	 	விவரித்து,	அ்தாவது	 x +( ) +α β2 2 	
(அல்லது)	 x +( ) −α β2 2  (அல்லது)	 β α2 2− +( )x 	 என	மாற்றியகமத்து	கீ்ை	தைாடுகைபபடடுள்ை	
சூத்திைங்ைளில்	இருநது	தபாருத்்தமான		சூத்திைத்க்தப	பயனபடுத்தி	த்தாகையீடு	ைாண	்வணடும்.

1. dx
a x a

a x
a x

c2 2
1

2−
= +

−
+∫ log      2. dx

x a a
x a
x a

c2 2
1

2−
= −

+
+∫ log

  3.   dx

x a
x x a c

2 2
2 2

−
= + − +∫ log      4.  dx

x a
x x a c

2 2
2 2

+
= + + +∫ log

  5. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log

  6. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log

எடுத்துககோட்டு 2.்ட 

 மதிபபிடுை  dx
x16 2−∫

தீர்வு: 
 dx

x16 2−∫  =
−∫ dx

x42 2

  = ( )
+
−

+1
2 4

4
4

log x
x

c

  = +
−

+1
8

4
4

log x
x

c

எடுத்துககோட்டு 2.்1 

  மதிபபிடுை dx
x1 25 2−∫

தீர்வு:  

 dx
x1 25 2−∫  =







−
∫1

25 1
5

2
2

dx

x
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62 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

  =






+

−



















+1
25

1

2 1
5

1
5
1
5

log
x

x
c

  = +
−

+1
10

1 5
1 5

log x
x

c

எடுத்துககோட்டு 2.்2 

 மதிபபிடுை dx
x x2 2+ −∫

தீர்வு: 
 dx

x x2 2+ −∫  =






− −





∫ dx

x3
2

1
2

2 2

  =
+ −

− −

















+1
2 3

2

3
2

1
2

3
2

1
2

log
x

x
c

  = +
−

+1
3

2 2
4 2

log x
x

c

  = +
−

+1
3

1
2

log x
x

c

எடுத்துககோட்டு 2.்3 

 மதிபபிடுை dx
x4 12 −∫

தீர்வு:
 dx

x4 12 −∫  =
−





∫ dx

x4 1
4

2

  =
− 





∫1
4 1

2
2

2
dx

x

  =






−

+



















+1
4

1

2 1
2

1
2
1
2

log
x

x
c

   = −
+

+1
4

2 1
2 1

log x
x

c

 m
a mx

dx d mx
a mx2 2 2 2−

∫ =
−

∫
( )

( )
( )

                  = +
− +1

2a
a mx
a mx clog

வரகை	நிகறவாகைல்	முகறயில்,

2 22 2+ − = − − x x x x

                = − −





−












2 1
2

1
4

2

x

                = 





− −





3
2

1
2

2 2

x

m
mx a

dx d mx
mx a( )

( )
( )− −∫ = ∫2 2 2 2

                      = −
+ +1

2a
mx
mx ca

alog
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63த�ொகை நுணைணி�ம்–I

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை    x
x

dx
2

2 25−∫
தீர்வு:

 x
x

dx
2

2 25−∫  =
−( ) +

−∫
x

x
dx

2

2

25 25

25

  = +
−







∫ 1 25

252x
dx

  = +
−∫∫dx dx

x
25

252

  = + ( )
−
+









 +x x

x
c25 1

2 5
5
5

log

  = + −
+

+x x
x

c5
2

5
5

log

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை  dx
x x2 3 2− +∫

தீர்வு:

  dx
x x2 3 2− +∫  =

−





− 





∫ dx

x 3
2

1
2

2 2

  =






−





−

−





+
+1

2 1
2

3
2

1
2

3
2

1
2

log
x

x
c

  = −
−

+log 2 4
2 2

x
x

c

  = −
−

+log x
x

c2
1

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை dx

x4 92 −
∫

வரகை	நிகறவாகைல்	முகறயில்

x x x2
2

3 2 3
2

9
4

2− + = −





− +

                 = −





−x 3
2

1
4

2

                 = −





− 





x 3
2

1
2

2 2
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தீர்வு:

  dx

x4 92 −
∫  =

−





∫ dx

x4 9
4

2

  =

− 





∫1
2 3

2
2

2

dx

x

  = + − 





+1
2

3
2

2
2

log x x c

  = + − +1
2

9
4

2log x x c

  = + − +1
2

2 4 92log x x c

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை dx

x x2 3 2− +
∫

தீர்வு:
 dx

x x2 3 2− +
∫  =

−





− 





∫ dx

x 3
2

1
2

2 2

  = −





+ −





− 





+log x x c3
2

3
2

1
2

2 2

  = −





+ − + +log x x x c3
2

3 22

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை dx

x2 25+
∫

தீர்வு:
  dx

x2 25+
∫  =

+
∫ dx

x2 25

       = log x x c+ + +2 25   

      = + + +log x x c2 25

m

mx a
dx

d mx

mx a( ) −
= ( )

( ) −
∫ ∫2 2 2 2

                           = + ( ) − +log mx mx a c2 2

m n k clog ± =

குறிப்பு

வரகை	நிகறவாகைல்	முகறயில்

x x2 3 2− + = x −





− +3
2

9
4

2
2

                  = −





− 





x 3
2

1
2

2 2
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65த�ொகை நுணைணி�ம்–I

எடுத்துககோட்டு 2.்ட 

 மதிபபிடுை  dx

x x2 4 8+ +
∫

தீர்வு:

  dx

x x2 4 8+ +
∫  =

+( ) +
∫ dx

x 2 22 2

  = +( ) + +( ) + +log x x c2 2 22 2

  = +( ) + + + +log x x x c2 4 82

எடுத்துககோட்டு 2.்ட 

 மதிபபிடுை  x dx

x

3

8 1+
∫

தீர்வு:

 x dx

x

3

8 1+
∫  =

( ) +
∫1

4
4

1

3

4 2 2

x dx

x

  = + ( ) + +1
4

14 4 2 2log x x c

  = + + +1
4

14 8log x x c

எடுத்துககோட்டு 2.்1 

 மதிபபிடுை  x dx2 16−∫
தீர்வு:

 x dx2 16−∫  = −∫ x dx2 24

  = − − + − +x x x x c
2

4 4
2

42 2
2

2 2log

  = − − + − +x x x x c
2

16 8 162 2log

எடுத்துககோட்டு 2.்2 

 மதிபபிடுை  x dx2 5+∫

வரகை	நிகறவாகைல்	முகறயில்

x x x2 24 8 2 4 8+ + = +( ) − +

                  = +( ) +x 2 22 2

m

mx a
dx

d mx

mx a( ) +
= ( )

( ) +
∫ ∫2 2 2 2

= + ( ) + +log mx mx a c2 2
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தீர்வு:

 x dx2 5+∫  = + ( )∫ x dx2 2
5

  = + ( ) +
( )

+ + ( ) +x x x x c
2

5
5

2
52 2

2

2 2
log

  = x x x x c
2

5 5
2

52 2+ + + + +log

எடுத்துககோட்டு 2.்3 

 மதிபபிடுை    4 92x dx+∫
தீர்வு:

 4 92x dx+∫
  = ( ) + ( )∫1

2
2 3 22 2x d x

  = ( ) + + + ( ) +








 +1

2
2
2

2 3 3
2

2 2 32 2
2

2 2x x x x clog

  = + + + + +x x x x c
2

4 9 9
4

2 4 92 2log

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை  x x dx2 4 3− +∫
தீர்வு:

 x x dx2 4 3− +∫
  = −( ) −∫ x dx2 12 2

  =
−( ) −( ) − − −( )+ −( ) − +

x
x x x c

2
2

2 1 1
2

2 2 12 2 2 2log

  =
−( ) − + − −( )+ − + +

x
x x x x x c

2
2

4 3 1
2

2 4 32 2log

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை  1

12x x
dx

− −
∫

m mx a dx( ) +∫ 2 2 = ( ) + ( )∫ mx a d mx2 2

 = ( ) + + + ( ) + +mx mx a a mx mx a c
2 2

2 2
2

2 2log

வரகை	நிகறவாகைல்	முகறயில்,

x x x

x

x x x

2 2

2 2

2 2 2

4 3 2 4 3

2 1

4 3 2 1

− + = −( ) − +

= −( ) −

∴ − + = −( ) −
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67த�ொகை நுணைணி�ம்–I

தீர்வு:
1

12x x
dx

− −
∫

= + −



∫ x x dx2 1

= + −∫∫ xdx x dx2 1

= + − − + − +x x x x x c
2

2 2

2 2
1 1

2
1log

பயிறசி 2.7

பினவருவனவற்கற		x -ஐ	தபாறுத்து	த்தாகையிடுை: 
1. 1

9 16 2− x
2. 1

9 8 2− −x x
3. 1

2 92x −
4. 1

22x x− −

5. 1
3 22x x+ +

6. 1
2 6 82x x+ −

7. e
e

x

x2 9−
8. 1

9 72x −

9. 1

6 132x x+ +
10. 1

3 22x x− +
11. x

x

3

8 1−
12. 1 2+ +x x

13. x2 2− 14. 4 52x − 15. 2 4 12x x+ +  16. 1

12x x+ −

2.2 வரையறுத்� த�ோரகயீடுகள் (Definite integrals)
இதுவகை	நாம்	வகையறாத்	த்தாகையிடல்ைளில்	அடிபபகட	இயற்ைணி்தச்	சாரபு,	அடுககைச்	

சாரபு,	 திரி்ைாணமிதிச்	 சாரபு	 மற்றும்	 மடககைச்	 சாரபு	 ஆகியவற்கற	 பயனபடுத்தி	 த்தாகையீடு	
ைாணும்	முகறைகைப	பற்றித்	த்தரிநதுக	தைாண்டாம்.	இனி	நாம்	வகையறுத்்த	த்தாகையீடுைகைப	
பற்றி	படிகைலாம்.

வடிவியலில்,	வகையறுத்்த	த்தாகையீடான f x dx
a

b

( )∫ ஆனது	ஒரு	கூடடுத்	த்தாகையின	எல்கல

மதிபபாைக	 குறிகைபபடுகிறது.	 ்மலும்	 இது, y f x= ( )  எனற	 சமனபாடடிற்குறிய	 வகைவகை,		
x -அச்சு	மற்றும்	x = a, x = b		எனும்	குத்்தாயங்ைைால்	அகடபடும்	பைபபைவு	எனவும்	குறிபபிடபபடுகிறது. 

2.2.1 த�ோரக நுணகணி�த்தின் அடிப்பரடத் ந�ற்றஙகள் 
(The fundamental theorems of Integral Calculus)

ந�ற்றம்  2.1 நுணகணி�த்தின் மு�ல் அடிப்பரடத் ந�ற்றம்
(First fundamental theorem of Integral Calculus):

சாரபு	 f x( )  ஆனது	த்தாடரச்சியுகடய்தாைவும்	மற்றும் F x f t dt
a

x

( ) ( )= ∫ எனில்,  ′ =F x f x( ) ( )

ஆகும்.

ைாைணகைாரிய	முகறயில்,

1

1

1

1

1

1
1

2 2

2

2

2

x x x x

x x

x x
x x

− −
=

− −
× + −

+ −
= + −
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ந�ற்றம்  2.2  நுணகணி�த்தின் இைணடோம் அடிப்பரடத் ந�ற்றம் (Second fundamental 
theorem of Integral Calculus):

 f x( )  எனற	 சாரபு	 [a,b]	 எனற	மூடிய	 இகடதவளியில்	 த்தாடரச்சியுகடய்தாைவும்,	 ்மலும்			

f x( ) -ன	எதிரமகற	வகையீடானது	F( )x 	எனில்	 f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )∫ = − 	ஆகும்.

		 இங்கு	a	மற்றும்	b	எனபன	வகையறுத்்த	த்தாகையீடடின	கீழ்	எல்கல	மற்றும்	்மல்	எல்கல	
எனபபடும்.

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை   x x x dx3 2

0

1

7 5+ −( )∫
தீர்வு:
 இ்தற்கு	 முநக்தய	 பகுதியில் x x x dx3 27 5+ −( )∫ -ஐ	
எவவாறு	 த்தாகையிடுவது	 எனபக்தப	 பற்றி	 த்தரிநதுக	
தைாண்டாம்.

 ∴ + −( ) = + − +∫ x x x dx x x x c3 2
4 3 2

7 5
4

7
3

5
2

 இப்பாது,  x x x dx3 2

0

1

7 5+ −( )∫  = + −










x x x4 3 2

0

1

4
7

3
5

2

                       = + −





− + −





1
4

7
3

5
2

0
4

0
3

0
2

   = + −





1
4

7
3

5
2

   = 1
12

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 0	 மற்றும்	 1	 -ஐ	 எல்கல	 மதிபபுைைாைக	 தைாணடு	 dy
dx

x
x

=
+

2
5 12 எனும்	 சாரகப	

த்தாகையிடுை.    

f x dx
a

b

( )∫  ஆனது	ஒரு	திடடவடடமான	மாறிலியாகும்,	அ்்தசமயத்தில் f dt
a

x

(t)∫  ஆனது	

ஒரு	மாறிச்	சாரபாகும்.

குறிப்பு

    f x dx F x( ) ( ) c∫ = +

⇒ = −∫ f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )
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69த�ொகை நுணைணி�ம்–I

தீர்வு: 

 இங்கு, dy
dx

 = 2
5 12

x
x +

 ∴ y  = 2
5 12

0

1 x
x

dx
+∫      

   =
+∫1

5
10

5 12
0

1 x
x

dx  

   = +( )





1
5

5 12

0

1
log x  = − 

1
5

6 1log log

   = 1
5

6log

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை e a x dxx x− + +( )∫ 4 2 3

0

1

தீர்வு:

        e a x dxx x− + +( )∫ 4 2 3

0

1

 = e a
a

x xx
x

− + +
















4 2 3
4

4
3

0

1

log

     = e a
a a

− + + − +4 2 3
4

1 4
log log

     = e
a

a
+

−( ) +
4 1 7

4log

எடுத்துககோட்டு 2.்ட 

 மதிபபிடுை sin x dx
p

p

6

3

∫      

தீர்வு: 

   sin x dx
p

p

6

3

∫  = −[ ]cos x
p

p

6

3
    

   = − −





cos cosp p
3 6

   = −( )1
2

3 1
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எடுத்துககோட்டு 2.்ட 

 மதிபபிடுை cos2

0

2

x dx

p

∫
தீர்வு:

 cos2

0

2

x dx

p

∫  =
1
2

1 2
0

2

[ cos ]+∫ x dx

p

  = 1
2

2
2 0

2
x x+





sin
p

  = +





=1
2 2

0
4

p p  

எடுத்துககோட்டு 2.்1 

 மதிபபிடுை e e dxa x x alog log+ ∫
0

1

தீர்வு:

 e e dxa x x alog log+ ∫
0

1

 = x a dxa x+( )∫
0

1

  = x
a

a
a

a x+

+
+











1

0

1

1 log

  = 1
1

0 1
a

a
a a+

+






− +




log log

  = 1
1

1
a

a
a a+

+ −
log log

  = 1
1

1
a

a
a+

+
−( )

log
எடுத்துககோட்டு 2.்2 

 மதிபபிடுை 
x

x
dx

4

2
2

3 1+
∫  

தீர்வு:

  
x

x
dx

4

2
2

3 1+
∫  = x x dx2 2

2

3

+( )−∫    

   = −










x
x

3

2

3

3
1   

   = −





− −





9 1
3

8
3

1
2

= 13
2

எளியச்	சாரபுைைாை	பிரித்த்தழு்த,

cos cos2 2 12x x= −

∴ = +[ ]cos cos2 1
2

1 2x x

e xa x alog =

குறிப்பு
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71த�ொகை நுணைணி�ம்–I

எடுத்துககோட்டு 2.்3 

  மதிபபிடுை x x x x dx3 2 3 2

1

1

3 2+( ) +( )
−
∫

தீர்வு:

 x x x x dx3 2 3 2

1

1

3 2+( ) +( )
−
∫  = 1

3

3

4

3 2 4

1

1

x x+( )













−

  f x f x dx
f x
n

c
n

n

( ) ( )
( )[ ] ′ = [ ]

+
+











∫

+1

1

        = −( )
=

1
3

64 4

20
எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை  
log x
x

dx
a

b

∫   a b, > 0  

தீர்வு: 

  
log x
x

dx
a

b

∫  = ( )∫ log x dx
xa

b
1
2

  f x f x dx
f x
n

c
n

n

( ) ( )
( )[ ] ′ = [ ]

+
+











∫

+1

1

   = 2
3

3
2

log x

a

b

( )


















   = 2
3

3
2

3
2log logb a( ) − ( )









எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை x x dx+
−
∫ 1
1

1

தீர்வு:

  x x dx+
−
∫ 1
1

1

 = −( )∫ t t dt1
0

2

      

   = −








∫ t t dt

3
2

1
2

0

2

   = −
















2
5

2
3

5
2

3
2

0

2

t t

log logb b
3
2 3

2
=  ஆனால்,

(log ) logb b
3
2
3
2

≠  மற்றும்,

(log ) (log ) logb a
b
a

3
2

3
2

3
2

− ≠






t x= +1  எனை.
          dt dx=  

x –1 1

t 0 2
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   = −
8 2

5
4 2

3

   =
4 2
15

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை e dx
x−∞

∫ 2

0

தீர்வு: 

     e dx
x−∞

∫ 2

0

 = −












−
∞

2 2

0

e
x

    = − −[ ] =2 0 1 2

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை x e dxx2

0

3
∞

−∫
தீர்வு:

      x e dxx2

0

3
∞

−∫  = −
∞

∫ e dtt

0 3

              = 1
3 0

− 
− ∞

e t

              = − −[ ]1
3

0 1   

            = 1
3

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை 1
1 21

2

x x
dx

+( ) +( )∫
தீர்வு:

 1
1 21

2

x x
dx

+( ) +( )∫  =
+

−
+





∫ 1

1
1

21

2

x x
dx

   = + − + log logx x1 2
1

2

   = −log log3
4

2
3

   = log 9
8

x t3 =  எனை.
    3 2x dx dt=

⇒ =x dx dt2

3
 

x 0 ∞

t 0 ∞

பகுதி	பினனமாகைல்	முகறயில்,

    1
1 2 1 2x x x x+( ) +( ) =

+
+

+
A B             

⇒
+( ) +( ) =

+
−

+
1

1 2
1

1
1

2x x x x
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73த�ொகை நுணைணி�ம்–I

எடுத்துககோட்டு 2.்ட 

 மதிபபிடுை logx dx
e

1
∫

தீர்வு:

  logx dx
e

1
∫ = ∫u dv

e

1

    = [ ] − ∫uv vdu
e e

1
1

    = [ ] − ∫x x x
x

dxe
e

log 1
1

1

    = e e x elog log−( ) − [ ]1 1 1

    = e e−( ) − −( )0 1   

    = 1

எடுத்துககோட்டு 2.்ட 

 மதிபபிடுை x x dxsin
0

2
p

∫
தீர்வு:

   x x dxsin
0

2
p

∫ = ∫ udv
0

2
p

     = [ ] − ∫uv vdu0
2

0

2p
p

     = −  + ∫x x x dxcos cos
0

2
2

0

p
p

     = + [ ]0
0

2

sin x
p

 =1 

எடுத்துககோட்டு 2.்1 

 3 12

1

x dx
a

∫ = − 	எனில்,		a R∈ 	எனுமாறு		a -ன	மதிபகபக	ைாணை .

தீர்வு: 

  3 2

1

x dx
a

∫  = –1 எனக	தைாடுகைபபடடுள்ைது.

u x= log மற்றும்
வகையிட,

        du
x

dx= 1

dv dx= எனை.
த்தாகையிட
         v x=

 u x= மற்றும்
வகையிட
       du dx=  

dv x dx= sin எனை.
த்தாகையிட
        v x= − cos
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  x
a3
1

   = –1

  a3 1−  = –1

  a3  = 0 ⇒ =a 0

எடுத்துககோட்டு 2.்2 

  dx
a

b

∫ = 1  மற்றும்	 x dx
a

b

=∫ 1 		எனில்,		a	மற்றும்		b-ன	மதிபபுைகைக	ைாணை

தீர்வு:

  dx
a

b

∫  = 1  எனக	தைாடுகைபபடடுள்ைது.

  x
a

b

[ ]  = 1

  b a−  = 1  … (1)

 ்மலும், x dx
a

b

∫  = 1 					எனவும்	தைாடுகைபபடடுள்ைது.

  x

a

b2

2








  = 1

  b a2 2−  = 2

  b a b a+( ) −( )  = 2

  b a+  = 2  … (2)  b a− = 1

 1 2( ) + ( ) ⇒   2b  = 3

  ∴ b  = 3
2

 

 இப்பாது, 3
2

− a  = 1      [  (1) லிருநது]

  ∴ a  = 1
2

 

எடுத்துககோட்டு 2.்3  

 f x
x x
x x( ) =

+ ≤ ≤
≤ ≤





7 3 1 3
8 3 4

,
,

 எனில்,	 f x dx( )∫
1

4

-ஐ	மதிபபிடுை.

தீர்வு:

  f x dx( )∫
1

4

 = ( ) + ( )∫∫ f x dx f x dx
3

4

1

3
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75த�ொகை நுணைணி�ம்–I

    = +( ) + ∫∫ 7 3 8
3

4

1

3

x dx x dx

    = +








 +











7
2

3 8
2

2

1

3 2

3

4
x x x

    = + − + −63
2

9 13
2

64 36

    = 62

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 f x
x
x

x

x
x
x

( )
,
,

,
=

−









− ≤ <
≤ <
≤ ≤

2

4

2 1
1 2
2 4

எனகதைாணடு	பின	வருவனவற்கற	மதிபபிடுை.

  (i) f x dx( )
−
∫
2

1

 (ii) f x dx( )
1

2

∫       (iii)   f x dx( )
2

3

∫     (iv) f x dx( )
.

−
∫
2

1 5

      (v)  f x dx( )
1

3

∫
தீர்வு:

(i) f x dx( )
−
∫
2

1

= x dx2

2

1

−
∫   = x3

2

1

3










−

   = 1
3

8
3

− −





= 3 

(ii) f x dx( )
1

2

∫  = xdx
1

2

∫   = x2

1

2

2








     = 4

2
1
2

−  = 3
2

 

(iii) f x dx( )
2

3

∫  = x dx−( )∫ 4
2

3

= x x
2

2

3

2
4−









  = −





− −





9
2

12 4
2

8 = − +15
2

6 = −3
2

 

(iv) f x dx( )
.

−
∫
2

1 5

 = f x dx f x dx( ) ( )
.

+ ∫∫
− 1

1 5

2

1

  = 3
1

1 5

+ ∫ xdx
.

       (i) லிருநது

   = 3
2

2

1

1 5

+






x
.

=  3 2 25
2

1
2

+ −.  = 3 1 25
2

+ .  = 3.625

(v) f x dx( )
1

3

∫   = f x dx f x dx( ) ( )+ ∫∫
2

3

1

2

 

       = + −





3
2

3
2

= 0   (ii) மற்றும்	(iii) லிருநது

பயிறசி 2.8

I   பின	வருவனவற்கற	இைணடாம்	அடிபபகடத்	்்தற்றத்க்த	பயனபடுத்தி	மதிபபிடுை,

 1. e dxx2

0

1

∫  2. 1 4
0

1
4

−∫ x dx  3. xdx
x2

1

2

1+∫  4.  e dx
e

x

x10

3

+∫   
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 5. xe dxx2

0

1

∫  6. dx
x x

e

1 3
1 +( )∫ log

 7. 2 3
3 72

1

1 x
x x

dx+
+ +−

∫  8. 1
0

2

+∫ cos x dx

p

 

 9. x
x

dx−∫ 1
2

1

2

   

II   பின	வருவனவற்கற	தீரகை.

1. f x
x x
x x( ) =

+ ≤ ≤
+ < ≤





4 3 1 2
3 5 2 4

,
,

 எனும்தபாழுது	 f x dx( )∫
1

4

-ன	மதிபகபக	ைாணை.	

2. f x
x x x

x x x
( ) =

− − ≤

+ − < ≤







3 2 1

2 3 1 2

2

2

,

,
 எனும்தபாழுது	 f x dx( )∫

0

2

-ன	மதிபகபக	ைாணை.	

3. f x
x x

x x( ) =
≥

− <




,
,

0
0

 எனும்தபாழுது	 f x dx( )
−
∫
1

1

 -ன	மதிபகபக	ைாணை.	

4.  f x
c x x

( )
,

,
=

< <



0 1
0

  மற்றும்	 f x dx( ) =∫ 2
0

1

 எனில்,		c	-ன	மதிபபுகபக	ைாணை

2.2.2  வரையறுத்� த�ோரகயீடுகளின் பணபுகள் (Properties of definite integrals)

(i)  f x dx
a

b

( )∫   = f t dt
a

b

( )∫

(ii)  f x dx
a

b

( )∫  = −∫ f x dx
b

a

( )  

(iii) a b,   இல்	f(x)		மற்றும்	g(x)		எனபன	த்தாடரச்சியான	சாரபுைள்	எனில்,

          f x g x dx
a

b

( ) ( )±[ ]∫  = f x dx g x dx
a

b

a

b

( ) ( )∫ ∫±   

(iv) f x( )  ஆனது	 a b,  	இல்	த்தாடரச்சியான	சாரபு	மற்றும்	a < c < b	எனில்,  

           f x dx
a

b

( )∫  = f x dx f x dx
a

c

c

b

( ) ( )∫ ∫+   

(v) f x dx f a x dx
aa

( ) ( )= −∫∫
00

   நிரூபணம் :

  வ.ப.	[R.H.S.]  = f a x dx
a

( )−∫
0

   = −∫ f t dt
a

( )( )
0

   = ∫ f t dt
a

( )
0

  

மற்தறங்கிலும்

dx b a
a

b

= −∫

a x t− =  எனை	
dx dt= −  

x 0 a

t a 0
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   = ∫ f x dx
a

0

( )   [பணபு	(i)	இன	படி]

   = இ.ப.	[L.H.S.] 

(vi)  (a)  f(x) ஓர	இைடகடச்	சாரபு	எனில், f x dx f x dx
a

a

a

( ) ( )= ∫∫
−

2
0

   

  (b)  f(x) ஓர	ஒற்கறச்	சாரபு	எனில், f x dx
a

a

( ) =
−
∫ 0    

   நிரூபணம் :   

  (a) f(x) ஓர	இைடகடச்	சாரபு	எனில்	 f x f x( ) = −( )   …(1)

        f x dx f x dx f x dx
a

aa

a

( ) ( ) ( )= + ∫∫∫
−− 0

0

                        = −( ) + ( )∫∫
−

f x dx f x dx
a

a 0

0

                               (1) -ன	படி
                     
− =x t  எனை.	dx dt= −  

x –a 0
t a 0

  ∴
−
∫ f x dx
a

a

( )  = f t dt f x dx
a

a

( )( ) ( )
0

0
∫ ∫− +

                         = +∫ ∫f t dt f x dx
a a

( ) ( )
0 0

  

                         = + ∫∫ f x dx f x dx
aa

( ) ( )
00

    [பணபு	(i)	இன	படி] 

                         = ∫2
0

f x dx
a

( )                           

  (b)  f(x) ஓர	ஒற்கறச்	சாரபு	எனில்		 f x f x( ) ( )− = −   …(2)

                          f x dx
a

a

( )
−
∫  = f x dx f x dx

a

a

( ) + ( )
−
∫ ∫
0

0
 

           = − − + ( )
−
∫ ∫f x dx f x dx
a

a

( )
0

0

                     (2) -ன	படி

− =x t  எனை.	dx dt= −  
x –a 0
t a 0

பிைதியிடகல	வலது	பகைத்தில்	
[R.H.S.]	உள்ை	மு்தல்	

த்தாகையிடலில்	மடடும்	பயனபடுத்்த,
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   ∴
−
∫ f x dx
a

a

( )  = − ( ) −( ) +∫ ∫f t dt f x dx
a

a0

0

( )     

   = − ( ) +∫ ∫f t dt f x dx
a a

0 0

( )

   = − + ∫∫ f x dx f x dx
aa

( ) ( )
00

 [பணபு	(i)	இன	படி]

    = 0

(vii) f x dx
a

b

( )∫  = f a b x dx
a

b

( )+ −∫  

 நிரூபணம் :    
          a b x t+ − =   மற்றும் 
                              − =dx dt
          dx dt= −

       ∴ + −( )∫ f a b x dx
a

b

 = − ( )∫ f t dt
b

a

= f t dt
a

b

( )∫  

    = ( )∫ f x dx
a

b

  [பணபு	(i)	இன	படி]

                         ∴ ( )∫ f x dx
a

b

  = f a b x dx
a

b

+ −( )∫  

பின் வருவனவறர்ற வரையறுத்� த�ோரகயீடுகளின் பணபுகரைக பயன்படுத்தி மதிப்பிடுக:

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை   
x dx

a x

5

2 2
1

1

−−
∫

தீர்வு:
    f x( )  = x

a x

5

2 2−
  எனை.

  f x( )−  = ( )
( )

−
− −

x
a x

5

2 2   = −
−
x

a x

5

2 2   = − f x( )  

  f x( )  = − f x( )

     ∴ f x( )   ஓர	ஒற்கறச்	சாரபு	ஆகும்.

  ⇒  
x dx

a x

5

2 2
1

1

−−
∫  = 0

பிைதியிடகல	வலது	பகைத்தில்	
[R.H.S.]	உள்ை	மு்தல்	

த்தாகையிடலில்	மடடும்	பயனபடுத்்த,

t a b x= + −
x a b
t b a

12th BM Ch 2 Integral calculus –I  _TM.indd   78 09-03-2019   09:55:21



79த�ொகை நுணைணி�ம்–I

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை  cos x dx
−

∫
p

p

2

2

தீர்வு:
   f x( )  = cos x  எனை.
  f x−( )  = cos −( )x  = cos x

           ⇒  f x( )  = − f x( )

 ∴ ( )f x   	ஓர	இைடகடச்	சாரபு	ஆகும்.

 ∴ cos x dx
−

∫
p

p

2

2

 = 2
0

2

cos x dx

p

∫

   =  2
0

2
sin x

p

   = −





2
2

0sin sinp

   = 2 

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை x x dx2

1

1

+( )
−
∫  

தீர்வு: 

 x x dx2

1

1

+( )
−
∫  = +

− −
∫ ∫x dx x dx2

1

1

1

1

  = +∫2 02

0

1

x dx  [ x2  ஓர	இைடகடச்	சாரபு	மற்றும்	x	ஓர	ஒற்கறச்	சாரபு	ஆகும்]

  =






= −





2
3

2 1
3

0
3

0

1
x

  = 2
3

எடுத்துககோட்டு 2.்் 

 மதிபபிடுை sin
sin cos

x
x x

dx
+∫

0

2
p
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தீர்வு:

  I  = sin
sin cos

x
x x

dx
+∫

0

2
p

  எனை.   … (1)

  I = 
sin

sin cos

p

p p

p

2

2 2
0

2 −





−





+ −





∫
x

x x
dx           f x dx f a x dx

aa

( ) ( )= −












∫∫
00

   = cos
cos sin

x
x x

dx
+∫

0

2
p

  …(2)

  1 2( ) + ( ) ⇒  

  2I = sin
sin cos

cos
cos sin

x
x x

x
x x

dx
+

+
+









∫

0

2
p

   = ∫ dx
0

2
p

    = x[ ]
0

2
p

 = p
2

 ∴ I =     p
4

எடுத்துககோட்டு 2.்ட 

 மதிபபிடுை       x
x x

dx
+ −∫ 72

5

தீர்வு:

  I = x
x x

dx
+ −∫ 72

5

 எனை	 	 …(1)

  I = 
2 5

2 5 7 2 52

5 + −

+ − + − + −∫
x

x x
dx

( )
    f x dx f a b x dx

a

b

a

b

( ) ( )= + −












∫∫

  I = 7
72

5 −
− +∫ x

x x
dx    …(2)

 1 2( ) + ( ) ⇒

  2I = x
x x

x
x x

dx
+ −

+ −
− +













∫ 7
7

72

5
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   = 
x x

x x
dx

+ −

+ −











∫

7

72

5

   = dx
2

5

∫  =  x[ ]
2

5
    = 3   

 ∴ I = 3
2

பயிறசி 2.9

பின	வருவனவற்கற	வகையறுத்்த	த்தாகையீடுைளின	பணபுைகைக	பயனபடுத்தி	மதிபபிடுை,

 1. x xdx3 3

4

4

cos

−

∫
p

p

 2. sin2

2

2

θ θ
π

π

d
−

∫  3. log 2
21

1 −
+







−
∫ x

x
dx  

 4. sin
sin cos

7

7 7
0

2 x
x x

dx
+∫

p

 5. log 1 1
0

1

x
dx−



∫  6. x

x

dx

1
3
40

1

−( )
∫  

2.2.3 கோமோ த�ோரகயீடு (Gamma  Integral)
 முகறச்	 சாைா	 வகையறுத்்த	 த்தாகையீடுைளில்	 ஒரு	 குறிபபிடட	 வகைகய	 சாரந்த	
த்தாகையீடுைளின	த்தாகைகய	மதிபபிட	உ்தவும்	மிைவும்	பயனுள்ை	மற்றும்	முககியமான	முடிவு	
ைாமா	த்தாகையீடு	ஆகும்.

	 மு்தலில்,	 நாம்	 வகையறாத்	 த்தாகையீடு,	 முகறசாரந்த	 வகையறுத்்த	 த்தாகையீடு	 மற்றும்	
முகறச்சாைா	வகையறுத்்த	த்தாகையீடுைளுகைான	ைருத்துருகைகை	அறிநதுக	தைாள்்வாம்.

வரைய்றோத் த�ோரகயீடு (Indefinite integral)
 ஒரு	்தனனிச்கசயான	மாறிலிகய	உள்ைடககி,	எல்கலைள்	இல்லாமல்	தவளிபபடுத்்தபபடும்	
த்தாகையிடலுகைான	தசயல்	முகறகய	வகையறாத்	த்தாகையீடு	என்பாம்.

  எடுத்துகைாடடு:   ∫ −e dtt

முர்றசோர்ந்� வரையறுத்� த�ோரகயீடு (Proper definite integral)
 	த்தாகைகைாண	சாரபு		f(x)	ஆனது		[a, b]	எனற	இகடதவளியில்	த்தாடரச்சியுகடய்தாைவும்,			
a மற்றும்	 b	 எனற	 எல்கல	 மதிபபுைகை	 முடிவுறு	 எணைைாைவும்	 தைாணடு	 அகமயும்		
த்தாகையிடல்ைகை	முகறசாரந்த	வகையறுத்்த	த்தாகையீடு	என்பாம். 

  எடுத்துகைாடடு:   e dtt−∫
0

1
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முர்றசோைோ வரையறுத்� த�ோரகயீடு (Improper definite integral)
 ஒரு	எல்கல	a		அல்லது	b	அல்லது	இரு	எல்கல	மதிபபுைள்	a		மற்றும்	b		கயயும்	முடிவிலியாைக	
தைாணடு	அகமயும்	 த்தாகையிடல்ைள்,	அல்லது	த்தாகைகைாண	சாரபு	 f(x)	ஆனது	 [a, b]	 எனற	
எல்கலைளுககுள்	ஒனறு	அல்லது	அ்தற்கு	்மற்படட	புள்ளிைளில்	ைாண	இயலா்த்தாைவும்	அகமயும்	
த்தாகையிடல்ைகை	முகறசாைா	வகையறுத்்த	த்தாகையீடு	என்பாம்.

  எடுத்துகைாடடு:  e dtt−
∞

∫
0

வரையர்ற 2.3

n > 0 எனும்	 ்பாது, x e dxn x−
∞

−∫ 1

0

-ஐ	 ைாமா	 சாரபு	 என்பாம்.	 இ்தகனG n( )  	 [ைாமா n]	 எனக	
குறிபபிடுகி்றாம்.

n	 	ஒரு	மிகை	முழு	எண	எனில், x e dx
nn ax

an
0

1

∞
−∫ = +

!
 ஆனது	ைாமா	த்தாகையிடலில்	

ஒரு	குறிபபிடட	நிகல	ஆகும்.

குறிப்பு

பணபுகள் :

1. G Gn n n n( ) = −( ) −( ) >1 1 1,

2. G Gn n n n+( ) = ( ) >1 0,  

3. G n n+( ) =1 ! ,  n ஒரு	மிகை	முழு	எண 

4. G 1
2( ) = p  

எடுத்துககோட்டு 2.்ட 

 மதிபபிடுை (i) G 6( )  (ii) G 7
2( )  (iii)  e x dxx−

∞

∫ 2 5

0

        (iv) e dxx−
∞

∫
2

0

தீர்வு:
 (i)     G 6( )  = 5!  

   = 120

 (ii) G
7
2







 = 5
2

5
2

G





   = 





5
2

3
2

3
2

G

G 1 1( ) =
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   = 





5
2

3
2

1
2

1
2

G

   = 5
2

3
2

1
2

p  = 15
8

p  

 (iii) x e dxn ax

0

∞
−∫  = 

n
an

!
+1  எனபக்த	நாம்	அறி்வாம்

  ∴ −
∞

∫ e x dxx2 5

0

 = 5
2

5
25 1 6

! !
+ =

  (iv) G n( )  = t e dtn t− −
∞

∫ 1

0

 எனபக்த	நாம்	அறி்வாம்.

  இதில்			 t x= 2    என			dt xdx= 2  ஆகும்

 ∴ G n( )  = e x x dxx n− −∞

( )∫
2 2 1

0

2

   = − −
∞

∫ e x x dxx n2 2 2

0

2

   = − −
∞

∫2
2 2 1

0

e x dxx n

                n = 1
2

 என,	நாம்	தபறுவது

  G
1
2







 = 2
2

0

e dxx−
∞

∫

   ⇒ = −
∞

∫p 2
2

0

e dxx

  ∴ −
∞

∫ e dxx2

0

 = p
2

பயிறசி 2.10

1. பின	வருவனவற்கற	மதிபபிடுை.

 (i) G 4( )  (ii) G 9
2( )     (iii) e x dxmx−

∞

∫ 6

0

 (iv) e x dxx−
∞

∫ 4 4

0

 (v) e x dx
x−

∞

∫ 2 5

0

2.  f x
x e xx

( ) =
≥






−2 2 0
0

,
,

     எனில்,	 f x dx( )
0

∞

∫ 	-ஐ	மதிபபிடுை.
மற்தறங்கிலும்
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2.2.் வரையறுத்� த�ோரகயீடுககோன கூட்டல் எல்ரல 
(Definite integral as the limit of a sum)  

 a b,   எனற	 மூடிய	 இகடதவளியில்	 f x( ) 	 ஆனது	 த்தாடரச்சியான	 தமயமதிபபுைகைக	
தைாணட	சாரபு	எனை.	இவவிகடதவளியானது	“h”	எனும்	சம	அைலத்க்தக		தைாணட	“n”	உள்இகட	
தவளிைைாை	பிரிகைபபடுமானால், 

 f x dx h f a f a h f a h f a n h
a

b

n
h

( ) = ( ) + +( ) + +( ) + + + −( )( )∫ →∞
→

lim .....
0

2 1  ஆகும்.		

	 	 இங்கு h b a
n

= −     (அல்லது)

 f x dx
a

b

( )∫  = lim
n
h

r

n
h f a rh

→∞
→

=
+( )∑

0
1

	ஆகும்.	இங்கு	 h b a
n

= −

 வகையறுத்்த	த்தாகையீடடுகைான	கூடடல்	எல்கலகய	மதிபபிட	பினவரும்	முடிவுைள்	
மிைவும்	உ்தவிைைமாை	அகமயும்.

(i) 1 2 3
1

2
+ + + =

+( )
......n

n n
 = r

r

n

=
∑

1

(ii) 1 2 3
1 2 1

6
2 2 2 2+ + + =

+( ) +( )
......n

n n n
= r

r

r n
2

1=

=
∑

(iii) 1 2 3
1

2
3 3 3 3

2

+ + + =
+( )







......n

n n
= r

r

r n
3

1=

=
∑

எடுத்துககோட்டு 2.்1 

 வகையறுத்்த	த்தாகையீடகட	ஒரு	கூடடலின	எல்கல	எனக	தைாணடு,  x dx
0

1

∫ -ஐ	மதிபபிடுை.

தீர்வு:

  f x dx
a

b

( )∫  = lim
n
h

r

n
h f a rh

→∞
→

=
+( )∑

0
1

   ...(1)

 இங்கு	 a b h b a
n n n

= = = − = − =0 1 1 0 1, ,   மற்றும்		 f x x( ) =

 இப்பாது  f a rh f r
n

f r
n

r
n

+( ) = +





= 





=0

 இக்த		(1) -இல்	பிைதியிட,		நாம்	தபறுவது

  x dx
0

1

∫  = ∑
→∞ =

lim
n r

n

n
r
n

1
1

     

   = ∑
→∞ =

lim
n r

n

n
r1

2
1
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85த�ொகை நுணைணி�ம்–I

   =
+( )

→∞
lim
n n

n n1 1
22       

   =
+





→∞
lim
n n

n
n1

1 1

22

2

   = + =1 0
2

1
2

  ∴                 x dx
0

1

∫  = 1
2

எடுத்துககோட்டு 2.்2 

 வகையறுத்்த	 த்தாகையீடகட	 ஒரு	கூடடலின	 எல்கல	 எனக	 தைாணடு 2 1
1

2

x dx+( )∫  –ஐ	
மதிபபிடுை

தீர்வு:

       f x dx
a

b

( )∫  = +( )∑
→∞
→

=
lim
n
h

r

n
h f a rh

0
1

    ...(1)

 இங்கு	 a b h b a
n n n

= = = − = − =1 2 2 1 1, ,   மற்றும்	 f x x( ) = +2 1

  f a rh+( )  = f r
n

1+





   = 2 1 1+





+r
n

 

   = 2 2 1+ +r
n

  f a rh+( )  = 3 2+ r
n

 

 இக்த		(1) -இல்	பிைதியிட,		நாம்	தபறுவது

  ( )2 1
1

2

x dx+∫  = lim
n r

n

n
r

n→∞ =
+



∑

1 3 2
1

     

   = +



∑

→∞ =
lt

n
r

nn r

n 3 2
2

1
      

   = ∑ + ∑




→∞ = =

lim
n r

n

r

n

n n
r3 1 2

1
2

1
 

   = +
+( )









←∞
lim
n n

n
n

n n3 2 1
22
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   = + +



→∞

3 1 1lim
n n

  ∴ +∫ ( )2 1
1

2

x dx  = 3 1 4+ =

எடுத்துககோட்டு 2.்3 

 வகையறுத்்த	த்தாகையீடகட	ஒரு	கூடடலின	எல்கல	எனக	தைாணடு, x dx2

1

2

∫ 	–ஐ	மதிபபிடுை.
தீர்வு:

  f x dx
a

b

( )∫  = lim
n
h

r

n
h f a rh

→∞
→

=
+( )∑

0
1

 இங்கு	 a b h b a
n n n

= = = − = − =1 2 2 1 1, ,  மற்றும்	 f x x( ) = 2

 இப்பாது f a rh+( )  = f r
n

1+





 = 1
2

+





r
n

 = 1 2 2

2+ +r
n

r
n

 ∴  x dx2

1

2

∫  = lim
n r

n

n
r

n
r
n→∞ =

+ +






∑
1 1 2 2

2
1

  

   = + +






∑
→∞ =

lim
n r

n

n
r

n
r
n

1 2
2

2

3
1

      

   = ∑ + ∑ + ∑




→∞ = = =

lim
n r

n

r

n

r

n

n n
r

n
r1 1 2 1

1
2

1
3

2

1
 

   = ( ) +
+( )

+
+( ) +( )




→∞
lim
n n

n
n

n n
n

n n n1 2 1
2

1 1 2 1
62 3

   = + +





+
+





+























→∞
lim
n n

n n1 1 1
1 1 2 1

6

   = + + ( )( )







1 1

1 2
6

  ∴ x dx2

1

2

∫  = 7
3

பயிறசி 2.11

வகையறுத்்த	த்தாகையீடகட	ஒரு	கூடடலின	எல்கல	எனக	தைாணடு	கீழ்	ைாணும்	
த்தாகையீடுைகை	மதிபபிடுை.

 1.  x dx+( )∫ 4
0

1

  2. x dx
1

3

∫  3. 2 3
1

3

x dx+( )∫  4. x dx2

0

1

∫
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பயிறசி 2.12

எறபுரடய விரடரயத் த�ரிவு தசய்க:  
1. 1

3x
dx∫ -ன	மதிபபுச்	சாரபு 

(a) − +3
2x

c   (b) − +1
2 2x

c   (c)  − +1
3 2x

c   (d) − +2
2x

c

2. 2xdx∫  -ன	மதிபபுச்	சாரபு

(a) 2 2x clog +   (b) 2x c+   (c ) 2
2

x

c
log

+    (d) log 2
2x c+

3. sin
sin

2
2

x
x

dx∫  -ன	மதிபபுச்	சாரபு

(a) sin x c+   (b) 1
2

sin x c+   (c) cos x c+   (d) 1
2

cos x c+

4. sin sin
cos
5

3
x x

x
dx−∫ -ன	மதிபபுச்	சாரபு

(a)   − +cos2x c  (b) − +cos2x c   (c) − +1
4

2cos x c  (d) − +4 2cos x c

5. log x
x

dx∫ ( )x > 0  -ன	மதிபபுச்	சாரபு

(a)  1
2

2
log x c( ) +  (b) − ( )1

2

2
log x  (c) 2

2x
c+   (d) 2

2x
c+

6. e

e
dx

x

x1+
∫  -ன	மதிபபுச்	சாரபு

(a) e

e
c

x

x1+
+  (b) 2 1+ +e cx  (c) 1+ +e cx   (d) e e cx x1+ +

7. e dxx∫ -ன	மதிபபுச்	சாரபு
(a) e cx +   (b) 2 e cx +   (c) 1

2
e cx +   (d) 1

2 e
c

x
+

8. e x x dxx2 22 2[ ]∫ + -ன	மதிபபுச்	சாரபு 

(a) e x cx2 2 +   (b)  xe cx2 +   (c) 2 2 2x e c+   (d) x e c
x2

2
+

9. e
e

dx
x

x +∫ 1
 -ன	மதிபபுச்	சாரபு 

(a) log e
e

c
x

x +
+

1
 (b)  log e

e
c

x

x
+ +1  (c) log e cx +   (d) log e cx + +1

10. 9
3

1
1x x

dx
−

−
+





∫  -ன	மதிபபுச்	சாரபு  

 (a) log logx x c− − + +3 1   (b) log logx x c− + + +3 1

 (c) 9 3 1log logx x c− − + +   (d) 9 3 1log logx x c− + + +

எறபுரடய விரடரயத் த�ரிவு தசய்க:  

12th BM Ch 2 Integral calculus –I  _TM.indd   87 09-03-2019   09:56:05



88 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

11. 2
4

3

4
x

x
dx

+∫ -ன	மதிபபுச்	சாரபு

(a) log 4 4+ +x c  (b) 1
2

4 4log + +x c     (c) 1
4

4 4log + +x c  (d) log 2
4

3

4
x

x
c

+
+

12. dx

x2 36−
∫  -ன	மதிபபுச்	சாரபு 

(a) x c2 36− +    (b) log x x c+ − +2 36

(c) log x x c− − +2 36   (d) log x x c2 2 36+ − +

13. 2 3

3 22

x

x x
dx+

+ +
∫  -ன	மதிபபுச்	சாரபு

(a) x x c2 3 2+ + +    (b) 2 3 22x x c+ + +  

(c) log x x c2 3 2+ +( ) +   (d) 2
3

3 22

3
2

x x c+ +( ) +

14. 2 1
0

1

x dx+( )∫  -ன	மதிபபு 

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4

15. dx
x2

4

∫   -ன	மதிபபு 

(a) log 4 (b) 0 (c) log 2 (d) log 8

16. e dxx−
∞

∫ 2

0

 -ன	மதிபபு

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 1
2

17. x e dxx3

1

1
4

−
∫  -ன	மதிபபு

(a) 1 (b) 2 3

0

1
4

x e dxx∫  (c) 0 (d) ex4

18. f x( )  ஒரு	 த்தாடரச்சியான	 சாரபு	 மற்றும்	 a c b< < 	 	 எனில்	 f x dx f x dx
c

b

a

c

( ) + ( )∫∫ 	 -ககு	
சமமான	த்தாகையிடல்,

( )a f x dx f x dx
a

c

a

b

( ) − ( )∫∫   (b) f x dx f x dx
a

b

a

c

( ) − ( )∫∫

(c) f x dx
a

b

( )∫     (d) 0
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89த�ொகை நுணைணி�ம்–I

19. cos x dx
−

∫
p

p

2

2

 -ன	மதிபபு

(a) 0  (b) 2 (c) 1 (d) 4

20. x x dx4 2

0

1

1 −( )∫  -ன	மதிபபு

(a) 1
12  (b) −7

12  (c) 7
12  (d) −1

12

21. f x dx x f x dx a( ) = ( ) =∫∫ 1
0

1

0

1

, மற்றும்	  x f x dx a2

0

1
2( ) =∫ எனில், a x f x dx−( ) ( )∫ 2

0

1

-ன	

மதிபபு
(a) 4 2a  (b) 0 (c) 2 2a  (d) 1

22. f x dx f x dx5
2

3

2

3

−( ) − ( )∫ ∫  -ன	மதிபபு

(a) 1  (b) 0  (c) −1  (d) 5

23. x
x

dx+



∫ 1

0

4

-ன	மதிபபு

(a) 20
3

 ( )b 21
3

 ( )c 28
3

 ( )d 1
3

24. tan x dx
0

3
p

∫ -ன	மதிபபு 

(a) log 2 (b) 0 (c) log 2  (d) 2 log 2

25. ைாமா	சாரபுகைான	ைாைணிய	தபருகை	அடிபபகடயில்	n = 8	எனும்தபாழுது		G( )n -ன	மதிபபு 

(a) 5040 (b)  5400 (c) 4500 (d) 5540

26. G n( ) -ன	மதிபபு 

(a) n −( )1 !  (b)  n!  (c) n nG( )  (d) n n−( ) ( )1 G

27. G 1( )  -ன	மதிபபு

(a) 0 (b)  1 (c) n  (d) n!

28. n > 0   எனில்,	 G n( ) -ககு	சமமான	த்தாகையீடு	

(a) e x dxx n− −∫ 1

0

1

 (b)  e x dxx n−∫
0

1

 (c) e x dxx n−
∞

∫
0

 (d) e x dxx n− −
∞

∫ 1

0
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29. G
3
2






	-ன	மதிபபு

(a) p  (b)  p
2

 (c) 2 p  (d) 3
2

30. x e dxx4

0

−
∞

∫  -ன	மதிபபு

(a) 12  (b)  4  (c) 4!  (d) 64

இ�ைக கணககுகள்

பின	வருவனவற்கற	மதிபபிடுை:

1.  1
2 3x x

dx
+ − +∫  2. dx

x x2 3 2 2− −∫   3.  dx
e ex x+ + −∫ 6 5

    

4.  2 32x dx−∫   5.  9 12 32x x dx+ +∫  6.  x x dx+( )∫ 1 2 log

7.  log x x dx− −( )∫ 2 1    8.  x x dx−( )∫ 1
0

1

9.  x e dxx2 2

1

1
−

−
∫     10.  

x dx
x x+ + +∫ 1 5 10

3

த�ோகுப்புரை
 z வருவித்�ச் சோர்பு மறறும் த�ோடகக நிரலச் சோர்புககோன த�ோடர்பு:

வருவித்்தச்	 சாரபு	 f x( ) -கைான	த்தாடகை	நிகலச்	 சாரபு	 F x( ) 	 	 எனில்,	 d
dx

F x f x( ) ( )[ ]= 		
ஆகும்.

 z சோர்பின் த�ோரகயீடு:
தைாடுகைபபடட	 ஒரு	 சாரபினுகடய	 த்தாகையிடகல	 நிரணயிககும்	 தசயல்பாடானது	
அச்சாரபின	த்தாகையீடு		என	வகையறுகைபபடுகிறது

 z வரைய்றோத் த�ோரகயீட்டின் பணபுகள்:

 a f x dx a f x dx( ) ( )= ∫∫   

 f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( )±  = ±∫ ∫∫
 z வரைய்றோத் த�ோரகயீட்டின் சில திட்டமோன முடிவுகள்:

1. x dx x
n

cn
n

=
+

+
+

∫
1

1
, n ≠ −1  2. 1

x
dx x c∫ = +log

3. e dx e cx x= +∫  4. a dx
a

a c ax x= + >∫ 1 0
log

,  மற்றும் a ≠ 1
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5. sin cosx dx x c= − +∫  6. cos sinx dx x c= +∫
7. sec tan2 x dx x c= +∫  8. cosec cot2 x dx x c= − +∫

9. f x f x dx
f x
n

c n
n

n

( )  ′ = [ ]
+

+ ≠ −∫
+

( )
( )

,
1

1
1

10. ′ = +∫ f x
f x

dx f x c( )
( )

log ( )  11. ′ = +∫ f x
f x

dx f x c( )
( )

( )2

12. udv uv vdu= −∫∫  13. udv uv u v u v u v= − ′ + ′′ − ′′′ +∫ 1 2 3 ...

14. dx
a x a

a x
a x

c2 2
1

2−
= +

−
+∫ log  15.  dx

x a a
x a
x a

c2 2
1

2−
= −

+
+∫ log

16. dx

x a
x x a c

2 2
2 2

−
= + − +∫ log  17. dx

x a
x x a c

2 2
2 2

+
= + + +∫ log

18. e f x f x dx e f x cx x∫ + ′  = +( ) ( ) ( )    19. e a f x f x dx e f x cax ax∫ + ′  = +( ) ( ) ( )

20. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log  

21. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log

 z வரையறுத்� த�ோரகயீடு:
f x( ) 	எனற	சாரபு	 [a,b]	எனற	மூடிய	இகடதவளியில்	த்தாடரச்சியுகடய்தாைவும்,	்மலும்			

f x( ) -ன	எதிரமகற	வகையீடானது	F(x)	எனில்,	 f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )∫ = − 	ஆகும். 
 z வரையறுத்� த�ோரகயீட்டின் பணபுகள்:

  (i)  f x dx f t dt
a

b

a

b

( ) ( )= ∫∫                                       (ii) f x dx f x dx
b

a

a

b

( ) = − ( )∫∫       

(iii)     f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b

( ) ± ( )  = ( ) ± ( )∫ ∫ ∫     (iv)     f x dx f x dx f x dx
a

b

a

c

c

b

( ) = ( ) + ( )∫ ∫ ∫  

 (v)   f x dx f a x dx
aa

( ) ( )= −∫∫
00

                               (vi)  f x dx f a b x dx
a

b

a

b

( ) ( )= + −∫∫  

(vii)  a)  f x( )  ஓர	இைடகடச்	சாரபு	எனில், f x dx f x dx
a

a

a

( ) ( )= ∫∫
−

2
0

   

 b)  f x( )  ஓர	ஒற்கறச்	சாரபு	எனில்,	 f x dx
a

a

( ) =
−
∫ 0

 z கோமோ த�ோரகயீட்டில் ஒரு குறிப்பிட்ட நிரல:  

 n ஒரு	மிகை	முழு	எண	எனில்,	 x e dx
nn ax

an
0

1

∞
−∫ = +

!
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92 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 z கோமோ சோர்பின் பணபுகள்:

           (i) G Gn n n n( ) = −( ) −( ) >1 1 1,                         (ii)  G Gn n n n+( ) = ( ) >1 0,

         (iii) G n n+( ) =1 !, n  ஒரு	மிகை	முழு	எண          (iv)  G 1
2( ) = p  

 z வரையறுத்� த�ோரகயீட்டின் கூட்டல் எல்ரல : 
a b,  எனற	 மூடிய	 இகடதவளியில்	 	 f(x)	 ஆனது	 த்தாடரச்சியான	 தமயமதிபபுைகைக	
தைாணட	சாரபு	எனை.	இவவிகடதவளியானது	 “h”	 எனும்	சம	அைலத்க்தக	தைாணட	 	n 
உள்இகடதவளிைைாை	பிரிகைபபடுமானால் 

                         f x dx h f a rh
h
n

r

n

a

b
( ) = +( )∑∫

→
→∞

=
lim

0 1
 ஆகும்.		இங்கு h b a

n
= −

 z முடிவுகள் :

(i) 1 2 3
1

2
+ + + =

+( )
......n

n n
 = r

r

n

=
∑

1

(ii) 1 2 3
1 2 1

6
2 2 2 2+ + + =

+( ) +( )
......n

n n n
 = r

r

r n
2

1=

=
∑

(iii) 1 2 3
1

2
3 3 3 3

2

+ + + =
+( )







......n

n n
 = r

r

r n
3

1=

=
∑

கரலச்தசோறகள் (GLOSSARY) 
அடுககு	விதி Power	rule
அடுககைச்	சாரபு	/	அடுககுகுறிச்	சாரபு Exponential	function
அடுத்்தடுத்்த	/	த்தாடரச்சியான Successive
அணுகு்தல்	/	தநருங்கு்தல் Approaches
அறமச்	சாரபு	/	இயற்	ைணி்தச்	சாரபு Algebraic	function
அறுதியிடபபடா்த	த்தாகையீடு	/	வகையறா்தத்	த்தாகையீடு Indefinite	integral
இகணத்	த்தாடு்ைாடுைள் Parallel	tangents
இயல்	மடககை Natural	logarithm
இறுதிநிகலச்	சாரபு Marginal	function
உடனடியயாை Instantaneous
உத்தி	/	நுடபம் Technique
உள்வகை Inscribe
எதிர	மகற	தசயல் Reverse	process
எதிரமகற	வகையீடு Anti	derivative
ஏ்்தனுதமாரு	/	்தனனிச்கசயான Arbitrary
ஏற்புகடய	/	தபாருத்்தமான Suitable
ஒருகமத்	்தனகம	தைாணட	சாரபு Unique	function
ைணியம்	/	அைவு Quantity
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93த�ொகை நுணைணி�ம்–I

ைருத்துரு Concept
ைாைணகைாரிய	முகற Rationalisation	method
கீழ்	எல்கல Lower	limit
குத்்தாயம்	/	நிகலத்	தூைம் Ordinate
குறிபபிடபபடட	எல்கலைளுககுள்	 Between	the	specified	limits
குகறபபு	/	சுருகைல் Reduction
கூடு்தல்	/	கூடடல்	த்தாகை Summation
திடட	வடிவம் Standard	form
திறந்த	இகடதவளி Open	interval
த்தாகை	/	த்தாகையீடு Integral
த்தாகைகைாண	சாரபு	/	த்தாகைக	ைாணபான Integrand
த்தாகைபபான Integrator
த்தாகையிடத்்தகைச்	சாரபு Integrable	function
த்தாகையிடல் Integration
த்தாகையிடல்	மாறி Variable	of	integration
த்தாகையிடல்	மாறிலி Constant	of	integration
த்தாகையிடு	/	த்தாகையிட Integrate
த்தாடர	முகறத்	த்தாகையீடு	/	மீணடும்	மீணடும்	த்தாகையிடபபடட Repeated	integral
த்தாடர	வகையிடல்ைள்	/	அடுத்்தடுத்்த	வகையிடல்ைள் Successive	derivatives
த்தாடரச்சியான	சாரபு Continuous		function
்்தாைாயமாை Approximate
நிச்சயமான	/	உறுதியான Certain
நுணம	மதிபபு	/	புலனாைா்த	மதிபபு Abstract	value
்நரிகடயாை	த்தாகையிட Directly	integrate
்நர	மாற்று	்ைாணவியல்	சாரபு	/	்நரமாறு	திரி்ைாணமிதி	சாரபு Inverse	trigonometric	function
பகுதிப	படுத்தித்	த்தாகையிடல்	/	பகுதித்	த்தாகையிடல் Integration	by	parts
பகுதிப	பினனம் Partial	fraction
பிைதியிடல்	/	ஈடு	தசய்தல் Substitution
பிைதியிடடுத்	த்தாகையிடல் Integration	by	substitution
பிரித்்தல்	/	கூறாகைல் Decomposition
மடககை	சாரபு Logarithmic	function
மடடாயம்	/	கிகட	தூைம் Abscissa
மாறா	உறுபபு Constant	term
மாறியின	மாற்றம் Change	of	variable
மிகை	முழு	எண Positive	integer
முக்ைாண	ைணிபபு	சாரபு	/	திரி்ைாணமிதிச்சாரபு Trigonometric	function
முடிவிலி	/	ைந்தழி	/	எணணிலி Infinity
மூடிய	இகடதவளி Closed	interval
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94 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

மூலமு்தலான	சாரபு	/	த்தாடகை	நிகலச்	சாரபு Primitive	function
்மல்	எல்கல Upper	limit
வகைகதைழு	/	வகையீடடு	தைழு Differential	coefficient
வகையிடத்்தகைச்	சாரபு	 Differentiable	function
வகையிடல் Differentiation
வைம்புள்ை	பகுதி Bounded	region
வருவித்்தச்	சாரபு Derived	function
வகையறுத்்த	த்தாகை	/	வகையறுத்்த	த்தாகையீடு Definite	integral
வரகை	நிகறவாகைல் Completing	the	square
வகைவகைைளின	த்தாகுதி Family	of	curves

Step 1

படி  2

படி  1

இரணயச் தசயல்போடு

“Integration-Gamma	 Integral”	 எனனும்		
பயிற்சித்்தாளிகன	த்தரிவு	தசயதுதைாள்ைவும்.	
பினபு	 திகையில்	 ்்தானறும்	 வகைபடத்தில்,	
தைாடுகைபபடடுள்ை	 நழுவாகன	 (slider)	
பயனபடுத்தி	 n	 மதிபபிகன	 நைரத்தினால்	
வகைபடத்தின	 ்்தானறும்	 மாற்றத்க்த	
த்தரிநதுதைாள்ைலாம்.

கீழ்கைாணும்	உைலி	/	விகைவுக	குறியீடகடப	
பயனபடுத்தி	 இச்தசயல்படடிற்ைான	
இகணயப	 பகைத்திற்குச்	 தசல்ை.	 பினபு	 “12th	
Standard	Business	Mathematics	and	Statistics”	
எனனும்	திகையில்	“Volume-1”	கய	த்தரிவு	
தசயயவும்.

 (QR Code)

தசயல்போட்டின் இறுதியில் 
எதிர்போர்ககப்படும் விரைவு
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95த�ொகை நுணைணி�ம்–II

அறிமு�ம்

த�ொளகயீடலின் 
வைலொறு  2500 
ஆணடுகளுக்கு முன்பிருந்்� 

த�ொடஙகப்படடு விடடது. கி்ைக்க கணி�வியலொர் ஆணடிஃ்பொன் 
அவர்கள் (கி.மு. (த்பொ.ஆ.மு.) 430) எளிய ்பல்கொணஙகள் மறறும் 
சிக்கலொன வளைவளைகளின் ்பைபபுகளை “முழுளமயொக்கும் 
முளையில்” கொணும் முளைளய அறிமுகப்படுத்தினொர். 
(முழுளமயொக்கும் முளை என்்பது தகொடுக்கப்படட ்பைபள்ப 
எணணறை முக்்கொணஙகைொக பிரித்து ்பைபபு கொணு�ல்) 
சிக்கலொன  வளைவளைகைொல் சூழப்படட ்பைபபிளன 
முழுளமயொக்கும்  முளையில் கொணு�ளல மு�ன் மு�லில் 
ஆணடிஃ்பன் கணடுபிடித்திருந்�ொலும், கணி�்மள� யுடொக்ெஸ் 

அவர்கள் முழுளமயொக்கும் முளைளய �ர்க்க ரீதியொக ்மம்்படுத்தினொர். பின்வரும் நொள்களில் 
யூக்ளிட அவர்கள், வடடத்தின் ்பைபள்ப கொண்ப�றகு முழுளமயொக்கும் முளைளய ்பயன்்படுத்தினொர்.
 ஆர்க்கிமிடிஸ் (கி.மு. (த்பொ.ஆ.மு.) 287 - கி.மு. (த்பொ.ஆ.மு.) 217) அவர்களும் இ்� 
முழுளமயொக்கும் முளைளய ்பயன்்படுத்தி, ்பைவளையத்�ொல் சூழப்படட ்பைபள்ப கணடறிந்�ொர். 
முழுளமயொக்கும் முளை்ய, த�ொளகயீடல் மூலம் வளைவளைகைொல் சூழப்படட ்பைபள்ப 
கொணும் முளையொக ்மம்்படுத்�ப்படடது. த�ொளகயீடல் மூலம் ்பைபள்ப கொணும் முளைளய இந்� 
அத்தியொத்தில் நொம் கொண்்பொம்.

�ற்றல் தெொக�ங�ள்

இந்� அத்தியொயத்ள� ்படித்� பின்பு, பின்வரும் ்பொடக் கருத்துக்களை 
மொணவர்கள் நன்கு புரிந்து  தகொள்ை இயலும்

 z வளையறுக்கப்படட த�ொளகயீடடின் வடிவகணி� விைக்கம்
 z வளைவளையொல் சூழப்படட அைஙகத்தின் ்பைபள்ப 

த�ொளகயீடளல ்பயன்்படுத்திக் கொணல்.
 z நுகர்்வொர் உ்பரி மறறும் உற்பத்தியொைர் உ்பரியின் கருத்துக்கள்.
 z த்பொருைொ�ொைம் மறறும் வணிகவியலில் த�ொளகயீடலின் ்பயன்்பொடுகள்.

3

ஆர்க்கிமிடிஸ்
 (கி.மு. (த்பொ.ஆ.மு.) 287 - 

கி.மு. (த்பொ.ஆ.மு.) 217)
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3.1   க�ொடுக�ப்பட்ட வளைவளையின் கீழ் அளைந்த அைங�த்தின் ்பைபபு 
(The area of the region bounded by the curve)

 ஆய அச்சுகளுடன் ஒரு வளைவளை ஏற்படுத்தும் அைஙகத்தின் ்பைபள்ப த�ொளகயீடல் மூலம் 
நொம் கொணலொம். இரு வளைவளைகளுக்கு இளடப்படட ்பைபள்ப கணக்கிடும் முளைளயயும் இஙகு 
நொம் கொண்்பொம்.

3.1.1 வளையறுக�ப்பட்ட க்தொள�யீ்டலின் வடிவ�ணி்த விைக�ம் 
(Geometrical Interpretation of Definite Integral as Area under a curve):

 x a= மறறும் x b=  எனும் எல்ளலகளுக்குள்,  x அச்சுடன்  y f x= ( )  எனும் வளைவளை 
ஏற்படுத்தும் அைஙகத்தின் ்பைபள்ப நொம் கொண்ப�ொகக் தகொள்்வொம்.

 ்படம் 3.1 லிருந்து.  இளடதவளி  a b   ஆனது ∆xi   அைவுளடய  xi xi−




1,   எனும் n சிறு 

இளடதவளிகைொக பிரிக்கப்படுகிைது என்க.  

 அ�ொவது x xi i xi− = ∆−1   ஏ்�னும் ஒரு xi xi xi
′ ∈ −





1, க்கு f xi′( )   என்்பது  ∆xi  

அடிப்பக்கமொக தகொணட n தெவவகஙகளின் உயைம் என்க. 

   i வது தெவவகத்தின் ்பைபபு   A x f xi i i= ∆ ′( ).

        சூழப்படட தமொத்�ப்பைபபு   A f x xi i
i

n

= ′( )∆
=
∑

1

X

Y

y = f(x)

a = ′x0 b = nx′Dx
i

f(x)

படம் 3.1

Q

′ ′( )( )x x
0 0
, f ′ ′( )( )x x

n n
, f

 வளையறுக்கப்படட த�ொளகயீடலின் வளையளையிலிருந்து f x( )  என்்பது a b,[ ] , a < b இல் 
வளையறுக்கப்படட ெொர்பு எனில் வளையறுக்கப்படட த�ொளகயீடொனது

f x dx
a

b

( ) =∫
lim
∆ →xi 0

f x xi i
i

n

′( )∆
=
∑

1
 ஆகும்.

 வளைவளைக்கு கீழ் அளமந்� ்பைப்பொனது, தெவவகஙகளின் எணணிக்ளகளய 
எணணறைளவயொக அதிகரிக்கும் த்பொழுது முழுளமயொகிைது. இது்வ வளையறுக்கப்படட 
த�ொளகயீடலின் வடிவகணி� விைக்கமொகும்.
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97த�ொகை நுணைணி�ம்–II

 y=f(x) என்ை வளைவளை, x அச்சு,  x = a  மறறும் x = b  ஆகியவறைொல் சூழப்படட அைஙகத்தின் 
்பைப்பொனது,

          A ydx
a

b

= ∫         

      = ∫ f x dx
a

b

( )                                                                                                                 

இரு வளைவளை�ளுககு இள்டப்பட்ட ்பைபபு (Area between two curves) 

 f(x) மறறும் g(x)  என்்பன [a, b]-ல் வளையறுக்கப்படட 
f x g x a b( ) ( ),> ≤  எனுமொறு உள்ை, த�ொடர்ச்சியொன இரு ெொர்புகள் 

என்க. 

 x=a மறறும் x=b  எனும் எல்ளலகளுக்குள் இவவளைவளைகளுக்கு 
இளடப்படட ்பைபபு

  A f x g x dx
a

b

= −[ ]∫ ( ) ( ) .                                                                                                                               

X

Y
y = f(x)

x 
= 

a

x 
= 

b

A B

CD
படம் 3.2

(i) y f x= ( )  என்ை வளைவளை, x -அச்சு,  x = a  மறறும்  
x = b எனும் எல்ளலக்குள், x -அச்சுடன் ஏற்படுத்�ப்படும் 
அைஙகத்தின் ்பைபபு, x அச்சின் கீழ் அளமயும் எனில், 

   A = −∫ y dx
a

b

= −∫ f x dx
a

b

( )

(ii) x f y= ( )  என்ை வளைவளை ஆனது y=c மறறும் y=d என்ை 
எல்ளலக்களுக்குள் y -அச்சுடன் ஏற்படுத்�ப்படும் அைஙகத்தின்  
்பைபபு y -அச்சுக்கு வலபபுைம் அளமயும் எனில், 

   A  = xdy f y dy
c

d

c

d

= ∫∫ ( )

(iii) x f y= ( )  எனும் வளைவளையொனது y=c மறறும் y=d எனும் 
எல்ளலக்குள் y -அச்சுடன்  ஏற்படுத்தும் அைஙகத்தின் ்பைபபு  
y -அச்சுக்கு இடதுபுைம் அளமயும் எனில், 

  A xdy f y dy
c

d

c

d

= − = −∫∫ ( )

X

Y

y = f(x)

x 
= 

a

x 
= 

b

A
B

CD

படம் 3.3

Y

X

x = f(y)

y = c

y = d
D B

C A

படம் 3.4

Y

X

x = f(y)

y = c

y = d DB

CA

படம் 3.5

குறிபபு

Y

Xo

y = f(x)

படம் 3.6

y = g(x)

x = a x = b
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98 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

எடுத்தக�ொடடு 3.1 

y x= +4 3  என்ை வளைவளை,  x -அச்சு, x=1 மறறும் x=4  ஆகியவறறுடன் ஏற்படுத்தும் 
்பைபள்பக் கொணக

தீர்வு:
்பைபபு     = ∫ ydx

1

4

 = +( )∫ 4 3
1

4

x dx

 = + 2 32
1

4
x x = + − −32 12 2 3  

= 39 ெதுை அலகுகள்.

எடுத்தக�ொடடு 3.் 

  x y− − =2 12 0  என்ை வளைவளையொனது  y  -அச்சு,  y = 2 
மறறும் y = 5  என்ை ் கொடுகளுடன் ஏற்படுத்தும் ்பைபள்பக் கொணக.

தீர்வு:

 
x y
x y

− − =
= +

2 12 0
2 12

்�ளவப்படும் ்பைபபு

=

= +( ) = + 

∫

∫

x dy

y dy y y

2

5

2

5
2

2

5
2 12 12

= +( )− +( ) =25 60 4 24 57  ெதுை அலகுகள்.

எடுத்தக�ொடடு 3.3 

y x= −4 2  என்ை ்பைவளையம், x -அச்சு, x = 0 மறறும் x = 
2 என்ை ்கொடுகளுடன் ஏற்படுத்தும் அைஙகத்தின் ்பைபள்பக் 
கொணக

தீர்வுs:
y x= −4 2

Y

Xx = 4x = 1

படம் 3.7

y =
 4x

+3

Y

X

y = 5

y = 2

படம் 3.8
x–

2y
–12

 = 0

Y

Xo x = 2

படம் 3.9

y = mx+c என்ை ்கொடு  x = 0 
மறறும் x = a எனும் 

எல்ளலகளுக்குள் x-அச்சுடன் 
ஏற்படுத்தும் ்பைபபு = | 1

2
 (a)[(x = 0

எனும்்்பொது y -ன் மதிபபு) +(x = a 
எனும்்்பொது y -ன் மதிபபு)]|
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99த�ொகை நுணைணி�ம்–II

்�ளவயொன ்பைப்பைவு   =  ydx x dx= −∫∫ ( )4 2

0

2

0

2

   = −








4

3

3 2

0

x x = −8 8
3

   = 16
3

 ெதுை அலகுகள்.

எடுத்தக�ொடடு 3.் 

 y x=  மறறும் x=–1, x=2  எனும் எல்ளலகளுக்குட்படட அைஙகத்தின் ்பைபபு கொணக.

தீர்வு:
 ்�ளவப்படும் ்பைபபு =  − +

−
∫ ∫xdx x dx
1

0

0

2

    = −








 +











−

x x2

1

0 2

0

2

2 2
= − −





+ −





0 1
2

4
2

0

    = 5
2

 ெதுை அலகுகள்.

எடுத்தக�ொடடு 3.் 

 y x2 8=  என்ை ்பைவளையம் அ�ன் தெவவகலத்துடன் ஏற்படுத்தும் ்பைபள்பப கொணக.

தீர்வு
   y x2 8=   (1)

 திடட வடிவம் y ax2 4= ,  உடன் ஒபபிட

   
4 8

2
a
a

=
=

 தெவவகலத்தின் ெமன்்பொடு : x = 2

 ெமன்்பொடு (1) ஆனது  x -அச்ளெ த்பொருத்து ெமச்சீர் ஆ�லொல்,

 ்�ளவயொன ்பைபபு = 2 [மு�ல் கொல்்பகுதியில் ெமன்்பொடு 1ஆனது x = 0 மறறும் x = 2 எனும்  
           எல்ளலகளுக்குள் ஏற்படுத்தும் ்பைபபு]

   = 2
0

2

y dx∫

   = 2 8 2 2 2
0

2 1
2

0

2

xdx x dx∫ ∫= ( )

Y

Xx = 2
x = –1

படம் 3.10

0

Y

X

படம் 3.11

F(2, 0)
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100 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

   = 4 2 2
3

4 2 2 2
3

3
2

0

2 3
2x

















= × ×

   = 32
3

 ெதுை அலகுகள்.

எடுத்தக�ொடடு 3.் 

 y x= + 3 என்ை வளைவளைளய வளைக.  ்மலும் x dx+
−
∫ 3
6

0

 -இன் மதிபள்பக்கொணக.

தீர்வு:

                y x= + 3  = 
x x
x x
+ ≥ −

− +( ) < −




3 3
3 3
,

,

  ்�ளவப்படும் ்பைபபு = ydx
−
∫
6

0

    = y dx ydx+
−−

−

∫∫
3

0

6

3

    = − +( ) + +( )
−−

−

∫∫ x dx x dx3 3
3

0

6

3

  = −
+( )











+
+( )











−

−

−

x x3
2

3
2

2

6

3 2

3

0

= − −





+ −





=0 9
2

9
2

0 9  ெதுை அலகுகள்.

எடுத்தக�ொடடு 3.் 

 த�ொளகயிடளலப ்பயன்்படுத்தி a அலகு ஆைம் உளடய 
வடடத்தின் ்பைபள்பக்கொணக.

  a x dx x a x a x
a

c2 2 2 2
2

1

2 2
− = − + +













∫ −sin

தீர்வு 
 வடடத்தின் ெமன்்பொடு,  x y a2 2 2+ =  ... (1)

  y  =  0 என (1) -ல் பிைதியிட  x2  =  a2

  ⇒  x  =  ±  a
 தகொடுக்கப்படட வளைவளை ஆனது இரு அச்சுகளைப  த்பொறுத்து ெமச்சீர் ஆகும். என்வ
்�ளவப்படும் ்பைபபு = 4 [மு�ல் கொல்்பகுதியில் x = 0, x = a எனும் எல்ளலக்குள் வளையறுக்கப்படும்
          அைஙகத்தின் ்பைபபு]

Y

X0–3–6

படம் 3.12

y =
 x+3y =–(x+3)

Y

X

படம் 3.13

a0–a
குறிபபு:

X՛

X՛

Y ՛
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101த�ொகை நுணைணி�ம்–II

   = 4
0

y dx
a

∫  

   = 4 4
2 2

2 2

0

2 2
2

1

0

a x dx x a x a x
a

a a

− = − +








∫ −sin

   = 4 0
2

4
2

1 4
2 2

2
1

2
1

2

+ 













 = ( )





=− −a a
a

a asin sin p
 

   = pa 2  ெதுை அலகுகள்.
எடுத்தக�ொடடு 3.ட 

 த�ொளகயிடல் முளைளயப ்பயன்்படுத்தி y x2 16=  என்ை ்பைவளையம் x = 4  என்ை 
்கொடடுடன் ஏற்படுத்தும் அைஙகத்தின் ்பைபள்பக் கொணக.

தீர்வு:
 y x2 16=  என்்பது வலது புைமொக திைந்திருக்கும்  ்பைவளையமொகும்.

        ்�ளவப்படும் ்பைபபு = 2 ydx
a

b

∫     

   = 2 16
0

4

x dx∫

   = 8
1
2

0

4

x dx∫ =

















8 3
2

3
2

0

4

x = ( )





=16
3

4 128
3

3
2  ெதுை அலகுகள்.

்பயிற்சி 3.1

1.  த�ொளகயிடளலப ்பயன்்படுத்தி 2 8y x+ = என்ை ்கொடு,  x -அச்சு  மறறும் x = 2, x = 4  
என்னும் எல்ளலக்குள் ஏற்படுத்தும் அைஙகத்தின் ்பைபள்பக் கொணக.

2.  y x− − =2 4 0  என்ை ்கொடு, y=1 மறறும்  y=3 எனும் எல்ளலக்குள் y-அச்சுடன் ஏற்படுத்தும் 
்பைபள்பக் கொணக.

3.  2 4y ax= என்ை ்பைவளையம் அ�ன் தெவவகலத்துடன் ஏற்படுத்தும் ்பைபள்பக் கொணக.

4. y = x எனும் ்கொடு,  x  -அச்சு, x = 1 மறறும் x = 2 எனும் எல்ளலக்குள் ஏற்படுத்தும் ்பைபள்பக் கொணக.

5.  த�ொளகயிடளல ்பயன்்படுத்தி y x− =1  என்ை ்கொடு, x  -அச்சு, x = –2 மறறும் x = 3 என்னும் 
எல்ளலக்குள் ஏற்படுத்தும் அைஙகத்தின் ்பைபள்பக் கொணக. 

Y

X

படம் 3.14

O F(4, 0)(்பைவளையம் x - அச்ளெ 
த்பொருத்து ெமச்சீர்)
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6. த�ொளகயிடளலப ்பயன்்படுத்தி y x= 4 2  என்ை ்பைவளையம், x = 0, y = 0 மறறும் y = 4 
எனும் ்கொடுகளுடன் ஏற்படுத்தும் ்பைபள்பக் கொணக.

7.  y x= 2  என்ை ்பைவளையத்திறகும் y = 4 என்ை ்கொடடிறகும் இளடப்படட ்பைபள்பக் கொணக.

3.்   க்பொருைொ்தொைம் ைற்றும் வணி�வியலில் க்தொள�யீடடின் ்பயன்்பொடு�ள் 
(Application of Integration in Economics and Commerce).

      இ�றகு முந்ள�ய ்பொடப்பகுதியில் தமொத்� தெலவுச்  ெொர்பு, தமொத்� வருவொய் ெொர்பு மறறும் 
்�ளவச் ெொர்பு தகொடுக்கப்படடு இருபபின் அ�றகொன இறுதிநிளல தெலவுச்ெொர்பு, இறுதிநிளல 
வருவொய் ெொர்பு மறறும் ்�ளவ தநகிழ்ச்சி கொணும் முளைகளை(க்) கற்ைொம். அ�றகு மொைொக 
இறுதிநிளலச் ெொர்பு தகொடுக்கப்படடிருபபின் தமொத்� ெொர்ள்பக் கொணும் முளைளய இஙகு  
கொணலொம்.

3.்.1 இறுதிநிளை கெைவுசெொர்பிலிருநத கைொத்்த கெைவுசெொர்ள்பக �ொணு்தல்  
(Cost functions from marginal cost functions)

 தமொத்� தெலவுச் ெொர்பு C மறறும்  x  என்்பது உற்பத்தியின் அைவு எனில் இறுதி நிளலச்தெலவுச் 

ெொர்பு MC dC
dx

=  ஆகும்.

  ∴
       தெலவுச் ெொர்பு :  C MC dx k= ( ) +∫

 இஙகு k என்்பது த�ொளகயீடடின் மொறிலி. கணக்கில்  தகொடுக்கப்படட விவைஙகளைப 
்பயன்்படுத்தி k -ன் மதிபள்பக் கொணலொம்.  

 ்மலும், ெைொெரி தெலவுச் ெொர்பு : AC C
x

x= ≠, 0

எடுத்தக�ொடடு 3.் 

  கொலணிகளின்  உற்பத்தியின் எணணிக்ளக  x-ஐ த்பொறுத்� இறுதிநிளல தெலவு 
6 10 6 2+ −x x  என்க.  ஒரு ்�ொடி  கொலணிகள் உற்பத்திக்கொன தெலவு `12 எனில், தமொத்�ச் 
தெலவு மறறும் ெைொெரி தெலவு ஆகியவறளைக் கொணக.

தீர்வு:
 தகொடுக்கப்படட இறுதிநிளல தெலவுச் ெொர்பு :  MC = 6 10 6 2+ −x x

  C = MC dx k+∫
   = + −( ) +∫ 6 10 6 2x x dx k

   = + − +6 5 22 3x x x k   (1)

 x = 2 எனும் ்்பொது C = 12
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103த�ொகை நுணைணி�ம்–II

 ∴ 12 = 12 20 16+ − + k

                      k = −4

  C = 6 5 2 42 3x x x+ − −

  ெைொெரி தெலவு :  C
x

x x x
x

= + − −6 5 2 42 3

   = 6 5 2 42+ − −x x
x

எடுத்தக�ொடடு 3.1ட 

 ஒரு நிறுவனத்தில், x அலகு த்பொருள்கள் �யொரிப்ப�றகொன இறுதிநிளலச் தெலவு 

MC x x= + −125 10
9

2

.  இ�ன் மொைொச் தெலவு `250 எனில் 15 அலகுகள் �யொரிப்ப�றகொன 
தெலளவக் கொணக.

தீர்வு:
  MC  = 125 10

9

2

+ −x x

  C = MC dx k+∫

   = + −






+∫ 125 10

9

2

x x dx k

   = + − +125 5
27

2
3

x x x k

       நிளலயொன தெலவு : k = 250

  ∴ C = 125 5
27

2502
3

x x x+ − +

            x = 15      எனில்,

  C = 125 15 5 15
15
27

2502
3

( ) + ( ) − ( ) +

   = + − +1875 1125 125 250

  C = ₹ 3,125 

எடுத்தக�ொடடு 3.11 

 இறுதி நிளல தெலவுச் ெொர்பு MC ex= +2 5  எனில்,   
 (i)  C (0)=100  எனும்  ்்பொது C ளயக் கொணக. (ii) ெைொெரிச் தெலவு AC -ஐக் கொணக.

தீர்வு:
 தகொடுக்கப்படட MC = 2 5+ ex
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  C = MC dx k+∫
   = +( ) +∫ 2 5e dx kx

   = + +2 5x e kx

 (i)     x C= = ⇒0 100,

  100 = 2 0 5 0( ) + ( ) +e k

                     k = 95

  ∴ C = 2 5 95x ex+ + .

 (ii) ெைொெரி விளல  = C
x

x e
x

x

= + +2 5 95

  AC = 2
5 95+ +

e
x x

x

.

வைர்சசி வீ்தம் அல்ைத விற்்பளை வீ்தம் (Rate of growth or sale)

 ஒரு ெொர்பின் வைர்ச்சி வீ�ம் அல்லது விற்பளன வீ�மொனது t-ல் ஒரு ெொர்பு என்க. இஙகு t 
என்்பது கொல அைளவக் குறிக்கும். என்வ, t கொல அைவில் உற்பத்தி த்பொருளின் தமொத்�  வைர்ச்சி 
அல்லது தமொத்� விற்பளனயொனது   f t dt t r

r

( ) ,
0

0∫ ≤ ≤  ஆகும்.

எடுத்தக�ொடடு 3.1் 

 புதிய உற்பத்தி த்பொருளின் விகி�ச் ெொர்பு f x e x( ) = − −100 90    என்க. இஙகு x என்்பது 
ெந்ள�யில் அபத்பொருள் கிளடக்கும் நொள்களின் எணணிக்ளக என்க. மு�ல் நொன்கு நொள்களில் 
அந்� த்பொருளின் தமொத்� விற்பளனளயக் கொணக. (e–4=0.018)

தீர்வு:
      தமொத்� விற்பளன = 100 90

0

4

−( )−∫ e dxx

     = 100 90
0

4
x e x+( )−

     = 400 90 0 904+ − +( )−e

     = 400 90 0 018 90+ −( . )

     = 311.62 அலகுகள்
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105த�ொகை நுணைணி�ம்–II

எடுத்தக�ொடடு 3.13 

 ஒரு நிறுவனம்  200 த�ொழிலொைர்களைக் தகொணடு வொைத்திறகு 50,000 அலகுப த்பொருள்களை 
உற்பத்தி தெய்கிைது. அதிக்படியொன x- த�ொழிலொைர்களை ்வளலக்கு அமர்த்துவ�ன் மூலம்  

த்பொருளின் உற்பத்தி வீ�ச் ெொர்பு 300 5
2

3− x  ஆகும்.  64 த�ொழிலொைர்களை மிகுதியொக ்வளலக்கு 
அமர்த்துவ�ன் மூலம் அந்நிறுவனம் உற்பத்தி தெய்யும் த்பொருள்களின் எணணிக்ளகளய கொணக. 

தீர்வு:
 x த�ொழிலொைர்களைக் தகொணடு அதிக்படியொக உற்பத்தி தெய்யும் த்பொருள்கள் p என்க.

  dp
dx

 = 300 5
2

3− x

  p = 300 5
2
3

0

64

−








∫ x dx

   = 300 3
5
3

0

64

x x−












   = 300 64 3 64
5

3× − ( )  

   = 16128

 ∴   கூடு�லொக உற்பத்தி தெய்யப்படும் அலகுகளின் எணணிக்ளக  16,128 ஆகும்.

  ⇒ 264 த�ொழிலொைர்கைொல் உற்பத்தி தெய்யப்படும் தமொத்� அலகுகளின் எணணிக்ளக

     = 50000 + 16128 = 66,128 அலகுகள்.

எடுத்தக�ொடடு 3.1் 

 ஒரு நிறுவனத்தின் விைம்்பை பிைச்ெொைத்திறகுப பிைகு அ�ன் விற்பளன விகி�ச் ெொர்பு
f t e t( ) = −3000 0 3.  ஆகும். இஙகு t என்்பது விைம்்பைத்திறகு பிைகு உள்ை மொ�ஙகளின் 

எணணிக்ளகளய குறிக்கும். 4 மொ�ஙகளுக்குப பிைகு அந்நிறுவனத்தின் ஒடடுதமொத்� 
விற்பளனளயயும் மறறும் ஐந்�ொவது மொ�த்தின் விற்பளனளயயும் கொணக. விைம்்பைத்திறகு பிைகு 
அந்நிறுவனம் த்பறும் தமொத்� விற்பளனக் கொணக. e e− −= = 

1 2 1 50 3012 0 2231. .. , . .

தீர்வு:
 t மொ�ஙகளுக்குப பிைகு நிறுவனத்தின்  தமொத்� விற்பளன  F(t) எனில் நிறுவனத்தின் 

விற்பளன விகி�ச் ெொர்பு d
dt

F t f t( ) = ( )

 ∴ F(t) = f t dt
t

( )
0
∫
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 4 மொ�ஙகளுக்குப பிைகு ஒடடுதமொத்� விற்பளன

  F(4) = f t dt( )∫
0

4

   = −∫3000 0 3

0

4

e dtt.

   =
−











−

3000
0 3

0 3

0

4
e t.

.

   =-10000 e e− − 
1 2 0.

   = − −[ ]10000 0 3012 1.

   = 6988

 (ii)  ஐந்�ொவது  மொ�த்தின் விற்பளன = 3000 0 3

4

5

e dtt−∫ .

   =
−











−

3000
0 3

0 3

4

5
e t.

.

   = − − 
− −10000 1 5 1 2e e. .

   = − −[ ]10000 0 2231 0 3012. .

   = 781 அலகுகள்

  விைம்்பைத்திறகு பிைகு நிறுவனத்தின்  தமொத்� விற்பளன

   = =
−

 
− − ∞∞

∫ 3000 3000
0 3

0 3 0 3
0

0

e dt et t. .

.

   = − −[ ]10000 0 1

   = 10000 அலகுகள்.

எடுத்தக�ொடடு 3.1் 

  `6,40,000 விளலயுள்ை ஒரு இயந்திைமொனது f (t) = 20000 t (t -ஆணடுகளில்) என்ை ் ெமிபபு 
விகி�ச் ெொர்பின்  தெலவு ்ெமிபபுடன் ஈடு தெய்ய எத்�ளன ஆணடுகைொகும் ?

தீர்வு:
 தெலவு ்ெமிபபு  S(t) = 20000

0

t dt
t

∫     

   = 10000 t2

 தமொத்� தெலளவ ஈடுதெய்வ�றகொன கொலம்,
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107த�ொகை நுணைணி�ம்–II

  10000 t2 =  640000

  t2 = 64

  t  = 8

 8 ஆணடுகளில் இயந்திைத்தின் தெலளவ ஈடு தெய்யலொம்.

3.்.் இறுதிநிளை வருவொய் ெொர்பிலிருநத  வருவொய்செொர்பு ைற்றும் த்தளவசெொர்பு 
(Revenue function and Demand function from Marginal revenue function)

 தகொடுக்கப்படடுள்ை இறுதிநிளல வருவொய் (Marginal revenue) ெொர்பிலிருந்து தமொத்� வருவொய் 
(Revenue function) மறறும் ்�ளவச் ெொர்பு( Demand function) கொணு�ல். 

 R  என்்பது வருவொய் ெொர்பு எனில் இறுதிநிளல வருவொய்ச் ெொர்வு MR dR
dx

=  

 x ளய த்பொறுத்து த�ொளகக் கொண,

  வருவொய் ெொர்பு : R MR dx k= ( ) +∫ .

 இதில்  k  என்்பது ஒரு  மொறிலி, இம்மொறிலியின் மதிபள்ப   x=0  மறறும் R=0  எனப பிைதியிடடு 
கொணலொம்.

  ்�ளவயொனச் ெொர்பு : p R
x

x= ≠, .0

எடுத்தக�ொடடு 3.1் 

 இறுதி நிளல வருவொய் ெொர்பு MR x x= + −35 7 3 2 எனில், வருவொய்  ெொர்பு மறறும்  ்�ளவச் 
ெொர்பு கொணக.

தீர்வு:
 தகொடுக்கப்படட   MR = 35 7 3 2+ −x x

  R = MR dx k( ) +∫
   = 35 7 3 2+ −( ) +∫ x x dx k

  R = 35 7
2

2 3x x x k+ − +

 x = 0 எனும்த்பொழுது R = 0  ∴  k = 0  

  R = 35 7
2

2 3x x x+ −

 ்�ளவயொனச் ெொர்பு : p R
x

=

  p = 35 7
2

2+ −x x .
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எடுத்தக�ொடடு 3.1் 

 ஒரு நிறுவனத்தின்  இறுதிநிளல வருவொய் ெொர்பு MR a
x b

c=
+( )

−2 . இஙகு x என்்பது 

த்பொருள்களின் உற்பத்தி மறறும் a, b, c  என்்பன மொறிலிகள் எனில்,  ் �ளவச் ெொர்பு   x a
b p c

b=
+( ) −

என நிறுவுக.

தீர்வு:
   தகொடுக்கப்படட   MR = a x b c+( ) −−2

   R = a x b dx c dx+( ) −− ∫∫ 2

   R = 
a x b

c x k
+( )
−

− +
−1

1

   R = −
+

− +a
x b

c x k

   x = 0 எனும்த்பொழுது R = 0  

    ∴        0 = − − ( ) +a
b

c k0

   k = a
b

   R = −
+

− +a
x b

c x a
b

    =
− + +( )

+( ) −
ab a x b

b x b
c x

   R = ax
b x b

c x
+( ) −

  ்�ளவச் ெொர்பு  : p = R
x

   p = a
b x b

c
+( ) −

   p+c = a
b x b+( )

   b(x+b) = 
a

p c+

   x = 
a

b p c
b

+( ) − .
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க�ொடுக�ப்பட்ட இறுதிநிளைச கெைவு ெொர்பு ைற்றும் இறுதிநிளை வருவொயிலிருநத  மீபக்பரு 
இைொ்பத்ள்தக �ொணு்தல்:

 ‘P’ என்்பது இலொ்பச்  ெொர்பு எனில், dP
dx

d
dx

R C dR
dx

dC
dx

MR MC= −( ) = − = −  இருபுைமும் 

x -ளயப த்பொறுத்து  த�ொளகக் கொண, P dP
dx

MR MC dx k= = −( ) +∫∫
 இஙக k என்்பது த�ொளகயிடல் மொறிலி ஆகும். கணக்கில் தகொடுக்கப்படட விவைஙகளைக் 
தகொணடு k-ன் மதிபள்பக் கொணலொம்.

எடுத்தக�ொடடு 3.1ட 

 தகொடுக்கப்படட இறுதிநிளலச் தெலவு மறறும் வருவொய் ெொர்புகள் முளை்ய ′ ( ) = +C x x50
50

 

மறறும் ′ =R x( ) 60 . மொைொச்தெலவு தெலவு ` 200 எனில்,  மீபத்பரு இலொ்பத்ள�க் கொணக.

தீர்வு:
 கணக்கின்்படி,   C(x) = ′( ) +∫C x dx k1

    = 50
50 1+





+∫ x dx k

   C(x) = 50
100

2

1x x k+ +

      மொைொச் தெலவு : k1    = 200   (கணக்கின்்படி)

 தெலவுச்ெொர்பு :   C(x) =  50
100

200
2

x x+ +   ...(1)

 இறுதிநிளல வருவொய்ச்ெொர்பு :   ′ =R x( ) 60

   R(x) = ′ +∫ R x dx k( ) 2

    = 60 2dx k+∫
    = 60x + k2

 உற்பத்தி அைவு =0  எனில் வருவொய் = 0 ஆகும்.

 அ�ொவது, x = 0  எனும்த்பொழுது R = 0 2 0k⇒ =

 ∴  வருவொய்  : R(x) = 60x    (2)

  இலொ்பம் :   P = தமொத்� வருவொய்  – தமொத்�ச் தெலவு

    = 60 50
100

200
2

x x x− − −
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    = 10
100

200
2

x x− −

   
dP
dx

 = 10
50

− x

 மீபத்பரு இலொ்பத்திறகு, 
dP
dx

 = 0 ⇒      x = 500

   d P
dx

2

2  = − <1
50

0

 ∴      x = 500  இல், 

    மீபத்பரு இலொ்பம் : P = 10 500
500
100

200
2

( )− ( ) −

    = 5000 – 2500 – 200

    = 2300

   மீபத்பரு இலொ்பம் = ` 2,300.

எடுத்தக�ொடடு 3.1் 

 ஒரு நிறுவனத்தின் த்பொருள்களின் இறுதிநிளலச் தெலவு மறறும் இறுதிநிளல வருவொய் 
முளை்ய ′ ( ) = +C x x8 6 மறறும் ′ ( )=R x 24  என்க. த்பொருள்களின் உற்பத்தி பூச்சியம் எனும் 
த்பொழுது அ�ன் தமொத்� தெலவும் பூச்சியம் எனில் தமொத்� இலொ்பத்ள�க் கொணக.

தீர்வு:
  கணக்கின்்படி   MC = 8 + 6x

   C(x) = 8 6 1+( ) +∫ x dx k

    = 8 3 2
1x x k+ +    (1)

 x = 0  எனும் த்பொழுது  C = 0  ⇒   k1 = 0

  ∴ C(x) = 8 3 2x x+    (2)

 ்மலும் MR = 24

   R(x) = MR dx k+∫ 2

    = 24 2dx k+∫
    = 24x + k2
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 x = 0 எனில், வருவொய் = 0   ⇒   k2 = 0

   R(x) = 24x    (3)

 இலொ்பச்ெொர்பு   P(x) = R(x) – C(x)

   P(x) = 24 8 3 2x x x− −

    = 16 3 2x x−

எடுத்தக�ொடடு 3.்ட 

 விற்பளன தெய்யப்படட x அலகு த்பொருள்களின் இறுதிநிளல வருவொய்ச் ெொர்பு (ரூ்பொய் 
ஆயிைஙகளில்) 10 0 05+ −e x. எனில், விற்பளன அைவு 100 அலகுகைொக இருக்கும்்்பொது  தமொத்� 
வருவொளயக் கொணக ( . )e− =5 0 0067

தீர்வு:
 இறுதிநிளல வருவொய் ′ ( ) = + −R x e x10 0 05.

 100 அலகுகளுக்கொன விற்பளன வருவொய் 

   R = 10 0 05

0

100

+( )−∫ e dxx.

    = +
−











−

10
0 05

0 05

0

100

x e x.

.

    = 1000
0 05

0 100
5

5

−






− −





−e
.

    = 1000 20 20 0 0067+ − ×( . )
    = 1019.87

    = 1019.87 × 1000

   தமொத்� வருவொய்  = ` 10,19,870

எடுத்தக�ொடடு 3.்1 

  ஒரு இயந்திைத்தின் ஆயுட கொலம் 12 ஆணடுகைொக  மதிபபிடப்படடுள்ைது.  அ�ன் விளல  
`5,00,000 என்க. இயந்திைத்திறகொன கொபபுத்த�ொளக `30,000. அந்� இயந்திைத்திறகு, ஒரு 
வருடத்திறகொன வொடளக `72,000 ஆக உள்ைது.  நிகழ்கொலத்தில் தெலுத்�ப்படும் வொடளகக்கொன 
வடடி விகி�ம்  9% எனில், அந்� இயந்திைத்ள� வொடளகக்கு த்பறுவது ஆ�ொயமொன�ொ என்்பள� 
ஆைொய்க. ( . ).e− =1 08 0 3396  .
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தீர்வு:
 t வருடத்திறகொன நிகழ்கொல மதிபபு  = 72000 0 09

0
e t dt

t
−∫ .

 12 வருடத்திறகொன நிகழ்கொல மதிபபு = 72000 0 09

0

12

e dtt−∫ .

    =
−

−













72000
0 09

0 09 0

12
e t.

.

    =
−

− ( )−





72000
0 09

0 09 12 0
.

.e e

    = − − −



800000 1 08 0e e.

    = − −[ ]800000 0 3396 1.

    = 528320

  இயந்திைத்திறகொன தெலவு  = −   500000 30000

    =  470000

 என்வ இயந்திைத்ள� வொடளகக்கு த்பறுவது இலொ்பகைமொனது அல்ல.
 ஆ�லொல் இயந்திைத்ள� வொஙகுவ்� சிைந்�து.

ெைககு த்தக� நிளை (Inventory) : 

 தகொடுக்கப்படட ெைக்கின் ளகயிருபபு  I (x) மறறும் ஒரு அலகிறகொன ெைக்கின் ்�க்கச் தெலவு  
(C1) எனில், T கொலத்திறகொன ெைக்கின் தமொத்� ்�க்கச் தெலவு = C I x dx

T

1
0

( )∫ .

எடுத்தக�ொடடு 3.்் 

 ஒரு நிறுவனம் 30 நொள்களுக்கு ஒருமுளை 200 மகிழ்வுந்துகளை த்பறுகிைது, அனு்பவத்தில், 
ெைக்கு ளகயிருபபு, இருபபு நொள்களுடன் த�ொடர்புளடயது எனத் த�ரிகிைது. களடசியில் த்பைப்படட 
ெைக்கு மு�லிருந்து I x x( )= −200 0 2.  என்க. தினெரி ெைக்கு ்�க்கச் தெலவு `3.5 எனில் 30 
நொள்களுக்கொன தமொத்� ்�க்கச் தெலளவ த�ொளகயீடல் மூலம் கொணக.

தீர்வு:
  இஙகு  I(x) = 200 –0.2x

   C1 = Rs. 3.5

   T = 30

  தமொத்� ்�க்கச் தெலவு  = C I x dx x dx
T

1
0 0

30

3 5 200 0 2( ) = −( )∫ ∫. .
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    = 3 5 200
0 2

2

2

0

30

.
.

x
x

−








  = ` 20,685

்தவளை ்பஙகீடடின் கைொத்்த க்தொள� (Amount of an Annuity)
 தெலுத்�ப்படட தமொத்� �வளண ்பஙகீடடு த�ொளக மறறும் அந்� கொல கடடத்தில் தெலுத்�ப்படட 
தமொத்� வடடி ஆகியவறறின் கூடு�ல், �வளண ்பஙகீடடின் தமொத்� த�ொளக எனப்படும். ஒரு 
ஆணடிறகு r கூடடு வடடி வீ�த்தில், தெலுத்�ப்படும் �வளண ்பஙகீடடு த�ொளக ` p எனில், N 
�வளணகளில் தெலுத்�ப்படும �வளண ்பஙகீடடின் தமொத்� த�ொளக

      A = pe dtrt
N

0
∫

எடுத்தக�ொடடு 3.்3 

 திரு. அருள் என்்பவர் ABC வஙகியில், ஒவதவொரு ஆணடிறகும் ̀ 10,000 -ஐ ஆணடிறகு  10% 
கூடடு வடடியில் 5 ஆணடுகளுக்கு தெலுத்துகிைொர். 5 ஆணடுகளின் முடிவில் அவர் வஙகி கணக்கில் 
உள்ை தமொத்� த�ொளக எவவைவு? e0 5 1 6487. .=( )
தீர்வு:
  p r N      = = =10000 0 1 5. ,

   தமொத்� த�ொளக = 10000 0 1

0

5

e dtt.∫

    = ( )10000
0 1

0 1

0

5

.
.e t

    = −





×100000 0 1 5 0e e.

    = −( )100000 10 5e .

    =100000 0.6487[ ]
    = ₹ 64,870

இயற்ள� வைத்தின் ்பயன்்பொடு (Consumption of a Natural Resource)

 t வருடத்தில் இயறளக வைத்தின் ்பயன்்பொடடிறகொன ெொர்பு 
p(t) என்க.  k த்பருக்கு வீ�த்தில் இயறளக வைத்தின் ்பயன்்பொடு 
அதிகரிக்கிைது எனில், Tவருடத்தில் ்பயன்்படுத்�ப்படும் இயறளக 
வைத்தின் அைவு

    p e dt p
k

ekt kT
T

0
0 1

0

= −( )∫
 இஙகு p0 என்்பது (t = 0 எனும் ்்பொது) இயறளக வைத்தின் 
த�ொடக்கப ்பயன்்பொடு.

P

tTO

P0

P(t) =P0e
kt

படம் 3.15
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எடுத்தக�ொடடு 3.்் 

 2000 ஆம் ஆணடில் உலக �ஙக உற்பத்தியின் அைவு  2547 தமடரிக் டன்கள் மறறும்  �ஙக 
உற்பத்தி ஆணடிறகு 0.6% த்பருக்கு வீ�த்தில் அதிகரிக்கின்ைது. இ்� வீ�த்தில் த�ொடர்ந்�ொல் 2000 
-லிருந்து 2013-க்குள் எவவைவு டன்கள் �ஙகம் உற்பத்தி தெய்யப்படடிருக்கும்? [e0.078 = 1.0811)

தீர்வு:
 த�ொடக்க நிளலயில் �ஙகத்தின் அைவு (t=0 எனும்்்பொது (2000-ஆம் ஆணடு))

 p0=2,547  தமடரிக் டன்கள்.

 2000 மு�ல் 2013  வளை �ஙகத்தின் தமொத்� உற்பத்தி = 2547 0 006

0

13

e dtt.∫

      = 





2547
0 006

0 006

0

13

.
.e t

      = −( )424500 10 078e .

      = 34,426.95 தமடரிக் டன்கள் (்�ொைொயமொக). 

3.்.3 த்தளவ கெகிழ்சசி க�ொடுக�ப்படடிருபபின் த்தளவச ெொர்ள்பக �ொணு்தல் 
(The demand functions from Elasticity of demand) 

  y f x= ( )  எனும் ெொர்பின் தநகிழ்ச்சி ( )h  என்்பது y-ன் ெொர் மொறைத்திறகும் x-ன் ெொர் 
மொறைத்திறகும் உள்ை விகி�த்தின் வைம்பிடப்படட எல்ளல என வளையறுக்கப்படுகிைது.

  ∴ h = =
E
E

y

x

lim
∆ →x 0

∆

∆ =

y
y
x

x

dy
y

dx
x

  ⇒  h  = x
y

dy
dx

.

  ்�ளவ தநகிழ்ச்சி   hd  = − p
x

dx
dp

   −dp
p

 = dx
x d

. 1
h

  இருபுைமும் த�ொளகக்கொன, 

   −∫ dp
p

 = 1
hd

dx
x∫

   இந்�ச் ெமன்்பொடொனது  ‘p’ எனும் ்�ளவச் ெொர்ள்ப x-ன் ெொர்்பொக விவரிக்கிைது.

  ்மலும், வருவொய்ச் ெொர்பு R = px என்ை ்கொட்பொடடிலிருந்து கொணலொம்.
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எடுத்தக�ொடடு 3.்் 

 தநகிழ்ச்சி ெொர்பு 
E
E

y

x
 = x

x − 2
 .  x = 6 மறறும் y = 16 எனும் ்்பொது அ�ன் த�ொடக்க நிளலச் 

ெொர்ள்பக் கொணக.

தீர்வு:
   

E
E

y

x
 = x

x − 2

   x
y

dy
dx

 = x
x − 2

   dy
y

 = x
x

dx
x− 2

.

   dy
y∫  = dx

x −∫ 2

   log y = log( ) logx k− +2

   y = k(x–2)

 இஙகு  x = 6, எனும்்்பொது y = 16     ⇒     16 = k(6–2)

   k = 4

   y = 4 (x–2)

எடுத்தக�ொடடு 3.்் 

 ஒரு த்பொருளின் விளல  p -ஐ த்பொறுத்து ்�ளவ தநகிழ்ச்சி  hd
p p

p p
= +

− −
2

100

2

2  எனில் விளல

5 மறறும் ்�ளவ 70 எனும் த்பொழுது அ�ன் ்�ளவ ெொர்பு மறறும் வருவொய்ச் ெொர்ள்பக் கொணக.

தீர்வு
   hd  = p p

p p
+
− −

2
100

2

2

   − p
x

dx
dp

 = 
p p

p p
2 1

100 2

+( )
− −

   −dx
x

 = 
− +( )

+ −
2 1

1002

p
p p

dp

   dx
x∫  = 2 1

1002
p

p p
dp+

+ −∫

   log x = log( ) logp p k2 100+ − +
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  ∴ x = k p p( )2 100+ −

  இஙகு x p= =70 5, ,

   70 = k( )25 5 100+ −

    ⇒  k = –1

  என்வ, x = 100 2− −p p

   R = px

  வருவொய் ெொர்பு : R = p(100– p – p2)

்பயிற்சி 3.2

1.  ஒரு இயந்திைத்ள� ெரி்பொர்ப்ப�றகொன தெலுவொனது மணிக்கு `10,000 ஆகும். அ�ன் 
்பைமொரிபபு தெலவு x கி.மீ ்பயன்்பொடடிறகு பிைகு, மணிக்கு f(x) =  2 240x −  என்க. இயந்திைத்ள� 
ெரிப்பொர்த்�பபிைகு,  300 மணி ்நைம் ்பயணிப்ப�றகொன தமொத்� தெலளவக் கொணக.

2.  ஒரு தநகிழ்ச்சி ெொர்பு Ey
Ex

 என்்பது Ey
Ex

x
x x

= −
−( ) +( )

7
1 2 2 3

 என வளையறுக்கப்படின் 

x y= =2 3
8

,   எனும் த்பொழுது அச்ெொர்ள்பக் கொணக.

3.  ஒரு த்பொருளின் ் �ளவ x அலகுகள் எனும் த்பொழுது விளல p -ஐ த்பொறுத்து ் �ளவ தநகிழச்சி 

ெொர்பு 4 −( )x
x

 எனில், விளல 4 மறறும் த்பொருளின் ்�ளவ 2 எனும் த்பொழுது ்�ளவச் ெொர்பு 

மறறும் வருவொய்ச் ெொர்ள்பக் கொணக.

4. ஒரு நிறுவனம், 30 நொள்களுக்கு ஒரு முளை 500 இருெக்கை வொகனஙகளை த்பறுகிைது. 
அனு்பவத்தில் ெைக்கு ளகயிருபபு, இருபபு நொள்களுடன் (x) உடன் த�ொடர்புளடயது என 
த�ரிகிைது. களடசியில் த்பைப்படட ெைக்கு மு�லில் இருநது I x x( ) = −500 0 03 2. , தினெரி 
ெைக்கு ்�க்கச் தெலவு `0.3 எனில் 30 நொள்களுக்கொன தமொத்� ்�க்கச் தெலளவக் கொணக.

5. ஒரு வஙகியொனது, வஙகி கணக்கிலுள்ை த�ொளகக்கு ஆணடுக்கு  5% கூடடு வடடி வீ�த்தில் 
வடடிளய அளிக்கின்ைது எனில், ஒவதவொரு ஆணடுக்கும் `1000 தெலுத்தும் ந்பர் ஒருவருக்கு 
5 ஆணடுகளுக்கு கிளடக்கும் த�ொளக எவவைவு?. ( . ).e0 25 1 284= .

6. உற்பத்தி தெய்யப்படும் x  அலகு த்பொருள்களின் இறுதிநிளலச் தெலவுச் ெொர்பு 
dC
dx

x x= − +100 10 0 1 2.  என்க. அந்நிறுவனத்தின் மொைொச் தெலவு `500 எனில், 
அந்நிறுவனத்தின் தமொத்�ச் தெலவுச் ெொர்பு மறறும் ெைொெரி தெலவு ஆகியவறளைக் கொணக.

7.  இறுதிநிளல தெலவுச் ெொர்பு MC x= 300
2
5 மறறும் மொைொச் தெலவு 0 எனில் தமொத்�ச் தெலவு 

மறறும் ெைொெரி தெலவு ெொர்ள்பக் கொணக.
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8. உற்பத்தி தெய்யப்படும் x  அலகு த்பொருள்களின் இறுதிநிளலச் தெலவு a
ax b+

 என்க.  x = 0 

எனும்  த்பொழுது உற்பத்தி தெலவு 0 எனில் தமொத்� தெலவுச் ெொர்ள்பக் கொணக. 

9.  ஒரு குளிர்ெொ�னத்தின் இறுதிநிளலச் தெலவு ′ ( ) = +C x x2

200
4 . 200 குளிர்ெொ�னஙகளின் 

உற்பத்திச் தெலளவக் கொணக.

10. விற்பளன தெய்யப்படும் x  அலகு த்பொருள்களின் இறுதிநிளல வருவொய் ெொர்பு 5 3 0 03+ −e x.  
எனில், விற்பளன தெய்யப்படும் 100 அலகு த்பொருள்களின் தமொத்� வருவொளய ்�ொைொயமொக 
கொணக. ( e− =3 0 05. )

11.  விற்பளன த்பொருள்களின் இறுதிநிளல வருவொய் ெொர்பு MR x= −9 4 2 எனில், ்�ளவச் 
ெொர்ள்பக் கொணக.

12.  இறுதிநிளல வருவொய் ெொர்பு 4
2 3

12x +( )
−  எனில், ெைொெரி வருவொய் ெொர்பு  P

x
=

+
−4

6 9
1 

எனக் கொடடுக.

13.  ஒரு நிறுவனத்தின் இறுதிநிளல வருவொய்ச் ெொர்பு  MR e xx= −





−20 1
10

10  எனில், அ�ன் 
்�ளவச் ெொர்ள்பக் கொணக.

14. ஒரு நிறுவனத்தின் உற்பத்தி த்பொருள்களின் இறுதிநிளல தெலவு ெொர்பு ′ = +C x x( ) .5 0 13 , 
இறுதிநிளல வருவொய் ெொர்பு  ′ =R x( ) 18  மறறும் மொைொச் தெலவு `120 எனில், இலொ்பச் 
ெொர்ள்பக் கொணக.

15. இறுதிநிளல வருவொய் ெொர்பு ′ ( )= − −R x x x1500 4 3 2 எனில், வருவொய் ெொர்பு மறறும் ெைொெரி 
வருவொய் ெொர்ள்பக் கொணக.

16. x  அலகு த்பொருள்களுக்கொன இறுதிநிளல வருவொய்ச் ெொர்பு MR = 10 3 2+ −x x  எனில் 
வருவொய்ச் ெொர்பு மறறும் ்�ளவச் ெொர்பு ஆகியவறளைக் கொணக.

17. உற்பத்தி த்பொருள்களின் இறுதிநிளலச் தெலவு ெொர்பு MC
x

=
+

14000
7 4

 மறறும் மொைொச் தெலவு 
`18,000 எனில், தமொத்�ச் தெலவு மறறும் ெைொெரி தெலவுக் கொணக.

18. ஒரு நிறுவனத்தின் உற்பத்தி த்பொருள்களின் (x)  இறுதிநிளலச் தெலவு உற்பத்தி தெய்யப்படும் 
த்பொருள்களின் எணணிக்ளகக்கு ்நர் விகித்�தில் உள்ைது. ்மலும், மொைொச் தெலவு `5,000 
மறறும் 50 அலகு த்பொருள்களின் உற்பத்தி தெலவு `5,625 எனில், தமொத்�ச் தெலளவக் 
கொணக.

19. MR = 20 5 3 2− +x x எனில், தமொத்� வருவொய்ச் ெொர்பு கொணக.

20. MR = 14 6 9 2− +x x  எனில், ்�ளவச் ெொர்பு கொணக.
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3.்.் நு�ர்தவொர் உ்பரி (Consumer’s surplus)
 மிகச் சிைந்� த்பொருைொ�ொை நிபுணர் மொர்ெல் அவர்கைொல் உருவொக்கப்படட கருத்துரு நுகர்்வொர் 
உ்பரி ஆகும். p f x= ( )  என்ை ்�ளவச் ெொர்பு ஆனது மக்கைொல் வொஙகப்படும் த்பொருளின் விளல 
மறறும் த்பொருள்களின் அைவு ஆகியவறறிக்கு இளட்ய உள்ை த�ொடர்ள்பக் குறிக்கும்.

 விைக்கமொக,  p0  விளலயில் ்�ளவப்படும் த்பொருளின் அைவு x x=
0

 என்க. ஆனொல் 
நிர்ணயிக்கப்படட விளல p0 ளய விட அதிகவிளலயொன q0 க்கு அ்� அைவொன  x0 -ஐ வொஙக 
விரும்பும் நுகர்்வொர் இருக்கக்கூடும். அத்�ளகய  நுகர்்வொர்கள், நுகர்்வொர் உ்பரி எனப்படும்.

 பின்வரும் ்படத்தில் ்மறகணட விவைஙகள் 
விைக்கப்படடுள்ைது. கணக்கிடடு முளையின்்படி நுகர்்வொர் உ்பரி  
கீழ்க்கணடவொறு கணக்கீடு தெய்யப்படுகிைது.

 நுகர்்வொர் உ்பரி  (CS) =  (்�ளவ வளைவளைக்கு  கீழ்  
      x = 0 மு�ல் x x= 0  என்கின்ை
       எல்ளலக்குப்படட ்பைபபு ) - ( தெவவகம் OABC ்பைபபு)

     CS  = −∫ f x dx x p
x

( )
0

0 0

0

எடுத்தக�ொடடு 3.்் 

 ஒரு த்பொருளின் ்�ளவச் ெொர்பு y x= −36 2 எனில், y0 11  = -ல் நுகர்்வொர் உ்பரிளயக் 
கொணக.

தீர்வு: 
 தகொடுக்கப்படடளவ :    y x= −36 2 மறறும் y0 11  =

  11 = 36– 2
0x

  2
0x   = 25

  0x  = 5

  CS = (
0

0x

∫ ்�ளவச்ெொர்பு)dx – (விளல ×  ்�ளவயைவு)

   = 36 5 112

0

5

−( ) − ×∫ x dx

P

P0

X0

CS

P = f(x)

Xo

B

A
அைவு

வி
ள

ல

படம் 3.16

்�ளவச் ெொர்பின் 
வளைவளை மறறும் 

அளிபபுச் ெொர்பின் வளைவளை 
ஆகியவறறின் தவடடும் புள்ளி 
ெமநிளலபபுள்ளி எனப்படும்.

ெமநிளலப புள்ளியில் 
qd = qs ஆகும்.

Y

12th BM Ch 3 Integreation_TM.indd   118 09-03-2019   10:11:34



119த�ொகை நுணைணி�ம்–II

   = −








 −36

3
55

3

0

5

x x

   = −








 −36 5 5

3
55

3

( )

   = − − =180 125
3

55 250
3

  நுகர்்வொர் உ்பரி  = 250
3

 அலகுகள்.

3.்.் உற்்பத்தியொைர் உ்பரி (Producer’s surplus)
 ெந்ள� விளல ‘p’ யில் வழஙகப்படும் த்பொருள்கள் அளிபபுச் 
ெொர்பு  g(x) என்க. ெந்ள� விளல  p0 க்கு வழஙகப்படும் 
த்பொருளின் அைவு x0  என்க. ஆனொல் நிர்ணயிக்கப்படட விளல 
p0 க்கு குளைவொன விளலக்கு அ்� அைவு த்பொருளை வழஙக 
விரும்பும் உற்பத்தியொைர்கள் இருக்கக்கூடும். அத்�ளகய 
உற்பத்தியொைர்கள் உற்பத்தியொைரின் உ்பரி எனப்படும்.

 கணக்கீடடு முளையில் உற்பத்தியொைர் உ்பரி (PS) 
கீழ்க்கணடவொறு வளையறுக்கப்படுகிைது. 

 PS = (தெவவகம் OAPB ்பைபபு) −  ( x x x= =0
0

, எனும் எல்ளலகளுக்குள் அளிபபுச் ெொர்பு  
               ஏற்படுத்தும் ்பைபபு)

 PS = x0 p0 – g x dx
x

( )
0

0

∫   

எடுத்தக�ொடடு 3.்ட 

 ஒரு த்பொருளின் அளிபபு ெொர்பு g(x) = 4x+8 எனில் 5 அலகுகள் விற்பளன தெய்யும்்்பொது  
உற்பத்தியொைரின் உ்பரிளய கொணக.

தீர்வு:
   g(x) = 4x + 8, x0 = 5

   p0 = 4(5) + 8 = 28

   PS = x0 p0 – g x dx
x

( )
0

0

∫

    = (5 × 28) − +∫ ( )4 8
0

5

x dx

Y

XO

படம் 3.17

P

PS

P0

X0

B

A
அைவு

வி
ள

ல
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    = 140 4
2

8
2

0

5

−






+












x x

    = 140 – (50 + 40)

    = 50

      உற்பத்தியொைரின் உ்பரி  = 50 அலகுகள்.

எடுத்தக�ொடடு 3.்் 

 ஒரு த்பொருளின் ்�ளவச் ெொர்பு மறறும் அளிபபுச் ெொர்பபு முளை்ய p x xd = − −18 2 2 ,
p xs = −2 3 .  ெமநிளல விளலயில் நுகர்்வொர் உ்பரி மறறும்  உற்பத்தியொைர் உ்பரிளயக் கொணக.

தீர்வு:
  தகொடுக்கப்படடளவ :  P x x P xd s= − − = −18 2 2 32 ;

  ெமநிளல விளலயில்,  p pd s=

  18 2 2− −x x  = 2x – 3

  x x2 4 21+ −  = 0

  ( ) ( )x x− +3 7  = 0

 x = –7  அல்லது 3  ( x  ன் மதிப்பொனது குளை எணணொக இருக்க முடியொது.)

   x
0

3= , எனும்்்பொது  

 ∴ p0 = 18 2 3 3 32− − =( ) ( )

  CS = f x dx x p
x

( ) −∫ 0 0
0

0

   = ( )18 2 3 32

0

3

− − − ×∫ x x dx

   = 18
3

92
3

0

3

x x x−








 −−

   = 18 3 3 3
3

92
3

( ) ( )− −






−

  CS = 27 அலகுகள்.

  PS = x P g x dx
x

0 0
0

0

− ∫ ( )
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121த�ொகை நுணைணி�ம்–II

   = ( ) ( )3 3 2 3
0

3

× − −∫ x dx

   = 9 32
0

3
− −( )x x

   = 9 அலகுகள்.

 ெமநிளல விளலயில்,  
      (i) நுகர்்வொர் உ்பரி = 27 அலகுகள்   (ii) உற்பத்தியொைர் உ்பரி =9 அலகுகள்

்பயிற்சி 3.3

1.  ் �ளவச்ெொர்பு P = 50–2x எனில், ்�ளவ x = 20 எனும் ்்பொது நுகர்்வொர் உ்பரிளயக் 
கொணக.

2. ்�ளவச்ெொர்பு P = 122–5x– 2x2  மறறும்  x = 20 எனும் ்்பொது நுகர்்வொர் உ்பரிளயக் 
கொணக.

3.  ் �ளவச் ெொர்பு p x= −85 5   மறறும் அளிபபுச் ெொர்பு p x= −3 35 .  ெமநிளல விளல மறறும் 
ெமநிளல அைளவக் கொணக மறறும் நுகர்்வொர் உ்பரிளயக் கொணக.

4. உற்பத்தி த்பொருள்களின் ்�ளவச் ெொர்பு p e x= − .  p = 0 5.  எனும் ்்பொது நுகர்்வொர் 
உ்பரிளயக் கொணக.

5. அளிபபுச் ெொர்பு p x= +7 , x = 5  எனும் ்்பொது உற்பத்தியொைர்  உ்பரிளயக் கொணக
6. விற்பளன த்பொருள்களின் அளிபபுச் ெொர்பு  p x x= +3 5 2 . x = 4  எனும்்்பொது உற்பத்தியொைரின் 

உ்பரிளயக் கொணக

7. விற்பளன த்பொருள்களின் ்�ளவச் ெொர்பு p
x

=
+
36

4
 க்கு, ெந்ள� விளல 6 எனும் ்்பொது 

நுகர்்வொர் உ்பரிளயக் கொணக.

8. ெரியொன ்்பொடடியின் கீழ் ஒரு த்பொருளின் ்�ளவ மறறும் அளிபபு ெொர்புகள் முளை்ய   
p xd = −1600 2  மறறும் p xs = +2 4002   எனில், உற்பத்தியொைரின் உ்பரிளயக் கொணக.

9.  ெரியொன ்்பொடடியின் கீழ் ஒரு த்பொருளின் ்�ளவ மறறும் அளிபபுச் ெொர்பபுகள் முளை்ய 
p

x
p x

d s=
+

− = +8
1

2 3
2

,  எனில், நுகர்்வொர் மறறும் உற்பத்தியொைரின் உ்பரிளயக் கொணக.

10. உற்பத்தி த்பொருள்களின் ்�ளவ ெமன்்பொடு x p= −100   மறறும் அளிபபு ெமன்்பொடு  
x p= −

2
10  எனில், ெந்ள�யில் ெமநிளலயின் கீழ் உற்பத்தியொைர் மறறும் நுகர்்வொரின் 

உ்பரிளயக் கொணக.

11. ்�ளவச் ெொர்பு p xd = −25 3  மறறும் அளிபபுச் ெொர்பு p xs = +5 2  எனில், ெமன்நிளலயில் 
நுகர்்வொர் உ்பரி மறறும் உற்பத்தியொைர் உ்பரிளயக் கொணக.
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்பயிற்சி 3.4

ெரியொை விள்டளய த்தர்நக்தடுத்த  எழுத�

1.  y x x= −( )4  என்ை வளைவளையொனது 0 மறறும் 4 எனும் எல்ளலகளுக்குள்,  x -அச்சுடன் 
ஏற்படுத்தும் ்பைபபு  

(a) 30
3

 ெ.அலகுகள் (b) 31
2

 ெ.அலகுகள் (c) 32
3

 ெ.அலகுகள் (d) 15
2

 ெ.அலகுகள்

2.  y e x= −2 என்ை வளைவளையொனது 0 ≤ ≤ ∞x  எனும் எல்ளலகளுக்குள்,  x -அச்சுடன் 
ஏற்படுத்தும் ்பைபபு

(a)1 ெ.அலகு (b) 1
2

ெ.அலகு (c) 5 ெ.அலகுகள் (d) 2 ெ.அலகுகள்

3. y
x

= 1  என்ை வளைவளை 1 மறறும் 2 எனும் எல்ளலகளுக்குள் ஏற்படுத்தும் ்பைபபு
(a) log2 ெ.அலகுகள் (b) log5 ெ.அலகுகள் (c) log3 ெ.அலகுகள் (d) log 4 ெ.அலகுகள்s

4.  ஒரு நிறுவனத்தின் இறுதிநிளல வருவொய்ச் ெொர்பு MR= e
x−

10  எனில், அ�ன் வருவொய்

(a)  −
−

10 10e
x

 (b) 1 10−
−

e
x

 (c)10 1 10−










−

e
x

 (d) e
x−

+10 10

5. MR மறறும் MC என்்பன இறுதிநிளல வருவொய் மறறும் இறுதிநிளலச் தெலவு ெொர்பு என்்பள� 
குறிக்குதமனில் அ�ன் இலொ்பச்  ெொர்பு
(a) P MR MC dx k= −( ) +∫  (b) P MR MC dx k= +( ) +∫
(c) P MR MC dx k= ( )( ) +∫  (d) P R C dx k= −( ) +∫

6. ்�ளவ மறறும் அளிபபு ெொர்புகள் முளை்ய D x x S x x( )= − ( ) = +16 2 42 2,   எனில், அ�ன் 
ெமநிளல விளல
(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5

7. ஒரு நிறுவனத்தின் இறுதிநிளல வருவொய் மறறும் இறுதிநிளல தெலவுச் ெொர்பு   MR x= −30 6
மறறும் MC x= − +24 3 . இஙகு x  என்்பது உற்பத்தி எனில், இலொ்பச்  ெொர்பு

(a) 9 542x x+  (b) 9 542x x−  (c) 54 9
2

2

x x−  (d) 54 9
2

2

x x k− +

8. ்�ளவ மறறும் அளிபபு ெொர்புகள் முளை்ய D x x( ) = −20 5  மறறும் S x x( ) = +4 8  எனில், 
அ�ன் ெமநிளல விளல

(a) 40 (b) 41
2

 (c) 40
3

 (d) 41
5
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9. இறுதிநிளல வருவொய் MR x x= + −35 7 3 2 எனில், அ�ன் ெைொெரி வருவொய் AR =

(a) 35 7
2

2
3x x x+ −    (b) 35 7

2
2+ −x x  

(c) 35 7
2

2+ +x x    (d) 35 7 2+ +x x

10.  இலொ்பச் ெொர்பு p(x) ஆனது த்பருமமளடவது
(a) MC MR− = 0   (b) MC=0  (c) MR=0  (d) MC+MR=0

11. ்�ளவ  x -க்கு விளல p -ஐ த்பொருத்து ்�ளவ தநகிழ்ச்சி ஓர் அலகு எனில்,
(a) வருவொய் ஒரு மொறிலி   (b) தெலவுச்ெொர்பு ஒரு மொறிலி
(c) இலொ்பம் ஒரு மொறிலி   (d) இளவ ஏதும் இல்ளல

12. இறுதி நிளலச் ெொர்பு  MR x= −100 9 2  -ன் ்�ளவச் ெொர்பு
(a) 100 3 2− x   (b)100 3 2x x−  (c)100 9 2x x−  (d)100 9 2+ x

13. ்�ளவச் ெொர்பு p xd = −28 2  -க்கு x0 5=  மறறும் p0 3=  எனும் ்்பொது நுகர்்வொர் உ்பரி  

(a) 250 அலகுகள் (b) 250
3

 அலகுகள் (c) 251
2

 அலகுகள் (d) 251
3

 அலகுகள்

14. அளிபபுச் ெொர்பு P xs = +2 42 -க்கு x0 = 5 மறறும் P0 = 12 எனும் ்்பொது உற்பத்தியொைர்  உ்பரி

(a) 31
5

 அலகுகள் (b)  31
2

 அலகுகள் (c) 32
3

 அலகுகள் (d) 30
7

 அலகுகள்

15. y  -அச்சு, y = 1  மறறும் = 2y  எனும் எல்ளலக்குள் அளடப்படும் y x= -ன் ்பைபபு

(a)  1
2

 ெ.அலகுகள் (b)  5
2

 ெ.அலகுகள் (c) 3
2

 ெ.அலகுகள் (d) 1 ெ.அலகு

16. ஒரு  த்பொருளின் அளிபபுச் ெொர்பு P x= +3 மறறும் x0 = 3 எனில், உற்பத்தியொைர் உ்பரி

(a)  5
2

 அலகுகள் (b)  9
2

 அலகுகள் (c) 3
2

 அலகுகள் (d) 7
2

 அலகுகள்

17. இறுதிநிளல தெலவுச் ெொர்பு MC x= 100 , T.C = 0 மறறும் தவளியீடு 0 எனில் ெைொெரிச் ெொர்பு 
AC ஆனது

(a) 200
3

1
2x  (b)  200

3

3
2x  (c) 200

3
3
2x

 (d)  200

3
1
2x

18. ஒரு ெந்ள� த்பொருளின் ்�ளவ மறறும் அளிபபுச் ெொர்புகள் முளை்ய P x x( ) ( )= − 5 2  மறறும்  
S x x x( )= + +2 3  எனில், அ�ன் ெமன்நிளல விளல  x0 = 

(a) 5 (b)  2 (c)  3 (d) 19
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19. ஒரு ெந்ள� த்பொருளின் ் �ளவ மறறும் அளிபபுச் ெொர்புகள் முளை்ய  D x x( )= −25 2   மறறும் 
S x x( ) = +10

4
எனில், அ�ன் ெமநிளல விளல p0  =

(a) 5 (b) 2 (c) 3 (d) 10

20. MR மறறும் MC  என்்பன முளை்ய  இறுதிநிளல வருவொய் மறறும் இறுதிநிளலச் தெலவு 
்மலும், MR MC x x− = − −36 3 812 எனில்,  x-ல் த்பரும இலொ்பமொனது
(a)  3 (b) 6 (c) 9 (d)5

21. ஒரு நிறுவனத்தின் இறுதிநிளல வருவொய் மொறிலி எனில், அ�ன் ்�ளவச் ெொர்பு

(a) MR (b) MC (c) C x( )  (d)  AC

22. ்�ளவச் ெொர்பு p-க்கு , dp
p

k dx
x

= ∫∫  எனில், k =

(a)  hd  (b) −hd  (c) −1
hd

 (d) 1
hd

23. y ex=  எனும் வளைவளை 0 யிலிருந்து  1 எனும் எல்ளலகளுக்குள் x -அச்சுடன் ஏற்படுத்தும் 
அைஙகத்தின் ்பைபபு

(a)( e −1) ெ.அலகுகள்  (b)( e +1) ெ.அலகுகள்

(c) 1 1−



e

 ெ.அலகுகள்  (d)   1 1+



e

 ெ.அலகுகள்

24. ்பைவளையம் y x2 4=  ஆனது அ�ன் தெவவகலத்துடன் ஏற்படுத்தும் அைஙகத்தின் ்பைபபு

(a) 16
3

 ெ.அலகுகள் (b) 8
3

 ெ. அலகுகள் (c) 72
3

 ெ. அலகுகள்       (d) 1
3

 ெ. அலகுகள்

25. y x=  எனும் வளைவளை, 0 -லிருந்து 2 வளை ஏற்படுத்தும் அைஙகத்தின் ்பைபபு

(a) 1 ெ.அலகு (b) 3 ெ.அலகுகள் (c) 2 ெ.அலகுகள் (d) 4 ெ.அலகுகள்

இ்தை �ைககு�ள்

1. உற்பத்தியொைரின் இறுதிநிளல வருவொய்  ெொர்பு MR= 275 0 3 2− −x x.  எனில், உற்பத்தியின் 
தமொத்� வருவொளய அ�ன் உற்பத்தி 10  அலகுகளிலிருந்து 20 அலகுகைொக அதிகரிக்கும் 
த்பொழுது கொணக.

2. ஒரு நிறுவனத்தின் இறுதிநிளல வருவொய் MC x x= + −125 10
9

2

. இஙகு x அலகு 
உற்பத்தியின் தெலவு C ஆகும். மொைொ தெலவு ̀ 250 எனில், 15 அலகுகள் உற்பத்தியின் தமொத்� 
தெலளவக் கொணக.
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3.  ஒரு நிறுவனத்தின் இறுதிநிளல வருவொய் MR= 2
3

2
3

52x
x

x+
−

+( )
+  எனில்,

 அந்நிறுவனத்தின் ்�ளவச் ெொர்பு  P
x

=
+

+2
3

5  எனக் கொடடுக.

4.  இறுதிநிளல வருவொய் ெொர்பு   MR = − −6 3 2 3x x  எனில், வருவொய் ெொர்பு மறறும் ்�ளவச் 
ெொர்பு ஆகியவறளைக் கொணக.

5. ஒரு நிறுவனத்தின் இறுதிநிளலச்  தெலவு ெொர்பு  ′ ( ) = +C x x20
20

, இறுதிநிளல வருவொய்ச் 

ெொர்பு ′ ( ) =R x 30 மறறும் மொைொச் தெலவு `100 எனில், இலொ்பச் ெொர்ள்பக் கொணக.

6. ஒரு ெந்ள� த்பொருளின் ்�ளவ ெமன்்பொடு  p x
d

= −20 5  மறறும் அளிபபுச் ெமன்்பொடு 
p xs = +4 8.  ெந்ள�யின் ெமநிளல விளலயின் கீழ் நுகர்்வொர் உ்பரி மறறும் உற்பத்தி உ்பரி 
ஆகியவறளைக் கொணக.

7. 500 அலகு த்பொருள்களை உற்பத்தி தெய்வ�றகு ்�ளவப்படும் தமொத்� மணி்நைம் 
f x x( ) = −1800 0 4.  என்ை ெொர்்பொல் குறிக்கப்படுகிைது. எனில், கூடு�லொக 400 அலகு 

த்பொருள்களை உற்பத்தி தெய்வ�றகொன  தமொத்� கொல (மணியில்) ்நைத்ள�க் கொணக. 
[(900)0.6=59.22, (500)0.6=41.63]

8. ஒரு த்பொருளின் ்�ளவ தநகிழ்ச்சி  p
x3 .  விளல 2 மறறும் ்�ளவ 3  எனும்்்பொது ்�ளவச் 

ெொர்ள்பக் கொணக.

9.  y x x= − +8 4 62  என்ை ்பைவளையம்  y -அச்சு மறறும் x =2 இவறறிறகு இளட்ய 
அளடப்படும் அைஙகத்தின் ்பைபபு கொணக.

10. y x2 327=  என்ை வளைவளைக்கும் மறறும் x = 0, y = 1, y = 2 என்ை ்கொடுகளுக்குள் 
அளடப்படும் அைஙகத்தின் ்பைபள்பக் கொணக.

க்தொகுபபுளை

 z y f x= ( )  என்ை வளைவளை, x -அச்சு,  x = a  மறறும் x = b  ஆகியவறைொல் சூழப்படட 

அைஙகத்தின் ்பைபபு y dx
a

b

∫ .

 z y f x= ( )  என்ை வளைவளை,  x = a மறறும் x = b எனும் எல்ளலக்குள், x -அச்சுடன் 

ஏற்படுத்�ப்படும் அைஙகத்தின் ்பைபபு  x -அச்சின் கீழ் அளமயும் எனில், ்பைபபு −∫ ydx
a

b

 z x g y= ( )  என்ை வளைவளை ஆனது y = c மறறும் y = d என்ை எல்ளலக்களுக்குள்   

y -அச்சுடன் ஏற்படுத்�ப்படும் அைஙகத்தின் ்பைபபு x dy
c

d

∫
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126 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 z x g y= ( )  எனும் வளைவளையொனது y = c மறறும் y = d  எனும் எல்ளலக்குள் y  அச்ெொல் 

சூழப்படட ்பைபபு y அச்சுக்கு இடதுபுைம் அளமயும் எனில் ்பைபபு  −∫ x dy
d

e

 z y=f(x) மறறும் y=g(x) என்ை வளைவளைகள் x அச்சு x = a  மறறும்  x = b ஆகிய 
்கொடுகளுடன் ஏற்படுத்தும் அைஙகத்தின் ்பைபபு f x g x dx

a

b

( ) − ( )( )∫ .

 z  ஒரு ெொர்பின் வைர்ச்சி வீ�மொனது அல்லது விற்பளன வீ�மொனது t-ல் ஒரு ெொர்பு என்க. 
இஙகு t என்்பது கொல அைளவக் குறிக்கும். என்வ, t கொல அைவில் உற்பத்தி த்பொருளின் 

தமொத்�  வைர்ச்ெ அல்லது தமொத்� விற்பளன  = f t dt
r

( )∫
0

 z ்�ளவ தநகிழ்ச்சி  hd
p

x
dx
dp

= −

 z ெைக்கின் தமொத்� ்�க்கச் தெலவு  =C I x dx
T

1
0

( )∫

 z �வளண ்பஙகீடடின் தமொத்� த�ொளக A pe dtrt

o

N

= ∫
 z தெலவு ெொர்பு    C MC dx k= ( ) +∫ .

 z ெைொெரி தெலவுச் ெொர்பு  AC C
x

x= ≠, 0

 z வருவொய்ச் ெொர்பு   
R MR dx k= ( ) +∫ .

 z ்�ளவச் ெொர்பு  p R
x

=

 z இலொ்பச் ெொர்பு   =MR-MC = ′ − ′R x C x( ) ( )

 z நுகர்்வொர் உ்பரி  = f x dx x p
x

( ) −∫ 0 0
0

0

 z உற்பத்தியொைர் உ்பரி  =  x p p x dx
x

0 0
0

0

− ( )∫
�ளைசகெொற்�ள்

அதிக்படெ இலொ்பம் Maximum profit
அளிபபுச் ெொர்பு Supply function
இலொ்பம் Profit
இறுதி நிளல தெலவுச் ெொர்பு Marginal cost function
இறுதி நிளல வருவொய்ச் ெொர்பு Marginal revenue function
உற்பத்தி Production
உற்பத்தியொைர் Manufacturer
உற்பத்தியொைர் உ்பரி Producer’s surplus
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127த�ொகை நுணைணி�ம்–II

ெமநிளல Equilibrium
ெைக்கு இருபபு Inventory
ெைொெரி தெலவுச் ெொர்பு Average cost function
தெலவுச் ெொர்பு Cost function
்�ளவச் ெொர்பு Demand function
த�ொளகயிடல் Integration
நுகர்்வொர் உ்பரி Consumer’s surplus
்பஙகீடடு �வளணத் த�ொளக Annuity
மொைொச் தெலவு Fixed cost
வருவொய்ச் ெொர்பு Reveunue function
தவளியீடு Out put

Step 1

(QR Code) :

“Consumer’s Surplus” என்னும்  
்பயிறசித்�ொளிளன த�ரிவு தெய்துதகொள்ைவும். 
Consumer’s Surplus using Integration என்னும் 
திளை ்�ொன்றும். அதில் தகொடுக்கப்படடுள்ை 
வளை்படத்தில் வளைவில் உள்ை புள்ளி A ளவ 
நகர்த்தினொல் வளை்படத்தில் ்�ொன்றும் 
மொறைத்ள� த�ரிந்துதகொள்ைலொம்.

கீழ்க்கொணும் உைலி / விளைவுக் குறியீடளடப 
்பயன்்படுத்தி இச்தெயல்்படடிறகொன இளணயப 
்பக்கத்திறகுச் தெல்க. பின்பு “12th Standard 
Business Mathematics and Statistics” என்னும் 
திளையில் “Volume-1” ளய த�ரிவு தெய்யவும்.

இளையச கெயல்்பொடு

கெயல்்பொடடின் இறுதியில் 
எதிர்்பொர்க�ப்படும் விளைவு

்படி  2

்படி  1
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128 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

அறிமுைம்மு்தலில் ்�ர்மபானிய 
்தத்துவநமக்த, ை ணி ்த வி ய ்ல பா ை ர் 
ம ற் று ம்  ்த ர் க ை வி ய ்ல பா ர்  G .  H .  ்்லப்னிடஸ் 

என்வரபால் வகைக்ைழுச் சமன்பாடு உருவபாகைப்்டடது.
 இயற்ைணி்த சமன்பாடுைைபான 5 3 6 4x x x− −( ) = ,   
x x2 7 12 0− + = , 18 5 3x − = ந்பானறவற்கற முநக்தய 
வகுப்புைளில் ைற்றிருப்பீர்ைள். இங்கு சமன்பாடகட தீர்ப்்து 

இ்லகைபாை உள்ைது. அ்தபாவது சமன்பாடகட நிகறவு ்சய்யும் 
மபாறியின மதிப்பு(ைள்) ைபாண்து நேபாகைமபாை உள்ைது. எடுத்துகைபாடடபாை x=9  என்து மு்தல் 
சமன்பாடடின தீர்வபாை உள்ைது. ஏ்னனில் x=9 என பிரதியிடும்ந்பாது சமன்பாடடின இருபுறமும் 
சமமபாை இருககும்.

       ்்பாதுவபாை ஒவ்வபாரு இயற்ைணி்த சமன்பாடும் அ்தற்நைற்் பிரத்நயபாைமபான தீர்வு ைபாணும் 
முகறகயப் ்்ற்றிருககும், இரு்டிச் சமன்பாடுைள் ஒரு முகறயிலும், மடடுைகை ்்ற்றுள்ை 
சமன்பாடுைள் நவ்றபாரு முகறயிலும் மற்றும் ்்லவகையபான முகறைளில் தீர்கைப்்டுகிறது. 

 இந்த ் ்பாதுவபான ைருத்துகைள், வகைக்ைழுகைகை ் ்ற்றுள்ை வகைக்ைழுச் சமன்பாடடில் 
்யன்டுகிறது. ்்லவகையபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் உள்ைன. ஒவ்வபாரு வகையும் 
அ்தற்நைற்் பிரத்நயைமபான தீர்வு ைபாணும் முகறகயப் ்்ற்றிருககும்.

 ்்பாருளியல், வணிைவியல் மற்றும் ்்பாறியியல் சபார்ந்த ்்ல ைணககுைள் இயல்பில் 
சிகை்லபாைவும் மற்றும் புரிநது ்ைபாள்வது மிைவும் ைடினமபாைவும் இருககும். ஆனபால் அவற்கற 
வகைக்ைழுச் சமன்பாடடு வடிவில் வகரயறுககும் ந்பாது ்குப்்பாய்வு ்சய்வது எளி்தபாை இருககும்.

ைற்ைல் நேபாகைங்ைள்
இந்த அத்தியபாயத்க்த ்டித்்த பினபு பினவரும் 
்பாடகைருத்துகைகை மபாணவர்ைள் புரிநது ்ைபாள்ை இயலும்.

 z வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைளின வரிகச.
 z வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைளின ்டி.

4

 G.H. ்லப்னிட்ஸ்

( ஜூகல 1, 1்4் - 
ேவம்்ர் 14, 1்1் )
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129வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

 z வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைளின ்்பாதுத்தீர்வு மற்றும்  சிறப்புத் தீர்வு.
 z வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைகை அகமத்்தல்.
 z மபாறிைள் பிரி்டககூடிய வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்.
 z சம்டித்்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்.
 z நேரிய வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்.
 z மபாறிலிைகைக ்ைழுகைைபாைக ்ைபாணட இரணடபாம் வரிகச நேரிய 

வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்.

  ஒரு சபார்பு மற்றும் அவற்றின ஒனறு அல்்லது அ்தற்கு நமற்்டட வகைக்ைழுகைகை  ் ைபாணட 
சமன்பாடு வகைக்ைழுச் சமன்பாடு ஆகும். அ்தபாவது y = f(x) சபார்பு மற்றும் அ்தன வகைக்ைழுகைள்   
dy
dx

d y
dx

,
2

2 … ்ைபாணட சமன்பாடு வகைக்ைழுச் சமன்பாடபாகும். 

 எடுத்துகைபாடடபாை,

 (i) dy
dx

x= + 5     (ii) dy
dx

x

y
= −

−

1

2

2

2
       (iii)  d y

dx
dy
dx

2

2

2

2 0+ 





=      (iv) d x
dt

m x
2

2
2 0+ =

 வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் இரு வகைப்்டும் அகவயபாவன (i) சபா்தபாரண வகைக ்ைழுச் 
சமன்பாடுைள் மற்றும்  (ii)  ்குதி வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் ஆகும்.  ேபாம் இந்த அத்தியபாயத்தில் 
சபா்தபாரண வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைகைப் ்ற்றிய ைருத்துகைகை மடடும் ்பார்ப்ந்பாம்.

4.1  வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் அகமத்தல்  
 (Formation of ordinary differential equations)

4.1.1 சபா்தபாரண வகைக்ைழுச் சமன்பாட்டின வகரயகை 
(Definition of ordinary differential equation)

 y f x= ( )  வகைவகரயின சபா்தபாரண வகைக்ைழுகைள் dy
dx

d y
dx

, , ...
2

2







்ைபாணட சமன்பாடு 

சபா்தபாரண வகைக்ைழு சமன்பாடு ஆகும்.  இங்கு ஒநர ஒரு சபாரபா மபாறி இடம்்்ற்றுள்ைது.  

4.1.2 வகை்ைழுச்சமன்பாடடின வரிகச மற்றும் ்டி 
(Order and degree of a differential equation)

 ஒரு வகைக்ைழுச் சமன்பாடடில் இடம் ்்ற்றிருககும் வகைக்ைழுவின மிை உயர்ந்த 
வரிகசநய அவவகைக்ைழுச் சமன்பாடடின வரிகச (order) எனப்்டும்.

 வகைக்ைழுச்  சமன்பாடடில் ்டி (degree) என்து அதிலுள்ை வகைக்ைழுகைளின உச்ச 
வரிகசயின ்டியபாகும். குறிப்்பாை வகைக்ைழுவில் பினனங்ைள் மற்றும் ்டி மூ்லங்ைள் இருப்பின 
அவற்கற நீககிய பின ்டி ைபாணப்்ட நவணடும்.
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  d y
dx

d y
dx

dy
dx

y
3

3

2

2

3 5

7+






+ 





+ =

 எனற வகைக்ைழுச் சமன்பாடகட ைருத்தில் ்ைபாள்ை. இங்கு உச்ச வரிகச வகைக்ைழு 
d y
dx

3

3  (அ்தபாவது மூனறபாம் வரிகச வகைக்ைழு). எனநவ, வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின வரிகச 3
ஆகும். 
 நமலும், உச்ச வரிகச  d y

dx

3

3 -ன அடுககு 1 ஆகும்.எனநவ வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின ்டி 1 
ஆகும்.   

எடுததகைபாட்டு 4.1 
 கீழகைபாணும் வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின வரிகச மற்றும் ்டி ஆகியவற்கறக ைபாணை.

 (i) d y
dx

dy
dx

y
2

2

2

3 4 0+ 





+ =   (ii) d y
dx

dy
dx

y
2

2 2 3 0− + =

 (iii) d y
dx

dy
dx

y x
3

3

6
23 2− 





+ =   (iv) 1
2

2

3
2 2

2+








 =d y

dx
a d y

dx

 (v) ′ + ′′( ) = + ′′( )y y x y2 2    (vi) d y
dx

dy
dx

3

3

1
2

0− 





=

 (vii) y dy
dx

x dx
dy

= 





+2 4
2

தீர்வு  

(i)  d y
dx

dy
dx

y
2

2

2

3 4 0+ 





+ =

  உச்சவரிகச வகைக்ைழு d y
dx

2

2  ஆகும். 

  ∴  வரிகச  = 2

  உச்சவரிகச d y
dx

2

2 -ன்டி 1 ஆகும்.

  ∴      ்டி   = 1

(ii) d y
dx

dy
dx

y
2

2 2 3 0− + =

  உச்சவரிகச வகைக்ைழு d y
dx

2

2  ஆகும்.
  ∴  வரிகச =2

  உச்சவரிகச d y
dx

2

2 -ன்டி 1 ஆகும்.

  ∴     ்டி  =  1

வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின 
வரிகச மற்றும் ்டி 

(வகரயறுகைப்்டடிருப்பின) 
எப்்்பாழுதும் மிகை 

முழுகைைபாை இருககும்.
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(iii) d y
dx

dy
dx

y x
3

3

6
23 2− 





+ =

  ∴  வரிகச =3,     ்டி  =1

(iv) 1
2

2

3
2 2

2+








 =d y

dx
a d y

dx

நமற்ைபாணும் சமன்பாடடில் ்டி மூ்லத்திகன நீகை, இருபுறமும் வர்கைப்்டுத்திய பின 
கிகடப்்து

  1
2

2

3
2

2

2

2

+








 =







d y
dx

a d y
dx

  ∴  வரிகச =2,   ்டி =3

(v) ′ + ′′( ) = + ′′( )y y x y2 2

             ′ + ′′( ) = + ′′ + ′′( )y y x xy y2 2 22

            ′ = + ′′⇒ = +y x xy dy
dx

x x d y
dx

2 2
2

22 2

  ∴ வரிகச =2,   ்டி=1

(vi)  d y
dx

dy
dx

3

3

1
2

0− 





=

           d y
dx

dy
dx

3

3

1
2= 





சமன்பாடடில் உள்ை ்டி மூ்லத்திகன நீகை,  இருபுறமும் வர்கைப்்டுத்தியப்பின 
கிகடப்்து

                d y
dx

dy
dx

3

3

2





=   

  ∴ வரிகச=3,   ்டி=2

(vii) y dy
dx

x dx
dy

= 





+2 4
2

  y dy
dx

x
dy
dx

= 





+






2 4 12
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y dy
dx

dy
dx

x= 





+2 4
3

∴ வரிகச =1,   ்டி = 3

வகைவகரைளின குடும்்ம் (Family of Curves)
 சி்ல சமயங்ைளில், வகைவகரைளின குடும்்த்க்த ஒனறு அல்்லது அ்தற்கு நமற்்டட மபாறத்்தகை 
மபாறிலிைகைக ்ைபாணட ஒநர ஒரு சமன்பாடடின மூ்லம் குறிகை்லபாம். மபாறிலிைளுககு ்வவநவறு 
மதிப்புைகை அளிப்்்தன மூ்லம் வகைவகரக குடும்்த்தின ்வவநவறு வகைவகரைகைப்  
்்ற்லபாம். மபாறத்்தகை மபாறிலிைகை குடும்்த்தின  துகண அ்லகு எனந்பாம்.

எடுத்துகைபாடடுைள் :

(i) y ax2 4=  எனற சமன்பாடு ஆதிகய உச்சியபாை ்ைபாணட ்ரவகையக குடும்்த்க்தக
குறிககிறது. இங்கு  a  ஒரு துகண அ்லகு.

(ii) ஆதிகய கமயமபாைக  ்ைபாணட ்்பாது கமய வடடங்ைளின குடும்்ம் x y a2 2 2+ =
எனற சமன்பாடடபால் குறிகைப்்டுகிறது. இங்கு a ஒரு துகண அ்லகு.

(iii) ஒரு ்தைத்தில் அகமயும் நேர் நைபாடடுக குடும்்த்தின சமன்பாடு y mx c= +  எனற
சமன்பாடடபால் குறிகைப்்டுகிறது. இங்கு m மற்றும் c என்ன துகண அ்லகுைள்.

4.1.3 வகைக்ைழுச் சமன்பாடு அகமத்தல் (Formation of ordinary differential equation)
f x y c, , 1 0( ) =   -------(1) எனற சமன்பாடகட ைருத்தில் ்ைபாள்ை. இங்கு c1 என்து

மபாறத்்தகைமபாறிலியபாகும். இச்சமன்பாடடிலிருநது வகைக்ைழுச் சமன்பாடகட அகமகை்லபாம். 
அ்தற்கு சமன்பாடு (1) -ஐ அதிலுள்ை ஒரு சபாரபா மபாறிகய ்்பாறுத்து ஒரு முகற வகைப்்டுத்்த 
நவணடும்.

சமன்பாடு (1) மற்றும் அ்தன வகைக்ைழுவிலிருநது c1 ஐ நீககுவ்தன மூ்லம் ந்தகவயபான 
வகைக்ைழுச் சமன்பாடகட ேபாம் ்்றுகிநறபாம்..

f x y c c, , ,1 2 0( ) = . இங்கு c1 மற்றும் c2 என்ன மபாறத்்தகை மபாறிலிைள். இச்சமன்பாடகட 
இருமுகற வகைப்்டுத்்த நவணடும். ்ைபாடுகைப்்டட சபார்பு மற்றும் இரு ்்தபாடர் வகைக்ைழு 
ஆகியவற்றிலிருநது c1 மற்றும் c2-கவ நீககியபின ந்தகவயபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடகட ேபாம் 
்்றுகிநறபாம். 

்்றப்்டும் வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின வரிகசயபானது வகைவகரக குடும்்த்தின 
சமன்பாடடில் உள்ை மபாறத்்தகை மபாறிலிைளின எணணிககைககுச் சமமபாை இருககும்.

குறிப்பு
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எடுததகைபாட்டு 4.2 

 y mx c= +  எனும் நேர்நைபாடடுத் ்்தபாகுப்பில் (i) m ஒரு மபாறத்்தகை மபாறிலி (ii) c ஒரு 
மபாறத்்தகை மபாறிலி (iii) m, c ஆகிய இரணடுநம மபாறத்்தகை மபாறிலிைள் எனில் வகைக்ைழுச் 
சமன்பாடுைள் அகமகை.

தீர்வு: 
(i)      y mx c= +     ...(1)

     m மடடுநம மபாறத்்தகை மபாறிலி என்்தபால்,  ஒருமுகற வகைப்்டுத்்த கிகடப்்து

     dy
dx

m=      ...(2)                    

   (1) மற்றும் (2) -லிருநது m-ஐ நீககுவ்தபால் கிகடககும்  
  வகைக்ைழுச் சமன்பாடு

    y x dy
dx

c= +

   x dy
dx

y c− + = 0   இதுநவ ந்தகவயபான மு்தல் வரிகச வகைக்ைழுச் சமன்பாடு.

(ii)  c மபாறத்்தகை மபாறிலி
  சமன்பாடு (1) -ஐ வகைப்்டுத்்த கிகடப்்து dy

dx
m=                                           

  இந்த சமன்பாடடில் c நீகைப்்டடிருப்்்தபால்,  

  ந்தகவயபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடு dy
dx

m=  ஆகும். 

(iii) இங்கு m,c ஆகிய இரணடுநம மபாறத்்தகை மபாறிலிைள் என்்தபால்,  
சமன்பாடு (1) -ஐ இருமுகற வகைப்்டுத்்த கிகடப்்து

    dy
dx

m=                                                                          

    d y
dx

2

2 0=

 இந்த சமன்பாடடில் m,c இரணடுநம நீகைப்்டடிருப்்்தபால் 

ந்தகவயபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடு d y
dx

2

2 0= ஆகும்.

எடுததகைபாட்டு 4.3 

 y a
x

b= + எனற வகைவகரக குடும்்த்தின வகைக்ைழுச்சமன்பாடகடக ைபாணை. இங்கு a 

மற்றும் b என்ன மபாறத்்தகை மபாறிலிைள்.

y

x

y=(1/3)x+c

y=–(1/3)x+cy=–2x+c

படம் 4.1

y

x

படம் 4.2

படம் 4.3

y = –x

y= –2x+4

y=
 –2

x+
8

y

x
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தீர்வு: 

    y a
x

b= +     ...(1)

  x -ஐ ்்பாறுத்து வகைப்்டுத்்தக கிகடப்்து

        dy
dx

a
x

= −
2

    x dy
dx

a2 = −

  மீணடும் x -ஐ ்்பாறுத்து வகைப்்டுத்்தக கிகடப்்து

   x d y
dx

x dy
dx

2
2

2 2 0+ =  

  ⇒ + =x d y
dx

dy
dx

2

2 2 0 இதுநவ ந்தகவயபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடபாகும்.  

எடுததகைபாட்டு 4.4 

 y ae bex x= + −4  எனற வகைவகரககு ்்தபாடர்புகடய வகைக்ைழுச் சமன்பாடகடக 
ைபாணை. இங்கு a மற்றும் b என்ன மபாறத்்தகை மபாறிலிைள்.

தீர்வு: 
   y ae bex x= + −4        (1)     

      dy
dx

 = 4 4ae bex x− −      (2)

  மற்றும்     d y
dx

2

2  = 16 4ae bex x+ −   (3)

  (1)+(2)  ⇒  y dy
dx

+  = 5 4ae x     (4)

  (2)+(3)  ⇒    dy
dx

d y
dx

+
2

2  = 20 4ae x

    = 4 5 4ae x( )
    = 4 y dy

dx
+





   dy
dx

d y
dx

+
2

2  = 4 4y dy
dx

+

  ⇒  d y
dx

dy
dx

y
2

2 3 4− −  = 0 என்து ந்தகவயபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடபாகும்.
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எடுததகைபாட்டு 4.ட 
 y e a x b xx= +( )cos sin  எனற வகைவகரக குடும்்த்தின வகைக்ைழுச் சமன்பாடகடக 
ைபாணை. இங்கு a மற்றும் b என்ன மபாறத்்தகை மபாறிலிைள்.

தீர்வு :  
  y e a x b xx= +( )cos sin    (1)

 (1) -ஐ  x -ஐ ்்பாறுத்து வகைப்்டுத்்த, ்்றுவது

  dy
dx

 = e a x b x e a x b xx xcos sin sin cos+( )+ − +( )
   = y e a x b xx+ − +( sin cos )  ((1) -லிருநது)

         ⇒  dy
dx

y−  = e a x b xx ( sin cos )− +  (2)

 மீணடும் வகைப்்டுத்்த கிகடப்்து,

  d y
dx

dy
dx

2

2 −  = e a x b x e a x b xx x( sin cos ) ( cos sin )− + + − −

  d y
dx

dy
dx

2

2 −  = e a x b x e a x b xx x( sin cos ) ( cos sin )− + − +

  d y
dx

dy
dx

2

2 −  = dy
dx

y y−





−  ((1) மற்றும் (2) லிருநது)

 ⇒  d y
dx

dy
dx

y
2

2 2 2− +  = 0 என்து ந்தகவயபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடபாகும்.

்யிற்சி 4.1

1.  பினவரும் வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைளின வரிகச மற்றும் ்டி ைபாணை.

 (i)      dy
dx

y x+ =2 3     (ii)  d y
dx

dy
dx

dy
dx

3

3

3

3 2 0+ 





+ =  

 (iii)   d y
dx

y dy
dx

2

2 = −     (iv) d y
dx

3

3 0=  

 (v)    d y
dx

y dy
dx

d y
dx

2

2

3

3

3
2

0+ + −






=   (vi) 2 22
2

− ′′( ) = ′′ + ′y y y

 (vii) dy
dx

y x dx
dy







+ = −
3

2.  பினவருவனவற்றிற்கு வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைகைக ைபாணை.

   (i) y cx c c= + − 3  (ii) y c x c= −( )2   (iii) xy c= 2   (iv) x y a2 2 2+ =

3.  x y r−( ) + −( ) =α β2 2 2 -ல் α, β ஆகியவற்கற நீககி வகைக்ைழுச் சமன்பாடகட அகமகை.
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4.  ஆதி வழிச்்சல்லும் அகனத்து நேர்நைபாடடுத் ்்தபாகுப்பின வகைக்ைழுச் சமன்பாடகட 
அகமகை.

5.  ் சவவை்லம்  4a ஆைவும், அச்சிகன x -அச்சிற்கு இகணயபாைவும் ்ைபாணட ்ரவகையத் 
்்தபாகுப்பின வகைக்ைழுச் சமன்பாடகட அகமகை.

6.  ஆதி வழிச் ்சல்வதும், கமயம் y-அச்சின மீது அகமயுமபாறும் உள்ை வடடக குடும்்த்தின 
வகைக்ைழுச் சமன்பாடகடக ைபாணை.

7.  ஆதிகய குவியமபாைவும், x அச்சிகன அச்சபாைவும் ்ைபாணட ்ரவகையத் ்்தபாகுப்பின 
வகைக்ைழுச் சமன்பாடகடக ைபாணை.

வகைக்ைழுச் சமன்பாட்டின தீர்வு (Solution of a Differential Equation)

 ்ைபாடுகைப்்டட வகைக்ைழுச் சமன்பாடடிகன நிகறவு ்சய்யுமபாறு அகமயும் சபார்ந்த மற்றும் 
சபாரபா மபாறிைளுககிகடநயயபான வகைக்ைழுகைைற்ற ்்தபாடர்பு, அச்சமன்பாடடின தீர்வு ஆகும்.

 வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின தீர்விலுள்ை மபாறத்்தகை மபாறிலிைளின எணணிககையபானது 
அவவகைக்ைழுச் சமன்பாடடின வரிகசககுச் சமமபாை இருகை நவணடும். அத்தீர்விகன 
சமன்பாடடின ்்பாதுத்தீர்வு (முழுகமத் தீர்வு) எனந்பாம்.

4.2  மு்தல் வரிகச  மற்றும் மு்தல் ்டி வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் 
(First order and first degree differential equations)

 வரிகச ஒனறு மற்றும் ்டி ஒனறுகடய வகைக்ைழுச் சமன்பாடடிகன  f x y dy
dx

, ,





= 0

என எழு்த்லபாம். இங்கு ேபாம் சி்ல வகை சமன்பாடுைளின தீர்வுைகைக ைபாணந்பாம்.

4.2.1 ்்பாதததீர்வு மற்றும் சிைப்புததீர்வு (General solution and particular solution)
          எந்த ஒரு வகைக்ைழுச் சமன்பாடடிற்கும் ்்பாதுத்தீர்வு மற்றும் சிறப்புத்தீர்வு  ைபாண இயலும்.

4.2.2 மபாறிைள் பிரி்டககூடிய வகைக்ைழுச் சமன்பாடு 
(Differential Equation in which variables are separable)

 ஒரு சமன்பாடடில் அகனத்து x -ல் அகமயும் உறுப்புைள் மற்றும் dx ஒரு புறத்திலும், அகனத்து  
y -ல் அகமயும் உறுப்புைள் மற்றும் dy மறுபுறத்திலும் அகமயுமபாறு பிரிகைத்்தகை வகையிலிருப்பின, 
அகவைள் பிரி்டககூடிய மபாறிைள் என அகைகைப்்டும். அத்்தகைய சமன்பாடடின  ்்பாதுவடிவம்.

  f(x)dx = g(y)dy  (அல்்லது )  f(x)dx + g(y)dy = 0

   நேரடியபாை ்்தபாகையிடுவ்தன மூ்லம் ேபாம் தீர்கவப் ்்ற்லபாம்.
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எடுததகைபாட்டு 4.் 

 தீர்கை :  ( ) ( )x x dx y y dy2 21 3 0+ + + − + =

தீர்வு: 
     ( ) ( )x x dx y y dy2 21 3+ + + − +  = 0

                     இது, f x dx g y dy( ) ( )+  = 0 எனற வடிவில் உள்ைது.
 ்்தபாகையிட ேபாம் ்்றுவது,

   ( ) ( )x x dx y y dy2 21 3+ + + − +∫∫  = c

   x x x y y y
3 2 3 2

3 2 3 2
3+ +







+ − +






 = c

எடுததகைபாட்டு 4.் 

         தீர்கை : dy
dx

e x ex y y= +− −2

தீர்வு :    
    dy

dx
e x e e e e xx y y y x y= + = +− − − −2 2

       = +( )−e e xy x 2

 மபாறிைகை பிரிகை ேபாம் ்்றுவது, e dy e x dxy x= +( )2  

 ்்தபாகையிட ேபாம் ்்றுவது,       e dy e x dxy x= +( )∫∫ 2

                  e e x cy x= + +
3

3
எடுததகைபாட்டு 4.் 

 தீர்கை : 3 1 02e ydx e ydyx xtan ( )sec+ + =  ,  y 0
4

( ) = p

தீர்வு: 
    3 1 2e ydx e ec y dyx xtan ( )s+ +  = 0

      3e y dxx tan  = − +( )sec1 2e y dyx

      3
1

e
e

dx
x

x+
 = − sec

tan

2 y
y

dy  

 ்்தபாகையிட ேபாம் ்்றுவது   3
1

e
e

dx
x

x+∫  = − +∫ sec
tan

2 y
y

dy c  

   3 1log( )+ ex  = − +log tan logy c  
′ ( )
( ) = ( )







∫

f x
f x

dx f xlog
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   log( ) log tan1 3+ +e yx  = log c           

   log tan1
3

+( )





e yx  = log c

   ( ) tan1 3+ e yx  = c  (1)

 ்தரவு :    y 0
4

( ) = p   ( அ்தபாவது)   x = 0 எனில் y = p
4

 

          (1) ⇒   ( ) tan1
4

0 3+ e p  = c

   2 13( )  = c

       ⇒   c = 8

 ந்தகவயபான தீர்வு   ( ) tan1 3+ e yx  = 8

எடுததகைபாட்டு 4.் 

 தீர்கை :  sec tan sec tan2 2 0x ydx y xdy+ =

தீர்வு: 
 மபாறிைகை பிரிகை, ேபாம் ்்றுவது

   sec
tan

sec
tan

2 2x
x

dx y
y

dy+  = 0

 ்்தபாகையிட, ேபாம் ்்றுவது

   sec
tan

sec
tan

2 2x
x

dx y
y

dy∫ ∫+  = c

          log tan log tanx y+  = log c

         log(tan tan )x y  = log c

        tan tanx y  = c

எடுததகைபாட்டு 4.1ட 

  தீர்கை : ydx xdy x y e dxx− − =3 02 2 3

தீர்வு: 

 ்ைபாடுகைப்்டட சமன்பாடகட 
ydx xdy

y
x e dxx−

− =2
23 0

3
 என எழு்த்லபாம்.

 ்்தபாகையிட,  
ydx xdy

y
x e dxx−

−∫ ∫2
23

3
 = c
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   d x
y

e dtt





−∫ ∫  = c (இங்கு t x= 3   மற்றும் dt x dx= 3 2  )

   x
y

et−  = c

   x
y

ex−
3

 = c

எடுததகைபாட்டு 4.11 

  தீர்கை : x y dx
dy

a x dx
dy

− = +






2

தீர்வு:  

    x y dx
dy

−  = a x dx
dy

2 +






 

   x y dx
dy

−  = ax a dx
dy

2 +  

   x ax− 2  = a dx
dy

y dx
dy

+  

   x ax1 −( )  = ( )a y dx
dy

+

 மபாறிைகை பிரிகை, ேபாம் ்்றுவது

   dx
x ax( )1 −

 = dy
a y+

 

   a
ax x

dx
1

1
−

+





 = dy
a y+

 

 ்்தபாகையிட,     a
ax x

dx
1

1
−

+



∫  = 

dy
a y+∫  

   − −( ) +log log1 ax x  = log( ) logca y+ +  

   log x
ax1 −







 = log c a y+( )( )  

   x
ax1 −







 = c a y( )+  

  x  = ( )( )1 − +ax a y c   என்து ந்தகவயபான தீர்வபாகும்.

எடுததகைபாட்டு 4.12 

 x கையுகறைகை ்தயபாரிப்பு ்சய்வ்தற்ைபான இறுதிநிக்லச் ்ச்லவுச்சபார்பு 6 10 6 2+ −x x . ஒரு 
ந�பாடி கையுகறைகை உற்்த்தி ்சய்ய ஆகும் ்மபாத்்த ்ச்லவு `100 எனில், ்மபாத்்த ்ச்லவுச் 
சபார்பு மற்றும் சரபாசரி ்ச்லவுச்சபார்பு ஆகியவற்கற ைபாணை. 
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தீர்வு: 
   MC = 6 10 6 2+ −x x

 அ்தபாவது, dC
dx

 = 6 10 6 2+ −x x

  dC = ( )6 10 6 2+ −x x dx

  dC∫  = ( )6 10 6 2+ − +∫ x x dx k  

  C = 6 10
2

6
3

2 3

x x x k+ − +

  C = 6 5 22 3x x x k+ − +   (1)

 ்ைபாடுகைப்்டடது :  x = 2  எனில் C = 100

 ∴     (1) ⇒   100 = 12 5 4 2 8+ − +( ) ( ) k  

               ⇒  k = 84

 ∴     (1) ⇒   C x( )  = 6 5 2 842 3x x x+ − +  

 சரபாசரி ்ச்லவுச் சபார்பு  : AC = 
C
x

 = 6 5 2 842+ − +x x
x

 

எடுததகைபாட்டு 4.13 

 ஒரு வகைவகரயின மீதுள்ை ஏந்தனும் ஒரு புள்ளி (x,y)-இல் வகரயப்்டும் ்சங்நைபாடு 
(1,0) எனற புள்ளி வழிநயச் ்சல்கிறது. வகைவகர (1,2) எனற புள்ளி வழியபாைச் ்சல்லுமபாயின, 
இ்தகன வகைக்ைழு சமன்பாடடு வடிவில் மபாற்றி, வகைவகரயின சமன்பாடகடக ைபாணை.

தீர்வு:
 P x y,( )  எனற ஏந்தனும் ஒரு புள்ளியில் வகைவகரககு வகரயப்்டட  
 ்சங்நைபாடடின சபாய்வு = − dx

dy
  Q, (1,0) எனை.

 ∴  ்சங்நைபாடு PQ -ன சபாய்வு = y y
x x

2 1

2 1

−
−

   அ்தபாவது , y
x

−
−

0
1

 = y
x −1

   

  ∴ − =
−

⇒ =
−

dx
dy

y
x

dx
dy

y
x1 1

  

  அ்தபாவது, ( )1 − x dx =  ydy
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  1 −( )∫ x dx  = ydy c∫ +  

  x x−
2

2
 = y c

2

2
+    (1)

 இது (1, 2) வழிச் ்சல்கிறது.

  1 1
2

−    = 4
2

+ c  

  c = −1
2

2  = − 3
2

 

  c  = −3
2

 என (1) -ல் பிரதியிட,

  x x−
2

2
 = y2

2
3
2

−  

  2 2x x−  = y2 3−  

      ⇒   y2   = 2 32x x− + என்து வகைவகரயின சமன்பாடபாகும்.

எடுததகைபாட்டு 4.14 

  `2000 எனற ்்தபாகைககு ்்தபாடர்ச்சி கூடடுவடடி ைணககிடப்்டுகிறது. வடடிவீ்தம் 
ஆண்டபானறுககு 5% இருப்பின, அத்்்தபாகை எத்்தகன ஆணடுைளில் ஆரம்்த் ்்தபாகைகயப் 
ந்பால் இருமடங்ைபாகும்? (log . )e 2 0 6931=  

தீர்வு:
  ‘t’ நேரத்தில் மூ்ல்தனம் P எனை.

  dP
dt

P P= =5
100

0 05.

 ⇒  dP
P∫  = 0 05. dt c+∫  

  loge P  = 0 05. t c+  

  P = e et c0 05.

  P = c e t
1

0 05.    (1)

  t = 0  எனில்  P = 2000 

             ⇒  c1  = 2000

 ∴  (1) ⇒  P = 2000 0 05e t.

  P = 4000  எனும் ந்பாது t -ஐ ைபாணநவணடும்.
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       (2) ⇒  4000 = 2,000e0.05t

  2 = e t0 05.

  0.05t = log2

  t = 0 6931
0 05
.

.
 = 14 ஆணடுைள் (ந்தபாரபாயமபாை).

்யிற்சி 4.2

1. தீர்கை:    (i) dy
dx

ae y=    (ii)  1
1

2+
+

=x
y

xy dy
dx

2. தீர்கை :  y x x dy
dx

( )1 0− − =

3. தீர்கை:  (i) ydx xdy− = 0   (ii)  dy
dx

e yex x+ + = 0

4. தீர்கை: cos ( cos ) sin ( sin )x y dx y x dy1 1 0+ − + =

5. தீர்கை:   ( ) ( )1 1 0− − + =x dy y dx

6. தீர்கை:   (i) dy
dx

y x= sin2   (ii) log dy
dx

ax by





= +

7. ஆதி வழிச்்சல்லும் வகைவகரயின மீதுள்ை ஏந்தனும் ஒரு புள்ளி P x y( , ) யிடத்து சபாய்வு 
x a
y b

−
−

 எனில், அவவகைவகரகயக ைபாணை.

4.2.3 சம்டித்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் 
(Homogeneous Differential Equations)

 f x y( , )  மற்றும் g(x, y) என்ன ஒவ்வபானறும் x, y -இல் அகமந்த ஒநர ் டியுள்ை சம்டித்்தபான 

சபார்புை்ைனில் dy
dx

f x y
g x y

=
( , )
( , )

 என்து ஒரு சம்டித்்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடு ஆகும். (அல்்லது) 

சம்டித்்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடகட

     dy
dx

F y
x

= 





 என எழு்த்லபாம்.

வரிகச ஒனறு உகடய சம்டித்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாட்கட தீர்ககும் முகை 
(Method of solving  first  order Homogeneous differential equation)

(i)  f x y,( )  மற்றும் g x y,( )  என்ன ஒவ்வபானறும் ஒநர ்டியுள்ை சம்டித்்தபான 
சபார்புைைபா எனச்நசபாதிகை. 

    அ்தபாவது, dy
dx

F y
x

= 




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(ii)   y = vx  மற்றும்  dy
dx

v x dv
dx

= +   எனப் பிரதியிடுை.

(iii)   சம்டித்்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடு v x dv
dx

F v+ = ( )  என உருமபாற்றம் ்்றும். 

(iv)  மபாறிைகைப் பிரிகை, கிகடப்்து x dv
dx

F v v= ( ) −   ⇒   dv
F v v

dx
x( ) −

=  ஆகும்.

(v)   ் ்தபாகையிடு்தலுககுப் பிறகு v மற்றும் x -ல் சமன்பாடு அகமயும்.

(vi)   v -ஐ y
x

 எனறு மபாற்றி தீர்கவக ைபாண்லபாம்

எடுததகைபாட்டு 4.1ட 

 வகைக்ைழு சமன்பாடகடத் தீர்கை y dx xy x dy2 2 0+ + =( )

தீர்வு 
   y dx xy x dy2 2+ +( )  = 0

   ( )xy x dy+ 2  = − y dx2  

   dy
dx

 = −
+
y

xy x

2

2    (1)

 இது ஒநர ்டியுள்ை x, y- இல் அகமந்த சம்டித்்தபான வகைக்ைழு சமன்பாடபாகும்.

   y vx=  மற்றும் dy
dx

v x dv
dx

= +  என பிரதியிட,

  ∴ (1) ஆனது

   v x dv
dx

+  = −
+

v x
x vx x

2 2

2  

        = −
+
v

v

2

1

சி்ல நேரங்ைளில், சம்டித்்தபான வகைக்ைழு சமன்பாடகட dx
dy

F x
y

=






 . . . ( 1 ) 
எனறவபாறு எடுத்து எளி்தபாை தீர்கை்லபாம்.

 இந்த முகறயில் x = vy மற்றும் dx
dy

v x dv
dy

= +  என (1) -இல் பிரதியிட, வரிகச 

ஒனறு உகடய சம்டித்்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடு மபாறிைகை பிரிகைககூடிய 
சமன்பாடபாை மபாறிவிடும். ்்தபாகையீடு்தலுககுப் பிறகு v = x

y
எனப் பிரதியிடடு தீர்கவக 

ைபாண்லபாம்.

குறிப்பு
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   x dv
dx

 = −
+

−v
v

v
2

1
 

    = − − −
+

v v v
v

2 2

1
 

   x dv
dx

 = 
− +( )

+

v v

v

2

1

2

 

 மபாறிைகை பிரிகைக கிகடப்்து,

   1
1 2

+
+( )

v
v v

dv  = −dx
x

 

   
1 2

1 2
+( ) −

+( )
v v

v v
dv  = −dx

x
   1 1 2+ = + −( )v v v  

   1 1
1 2v v

dv−
+

 = −dx
x

 இருபுறமும் ்்தபாகையிட, ேபாம் ்்றுவது

   1 1
1 2v v

dv−
+





∫  = −∫ dx

x
 

   log logv v− +( )1
2

1 2  = − +log logx c  

   log v
v1 2+







 = log c
x







 

   v
v1 2+

 = c
x

 

    v = y
x

 என பிரதியிட,

   

y
x

y
x

1 2+
 = c

x
 

   
y x
x y+ 2

 = c

   y x
x y

2

2+
 = k

   இங்கு     k = c2

எடுததகைபாட்டு 4.1் 

 வகைக்ைழு சமன்பாடகடத் தீர்கை :  dy
dx

x y
x y

= −
+

.

1
22

+
+∫ v

v v
dv -ஐ ்குதி 

பினனமபாககு்தல் முகறயில் 
்்தபாகையிட்லபாம்.

குறிப்பு
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தீர்வு:

  dy
dx

x y
x y

= −
+

   (1)

 இது ஒரு சம்டித்்தபான வகைக்ைழு சமன்பாடபாகும். 

  y vx=  மற்றும் dy
dx

v x dv
dx

= +  என பிரதியிட,

 ∴   (1) ⇒  v x dv
dx

+  = x vx
x vx

−
+

    = 1
1

−
+

v
v

           x dv
dx

 = 1
1

−
+

−v
v

v        

    = 1 2
1

2− −
+
v v

v

   1
2 12
+

+ −
v

v v
dv  = −dx

x
 

 இருபுறமும் 2 ஆல்்்ருகை,

                  2 2
2 12

+
+ −

v
v v

dv  = −2 dx
x

 

 ்்தபாகையிட

             2 2
2 12

+
+ −∫ v

v v
dv  = − ∫2 dx

x
 

      log( )v v2 2 1+ −  = − +2 log logx c  

       v v2 2 1+ −  = c
x2  

      x v v2 2 2 1( )+ −  = c

    v = y
x

 என்்தபால்

      x y
x

y
x

2
2

2
2 1+ −









  = c

       ∴ y xy x2 22+ −  = c  என்து தீர்வபாகும்.

எடுததகைபாட்டு 4.1் 

  x y= =1 1,   எனும் ந்பாது x dy y x y dx2 0+ +( ) = எனற வகைக்ைழு சமன்பாடடின 
சிறப்புத் தீர்கவக ைபாணை.
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தீர்வு 
   x dy y x y dx2 + +( )  = 0

   x dy2  = − +( )y x y dx  

   dy
dx

 = 
− +( )xy y

x

2

2    (1)

      y vx=   மற்றும் dy
dx

v x dv
dx

= +   என  (1) -இல் பிரதியிட,

   v x dv
dx

+  = 
− +( )x vx v x

x

2 2

2  

    = − +( )v v2

   x dv
dx

 = − − −v v v2  

    = − +( )v v2 2

  மபாறிைகை பிரிகை கிகடப்்து,

   dv
v v2 2+

 = −dx
x

 

   dv
v v +( )2

 = −dx
x

   1
2

2
2

v v
v v

dv
+( ) −

+( )








  = −dx

x

   1
2

1 1
2v v

dv−
+





∫  = −∫ dx

x
 

   1
2

2log logv v− +( )   = − +log logx c  

   1
2 2

log v
v +

 = log c
x

 

  ⇒  v
v + 2

 = c
x

2

2  

      v y
x

=   எனப் பிரதியிட,

   y

x y
x

+





2
 = k

x2   இங்கு c k2 =  
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y x

y x

2

2+
 = k   (2)

  x = 1  மற்றும் = 1y  எனில்,

  ∴ (2)  ⇒   k = 1
1 2+

 

   k = 1
3

  ∴   3 22x y x y= +  என்து தீர்வபாகும்

எடுததகைபாட்டு 4.1் 

 x ைபா்லணிைள் ்தயபாரிப்்்தற்ைபான இறுதிநிக்லச் ்ச்லவு ( ) ( )3 02 2xy y dx x xy dy+ + + =  
மற்றும் ஒரு ந�பாடி ைபா்லணிைள் ்தயபாரிப்்்தற்ைபான ்மபாத்்த ்ச்லவு ` 12 எனில், ்மபாத்்த ்ச்லவுச் 
சபார்க்க ைபாணை.

தீர்வு:
 இறுதிநிக்லச் ்ச்லவுச் சபார்பு : ( ) ( )x xy dy xy y dx2 23 0+ + + =

     dy
dx

xy y

x xy
= − +

+

( )3
2

2

   (1)

  y vx=   மற்றும் dy
dx

v x dv
dx

= +   என (1) –ல் பிரதியிட,

   v x dv
dx

+  = 
− +

+

( )3 2 2

2

x vx v x

x x vx
 

    = 
− +

+
( )3
1

2v v
v

  இப்்்பாழுது, x dv
dx

 = − −
+

−3
1

2v v
v

v  

    = − − − −
+

3
1

2 2v v v v
v

               x dv
dx

 = − −
+

4 2 2

1
v v

v
 

   1

4 2 2
+

+

v

v v
dv  = −dx

x
 

  ்்தபாகையிட,
   1

4 2 2
+

+
∫

v

v v
dv  = −∫

dx
x
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  இருபுறமும் 4 -ஆல் ்்ருககிட,

   4 4

4 2 2
+

+
∫

v

v v
dv  = − ∫4 dx

x
 

   log ( )4 2 2v v+  = − +4 log logx c  

   4 2 2v v+  = c
x4  

   x v v4 24 2( )+  = c

     v = y
x

 என பிரதியிட,

   x y
x

y

x
4 4 2

2

2+










 = c

   x
xy y

x
4 4 2 2

2
+











 = c

                                c = 2 22 2x xy y( )+   (2)

 ஒரு ந�பாடி ைபா்லணிைகை ்தயபாரிப்்்தற்ைபான ்ச்லவு = ` 12

  x = 2 மற்றும் y = 12 எனில் c = +[ ] =8 48 144 1536

 ்ச்லவுச் சபார்பு :  x xy y2 22( )+  = 768

எடுததகைபாட்டு 4.1் 

 dy
dq

q y
q y

= +2 23
2

 எனற  இறுதிநிக்ல சமன்பாடடில் வருவபாய் ‘y’ மற்றும் ்வளியீடு q என 

்ைபாடுகைப்்டடுள்ைன. ் வளியீடு 1 அ்லகு இருககும் ் ்பாழுது வருவபாய் ̀  5 எனில், ் மபாத்்த வருவபாய்ச் 

சபார்க்க ைபாணை.

தீர்வு:

  MR dy
dq

=  = q y
q y

2 23
2
+     (1)

    y vq=   மற்றும் dy
dq

v q dv
dq

= +   என (1) -இல் பிரதியிட,

  (1) ⇒  v q dv
dq

+  = 
q v q

q vq

2 2 23
2
+

 

    = 
1 3

2

2+ v
v
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149வைகக்ெகழுச் சமன்பாடுகள்

      q dv
dq

 = 
1 3

2

2+ −v
v

v  

    = 
1 3 2

2

2 2+ −v v
v

    = 
1

2

2+ v
v

   
2

1 2

v

v
dv

+
 = dq

q
 

  ்்தபாகையிட,
   

2

1 2

v

v
dv

+
∫  = dq

q∫  

   log ( )1 2+ v  = log logq c+  

   1 2+ v  = cq

    v = y
q

 எனபிரதியிட,

   1
2

2
+ y

q
 = cq

   q y2 2+  = c q3    (2)

  ்வளியீடு 1 அ்லகு இருககும் ்்பாழுது வருவபாய் ` 5 எனில்

    1 25 26+ = ⇒ =c c    (2) லிருநது

  ∴ + =q y q2 2 326  என்து ்மபாத்்த வருவபாய் சபார்பு ஆகும்.

்யிற்சி 4.3

 கீழவரும் சம்டித்்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைகைத் தீர்கை.

1.  x dy
dx

x y= +     2.    ( )x y dy
dx

x y− = + 3

3.  x dy
dx

y x y− = +2 2    4.    dy
dx

x y
x y

= −
−

3 2
2 3
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5.  ( ) ( )y xy dx x xy dy2 22 2− = −   

6. ஒரு வகைவகரயில் உள்ை ஏந்தனும் ஒரு புள்ளி (x,y) இடத்து அகமயககூடிய 
்்தபாடுநைபாடடின சபாய்வு ( ) ( )y yx dx xy x dy3 2 2 32 2 0− + − =  ஆகும். நமலும் இந்த 
வகைவகரயபானது (1,2) புள்ளி வழிச் ்சல்கிறது எனில், வகைவகரயின சமன்பாடகடக  
ைபாணை.

7. மினசபார சபா்தனங்ைகை உற்்த்தி ்சய்யும் நிறுவனம் வீடடு  ்யன்பாடடிற்ைபான மின        
மபாற்றிைகை (switches) ்தயபாரிககினறது. இ்தற்ைபான இறுதி நிக்ல வருவபாய் சபார்பு 
( )x y dy xydx2 2+ =  என அந்த நிறுவனம் மதிப்பீடு ்சய்கிறது (இங்கு x என்து அ்லகுைளின 
எணணிககை (ஆயிரங்ைளில்)) எனில், ்மபாத்்த வருவபாய் சபார்க் ைபாணை.

4.2.4 வரிகச ஒனறுகடய நேரிய வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்  
(Linear differential equations of first order)

 வகைக்ைழுச் சமன்பாடடில் உள்ை சபார்ந்த மபாறி மற்றும் அ்தன வகைக்ைழுகைளின ்டி 
ஒனறு மற்றும் இவவிரணடின ்்ருகைல் ்்லன இல்்லபாமலும் இருககுமபாயின அச்சமன்பாடு நேரிய 
வகைக்ைழுச் சமன்பாடு எனப்்டும்.

 மு்தல் வரிகச நேரிய வகைக்ைழுச் சபாமன்பாடடின ்்பாதுவடிவம் dy
dx

Py Q+ =      ...(1)

 இங்கு P மற்றும் Q ஆகியகவ x இன சபார்புைள் மடடுநம. சமன்பாடு (1) ஆனது y -இல் நேரியச் 
சமன்பாடபாகும். 

 இ்தன தீர்வபானது ye Qe dx cpdx pdx∫ = ∫ +∫  என அகமயும் இங்கு e pdx∫  என்து ் ்தபாகையீடடுக 

ைபாரணி (Integrating factor) எனப்்டும். நமலும், இ்தகன ்்தபா.ைபா (I.F) எனச் சுருகைமபாை குறிப்்ர். 

எடுததகைபாட்டு 4.2ட 

 தீர்கை :     dy
dx

y
x

x+ = 3   

தீர்வு:  
    dy

dx x
y x+ =1 3

  இது  dy
dx

Py+  =Q எனற வடிவில் உள்ைது.

 இங்கு P
x

Q x= =1 3,

வகைக்ைழுச் சமன்பாடு dx
dy

Px Q+ = (x இல் நேரியது) இல் P மற்றும் Q ஆகியகவ 

y இன சபார்புைள் மடடுநம. இ்தன தீர்வபானது xe Qe dy cpdy pdy∫ = ∫ +∫  என அகமயும்.

குறிப்பு

12th BM Ch 4 DifferentialEqn_TM.indd   150 09-03-2019   10:02:45



151வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

   Pdx∫  = 1
x

dx x=∫ log

   I.F = e e xpdx x∫ = =log

 ந்தகவயபான தீர்வு : y I F.( )  = Q I F dx c.( ) +∫  

   yx = x x dx c3. +∫
       = x dx c4 +∫

    = x c
5

5
+  

  ∴  yx = x c
5

5
+

எடுததகைபாட்டு 4.21 

   தீர்கை :   cos tan2 x dy
dx

y x+ =  

தீர்வு: 

 ்ைபாடுகைப்்டட சமன்பாடகட dy
dx x

y+ 1
2cos

= tan
cos

x
x2  என எழு்த்லபாம்.

 அ்தபாவது,                                dy
dx

y x+ sec2  = tan secx x2  

                 இது  dy
dx

Py+  = Q எனற வடிவில் உள்ைது.

  இங்கு  P = sec ,2 x Q  = tan secx x2

   Pdx∫  = sec tan2 x dx x=∫
   I.F = e epdx x∫ = tan

    ந்தகவயபான தீர்வு  : y I F.( )  = Q I F dx c.( ) +∫  

   ye xtan  = tan sec tanx x e dx cx2 +∫  

       tan x = t எனை.

   sec2 xdx  = dt

   ∴ ye xtan  = te dt ct +∫  

                    = td e ct( ) +∫

நேரிய வகைக்ைழுச் 
சமன்பாடபானது எப்்்பாழுதும் 

மு்தல் வரிகசகய ்்ற்றிருககும். 
ஆனபால் எல்்லபா மு்தல் வரிகச 

வகைக்ைழுச் சமன்பாடும் 
நேரிய்தபாை இருகைநவணடிய 

அவசியமில்க்ல.
d y
dx

dy
dx

y
2

2
23 2 0− + =  

என்து நேரிய்தபாை இல்க்ல.
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    = te e ct t− +

    = tan tan tanx e e cx x− +

   ye xtan  = e x cxtan tan −( ) +1

எடுததகைபாட்டு 4.22 

 தீர்கை :     x dy
dx

xy x2 21 2 4+( ) + =

தீர்வு: 
 ்ைபாடுகைப்்டட சமன்பாடகட

   dy
dx

x
x

y+
+

2
12  = 4

1

2

2
x

x +
 எனறவபாறு மபாற்றி அகமகை்லபாம்.

  இது dy
dx

Py+  = Q எனற வடிவில் உள்ைது.

 இங்கு   P x
x

Q x
x

=
+

=
+

2
1

4
12

2

2,

   Pdx x
x

dx∫ ∫=
+

2
12  = log( )x2 1+  

   I.F = ∫ = = ++( )e e xpdx xlog 2 1 2 1

            ந்தகவயபான தீர்வு y I F( . )   = Q I F dx c.( ) +∫   

   y x( )2 1+   = 4
1

1
2

2
2x

x
x dx c

+
+( ) +∫

   y x( )2 1+  = 4
3

3x c+  

எடுததகைபாட்டு 4.23 

 தீர்கை :  dy
dx

y x x− =3 2cot sin ,  இங்கு  x = p
2

 எனில், y = 2

தீர்வு: 

   dy
dx

x y x− ( ) =3 2cot . sin

                    இது dy
dx

Py+  =  Q எனற வடிவில் உள்ைது.

  இங்கு P x Q x= − =3 2cot , sin  
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  Pdx xdx x x
x

= − = − = − =∫∫ 3 3 13
3cot log sin log sin log

sin

   I.F. = =e
x

x
log

sin

sin

1
3 1

3
 

  ந்தகவயபானதீர்வு :    y I F Q I F dx c( . ) ( . )= +∫
   y

x
1

3sin
  = sin

sin
2 1

3x
x

dx c∫ +

   y
x

1
3sin

  = 2 1
3sin cos

sin
x x

x
dx c× +∫

    = 2 1
sin

cos
sinx

x
x

dx c× +∫
    = 2 cos cotecx xdx c+∫
   y

x
1

3sin
 = − +2cosecx c    (1)

       x = p
2

மற்றும் y = 2 எனில்,

        (1) ⇒  2 1
1







  = − × + ⇒ =2 1 4c c

  ∴  (1) ⇒   y
x

1
3sin

 = − +2 4cosecx

எடுததகைபாட்டு 4.24 

 ஒரு நிறுவனம் ஒனறில் குறிப்பிடட x டனைள் ்்பாருகை ்தயபாரிப்்்தற்கு ஆகும் ்ச்லவு C -ஐ  

x dC
dx

= 3
x

C−  எனும் சமன்பாடடினபால் குறித்்தபால் x  = 1 மற்றும் C = 2  எனில், C மற்றும் x 

ஆகியவற்றிற்கிகடநயயபான ்்தபாடர்க்க ைபாணை.

தீர்வு: 

   x dC
dx

 = 3
x

C−  

   dC
dx

 = 3
2x

C
x

−  

   dC
dx

C
x

+  = 3
2x

 

 அ்தபாவது, dC
dx x

C+ 1  = 3
2x

 

        இது dC
dx

PC+  = Q எனற வடிவில் உள்ைது.
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 இங்கு, P
x

Q
x

= =1 3
2,

   Pdx∫  = 1
x

dx∫  = log x

   I.F  = e e xpdx x∫ = =log

  தீர்வு : C(I.F) = Q I F dx k∫ ( ) +. , இங்கு k ஒரு மபாறிலி

   Cx = 3
2x

xdx k+∫

    = 3 1
x

dx k+∫
   Cx = 3log x k+   (1)

   x = 1  மற்றும் C = 2 எனில், k = 2 ஆகும்.

 ∴ C மற்றும் x -கைபான ்்தபாடர்பு :  Cx = 3 2log x +

்யிற்சி 4.4

பினவருவனவற்கற தீர்கை:

1. dy
dx

y
x

x− =     2. dy
dx

y x x x+ =cos sin cos

3. x dy
dx

y x+ =2 4    4. dy
dx

x
x

y x
x

+
+

= +
+

3
1

1
1

2

3

2

3

5. dy
dx

y
x

xex+ =     6. dy
dx

y x x+ =tan cos3

7. dy
dx

y x x+ =2 tan sin  மற்றும் x = p
3

 எனில் y = 0 எனும் நிக்லயில் y-ஐ x-இன வபாயி்லபாை 
எழுதுை. 

8. dy
dx

y
x

xex+ =

9. ஒரு வங்கியபானது ்்தபாடர் கூடடுவடடிமுகறயில் வடடிகயக ைணககிடுகிறது. அ்தபாவது 
வடடிவீ்தத்க்த அந்தந்த நேரத்தில் அசலின மபாறுவீ்தத்தில் ைணககிடுகிறது. வருடத்திற்கு 
8% ்்தபாடர் கூடடு வீ்தத்தில் ` 1,00,000 ்்தபாகைகய அவவங்கியில் ஒருவர் மு்தலீடு 
்சய்்தபால் 10  வருடங்ைளுககு பினனர்அவர்எவவைவு ்்தபாகைகயப் ்்றுவபார்?
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155வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

4.3  மபாறிலிைகைக ்ைழுகைைபாைக ்ைபாணட இரணடபாம் வரிகச நேரிய 
வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் 
(Second Order first degree  differential equations with constant coefficients)

4.3.1 மபாறிலிைகைக ்ைழுகைைபாைக ்ைபாணட இரணடபாம் வரிகச நேரிய 
வகைக்ைழுச் சமன்பாட்டின ்்பாத வடிவம் 
(A general second order linear differential equation with constant coefficients) 

a d y
dx

b dy
dx

cy f x
2

2 + + = ( )

      a D y b Dy cy f x2 + + = ( ),  இங்கு d
dx

D d
dx

D= =,
2

2
2

 அ்தபாவது,       f D y f x( ) = ( )   (1)

  இங்கு   f D aD bD c( ) = + +2 (a,b மற்றும்  c மபாறிலிைள்)

 சமன்பாடு (1) -ஐ தீர்கை, மு்தலில் ேபாம் f D y( ) = 0  எனற சமன்பாடகடத் தீர்கை நவணடும். 
இத்தீர்வபானது நிரப்புச் சபார்பு (C.F) எனப்்டும். 

  அடுத்்த்தபாை f x( ) ன மீது 1
f D( )  ்சயல்்டுத்தும் ந்பாது கிகடககும் தீர்வபானது சிறப்புச்

்்தபாகை (P.I) என அகைகைப்்டுகிறது.   

      ∴   PI
D

f x= ( ) ( )1
f

 ்்பாதுத் தீர்வு :  y C F P I= +. . நிரப்புச் சபார்பு (C.F)  + சிறப்புச் ்்தபாகை (P.I)

வகை  1 : f(x) = 0
   அ்தபாவது, f D y( ) = 0

 இ்தகன தீர்கை, f D( ) = 0  

 D ககு ் தி்லபாை m -ஐ பிரதியிடுை, இச்சமன்பாடகட துகணச் சமன்பாடு எனகிநறபாம்.f m( ) = 0
என்து ஒரு இரு்டிச் சமன்பாடபாகும். எனநவ இ்தற்கு m1  மற்றும் m2  எனற இரு தீர்வுைள் உள்ைன.
 இவவகைத் தீர்வுைள் பினவரும் நிக்லயில் அகமயும்.

வ.எண தீர்வுைளின ்தனகம நிரப்புச் சபார்பு
1 ்மய் மற்றும் ்வவநவறபானகவ  ( )m m1 2≠ Ae Bem x m x1 2+
2 ்மய் மற்றும் சமமபானகவ   m m m1 2= =  எனை ( )Ax B emx+
3 ை்லப்்்ணைள் ( )α β± i e A x B xxα β β( cos sin )+

  இங்கு  A மற்றும் B என்ன ஏந்தனும் இருமபாறிலிைைபாகும்.
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எடுததகைபாட்டு 4.2ட 

 தீர்கை :  ( )D D y2 3 4 0− − =  

தீர்வு:  
   ( )D D y2 3 4− −  = 0

 துகணச் சமன்பாடு : 

   m m2 3 4− −  = 0

  ⇒   m m−( ) +( )4 1  = 0

   m = −1 4,

 மூ்லங்ைள் ்மய் மற்றும் ்வவநவறபானகவ.

 ∴ நிரப்புச் சபார்பு :  CF =  Ae Bex x− + 4

  ்்பாதுத் தீர்வு :   y = Ae Bex x− + 4

எடுததகைபாட்டு 4.2் 

 தீர்கை : 9 12 4 0′′ − ′ + =y y y

தீர்வு: 
    9 12 42D D y− +( )  = 0

 துகணச் சமன்பாடு : 

   3 2 2m −( )  = 0    

   3 2 3 2m m−( ) −( )  = 0   ⇒ =m 2
3

2
3

,  

 மூ்லங்ைள் ்மய் மற்றும் சமம்

  நிரப்புச் சபார்பு : C.F = Ax B e
x

+( )
2
3

  ்்பாதுத் தீர்வு : y = Ax B e
x

+( )
2
3

எடுததகைபாட்டு 4.2் 

 தீர்கை :  d y
dx

dy
dx

y
2

2 4 5 0− + =
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தீர்வு:  

    d y
dx

dy
dx

y
2

2 4 5− +  = 0

                               D D y2 4 5− +( )  = 0

 துகணச் சமன்பாடு : 
   m m2 4 5− +  = 0

   ⇒ −( ) − +m 2 4 52  = 0

   m −( )2 2  = –1

                                                 m − 2  = ± −1  

   m = 2± i , α β± i  எனற வடிவில் உள்ைது.

           ∴  C.F =   e A x B xx2 cos sin+ 

            ்்பாதுத் தீர்வு  : y = e A x B xx2 cos sin+ 

எடுததகைபாட்டு 4.2் 

  தீர்கை : d x
dt

dx
dt

x
2

2 3 2 0− + = . இங்கு t = 0  எனில் = 0x மற்றும் dx
dt

= 1 .

தீர்வு:

   d x
dt

dx
dt

x
2

2 3 2− +  = 0

    ( )D D x2 3 2− +  = 0  இங்கு D d
dt

=  மற்றும் D d
dt

2
2

2=  

   துகணச் சமன்பாடு : m m2 3 2− + = 0

   ( )( )m m− −1 2   = 0

   m = 1, 2

  நிரப்புச் சபார்பு : C.F = Ae Bet t+ 2

  ்்பாதுத் தீர்வு : x = Ae Bet t+ 2   (1)

   t = 0 மற்றும்  x = 0 எனில்,

 (1) ⇒   0 = A B+    (2)
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 (1) -ல் t-ஐ ்்பாறுத்து வகைக ைபாண,

   dx
dt

 = Ae Bet t+ 2 2  

   t=0 மற்றும்  dx
dt

 = 1 எனில்,

   A B+ 2  = 1   (3)

  A B+ = 0   மற்றும் + =2 1A B -ஐ தீர்கை, ேபாம் ்்றுவது A = –1, B = 1 ஆகும்.

 ∴  (1) ⇒   x = –et+e2t

       = e2t–et

 வகை II : ( ) axf x e= அ்தபாவது, (D) y eaxφ =

   P.I =   1
f D

eax

( )   

 D = a  எனும்்்பாழுது  f D( ) ≠ 0  எனில் D ககு ்தி்லபாை  a கய பிரதியிடவும். 

 D = a  எனும்்்பாழுது  f D( ) = 0  எனில்,

           P.I =  x
D

eax1
′ ( )f

 D = a  எனும்்்பாழுது  ′ ( ) ≠f D 0  எனில் Dககு ்தி்லபாை a-ஐப் பிரதியிடவும்.

 D = a எனும்்்பாழுது ′ ( ) =f D 0  எனில்

   P.I = x
D

eax2 1
′′ ( )f

 இவவபாறபாை ்்தபாடர்லபாம்.

எடுததகைபாட்டு 4.2் 

   தீர்கை : D D y e x2 34 1− −( ) = −

தீர்வு: 
  D D y e x2 34 1− −( ) = −

 துகணச் சமன்பாடு :

   m m2 4 1− −  = 0

   m −( ) − −2 4 12  = 0

   m −( )2 2  = 5
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159வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

   m − 2  = ± 5  

   m = 2 5±  

   C.F = Ae Bex x2 5 2 5+( ) −( )+

   PI = 1
f D

f x( ) ( )

                                   = 1
4 12

3

D D
e x

− −
−

         = 1
3 4 3 12

3

−( ) − −( ) −
−e x  (D ககு ்தி்லபாை –3ஐ பிரதியிட)

    = 1
9 12 1

3

+ −
−e x

    = e x−3

20
  ்்பாதுத் தீர்வு  : y = C.F+P.I

  ⇒  y = Ae Be ex x
x

2 5 2 5
3

20
+( ) −( ) −

+ +

எடுததகைபாட்டு 4.3ட 

  தீர்கை: D D y e ex x2 22 1− +( ) = +

தீர்வு: 
   D D y2 2 1− +( )  = e ex x2 +

 துகணச் சமன்பாடு :
   m m2 2 1− +  = 0

 ⇒   m m−( ) −( )1 1  = 0

   m = 1, 1

   C.F = Ax B ex+( )
   PI = 1 1

2 12
2

f D
f x

D D
e ex x

( ) ( ) =
− +

+( )
 இங்கு,  P I. 1  = 1

2 12
2

D D
e x

− +

                                                                = 1
4 4 1

2

− +
e x  (D ககு ்தி்லபாை 2 ஐ பிரதியிட)

    = e x2
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             மற்றும்  P I. 2  = 1
2 12D D

ex

− +

    = 1
1 2D

ex

−( )
 D ககு  1-ஐ பிரதியிட     D −( ) =1 02  

 ∴   P I. 2  = x
D

ex. 1
2 1−( )

 D ககு ்தி்லபாை  1-ஐ பிரதியிட,   2(D–1) = 0

 ∴   P I. 2  = x ex2 1
2

 ்்பாதுத் தீர்வு : y = C.F+P.I +P.I
1 2

   y = Ax B e e x ex x x+( ) + +2
2

2

எடுததகைபாட்டு 4.31 

 தீர்கை:  3 14 4 132
7

3D D y e
x

+ −( ) = −
−

தீர்வு: 

   3 142D D y+ −( )  = 4 13
7

3−
−

e
x

 துகணச் சமன்பாடு :

    3 142m m+ −  = 0

   ( )( )3 7 2m m+ −  = 0

   m = −7
3

2,

   C.F = Ae Be
x x

−

+
7

3 2

 ⇒   PI = 1 1
3 14

4 132

7
3

f D
f x

D D
e

x

( ) ( ) =
+ −

−












−

                     = 1
3 14

4 1
3 14

132 2

7
3

D D D D
e

x

+ −
( ) +

+ −
−











−

    = PI PI1 2+

   P.I1  = 1
3 14

42
0

D D
e x

+ −
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161வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

    = 1
0 0 14

4 0

+ −
e x   (D -ககு ்தி்லபாை 0 என பிரதியிட)

   P.I1  = −4
14

               P I. 2  = 1
3 14

132

7
3

D D
e

x

+ −
× −( )

−

 D -ககு ்தி்லபாை −7
3

 என பிரதியிட,  3 14 02D D+ − =  

  ∴  P I. 2  = x
D

e
x

. 1
6 1

13
7

3

+
−













−

 D -ககு ்தி்லபாை −7
3

 என பிரதியிட, 

  ∴   P I. 2  = x e
x1

6 7
3

1
13

7
3

−





+
−













−

    =  x e
x1

13
13

7
3

−
−













−

    = xe
x−7

3

  ்்பாதுத் தீர்வு : y = C F P I P I. . . .+ +1 2

   y = Ae Be xe
x x

x
− −

+ − +
7

3
7

32 2
7

எடுததகைபாட்டு 4.32 

 Q p dp
dt

d p
dtd = − − +29 2 5

2

2  மற்றும் Q ps = +5 4  என்ன முகறநய ஒரு ் ்பாருளின ந்தகவ 

அைவு மற்றும் அளிப்பு அைவு ஆகியவற்கறக குறிககினறன.இங்கு P விக்லகயக குறிககிறது. 
சநக்த ்ரிமபாற்றத்தில் சமனநிக்ல விக்லகயக ைபாணை.

தீர்வு:
 சமனநிக்ல விக்லயில், Q Qd s=  

 ⇒   29 2 5
2

− − +p dp
dt

d p
dt

 = 5 4+ p  

 ⇒   24 6 5
2

2− − +p dp
dt

d p
dt

 = 0
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162 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 ⇒   d p
dt

dp
dt

p
2

2 5 6− −  = –24

   ( )D D p2 5 6− −  = –24

 துகணச் சமன்பாடு :
   m m2 5 6− −  = 0

   ( )( )m m− +6 1  = 0

 ⇒   m  = 6, –1

   C.F = Ae6t tBe+ −

   P.I = 
1

f D
f t( ) ( )

    = 1
5 6

242
0

D D
e t

− −
−( )

    = −
−
24
6

 (D-ககு ்தி்லபாை 0 கவ பிரதியிட)

    = 4

  ்்பாதுத் தீர்வு : p = C F P I. .+

    = Ae Bet t6 4+ +−  

்யிற்சி 4.5

கீழைபாணும் வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைகை தீர்கை :

(1) d y
dx

dy
dx

y
2

2 6 8 0− + =    (2)  d y
dx

dy
dx

y
2

2 4 4 0− + =

(3) D D y2 2 3 0+ +( ) =    (4) d y
dx

k dy
dx

k y
2

2
22 0− + =

(5) D D y2 2 15 0− −( ) = , x = 0 எனும்ந்பாது dy
dx

= 0  மற்றும் d y
dx

2

2 2=

(6) 4 4 32 2D D y e x+ −( ) =   (7) d y
dx

y
2

2 16 0+ =

(8) x = 0 மற்றும் x = log 2 எனும்ந்பாது D D y e x2 33 2− +( ) =  -ன தீர்வபானது பூச்சியமபாகிறது 
எனில், சமன்பாடகட தீர்கை.

(9) D D y e ex x2 3 36+ −( ) = + −   (10)  D D y e x2 510 25 4 5− +( ) = +
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163வைகக்ெகழுச் சமன்பாடுகள்

(11) 4 16 15 42
3

2D D y e
x

+ +( ) =
−

  (12) 3 14 132 2D D y e x+ −( ) =

(13) Q p
dp
dt

d p

dtd
= − + +13 6 2

2

2
 மற்றும் Q ps = − +3 2  என்ன முகறநய ஒரு ்்பாருளின 

ந்தகவ அைவு மற்றும் அளிப்பு அைவு ஆகியவற்கறக குறிககினறன. இங்கு  p விக்லகயக 
குறிககிறது. சநக்த ்ரிமபாற்றத்தில் சமனநிக்ல விக்லகயக ைபாணை.

்யிற்சி 4.6

சரியபான விகடகயத ந்தர்ந்்்தடுகைவும் 

1.  d y
dx

d y
dx

dy
dx

4

4

2

2

4

3−






+ =  எனற வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின ்டி ஆனது

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4

2. d y
dx

dy
dx

2

2 5= +   எனற வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின வரிகச மற்றும் ்டி முகறநய

(a) 2 மற்றும் 3 (b) 3 மற்றும் 2 (c) 2 மற்றும் 1 (d) 2 மற்றும் 2

3. d y
dx

dy
dx

2

2

3
2

4 0






− 





− =  எனற வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின வரிகச மற்றும் ்டி முகறநய

(a) 2 மற்றும் 6 (b) 3 மற்றும் 6 (c) 1 மற்றும் 4 (d) 2 மற்றும் 4 

4. dx
dy

y x






+ =
3 1

22  எனறவகைக்ைழுச்சமன்பாடு

(a) வரிகச 2 மற்றும் ்டி 1 உகடயது (b) வரிகச 1 மற்றும்்டி 3 உகடயது
(c) வரிகச 1 மற்றும்்டி 6 உகடயது (d) வரிகச 1 மற்றும்்டி 2 உகடயது

5.  y ae bex x= + −  எனற சமன்பாடடில் a -கயயும் b கயயும் நீகைக கிகடககும் வகைக்ைழுச் 
சமன்பாடு

(a)  d y
dx

y
2

2 0− =  (b)  d y
dx

dy
dx

2

2 0− =  (c)  d y
dx

2

2 0=  (d)  d y
dx

x
2

2 0− =

6.  y cx c c= + − 3  எனில், அ்தன வகைக்ைழுச் சமன்பாடு

(a)  y x dy
dx

dy
dx

dy
dx

= + − 





3

 (b)  y dy
dx

x dy
dx

dy
dx

+ 





= −
3

(c)  dy
dx

y dy
dx

x dy
dx

+ = 





−
3

 (d)  d y
dx

3

3 0=

7.  dx
dy

Px Q+ =  எனற வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின ்்தபாகையீடடுக ைபாரணி

(a) e Pdx∫  (b) e Pdx−∫  (c) Pdy∫  (d) e Pdy∫
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8.  D y e x2 24+( ) =   இன நிரப்புச் சபார்பு
(a) Ax B e x+( ) 2  (b) Ax B e x+( ) −2  (c) A x B xcos sin2 2+  (d) Ae Bex x− +2 2

9.  y mx c= +   -இன வகைக்ைழுச் சமன்பாடு (m மற்றும் c என்ன மபாறத்்தகை மபாறிலிைள்)

(a) 
d y
dx

2

2 0=  (b) y x dy
dx

c= +  (c) xdy ydx+ = 0  (d) ydx xdy− = 0

10. d y
dx

dy
dx

y e x
2

2
48 16 2− + =  எனற வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின சிறப்புத் ்்தபாகை

(a) x e x2 4

2!
 (b) e x4

2!
 (c) x e x2 4  (d) xe x4

11.  
dx
dy

px+ = 0  என்்தன தீர்வபானது

(a) x ce py=  (b)  x ce py= −  (c) x py c= +  (d) x cy=

12.  dy
dx

Py Q+ =  எனற வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின ்்தபாகையீடடுக ைபாரணி sec2 x  

எனில் P = 

(a) 2 tan x  (b) sec x  (c) cos2 x  (d) tan2 x

13. x dy
dx

y x− = 2  -இன ்்தபாகையீடடுக ைபாரணி

(a) −1
x

 (b) 1
x

 (c) log x  (d) x

14. dy
dx

Py Q+ =  (இங்கு P மற்றும் Q  என்ன x -ஐ சபார்ந்த சபார்புைள்) எனற வகைக்ைழுச் 

சமன்பாடடின தீர்வு

(a) y Qe dx cPdx= ∫ +∫   (b) y Qe dx cPdx= ∫ +−∫  

(c) ye Qe dx cPdx Pdx∫ = ∫ +∫  (d) ye Qe dx CPdx Pdx∫ = ∫ +−∫
15. y e A x B xx= +( )−2 cos sin -ல் A மற்றும் B கய நீககுவ்தன மூ்லம் அகமகைப்்டும் வகைக 

்ைழுச் சமன்பாடு
(a) y y2 14 5 0− + =   (b)  y2+ 4y – 5 = 0 

(c) y y2 14 5 0− − =   (d) y y2 14 5 0+ + =

16. f D y eax( ) =  இங்கு f D D a( ) = −( )2  எனற வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின சிறப்புத்்்தபாகை 

(a) x eax
2

2
 (b) xeax  (c) x eax

2
 (d) x eax2
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17. x y a2 2 2+ =  என்்தன வகை்ைழுச்  சமன்பாடு

(a) xdy+ydx=0 (b) ydx–xdy=0  (c) xdx–ydx=0  (d) xdx+ydy=0

18. d y
dx

dy
dx

2

2 0− =   என்்தன நிரப்புச் சபார்பு

(a) A Bex+  (b) A B ex+( )  (c) Ax B ex+( )  (d) Ae Bx +

19. ( )3 14 132 2D D y e x+ − =  -ன சிறப்புத் ்்தபாகை

(a) x e x

2
2  (b) xe x2  (c) x e x

2
2

2
 (d) 13 2xe x

20. dy
dx

x= cos  எனற வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின ்்பாதுத் தீர்வு

(a) y x= +sin 1    (b) y x= sin - 2  

(c) y x c c= +cos ,  மபாறத்்தகை மபாறிலி 

(d) y x c = +sin , c மபாறத்்தகை மபாறிலி

21. dy
dx

f y
x

= 





எனற வடிவில் உள்ை சம்டித்்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடு தீர்கைப்்ட 
்யன்டுத்்தப்்டும் பிரதியிடல்
(a) y = v x (b) v = y x (c) x = v y  (d) x = v 

22. dx
dy

f x
y

=






எனற வடிவில் உள்ை சம்டித்்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடு தீர்கைப்்ட  
்யன்டுத்்தப்்டும் பிரதியிடல்,

(a) x = v y (b) y = v x  (c) y = v  (d) x = v 

23.  dy
dx

y x y
x x y

=
−( )
+( )  எனற வகைக்ைழுச் சமன்பாடடில் y = v x மற்றும் dy

dx
v x dv

dx
= +  என 

பிரதியீடு ்சய்யும் ந்பாது கிகடககும், மபாறிைள் பிரிகைத்்தகை வகையில் அகமந்த சமன்பாடு

(a) 
2
1

2v
v

dv dx
x+

=    (b)
2
1

2v
v

dv dx
x+

= −  

(c) 
2
1

2v
v

dv dx
x−

=    (d) 1
2 2
+ = −v
v

dv dx
x

24. பினவருவனவற்றுள் எது சம்டித்்தபான வகைக்ைழு சமன்பாடபாகும்?

(a) 3 5 4 1x dx y dy−( ) = −( )  (b) xy dx x y dy− +( ) =3 3 0  

(c) y dx x xy y dy2 2 2 0+ − −( ) =  (d) x y dx y x dy2 2+( ) = +( )
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25. dy
dx

y
x

f y
x

f y
x

= +







′ 





 எனற சம்டித்்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின தீர்வு

(a) f y
x

k x





= (b) x f y
x

k





= (c) f y
x

k y





= (d) y f y
x

k





=

இ்தர ைணககுைள்

1. Q p dp
dt

d p
dtd = − + +30 5 2

2

2  மற்றும் Q ps = +6 3  என்ன முகறநய ஒரு ்்பாருளின ந்தகவ 

அைவு மற்றும் அளிப்பு அைவு ஆகியவற்கறக குறிககினறன. இங்கு p விக்லகயக குறிககிறது. 
சநக்த ்ரிமபாற்றத்தில் சமனநிக்ல விக்லகயக ைபாணை.

2. y ax bx= +2  -ஐ ்்பாதுத் தீர்வபாை ்ைபாணட வகைக்ைழுச் சமன்பாடடிகன அகமகை.

3.  தீர்கை : yx dx e dyx2 0+ =− 4. தீர்கை :  x y dx xy dy2 2 2 0+( ) + =

5. தீர்கை : x dy
dx

y x+ =2 4

6. ஒரு ்தயபாரிப்பு நிறுவனத்தில், உ்ைரணங்ைகை இயகைவும் ்ரபாமரிகைவும் ஆகும் ்ச்லவு C
மற்றும் அடுத்்தடுத்்த இரு ்ழுது ்பார்த்்தலுககுரிய இகட்வளிகைபா்லம் m ஆகியவற்கற
m dC

dm
mC2 2 2+ =  எனும் சமன்பாடடினபால் குறித்்தபால், m = 2 மற்றும் c = 4 எனில், C

மற்றும் m ஆகியகவைளுககிகடநயயபானத் ்்தபாடர்க்க ைபாணை.

7. தீர்கை : D D y e x2 43 2− +( ) =   இங்கு  x = 0 மற்றும்  x = 1 எனில் y = 0.

8. தீர்கை : dy
dx

y x x+ =cos cos2

9. தீர்கை x ydx x y dy2 3 3 0− +( ) =

10. தீர்கை : dy
dx

xy x y= + + + 1

்்தபாகுப்புகர
 z  ஒரு சபார்பு மற்றும் அவற்றின ஒனறு அல்்லது அ்தற்கு நமற்்டட வகைக்ைழுகைகை ் ைபாணட 

சமன்பாடு வகைக்ைழுச் சமன்பாடு ஆகும். அ்தபாவது y f x= ( ) சபார்பு மற்றும் அ்தன
வகைக்ைழுகைள் 

dy
dx

d y
dx

, ...
2

2  ்ைபாணட சமன்பாடு வகைக்ைழுச் சமன்பாடபாகும்.

 z  ஒரு வகைக்ைழுச் சமன்பாடடில் இடம் ்்ற்றிருககும் வகைக்ைழுவின மிை உயர்ந்த 
வரிகசநய, அவவகைக்ைழுச் சமன்பாடடின வரிகச எனப்்டும்.

 z வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின ் டி என்து அதில் இடம் ் ்ற்றுள்ை வகைக்ைழுகைளின உச்ச
வரிகசயின ்டியபாகும். குறிப்்பாை வகைச்்ைழுவின பினனங்ைள் மற்றும் ்டி மூ்லங்ைள் 
இருப்பின அவற்கற நீககியபின ்டி ைபாணப்்டநவணடும்.
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167வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

 z  ் ைபாடுகைப்்டட வகைக்ைழுச் சமன்பாடடிகன நிகறவு  ்சய்யுமபாறு அகமயும் சபார்பு 
அச்சமன்பாடடின தீர்வு ஆகும். வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின தீர்விலுள்ை மபாறத்்தகை 
மபாறிலிைளின எணணிககையபானது அவவகைக்ைழுச் சமன்பாடடின வரிகசககுச் சமமபாை 
இருகை நவணடும். அத்தீர்விகன சமன்பாடடின ்்பாதுத்தீர்வு எனந்பாம்.

 z  ் ைபாடுகைப்்டட  சபார்பிலிருநது வகைக்ைழுச் சமன்பாடகட அகமகை அதில் இடம் 
்்ற்றிருககும் மபாறத்்தகை மபாறிலிைளின எணணிகைகநைற்் அ்தகன ்்தபாடர்ச்சியபாை 
வகைப்்டுத்தியபின அம்மபாறத்்தகை மபாறிலிைகை நீகை நவணடும்.

 z  ஒரு சமன்பாடடில் அகனத்து x-ல் அகமயும் உறுப்புைள் மற்றும் dx  ஒருபுறத்திலும், 
அகனத்து y-ல் அகமயும் உறுப்புைள் மற்றும்  dy மறுபுறத்திலும் அகமயுமபாறு பிரிகைத்்தகை 
வகையிலிருப்பின, அகவைள் பிரி்டகூடிய மபாறிைள்  என அகைகைப்்டும். அத்்தகைய 
சமன்பாடடின ்்பாதுவடிவம் f x dx g y dy( ) = ( ) அல்்லது f x dx g y dy( ) + ( ) = 0  நேரடியபாை 
்்தபாகையிடுவ்தன மூ்லம் ேபாம் தீர்கவப் ்்ற்லபாம்.

 z f x y,( ) மற்றும் g x y,( )  என்ன ஒவ்வபானறும் பூச்சிய ்டியுள்ை சம்டித்்தபான சபார்புைைபாை 

இருகையில்,  dy
dx

f x y= ( ),  அல்்லது dx
dy

g x y= ( ),  என்ன ஒரு சம்டித்்தபான வகைக்ைழுச் 
சமன்பாடு ஆகும்.

 z  dy
dx

Py Q+ =  (இங்கு  P மற்றும் Q ஆகியகவ மபாறிலிைள் அல்்லது  x -இன சபார்புைள் மடடும்) 

எனற வடிவில் உள்ை வகைக்ைழுச் சமன்பாடு மு்தல் வரிகச நேரிய வகைக்ைழுச் 
சமன்பாடு எனப்்டும்.

 z  மபாறிலிைகைக ்ைழுகைகைக ்ைபாணட இரணடபாம் வரிகச நேரிய வகைக்ைழுச் 

சமன்பாடடின ்்பாதுவடிவம்  a
d y
dx

b dy
dx

cy f x
2

2 + + = ( ) ஆகும்.

ைக்லச்்சபாற்ைள்
இரணடபாம் வரிகச நேரிய வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் Second order linear differential equations

கிகட அச்சுத் ்்தபாக்லவு Abscissa
குத்்தபாயம் Ordinate
சம்டித்்தபான சமன்பாடுைள் Homogeneous equations
சபா்தபாரண வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் Ordinary differential equations
சிறப்புத் ்்தபாகை Particular integral
துகணச் சமன்பாடு Auxiliary equation

நிரப்புச் சபார்பு Complementary function

நிக்லயபான மபாறிலி  Fixed constant
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நேரிய வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் Linear differential equations
்குதி  வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் Partial differential equations
்டி Degree
்்பாதுத் தீர்வு General solution
மபாறத்்தகை மபாறிலி Arbitrary constant
மபாறி Variable
மபாறிைள் பிரிகைக கூடியன Variable separable
மபாறிலி Constant
வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் Differential equations

வரிகச Order

“Differential Equation” எனனும் திகர 
ந்தபானறும். அதில் ்ைபாடுகைப்்டடுள்ை 
வகர்டத்தில் உள்ை புள்ளி  a கவ 
ேைர்த்தினபால் வகர்டத்தில் ந்தபானறும் 
மபாற்றத்க்த ்்தரிநது்ைபாள்ை்லபாம். 

(QR Code) :

கீழகைபாணும் உரலி / விகரவுக குறியீடகடப் 
்யன்டுத்தி இச்்சயல்்டடிற்ைபான இகணயப் 
்கைத்திற்குச் ்சல்ை. பினபு “12th Standard 
Business Mathematics and Statistic ” எனனும் 
திகரயில் “Volume-1” கய ்்தரிவு ்சய்யவும்.

இகணயச் ்சயல்்பாடு

்சயல்்பாட்டின இறுதியில் 
எதிர்்பார்கைப்்டும் விகைவு

்டி  2

்டி  1

12th BM Ch 4 DifferentialEqn_TM.indd   168 09-03-2019   10:04:03



169எண்ணியல் முறைகள்

அறிமுகம்

எணணியல் பகுப்பொய்வு என்பது 
கணிதத்தின் ஒரு கிடளயொகும். அது 

இயற்கணிதத்தின் அடிப்படை ்சயலிகடள திரும்பத்திரும்ப 
பயன்படுத்தப்படும் ்பொழுது கிடைககும் ்தொைொயத் தீரவுகளுககு 
வழி வகுககி்றது. எணணியல் பகுப்பொய்விடன அறிவதற்கு 
எணணிைத்தகக ்வறுபொடுகடளப் பற்றி அறிந்திருப்பது 
அவசியமொகும்.
்ஜொசப்-லூயி இலகைொஞ்சி ஒரு இத்தொலிய கணிதவியலொளரும், 

வொனியளலொளரும் ஆவொர.  இவர பகுப்பொய்வு, எண ்கொடபொடு மற்றும் வொனிய இயககவியல் 
ஆகிய துட்றகளில் குறிப்பிைத்தகக பங்களிப்டப ்சய்துளளொர.

கற்்றல	்நோக்கங்கள்	

இந்த அத்தியொயத்டத படித்த பின்னர பின்வரும் பொைக கருத்துககடள 
மொணவரகளொல் புரிந்துக ்கொளள இயலும்

 z திடைமொன ்வறுபொடுகடள அடமத்தல்.
 z திடைமொன ்வறுபொடுகடளக ்கொணடு பல்லுறுப்புக 

்கொடவடய கொணல்.
 z ்சயலிகளுககிடை்யயொன ்தொைரபுகடள அறிதல்.
 z விடுபடை உறுப்புகடளக கொணல்.
 z ்கொடுககப்படடுளள ்தொைரின் இடை மதிப்புகடள நியூடைனின் 

இடைச்்சருகல் சூத்திைங்கடளப் பயன்படுத்தி கொணல்.
 z இலகைொஞ்சியின் இடை மதிப்பு சூத்திைத்டதப் பயன்படுத்துதல்.

5.1	திட்டமோன	்ேறுபோடுகள்	(FINITE	DIFFERENCES)

x x x xn0 1 2, , , , என்்ற சொரபின் மொறிகடளயும்  (arguments)  y y y yn0 1 2, , , ,  என்்ற 
சொரபலன்கடளயும்  (entries) எடுத்துக்கொள்வொம்.  இங்கு y f x= ( ) என்பது ஒரு சொரபொகும்.
x-ன் மதிப்புகள ஏறுவரிடசயில் இருப்பதொகவும் மற்றும் அடவ சம இடை்வளிகளில் இருப்பதொகவும் 

5

்ஜோெப-	லூயி		இ்க்்ோஞ்சி
(25.01.1736 - 10.04.1813)
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எடுத்துக்கொள்வொம்.  சமஇடை்வளிகளின் நீளம்  h என்்பொம்.  x x h x h x nh0 0 0 02, , , ,+ + +

என்பன x-ன் மதிப்புகள என்்பொம். அவற்றிற்குரிய சொரபலன்கள f x f x h( ), ( ),0 0 + f x h( ),0 2+
, ( )f x nh0 +  என்பனவொகும்.  இங்கு y f x= ( )  என்்ற சொரபுககொன திடைமொன ்வறுபொடுகள 
குறித்துக கொண்பொம்.

5.1.1	 முன்னோக்கு	்ேறுபோட்டுச்	செயலி,	பின்னோக்கு	்ேறுபோட்டுச்	செயலி	
மற்றும்	இடபசபயர்வுச்	செயலி	
(Forward	Difference	Operator,	Backward	Difference	Operator	and	Shifting	Operator)

முன்நோக்கி	்ேறுபோட்டுச்	செயலி	[D	சடலடோ]	(Forward	Difference	Operator):

 y = f(x) என்பது ்கொடுககப்படடுளள சொரபு என்க. y y y yn0 1 2, , , , என்பன முட்ற்ய  
x = x x x xn0 1 2, , , ,…  என்்ற புளளிகளில் y -ன் மதிப்புகள ஆகும். y y y y y y y yn n1 0 2 1 3 2 1− − − … − −, , , ,  
என்பன முதல் (முன்்நொககு) ்வறுபொடுகள . இடவகள முட்ற்ய D D D Dy y y yn0 1 2 1, , , ..., −  .

 அதொவது,   D D D Dy y y y y y y y y y y yn n n0 1 0 1 2 1 2 3 2 1 1= − = − = − = −− −, , , ... ,  

 ்பொதுவொக , Dy y y nn n n= − =+1 0 1 2 3, , , , , ...  

 குறியீடு D  என்பது  முன்்நொககு ்வறுபொடடுச் ்சயலி. Dஎன்பது ்ைல்ைொ (delta) என 
அடைககப்படும்.   

 முன்்நொககு ்வறுபொடடுச் ்சயலி ∆-டவ  கீழககணைவொறும் வடையறுககலொம்.    

  Df x f x h f x( ) = +( ) − ( ) , h என்பது சம இடை்வளி.

பணபுகளின் நிரூபணங்கள நமது பொைத்திடைத்தில் ்சரககப்பைவில்டல.

D  ்சயலியின் பணபுகள:

பணபு 1:   c  என்பது மொறிலி எனில் Dc = 0  

நிரூபணம்:  f x c( ) =  என்க

  ∴ +( ) =f x h c  (இங்கு  h என்பது சம இடை்வளி)

       D ( ) = +( ) − ( )f x f x h f x

    Dc c c= − = 0

பணபு 2: D  பங்கீடடு பணடப நிவரத்தி ்சய்யும். அதொவது  D D Df x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( )+[ ] = +

நிரூபணம்:   D + f x g x( ) ( )  = f x h g x h f x g x( ) ( ) ( ) ( )+ + +  − + 

    = f x h g x h f x g x( ) ( ) ( ) ( )+ + + − −

12th BM Ch 5 Numeric_TM.indt   170 09-03-2019   10:07:02



171எண்ணியல் முறைகள்

    = f x h f x g x h g x( ) ( ) ( ) ( )+ − + + −

    = D + Df x g x( ) ( )

 இ்த்பொன்று D ( ) − ( )  = D − D ( )f x g x f x g x( )

  ்பொதுவொக,  D + + f x f x f xn1 2( ) ( )...... ( )  = D + D + + Df x f x f xn1 2( ) ( ) .... ( )

பணபு 3:   c என்பது ஒரு மொறிலி எனில் D Dc f x c f x( ) = ( )
நிரூபணம்:  D[ ( )]c f x  = c f x h c f x+( ) − ( )  

   = c f x h f x[ ( ) ( )]+ −

   = c f xD ( )  

நிரூபணமற்்ற	முடிவுகள்

1. m மற்றும் n என்பது மிடக முழுககள எனில்  D D = D +m n m nf x f x. ( ) ( )

2. D   = D + Df x g x f x g x g x f x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3. D








 =

D − D
+

f x
g x

g x f x f x g x
g x g x h

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ). ( ).

 முதல்நிடல ்வறுபொடுகளின் ்வறுபொடுகள முட்ற்ய D D D2
0

2
1

2y y yn, , ...,  என்பன 
இைணைொம்நிடல ்வறுபொடுகள ஆகும்.

 இங்கு D2 yn   = D D Dy y yn n n( ) = −( )+1  

   = D Dy yn n+ −1    

  D2 yn  = D Dy yn n+ −1 , n = 0,1,2,…

  D2
0y  = D Dy y1 0−

  D2
1y  = D Dy y2 1−

 இ்த்பொன்று இைணைொம்நிடல ்வறுபொடுகளின் ்வறுபொடுகள மூன்்றொம்நிடல 
்வறுபொடுகளஆகும்.

  D3 y
n
= D D2 2

1
y y

n n+
− , n = 0,1,2,…

 குறிப்பொக, D3
0y  = D D2

1
2

0y y−

  D3
1y  = D D2

2
2

1y y− D D Dk k kf x f x h f x( ) ( ) ( )= + −− −1 1

குறிபபு
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 ்பொதுவொக  yn -இன் k-ம் நிடல ்வறுபொடுகள

  Dk
ny = D Dk k

ny y
n

− −
+

−1 1
1

, n = 0,1,2,…

 ்மற்கணை ்வறுபொடுகடளகீழகணை அடைவடணயில் எளிய முட்றயில் குறிககலொம்.

y-ன	முன்நோக்கு	்ேறுபோட்டின	அட்டேணண :
x y Dy D2 y D3 y D4 y D5 y
x

0
y

0

Dy0

x
1

y
1

D2
0y

Dy1 D3
0y

x
2

y
2

D2
1y D4

0y

Dy2 D3
1y D5

0y

x
3

y
3

D2
2y D4

1y

Dy3 D3
2y

x
4

y
4

D2
3y

Dy4

x
5

y
5

f(x)-ன	முன்நோக்கு	்ேறுபோட்டின	அட்டேணண
x f x( )

D f x( )
x h+ f x h( )+ D2 f x( )

D +f x h( ) D3 f x( )
x h+ 2 f x h( )+ 2 D +2 f x h( ) D4 f x( )

D +f x h( )2 D +3 f x h( )
x h+ 3 f x h( )+ 3 D +2 2f x h( )

D +f x h( )3
x h+ 4 f x h( )+ 4

பின்நோக்கு	்ேறுபோட்டுச்	செயலி	[Ñ	சநப்ோ]	(Nepla)	(Backward	difference	operator)	:
 y = f(x) என்பது ்கொடுககப்படடுளள சொரபு என்க. y y yn0 1, ,...  என்பன முட்ற்ய 

12th BM Ch 5 Numeric_TM.indt   172 09-03-2019   10:07:17



173எண்ணியல் முறைகள்

x x x xn= 0 1 2, , x ,... என்்ற புளளிகளில் y -ன் மதிப்புகள ஆகும். பி்றகு
      y y y1 0 1− = Ñ

     y y y2 1 2− = Ñ
 ்பொதுவொக, y y yn n n− = Ñ−1

 என்பன முதல்நிடல (பின்்நொககு) ்வறுபொைொகும். குறியீடு Ñ  என்பது பின்்நொககு 
்வறுபொடடுச் ்சயலி.இதடன நொம் ்நப்லொ (Nepla) எனஅடைககி்்றொம்.

 இைணைொம்நிடல (பின்்நொககு) ்வறுபொடுகள:  Ñ = Ñ − Ñ −
2

1y y yn n n , n = 1,2,3,…

 மூன்்றொம்நிடல (பின்்நொககு) ்வறுபொடுகள:    Ñ = Ñ − Ñ −
3 2 2

1y y yn n n ,  n = 1,2,3,…

  ்பொதுவொக, k-ம் நிடல ்வறுபொடுகள: Ñ = Ñ − Ñ− −
−

k
n

k
n

k
ny y y1 1

1,  n = 1,2,3,… 

பின்நோக்கு	்ேறுபோட்டுஅட்டேணண:
x y Ñy Ñ2 y Ñ3 y Ñ4 y
x0 y0

Ñy1

x1 y1 Ñ2
2y

Ñy2 Ñ3
3y

x2 y2 Ñ2
3y Ñ4

4y

Ñy3 Ñ3
4y

x3 y3 Ñ2
4y

Ñy4

x4 y4

 பின்்நொககு  ்வறுபொடடுச்  ்சயலி பின்வருமொறும் வடையறுககப்படுகி்றது

          Ñ = − −f x f x f x h( ) ( ) ( )

முதல்நிடல (பின்்நொககு) ்வறுபொடு: Ñ + = + −f x h f x h f x( ) ( ) ( )

            Ñ + = + − +f x h f x h f x h h( ) ( ) ( ),2 2  என்பது சம இடை்வளி.

இைணைொம்நிடல (பின்்நொககு) ்வறுபொடு: 

  Ñ +2 f x h( )  = Ñ Ñ +( ( ))f x h = Ñ + −( ( ) ( ))f x h f x

   = Ñ + − Ñf x h f x( ) ( )

  Ñ +2 2f x h( )  = Ñ + − Ñ +f x h f x h( ) ( )2
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மூன்்றொம்நிடல (பின்்நொககு) ்வறுபொடு:

  Ñ +3 f x h( )  = Ñ + − Ñ2 2f x h f x( ) ( )

   Ñ +3 2f x h( )  = Ñ + − Ñ +2 22f x h f x h( ) ( )

  இங்கு,     Ñ +f x h( )  = f x h f x( ) ( )+ −  = Df x( )

     Ñ +f x h( )2  = f x h f x h( ) ( )+ − +2  = Df x h( )+

     Ñ +2 2f x h( )  = Ñ + − Ñ +f x h f x h( ) ( )2  = D Df x h f x( ) ( )+ −

       = D2 f x( )

  ்பொதுவொக,  Ñ + =n nf x nh f x( ) ( )D

இடபசபயர்வுச்	செயலி (E):   

 y f x= ( )  ்கொடுககப்படை சொரபொகவும்  மற்றும் x x h x h x h x nh0 0 0 0 02 3, , , , ,+ + + … +  
என்பது  x-ன் அடுத்தடுத்த சம இடை்வளியிலொன மதிப்புகளொகவும் இருககும் படசத்தில்  E  என்்ற 
்சயலி கீழககணைவொறு வடையறுககப்படுகி்றது

   E f x f x h( ) ( )0 0  = +

 E என்பது இைப்்பயரவுச் ்சயலி.

 E f x h0 +( )    = f h E f hx x( ) ( )], [0 02 2+ +  = f hx( ),...,0 3+  

       E[ ( )]( )f n hx0 1+ − = f nhx( )0 +   

்பொதுவொக, E f x f x h( ) ( )[ ] = + , h என்பது சம இடை்வளி

 f x( ) -இல்  E என்்ற ்சயலிடய இருமுட்ற பயன்படுத்தும்்பொது E f x2 ( )  என கிடைககும்.

 அதொவது,    E E E2 f x f x( ) ( )=    = E[ ( )] ( )f x h f x h+ = + 2     

 ்பொதுவொக,

En f x f x nh( ) ( )= +  மற்றும் E− = −n f x f x nh( ) ( )

செயலி	E-ன	பண்புகள்:

1. E E E Ef x f x f x f x f x f xn n1 2 1 2( ) ..... ( ) [ ( )] [ ( )] .... ( )+ ( ) + +  = + + +  

2. E c f x cE f x( ) ( )  = [ ] , c ஒரு மொறிலி
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3. E E E E Em n n m m nf x f x f x( ) [ ( )] [ ]  = = ( )+  

4.  ‘n’ மிடக முழுககள எனில் E En n f x f x− ( )  =( ) ( )

D , Ñ  மற்றும் E ஆகியேற்றிற்கிணட்யயோன	ச�ோடர்புகள்:

 1. D ≡ −E 1  

	 	 நிரூபணம்: D  -ன் வடையடைலிருந்து  

     D = + −f x f x h f x( ) ( ) ( )

  மற்றும் E f x f x h[ ( )] ( )= +

  இங்கு h என்பது சம இடை்வளியொகும்.

  Df x( )  = f x h f x( ) ( )+ −

  Df x( )  = Ef x f x( ) ( )−

  ⇒  D f x( )  = ( ) ( )E f x−1

  D  ≡  E −1

  ∴    E ≡  1+ D

 2.       E ED ≡ D
	 	 நிரூபணம்:
  E D( )f x( )  = + − E f x h f x( ) ( )

   = + −E f x h E f x( ) ( )

   
= + − +
= D +
= D

f x h f x h
f x h

Ef x

( ) ( )
( )
( )

2

               ∴ D ≡ DE E

  y = f(x) என்பது x-ன் சொரபு மற்றும் y y y yn0 1 2, , , ,  என்பது x = x x x xn0 1 2, , , ...,  
இைத்து  y-ன் மதிப்புகள எனில்
  E E Ey y y y y yn n0 1 1 2 1= = =−, , ... ,

            E y Ey yE 0 1 2  = =  ்பொதுவொக  E y yn
n0 =

குறிபபு
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 3. Ñ ≡ −E
E

1

	 	 நிரூபணம்:
  Ñf x( )  = − −f x f x h( ) ( )

   = − −f x f x( ) ( )E 1

   = − −( ( ))1 1E f x  

           ⇒  Ñ  ≡ − −1 1E

            Ñ  ≡ −1 1
E

   ∴ Ñ  ≡ −E
E

1

எடுுதக்கோட்டு	5.1	

 கீ்ை ்கொடுககப்படடுளள விவைங்களுககு முன்்நொககு ்வறுபொடடின் அடைவடணடய 
வடிவடமககவும்

x 0 10 20 30
y 0 0.174 0.347 0.518

தீர்வு:

 ்கொடுககப்படடுளள விவைங்களுககு  முன்்நொககு ்வறுபொடடின் அடைவடண

x y Dy D2 y D3 y

0 0
0.174

10 0.174 -0.001
0.173 -0.001

20 0.347 -0.002
0.171

30 0.518

எடுுதக்கோட்டு	5.்	

 x = 1,2,3,4,5 எனில்   y = f(x) = x x3 2 1+ +  என்்ற சொரபுககு முன்்நொககு ்வறுபொடடின்  
அடைவடணடய வடிவடமககவும் 

(i) 1 1 1+ D( ) − Ñ( )=

(ii) DÑ ≡ D − Ñ

(iii) Ñ ≡ D−Ε 1
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தீர்வு	

 y = f(x) = x x3 2 1+ + ,   x =1,2,3,4,5

x y Dy D2 y D3 y D4 y
1 4

9
2 13 12

21 6
3 34 18 0

39 6
4 73 24

63
5 136

எடுுதக்கோட்டு	5.்	

  8,12,19,29,42, …என்்ற ்தொைருககொன ்வறுபொடடு அடைவடனயில், இைணைொம்நிடல 
்வறுபொடடிடன மொறிலி எனக ்கொணடு ்வறுபொடடின் அடைவடணடய பயன்படுத்தி 6-வது 
உறுப்டபக கொணக.
தீர்வு:	
 k என்பது 6-வது உறுப்பு என்க.
 முதலில் முன்்நொககு ்வறுபொடடிடனக கொண்பொம்.

x y Dy D2 y
1 8

4
2 12 3

7
3 19 3

10
4 29 3

13
5 42 k–55

k–42
6 k

 இைணைொம்நிடல ்வறுபொடுகளொனது மொறிலிகள என ்கொடுககப்படடுளளன.
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 ∴  k – 55 = 3

          k = 58

 ∴ 6-வது உறுப்பு 58 ஆகும்.

எடுுதக்கோட்டு	5.்	

 (i) Deax    (ii) D2ex   (iii) D log x   ஆகியவற்ட்றக கொணக.

தீர்வு:
 (i) Deax  = e ea x h x( )+ −

   = −e e eax h ax    a a am n m n+ = 

   = − e eax h 1

 (ii) D2ex   = D D ex

   = D − 
+e ex h x  = D − e e ex h x

   = D − e ex h 1

   = −( )De eh x1

   = −( ) −( )e e eh h x1 1

   = −( )e eh x1
2

 (iii) D log x  = + −log( ) logx h x

   = +log x h
x

 

   
= +





= +





log

log

x
x

h
x

h
x

1

எடுுதக்கோட்டு	5.5	

 h = 1 எனில், D
5 12

5 62

x
x x

+
+ +









  -ஐ மதிப்பிடுக.

தீர்வு:	

 D
5 12

5 62

x
x x

+
+ +










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 பகுதி பின்னமொக பிரித்தல் முட்றப்படி

 5 12
5 6 3 22

x
x x

A
x

B
x

+
+ +

=
+

+
+

  A = +
+

= −[ ]5 12
2

3x
x

x  = − +
−

= −
−

=15 12
1

3
1

3

  B = +
+

=− 
5 12

3
2x

x
x = =2

1
2

  5 12
5 62

x
x x

+
+ +

  = 3
3

2
2x x+

+
+







  D
5 12

5 62

x
x x

+
+ +









   = D 3

3
2

2x x+
+

+






   =
+ +

−
+







+
+ +

−
+









3
1 3

3
3

2
1 2

2
2x x x x

   =
+

−
+







+
+

−
+







3 1
4

1
3

2 1
3

1
2x x x x

   = −
+ +

−
+ +







3
4 3

2
3 2( )( ) ( )( )x x x x

   = − −
+ + +

5 14

2 3 4

x
x x x( )( )( )

எடுுதக்கோட்டு	5.்	

 h = 1 எனில்,  D2 1
x







 -ஐ மதிப்பிடுக.

தீர்வு:
 இங்கு  D2 1

x






 = 











D D
1
x

  D
1
x







 =
+

−1
1

1
x x

s

  D2 1

x






 = D 1
1

1
x x+

−





   = D D
1

1
1

x x+






− 





   ∴       D2 1
x







 =
+( ) +( )

2
1 2x x x

        h = 1 எனில்,

Dn

x
1





 =
−( )

+( ) +( ) +( )
1

1 2

n n
x x x x n

!
......
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எடுுதக்கோட்டு	5.்	

 h = 1 எனில் f f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 2 1 12 3= + + +D D D  என நிறுவுக. 

தீர்வு:
      f f( ) ( )4 3− = D f ( )3 என்பது நொம் அறிந்த ஒன்று.

  f f( ) ( )4 3−  = D f ( )3

   = D +  − = f f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 2D D    

   = D + Df f( ) ( )2 22

   = D + + D f f f( ) ( ) ( )2 1 12D

  ∴ f ( )4  = + D + D + Df f f f( ) ( ) ( ) ( ).3 2 1 12 3

எடுுதக்கோட்டு	5.்	

 U U U U0 1 2 31 11 21 28= = = =, , , ,  மற்றும் U4 29=  எனில் D4
0

U  கொணக.

தீர்வு	:
        D4

0U  = −( )E U1 4
0  

  = − + − +( )E E E E U4 3 2
04 6 4 1

  = − + − +E U E U E U EU U4
0

3
0

2
0 0 04 6 4

  = − + − +U U U U U4 3 2 1 04 6 4

  = − + − +29 4 28 6 21 4 11 1( ) ( ) ( ) .

  = 156–156 = 0

எடுுதக்கோட்டு	5.்	

 y y y y3 4 5 62 6 8 9= = − = =, , ,  மற்றும் y7 17=    எனில்  D4
3y  கணககிடுக

தீர்வு		:
 y y y y3 4 5 62 6 8 9= = − = =, , ,  மற்றும் y7 17=  ்கொடுககப்படைடவ

  D4
3y  = ( )E y−1 4

3  

   = (E )4 3 2
34 6 4 1− + − +E E E y  

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
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   = E y E y E y Ey y4
3

3
3

2
3 3 34 6 4− + − +  

   = y y y y y7 6 5 4 34 6 4− + − +  

   = 17 – 4(9) + 6(8) –4(–6)+2

   = 17 – 36 + 48 +24+2 = 55

5.1.்	 விடுபட்ட	உறுபபுகணைக்	கோணல	(Finding	the	missing	terms)
 ்வறுபொடடுச் ்சயலிகள மற்றும் இைப்்பயரவுச் ்சயலி ஆகியவற்ட்றக ்கொணடு 
்கொடுககப்படடுளள ்தொைரின் விடுபடை உறுப்புகடளக கொணலொம்.

எடுுதக்கோட்டு	5.1ட	
 கீழகணை விவைங்கடளக ்கொணடு விடுபடை உறுப்டபக கொணக.

x 2 3 4 5 6
f(x) 45.0 49.2 54.1 - 67.4

தீர்வு:	
 f(x) -ல் நொன்கு மதிப்புகள ்கொடுககப்படடிருப்பதொல், f(x) ஒரு மூன்்றொம்படி 
பல்லுறுப்டபக்கொடவ என எடுத்துக ்கொள்வொம். என்வ நொன்கொம்நிடல ்வறுபொடுகள 
பூச்சியமொகும்.

 (ie)    D4
0 0y = ,  ∴ − =( )E y1 04

0

 ( )E E E E y4 3 2
04 6 4 1− + − +  = 0 

 E y E y E y Ey y4
0

3
0

2
0 0 04 6 4− + − +  = 0

 y y y y y4 3 2 1 04 6 4− + − +  = 0

 67 4 4 6 54 1 4 49 2 453. . .− + ( )− ( )+y  = 0

  240 2 4 3. = y   ∴ =y3 60 05.

எடுுதக்கோட்டு	5.11	

 ்கொடுககப்படடுளள விவைங்கடளக ்கொணடு 1964  மற்றும் 1966 ஆம் ஆணடுகளுககொன 
உற்பத்திகடளக கொணக.

ேருடம் 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967

உற்புதி 200 220 260 - 350 - 430

தீர்வு:
 f(x) -ல் ஐந்து மதிப்புகள ் கொடுககப்படடிருப்பதொல், f(x) ஒரு நொன்கொம்படி பல்லுறுப்புக்கொடவ 
என எடுத்துக ்கொள்வொம். என்வ ஐந்தொம்நிடல ்வறுபொடு பூச்சியமொகும்.
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   D5 0yk =  (ie) ( )E yk− =1 05

  i.e.,  ( )E E E E E yk
5 4 3 25 10 10 5 1− + − + −  =  0

  E y E y E y E y Ey yk k k k k k
5 4 3 25 10 10 5− + − + −   = 0   (1)

           k = 0 என  (1)-ல் பிைதியிை

  E y E y E y E y Ey y5
0

4
0

3
0

2
0 0 05 10 10 5− + − + −  =  0

        y y y y y y5 4 3 2 1 05 10 10 5− + − + −   = 0 

          y y5 35 350 10 10 260 5 220 200− + − + −( ) ( ) ( )   = 0 

   y y5 310+  = 3450   (2)

    k = 1  என  (1)-ல் பிைதியிை

   E y E y E y E y y5
1

4
1

3
1

3
1 15 10 10− + − −  = 0

   y y y y y6 5 4 3 15 10 10− + − −  = 0 

     430 5 10 350 10 5 260 2205 3− + ( ) − + ( ) −y y  = 0

   5 105 3y y+  = 5010    (3)

                             (3) – (2) ⇒  4y5  = 1560

   y5  = 390

                              (2)-ன் படி 390 10 3+ y  = 3450

   10 3y  = 3450 – 390

   y3   ≅  306

பயிற்சி 5.1

1. மதிப்பிடுக: D(log )ax .

2. y x x x= − + −3 2 1  எனில்  x = 0,1,2,3,4,5 என்பனவற்றுககு y-ன் மதிப்புகடளககணககிடடு  
முன்்நொககு ்வறுபொடடு அடைவடணடய அடமகக.

3. h = 1 எனில் ( )E x x x− = − +1 3 23 3 1D  என நிறுவுக.
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4. f x x x( ) = +2 3  மற்றும் h = 1 எனில்  D f x x( )= +2 4  என நிறுவுக.

5. h = 1 எனில்,   D 1
1 2x x+( ) +( )







 -ஐ மதிப்பிடுக.

6. ்கொடுககப்படடுளள அடைவடணடயப் பயன்படுத்தி விடுபடை உறுப்டபக கொணக.
x 0 1 2 3 4
y 1 3 9 - 81

7. ஒரு மொவடைத்தின் மககளத் ்தொடக விவைம் கீ்ை ்கொடுககப்படடுளளது.

ஆணடு  (x) 1881 1891 1901 1911 1921 1931

மககள்தொடக (y)
(ஆயிைத்தில்)

363 391 421 - 467 501

 1911 ம் ஆணடிற்கொன மககள ்தொடகடயக கொணக.  

8. பின்வரும் விவைங்கடளக ்கொணடு விடுபடை உறுப்புகடளக கொணக.

x 0 1 2 3 4 5
y = f(x) 0 - 8 15 - 35

5.்		இணடச்செருகல	(Interpolation)

 ஒரு உற்பத்தி நிறுவனத்தின் பல்்வறு வருைங்களுககொன இலொபங்கள கீ்ை 
்கொடுககப்படடுளளன

வருைம் (x) 1986 1987 1988 1990 1991 1992

வருமொனம்  
(இலடசத்தில்)

25 29 24 30 32 31

 1989 -ஆம் ஆணடிற்கொன இலொபம் ்கொடுககப்பைவில்டல. 1989-ஆம் ஆணடின் 
இலொபத்திடன மதிப்பீடு  ்சய்வதற்கு நொம் இடைச் ்சருகல் உத்திடயப் பயன்படுத்துகி்்றொம்.  x 
மற்றும் y என்படவ முட்ற்ய வருைம் மற்றும் இலொபத்திடன குறிப்பதொக எடுத்துக்கொள்வொம். 
சொைொ மொறி x என்பது மொறி (argument) எனவும் மற்றும்  சொரந்த மொறி (entries)  சொரபலன் எனவும் 
அடைககப்படும்.

 ்கொடுககப்படை ்தொகுப்பு மதிப்புகளுககு 
உள்ள அடமந்துளள x-ன் மதிப்பிற்கு  y-டய 
மதிப்பீடு ்சய்வது இடைச் ்சருகல் என 
அடைககப்படும்.

 ்கொடுககப்படை ்தொகுப்பு மதிப்புகளுககு 
்வளி்ய அடமந்துளள x-ன் மதிப்பிற்கு  
y-டய மதிப்பீடு ்சய்வது பு்றச் ்சருகல் என 
அடைககப்படும்.
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5.்.1	 இணடச்செருகலின		முண்றகள்	(Methods	of	interpolation)
      இடைச்்சருகலில் இைணடு முட்றகள உளளன. ஒன்று வடைபைம் முட்ற மற்்்றொன்று 
இயற்கணித முட்ற ஆகும்..

5.்.்	 ேண்படம்	முண்ற	(Graphical	method)
 ்கொடுககப்படை சொரபு y f x= ( ) -ககு x-ன் n  மதிப்புகளும் அதற்்கற்ப  y-ன் மதிப்புகளும் 
்கொடுககப்படடிருககும்.  x y ii i, , , , , ...,( ) = 1 2 3  n என்்ற ‘n’  புளளிகடள குறித்து அதன் வழியொக 
்மன்டமயொன  வடளவடை வடைபைம் வடைய ்வணடும். வடையப்படை வடைபைத்தில் x-ன் 
எந்த்வொரு இடைமதிப்பிற்கும் ்பொருத்தமொன y-ன் மதிப்டப கொணப்த வடைபை முட்றயொகும்.  
இவவொறு ்ப்றப்படும் y-ன் மதிப்பு உணடமயொன  y-ன் மதிப்பிலிருந்து ்பரும்பொலும் 
மொறுபடடிருககும்.  வடைபை முட்றயில் இது ஒரு குட்றபொைொக கருதப்படுகின்்றது.

எடுுதக்கோட்டு	5.1்	

 வடைபைத்தின் மூலம்  x = 38 ககொன  y-ன் மதிப்டப பின்வரும் அடைவடணடயக ்கொணடு 
கொணக:

x 10 20 30 40 50 60
y 63 55 44 34 29 22

தீர்வு:	
 வடைபைத்லிருந்து,  x = 38  எனும்்பொது  y = 32 ஆகும்.

ேண்பட	முண்றயின	படிகள்:
 x  மற்றும் y மதிப்புகளுககு ்பொறுத்தமொன அலகுகடள 
எடுத்துக ்கொணடு, ்கொடுககப்படடுளள  x, y மதிப்புகடள 
புளளிகளொக வடைபைத்தொளில் குறிககவும்.

 குறிககப்படை புளளிகளின் வழி்ய ்சல்லும் 
்மன்டமயொன வடளவடை வடைக.

 x = 38 என்்ற மதிப்பிற்கு ்தொைரபுடைய வடளவடை 
புளளிடயக கணடு, y-அச்சின் மீதுளள ்தொைரபுடைய  
y-மதிப்பொனது ்தடவயொன இடைச்்சருகல் மதிப்பொகும்.

5.்.்	 இயற்கணி�	முண்ற	(Algebraic	method)
 கிரி்கொரி- நியுடைனின் முன்்நொககு இடைச்்சருகல் சூத்திைம் (அல்லது) நியுடைனின் 
முன்்நொககு இடைச்்சருகல் சூத்திைம் (சம இடை்வளியில்).

O X

Y

X′

70

60

50

40

30

20

10

 10 20 30 40 50 60 70 80

¢Y

படம் 5.1
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185எண்ணியல் முறைகள்

 y f x= ( )  என்பது n+1 மதிப்புகடளக ்கொணை n-ம் 
படி பல்லுறுப்புக்கொடவ என்க. y y y yn0 1 2, , , ...  என்பன 
முட்ற்ய x= x x x xn0 1 2, , , ...,  என்்ற புளளிகளில் y-ன் 
மதிப்புகளொகும்.  

 (அதொவது) 
x x h x x h x x h x x nhn1 0 2 0 3 0 02 3= + = + = + … = +, , , ,

 x-ன் மதிப்பு x x x xn0 1 2, , , ...,  என்பன சம இடை்வளியில் உளளது.

  x = x0+nh என்்ற இைத்து  f(x) -ன் மதிப்பு,

   f x nh f x n f x n n f x n n n f( ) (
!

( ( )
!

( ( )( )
!

() ) )0 0 0
2

0
3

1
1

2
1 2
3

+ = + + − + − −
D D D xx0) ...+  

(அல்லது) y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D  இங்கு n = x x
h
− 0

கிரி்கோரி	-	நியூட்டனினபின்நோக்கு	இணடச்செருகல	சூுதி்ம்.

 y-ன் ்தடவயொன மதிப்பு x-ன் இறுதி மதிப்புகளுககு அருகில் இருந்தொல் நியூடைனின் 
முன்்நொககு சூத்திைத்டத ்பொதுவொக பயன்படுத்துவது இல்டல. அதற்கு நொம் நியூடைனின் 
பின்்நொககு இடைச்்சருகல் சூத்திைத்டத ்பொதுவொக பயன்படுத்து்வொம்.

  x = xn +nh இைத்து , f(x) ன் மதிப்பொனது,  

     f x nh f x n f x n n f x n n n fn n n n( ) (
!

( ( )
!

( ( )( )
!

() ) )+ = + Ñ + + Ñ + + + Ñ
1

1
2

1 2
3

2 3 xxn) ...+  

(அல்லது) y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3     இங்கு n = x x
h

n−     

y-ன் ்தடவயொன மதிப்பு x-ன் முடிவு மதிப்புகளுககு அருகில் இருந்தொல் ்பொதுவொக நியூடைனின் 
பின்்நொககு சூத்திைம் பயன்படுத்தப் படுகி்றது.

குறிபபு

எடுுதக்கோட்டு	5.1்	

 நியூடைனின் இடைச்்சருகல் சூத்திைத்டதப் பயன்படுத்தி பின்வரும் விவைங்களிலிருந்து 
1905 ஆம் ஆணடின் மககள ்தொடகடயக கொணக:

  முதல் இைணடு உறுப்புகடள 
மடடும் ்கொணடிருந்தொல் அது ்நரிய 
இடைச்்சருகல் எனவும் முதல் மூன்று 
உறுப்புகடள மடடும் ்கொணடிருந்தொல் 
அது பைவடளய இடைச்்சருகல் 
எனவும் அடைககப்படும்..

y-ன் ்தடவயொன மதிப்பு x-ன் ஆைம்ப மதிப்புகளுககு அருகில் இருந்தொல் ்பொதுவொக நியுடைனின் 
முன்்நொககு சூத்திைம் பயன்படுத்தப் படுகி்றது.

குறிபபு
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186 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

வருைம் 1891 1901 1911 1921 1931

மககள்தொடக 98,752 1,32,285 1,68,076 1,95,670 2,46,050

தீர்வு
 1905 ஆம் ஆணடின் மககள்தொடக கொணல் அதொவது, x = 1905-ககு  y-ன் மதிப்பு கொணல்.

 y-ன் ் தடவயொன மதிப்பு அடைவடணயில்  x-ன் ஆைம்ப மதிப்புககு அருகில் உளளது. என்வ  
நொம் நியூடைனின் முன்்நொககு இடைச்்சருகல் சூத்திைத்டத பயன்படுத்து்வொம்.

  y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D

 x = 1905  இைத்து  y-ஐ கொண ்வணடும்.   ∴ + =x nh0 1905 , x h0 1891 10= =,   

       1891+n(10)=1905      ⇒ n = 1.4

x y Dy D2 y D3 y D4 y
1891 98752

33533
1901 132285 2258

35791 –10435
1911 168076 -8177 41376

27614
1921 195690 30941

22764
50360

1931 246050

 y x( )=1905  = + +98752 1 4 33533
1 4 0 4

2
2258( . )( )

( . )( . )
( ) +

−
−

( . )( . ) ( . )
( )

1 4 0 4 0 6
6

10435

                    +
− −( . )( . )( . )( . )

( )
1 4 0 6 0 6 1 6

24
41376

          
= + + + +
=
≅

98752 46946 2 639 8 584 36 1390 23
148312 59
1 48 313

. . . .
.

, ,

எடுுதக்கோட்டு	5.1்	

 y f x= ( )  என்்ற  சொரபுககொன, x = 0 1 2 6, , , ...,  இைத்து மதிப்புகள கீ்ை ்கொடுககப்படடுளளது. 
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187எண்ணியல் முறைகள்

x 0 1 2 3 4 5 6
y 2 4 10 16 20 24 38

 நொன்கு மதிப்புகடள மடடும் ்கொணடு  y (3.2) ன் ்தொைொய மதிப்டப முன்்நொககு 
இடைச்்சருகலின் சூத்திைத்டதப் பயன்படுத்திக கொணக.

தீர்வு:
 முன்்நொககு இடைச்்சருகலின் சூத்திைத்டதப் பயன்படுத்த உளளதொல்  f x( ) -ன் கடைசி 
நொன்கு மதிப்புகடள கருத்தில் ்கொளக.[ x = 3 -லிருந்து எடுத்துக்கொளக].
 முன்்நொககு இடைச்்சருகல் சூத்திைம் 

  y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D

     x nh x h0 03 2 3 1+ = = =. , ,  

 ∴  n = 1
5

 

 ்வறுபொடடு அடைவடண

x y Dy D2 y D3 y
3 16

4
4 20 0

4 10
5 24 10

14
6 38

  y x=( )3 2.   = + +

−



 ( ) +

−





−





×16 1
5

4

1
5

4
5

2
0

1
5

4
5

9
5

6
10( )

   
= + + +
=

16 0 8 0 0 48
17 28

. .
.

எடுுதக்கோட்டு	5.15	

 ்கொடுககப்படடுளள விவைங்கடளக ்கொணடு  45-ககு குட்றவொன மதிப்்பணகள ்பற்்ற 
மொணவரகளின் எணணிகடகடய கொணக.

மதிப்்பணகள 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80

மொணவரகளின் எணணிகடக 31 42 51 35 31
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188 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

தீர்வு:	
 x என்பது மதிப்்பண மற்றும் y என்பது மொணவரகளின் எணணிகடக என்க. 

 கூடடு நிகழ்வண பைவலில் மொற்்றம் ்சய்த பி்றகு கிடைககும் ்வறுபொடடு அடைவடண.

x y Dy D2 y D3 y D4 y

40-ககுக குட்றவொன 31

42
50 73 9

51 –25
60 124 -16 37

35 12
70 159 -4

31
80 190

  y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D

 x = 45 இைத்து  y-ஐக கொண ்வணடும். ∴ + =x nh0 45 , x h0 40 10= =,   ⇒ n = 1
2

 

 y x( )=45   = + × +

−



 ( ) +

−





−





× −( )31 1
2

42

1
2

1
2

2
9

1
2

1
2

3
2

6
25

                          +

−





−





−





× ( )
1
2

1
2

3
2

5
2

24
37

               = + − − − ×31 21 9
8

25
16

37 15
128

    = 47.867 ≅ 48  

எடுுதக்கோட்டு	5.1்	

 கீ்ை ்கொடுககப்படடுளள விவைங்களுககொன இடைச்்சருகல் சூத்திைத்டத பயன்படுத்தி 
60ககும் 70ககும் இடைப்படை  நிட்ற ்கொணை மொணவரகளின் எணணிகடகடயக கொணக.

நிட்ற  (lbs) 0-40 40-60 60-80 80-100 100-120

மொணவரகளின் எணணிகடக 250 120 100 70 50
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189எண்ணியல் முறைகள்

தீர்வு:	
  நிட்ற = x  என்க. மொணவரகளின் எணணிகடக = y என்க. கூடடு நிகழ்வண பைவலில் 
மொற்்றம் ்சய்த பி்றகு கிடைககும் ்வறுபொடடு அடைவடண.    

x y Dy D2 y D3 y D4 y
40-ககுக 

குட்றவொன
250

120
60 370 –20

100 –10
80 470 –30 20

70 10
100 540 –20

50
120 590

 70 ககு கீழ நிட்ற ்கொணை மொணவரகளின் எணணிகடகடய கொண நொம் முன்்நொககு 
இடை்வளி சூத்திைத்டத பயன்படுத்து்வொம்.

   y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D

 x = 70  இைத்து  y-ஐ கொண ்வணடும்.  ∴ + =x nh0 70 , x h0 40 20= =,  

  40+n(20) =70  ⇒  n = 1.5

 ∴ y x=( )70  = + ( )+
( )( )

−( )+
( ) ( ) −( )

−( )250 1 5 120
1 5 0 5

2
20

1 5 0 5 0 5
3

10.
. .

!
. . .

!

                         +
( ) ( ) −( ) −( ) ( )1 5 0 5 0 5 1 5

4
20

. . . .
!

                            
= + − − +
=
≅

250 180 7 5 0 625 0 46875
423 59
424

. . .
.
.

 

 60-ககும் 70-ககும் இடைப்படை நிட்ற ்கொணை மொணவரகளின் எணணிகடக 

   = ( )− ( ) = − =y y70 60 424 370 54     

எடுுதக்கோட்டு	5.1்	

 ஒரு குறிப்பிடை நகைத்தின் மககள்தொடக கீ்ை ்கொடுககப்படடுளளது. 

வருைம் : x 1941 1951 1961 1971 1981 1991

மககள்தொடக (இலடசத்தில்) : y 20 24 29 36 46 51
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190 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 இடைக்சருகல் சூத்திைத்டதப் பயன்படுத்தி 1946 –ம் ஆணடுககொன மககள ்தொடகடயக
கொணக.

தீர்வு:
x 1941 1951 1961 1971 1981 1991
y 20 24 29 36 46 51

 1946-ஆம் அணடின் மககள்தொடகடய கணககிடுவதற்கு (அதொவது x=1946ககு 
y -ன் மதிப்டப கணககை) நொம், நியூடைனின் முன்்நொககு இடைச்்சருகல் சூத்திைத்டத 
பயன்படுத்து்வொம்.

 y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D

x = 1946    ∴ + =x nh0 1946 , x h0 1941 10= =,  

1941+n(10) =1946  ⇒   n = 0.5

x y Dy D2 y D3 y D4 y D5 y
1941 20

4
1951 24 1

5 1
1961 29 2 0

7 1 -9
1971 36 3 -9

10 -8
1981 46 -5

5
1991 51

y x=( )1946  = + + − + − −20 0 5
1

4 0 5 0 5 1
2

1 0 5 0 5 1 0 5 2
3

1.
!

( ) . ( . )
!

( ) . ( . )( . )
!

( )  

+ − − −

+ − − −

0 5 0 5 1 0 5 2 0 5 3
4

0

0 5 0 5 1 0 5 2 0 5 3 0

. ( . )( . )( . )
!

( )

. ( . )( . )( . )( .55 4
5

9− −)
!

( )

 = + − + −20 2 0 125 0 0625 0 24609. . .

= 21.69 இலடசங்கள.

எடுுதக்கோட்டு	5.1்	

பின்வரும் விவைங்கள நீைொவி அடைவடணயில் இருந்து எடுககப்படைது.
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191எண்ணியல் முறைகள்

்வப்பநிடல 0C 140 150 160 170 180

அழுத்தம் kg f/cm2 3.685 4.854 6.302 8.076 10.225

 ்வப்பநிடலயொனது 175 oC எனும்்பொழுது நீைொவியின் அழுத்தத்டதக கொணக.
தீர்வு:	
 ்தடவயொன நீைொவியின் மதிப்பு அடைவடணயின் இறுதிப் புளளிககு அருகில் உளளதொல், 
நியூடைனின் பின்்நொககு இடைச்்சருகல் சூத்திைத்டத பயன்படுத்து்வொம்.

  y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3

   x = 175   

  ∴ + =x nhn 175 , x hn = =180 10,   ⇒   n = −0 5.  

x y Ñy Ñ2 y Ñ3 y Ñ4 y
140 3.685

1.169

150 4.854 0.279

1.448 0.047

160 6.032 0.326 0.002

1.774 0.049

170 8.076 0.375

2.149

180 10.225

 ∴ y x=( )175   = + −( )( ) +
−( ) −( ) ( )10 225 0 5 2 149

0 5 0 5
2

0 375. . .
.

!
.

        +
−( ) −( )( ) ( )+

− −( )( )( )( ) ( )0 5 0 5 1 5
3

0 049
0 5 0 5 1 5 2 5

4
0 002

. .
!

.
. . .

!
.

   = − − − −10 225 1 0745 0 046875 0 0030625 0 000078125. . . . .

    = 9.10048438

    = 9.1

எடுுதக்கோட்டு	5.1்	

 கீ்ை ்கொடுககப்படடுளள அடைவடணயிலிருந்து x = 7.5 எனும்்பொது  y –ன் மதிப்டபக 
கணககிடுக
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192 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

x 1 2 3 4 5 6 7 8
y 1 8 27 64 125 216 343 512

தீர்வு:
 இங்கு பின்்நொககு இடைச்்சருகல் சூத்திைத்டத பயன்படுத்து்வொம்.

x y Ñy Ñ2 y Ñ3 y Ñ4 y
1 1

7
2 8 12

19 6
3 27 18 0

37 6
4 64 24 0

61 6
5 125 30 0

91 6
6 216 36 0

127 6
7 343 42

169
8 512

  y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3

  x = 7.5∴ + =x nhn 7 5. , x hn = =8 1,  ⇒   n = –0.5 

             y x=( )7 5.  = + − +
− − +( ) +

− − +( ) − +( )512 0 5
1

169
0 5 0 5 1

2
42

0 5 0 5 1 0 5 2
3

6.
!

. .
!

. . .
!

 

                     = 421.87

எடுுதக்கோட்டு	5.்ட	

 ்வவ்வறு வயதில் முடியும் முதிரவுகொலத்திற்கொன ்சலுத்தப்படும் அடைவருை  
கொப்பீடடுத்்தொடக கீ்ை ்கொடுககப்படடுளளது. 63 வயதில் முதிரவு கொலம் ்கொணை ஒரு 
பிரிமியத்தின் கொப்பீடடுத் ்தொடக கொணக.

வயது 45 50 55 60 65

கொப்பீடடுத் ்தொடக 114.84 96.16 83.32 74.48 68.48
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தீர்வு:		
  வயது = x  ,  கொப்பீடடுத்்தொடக =  y என்க.
 இங்கு, நியூடைனின் பின்்நொககு சூத்திைத்டதப்  பயன்படுத்தி  y-ன்   மதிப்டபக கொண்பொம்.

  y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3

  x = 63   ∴ + =x nhn 63 , x hn = =68 48 5. ,  ⇒   n = − 2
5

x y Ñy Ñ2 y Ñ3 y Ñ4 y
114.84

45
-18.68

50 96.16 5.84
-12.84 -1.84

55 83.32 4 0.68
-8.84 -1.16

60 74.48 2.84
-6

65 68.48

 y x=( )63  = +

−

−( ) +

− − +





+

− − +





− +

68 48

2
5
1

6

2
5

2
5

1

2
2 84

2
5

2
5

1 2
5

2
.

! !
.





−( )
3

1 16
!

.  

       +

− − +





− +





− +



 ( )

2
5

2
5

1 2
5

2 2
5

3

4
0 68

!
.  

   = 68.48 + 2.4 – 0.3408 + 0.07424 – 0.028288

    y(63)  = 70.585

எடுுதக்கோட்டு	5.்1	

 ்கொடுககப்படடுளள மதிப்புகளிலிருந்து இருபடி பல்லுறுப்புக ்கொடவடயக கொணக

x 0 1 2 3 4 5 6 7
y 1 2 4 7 11 16 22 29

தீர்வு:	
 நியுடைனின் பின்்நொககு இடைச்்சருகலின் சூத்திைத்டதப் பயன்படுத்தி பல்லுறுப்புக 
்கொடவடயக கொண்பொம்.
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  y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3  

x y Ñy Ñ2 y Ñ3 y
0 1

1
1 2 1

2 0
2 4 1

3 0
3 7 1

4 0
4 11 1

5 0
5 16 1

6 0
6 22 1

7
7 29

 x -ன் வொயிலொக  y -ஐ கொண,    ∴ + =x nh xn , x hn = =7 1,  ⇒   n = x − 7  

  y x( )   = + −( )( )+
−( ) −( ) ( )29 7 7

7 6
2

1x
x x

   = + − + − +( )29 7 49 1
2

13 422x x x

   = + − + − + 
1
2

58 14 98 13 422x x x

   = + + 
1
2

22x x

5.்.்	 இ்க்்ோஞ்சியின	இணடச்செருகல	சூுதி்ம்	(Lagrange’s	interpolation	formula)
 நியூடைனின் முன்்நொககு மற்றும் பின்்நொககு இடைச்்சருகலின் சூத்திைம் x-ன் சம 
இடை்வளிகளுககு மடடு்ம பயன்படுத்த முடியும். x-ன் சம மற்றும் சமமற்்ற இடை்வளிகளுககு   
இலககைொஞ்சியின் இடைச்்சருகல் சூத்திைத்டதப் பயன்படுத்தலொம்.

 y f x= ( )   என்பது x-ன் சொரபொகவும்,  x x x x xn= 0 1 2, , , ...,  என்்ற சம பிரிவற்்ற மதிப்புகளுககு 
முட்ற்ய f x( )   -ன் மதிப்புகள y y y yn0 1 2, , , .......,  ஆகவும் இருந்தொல்  ்கொடுககப்படை x- ககொன 
y-ஐ கொண இலகைொஞ்சியின் சூத்திைம் கீ்ை ்கொடுககப்படடுளளது.

  y = f x( )  =
x x x x x x

x x x x x x
yn

n

−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

1 2

0 1 0 2 0
0

...
...

+
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

x x x x x x
x x x x x x

yn

n

0 2

1 0 1 2 1
1

...
...

     +... +
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

−

−

x x x x x x
x x x x x x

yn

n n n n
n

0 1 1

0 1 1

...
...
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எடுுதக்கோட்டு	5.்்	
 ்கொடுககப்படடுளள அடைவடணயிலிருந்து y(10)-ன் மதிப்டப இலகைொஞ்சியின் 
சூத்திைத்டதப் பயன்படுத்தி கொணக:

x 5 6 9 11
y 12 13 14 16

தீர்வு:
 இங்கு x -ன் மதிப்புகள சம பிரிவற்்றடவ. என்வ இ்லகைொஞ்சியின் சூத்திைத்டத 
பயன்படுத்தவும்.
   x x x x0 1 2 35 6 9 11= = = =, , ,  
  y y y y0 1 2 312 13 14 16= = = =, , ,  

       y  = f x( )  =
x x x x x x

x x x x x x
x x x x x x

y
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( ) × +

−( ) −( ) −1 2 3

0 1 0 2 0 3

0 2
0

33

1 0 1 2 1 3
1

( )
−( ) −( ) −( ) ×

x x x x x x
y

+
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( ) × +

−( ) −( ) −x x x x x x
x x x x x x

x x x x x
y0 1 3

2 0 2 1 2 3

0 1
2

xx
x x x x x x

y2

3 0 3 1 3 2
3

( )
−( ) −( ) −( ) ×

    =  
x x x x x x−( ) −( ) −( )

−( ) −( ) −( ) ( )+
−( ) −( ) −( )
−( )

6 9 11
5 6 5 6 5 11

12
5 9 11

6 5 66 9 6 9
13

−( ) −( ) ( )

       +
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( ) ( )+

−( ) −( ) −( )
−(

x x x x x x5 6 11
9 5 9 6 9 11

14
5 6 9

11 5)) −( ) −( ) ( )
11 6 11 9

16

   x = 10  என்க.

   y f10 10( ) = ( ) =
4 1 1
1 4 6

12
5 1 1

1 3 5
13

5 4 1( ) −( )
−( ) −( ) −( ) ( ) + ( )( ) −( )

( ) −( ) −( ) ( )+
( ) −( ))
( ) −( ) ( ) + ( )( )( )

( )( ) ( )
4 3 2

14
5 4 1
6 5 2

16

   = ( ) − + ( )
×

+ ×1
6

12 13
3

5 14
3 2

4 16
12

    = 14.6663
பயிற்சி 5.2

1. வடைபை முட்றடயப் பயன்படுத்தி x=48 எனில் பின்வரும் விவைங்களிலிருந்து y-ன் 
மதிப்டபக கொணக:

x 40 50 60 70
y 6.2 7.2 9.1 12

2. பின்வரும் விவைங்களிலிருந்து 350 அலகுகளில் ஏற்பைககூடிய ்சலவினத்டத வடைபை 
முட்றடயப் பயன்படுத்திக கொணக.

மொதம் ஜனவரி பிப்ைவரி மொரச் ஏப்ைல் ்ம ஜூன்
்வளியீடு அலகுகள 200 300 400 640 540 580

மட்றமுக உடைப்பூதியச் 
்சலவினம் 2500 2800 3100 3820 3220 3640
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3. நியுடைனின் முன்்நொககு இடைச்்சருகலின் சூத்திைத்டத பயன்படுத்தி முப்படி பல்லுறுப்பு 
்கொடவடயக கொணக.

x 0 1 2 3
f(x) 1 2 1 10

4. 10 வருைங்களுககு ஒருமுட்ற எடுககப்படும் ஒரு நகைத்தின் மககள ் தொடக கணக்கடுப்பின் 
விவைங்கள கீ்ை ்கொடுககப்படடுளளன. 1955 வருைத்தின் மககள ்தொடகடய மதிப்பிடுக.

வருைம் 1951 1961 1971 1981

மககள ்தொடக(இலடசத்தில்) 35 42 58 84

5. ஒரு ்தரவில் குறிப்பிடை இடை்வளிககுள மதிப்்பணகள ்பறும் மொணவரகளின் 
எணணிகடக கீ்ை ்கொடுககப்படடுளளன:

மதிப்்பணகள 0-19 20-39 40-59 60-79 80-99

மொணவரகளின் எணணிகடக 41 62 65 50 17

 70-ககு குட்றவொன மதிப்்பணகள ்பறும் மொணவரகளின் எணணிகடகடய கொணக.

6. ்கொடுககப்படடுளள அடைவடணடயக ்கொணடு x = 32  எனில் f(x) ன் மதிப்டபக கொணக. 
x 30 35 40 45 50

f(x) 15.9 14.9 14.1 13.3 12.5

7. உ்லொகம் மற்றும் துத்தநொகத்தில் உளள கொரீயத்தின் உருகும் நிடல கீ்ை 
்கொடுககப்படடுளளது. ‘T’ என்பது ்வப்பநிடல (பொடகயில்) மற்றும் P என்பது உ்லொகத்தில் 
கொரீயத்தின் சதவீதம்.

P 40 50 60 70 80 90
T 180 204 226 250 276 304

 84 சதவீத கொரீயம் ்கொணை உ்லொகத்தின் உருகும்  நிடலடயக கொணக. 

8. கீழககணை அடைவடளயிலிருந்து f(2.8)-ன் மதிப்டபக கொணக.
x 0 1 2 3

f(x) 1 2 11 34

9. இடைச்்சருகல் முட்றடயப் பயன்படுத்தி  1986-ஆம் வருைத்திற்கொன ்தொழிற்சொடலயின் 
உற்பத்திடயக கொணக.

வருைம் 1974 1978 1982 1990

உற்பத்தி (ஆயிைம் ைன்களில்) 25 60 80 170

10. கீழககணை விவைங்களிலிருந்து மொத வருமொனம் ̀ 26-ககு மிகொமல் ் பறும் ் தொழிலொளரகளின் 
எணணிகடகடய இலகைொஞ்சியின் சூத்திைத்டதப் பயன்படுத்தி கொணக.

வருமொனம் மிகொமல் (`) 15 25 30 35

்தொழிலொளரகளின் எணணிகடக 36 40 45 48
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11. இடைச்்சருகடலப் பயன்படுத்தி 1985-ஆம்  வருைத்தின் வியொபொைத்டத மதிப்பிடுக.

வருைம் 1982 1983 1984 1986

வியொபொைம் (இலடசங்களில்) 150 235 365 525

12. இலகைொஞ்சியின் இடைச்்சருகடலப் பயன்படுத்தி f(x) -ன் மதிப்டப x = 15 -ல் கொணக. 
x 3 7 11 19

f(x) 42 43 47 60

பயிற்சி 5.3

ெரியோன	விணடணயு	்�ர்ந்ச�டுக்க	
1. D =2

0y

(a) y y y2 1 02− +  (b) y y y2 1 02+ −  (c) y y y2 1 02+ +  (d) y y y2 1 02+ +

2. D ( ) =f x

(a) f x h+( )  (b) f x f x h( ) − +( )    (c) f x h f x+( ) − ( )    (d) f x f x h( ) − −( )
3. E ≡

(a)1+ D  (b) 1 − D  (c)1+ Ñ  (d) 1 − Ñ  

4. h=1 எனில் , D( ) =x2

(a) 2x  (b) 2 1x −  (c)  2 1x +  (d) 1

5. c ஒரு மொறிலி எனில் D =c
(a) c (b) D  (c) D2  (d) 0

6. m மற்றும் n என்படவ மிடக முழுககள எனில் D D ( ) =m n f x

(a) D ( )+m n f x  (b) D ( )m f x  (c) D ( )n f x  (d) D ( )−m n f x

7. ‘n’ மிடக முழு எண எனில், D D ( ) 
−n n f x

(a) f x2( )  (b) f x h+( )   (c) f x( )  (d) D ( )f x

8. E f x( ) =

(a) f x h−( )  (b) f x( )  (c) f x h+( )   (d) f x h+( )2

9. Ñ ≡
(a) 1+E (b) 1-E (c)1 1− −E  (d) 1 1+ −E
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10. Ñ ( ) =f a
(a) f a f a h( ) + −( )    (b) f a f a h( ) − +( )  
(c) f a f a h( ) − −( )    (d) f a( )

11. x y0 0,( ) , x y1 1,( )  என்்ற புளளிகள ்கொடுககப்படைொல் இலகைொஞ்சியின் சூத்திைம்

(a) y x
x x
x x

y
x x
x x

y( ) =
−
−

+
−
−

1

0 1
0

0

1 0
1  (b) y x

x x
x x

y
x x
x x

y( ) =
−
−

+
−
−

1

0 1
0

0

1 0
1

(c) y x
x x
x x

y
x x
x x

y( ) =
−
−

+
−
−

1

0 1
1

0

1 0
0  (d) y x

x x
x x

y
x x
x x

y( ) =
−
−

+
−
−

1

0 1
1

0

1 0
0

12. இலகைொஞ்சியின் இடைச்்சருகலின் சூத்திைம் எப்்பொழுது பயன்படுத்தப்படும் 
(a) சமமொன இடை்வளிகளுககு மடடும்  (b) சமமற்்ற இடை்வளிகளுககு மடடும் 
(c) சம மற்றும் சமமற்்ற இடை்வளிகளுககு  (d)  இவற்றுள ஏதும் கிடையொது.

13. f x x x( ) = + +2 2 2  மற்றும்  h=1 எனில்  D ( )f x -ன் மதிப்பு 
(a) 2 3x −  (b) 2 3x +  (c) x + 3      (d) x − 3

14. ்கொடுககப்படடுளள விவைங்களிலிருந்து D3
0y  -ன் மதிப்பு

x 5 6 9 11
y 12 13 15 18

(a) 1 (b) 0 (c) 2  (d) –1

இ�்க்	கணக்குகள்
1. f x eax( ) =   எனில்  f f f0 0 02( ) D ( ) D ( ), , என்பன ்பருககுத்்தொைரில் இருககும் எனக 

கொடடுக.
2. i) 1 1 1+ D( ) − Ñ( ) =  ii)DÑ = D − Ñ  (iii) E EÑ = D = Ñ  என நிறுவுக.

3. ஒரு இைணடு படி ்கொணை பல்லுறுப்புக ்கொடவயொனது (1,-1)  (2,-1) (3,1) (4,5) என்்ற 
புளளிகள வழிச்்சல்கின்்றது. பல்லுறுப்புக ்கொடவடயக கொணக. 

4. ்கொடுககப்படடுளள அடைவடணயிலிருந்து விடுபடை உறுப்புகடளக கொணக.
x 0 5 10 15 20 25
y 7 11 - 18 - 32

5. f −( ) =1 202, f 0 175( ) = , f 1 82( ) =  மற்றும் f 2 55( ) =  எனில் f 0 5.( )  கொணக.

6. ்கொடுககப்படடுளள அடைவடணயிலிருந்து x = 43 மற்றும் x = 84 எனும் புளளிகளில்  y-ன் 
மதிப்பு கொணக

x 40 50 60 70 80 90
y 184 204 226 250 276 304
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199எண்ணியல் முறைகள்

7. ‘D’ -ஐ விடைமொகவும் A -ஐ பைப்பொகவும்  ்கொணை வடைத்தின் மதிப்புகள கீ்ை 
்கொடுககப்படடுளளது.

D 80 85 90 95 100
A 5026 5674 6362 7088 7854

82 மற்றும் 91 என்பனவற்ட்ற விடைமொகக ்கொணை வடைங்களின் பைப்புகடளக கொணக.

8. u0 560= , u1 556= , u2 520= , u4 385= , எனில் u3 465=  என நிரூபி

9. பின் வரும் அடைவடணயிலிருந்து நியூடைனின் பின் ்நொககு சூத்திைத்டதப் பயன்படுத்தி  
படி 4 -ஐ ்கொணை  பல்லுறுப்புக ்கொடவடயக கொணக.

x 1 2 3 4 5
y 1 –1 1 –1 1

10. இலகைொஞ்சியின் இடைமதிப்புத்்தற்்றத்டதப் பயன்படுத்தி (0, –12), (1, 0), (3, 6) மற்றும் 
(4,12)  என்்ற புளளிகள வழிச்்சல்லும் பல்லுறுப்புக ்கொடவடயக கொணக  

ச�ோகுபபுண்
 z D ( ) = +( ) − ( )f x f x h f x

 z Ñ = − −f x f x f x h( ) ( ) ( )

 z Ñ +( ) = D ( )f x h f x

 z Ef x f x h( ) = +( )
 z E f x f x nhn ( ) = +( )
 z நியூடைனின் முன்்னொககு   விதி:

        y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D

 z நியூடைனின் பின்்னொககு விதி: 

 y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3

 z இலகைொஞ்சியின் இடைமதிப்புத்்தற்்றம்

y = f x( )  =
x x x x x x

x x x x x x
yn

n

−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

1 2

0 1 0 2 0
0

...
...

+
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

x x x x x x
x x x x x x

yn

n

0 2

1 0 1 2 1
1

...
...

+ 

                                                                   ... +
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

−

−

x x x x x x
x x x x x x

yn

n n n n
n

0 1 1

0 1 1

...
...
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கண்ச்	செோற்கள்	(GLOSSARY)	
இைப்்பயரவுச் ்சயலி Shifting operator
இடைச்்சருகல் Interpolation
இயற்கணித முட்றகள Algebraic methods
இலகைொஞ்சியின் சூத்திைம்  Lagrange’s formula
எணணியியல் Numerical
கொப்பீடு Policy
கிரி்கொரி-நியுடைனின் சூத்திைங்கள Gregory- Newton’s formulae
திடைமொன ்வறுபொடுகள Finite differences
பின்்நொககு ்வறுபொடடுச் ்சயலி Backward difference operator
பு்றச்்சருகல் Extrapolation
முன்்நொககு ்வறுபொடடுச் ்சயலி Forward difference operator
வடைபை முட்ற Graphic method

Step 1

“Numerical Methods” என்னும் திடை 
்தொன்றும். Forward Difference table 
என்னும் அடைவடண ்தொன்றும், அதில் 
்கொடுககப்படடுளள ்படடியில் புதிய 
சொரபுகடள தடைச்சு ்சய்க. பின்பு கிடைககும் 
விடையிடன அடைவடன்யொடு ஒப்பிடுக.

படி	 2

படி	 1

இணணயச்	செயலபோடு

செயலபோட்டின	இறுதியில	
எதிர்போர்க்கபபடும்	விணைவு

கீழககொணும் உைலி / விடைவுக குறியீடடைப் 
பயன்படுத்தி இச்்சயல்படடிற்கொன 
இடணயப் பககத்திற்குச் ்சல்க. பின்பு “12th 
Standard Business Mathematics and Statistics 
” என்னும் திடையில் “Volume-1” டய ் தரிவு 
்சய்யவும்.

QR Code) :
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201விைடகள்

1.  அணிகள் மற்றும் அணிக்ேகொகவகளின 
பயனபொடுகள்

பயிற்சி 1.1
 1.(i) r A( ) = 2  (ii) r A( ) = 2   (iii) r A( ) = 1  (iv) r A( ) = 3    

 (v) r A( ) = 3  (vi) r A( ) = 3      (vii) r A( ) = 2       (viii)  r A( ) = 3      (ix)  r A( ) = 2

 2. r rAB BA( )= ( )=3 2,  3. x y z= = =1 3 5, ,

 4. x k y k z k= −( ) = +( ) =1
11

7 16 1
11

3, ,  5. x y z= = =2 1 0, ,   6. l = −7
2

 7. x y z= = =1000 2000 500, ,  8. x y z= = =1000 2200 1800, ,

பயிற்சி  1.2
 1.(i) x y= =  8 3, -  (ii) x y     = =1 4,  (iii) { , , } , , }x y z    {   = −2 1 0

 (iv) { , , } , , }x y z    {   = 1 2 3        (v) { , , } , ,x y z    = −







1 1
2

1
3

 2. க�ொழிலொளருக�ொன ஒரு அலகு கசலவு ₹10      மு�லீடடிற�ொன ஒரு அலகு கசலவு ₹ 16

 3. 4 3
4

% -ல் மு�லீடு கசய்யப்பட்ட க�ொம�  ₹ 7,300    

  6 1
2

%-ல் மு�லீடு கசய்யப்பட்ட க�ொம� ₹ 1,300

 4. குதிமர சவொரிக�ொன மணிமநர வொ்டம� ₹100 மறறும் 
  கிவொட ம்பக சவொரிக�ொன மணி மநர வொ்டம� ₹120

 5. { , , } { , , }x y z = 2 3 1

 6. 2% -ல் மு�லீடு கசய்யப்பட்டத் க�ொம� ₹250
  3% -ல் மு�லீடு கசய்யப்பட்டத் க�ொம� ₹4,000
      6% -ல் மு�லீடு கசய்யப்பட்டத் க�ொம� ₹4,250

பயிற்சி  1.3
 1. 36%  2.(i) 54% , 46%   (ii) 50%    

 3. A= 56.25%,    B = 43.75%     4. A = 33%, B = 67%
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பயிற்சி 1.4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(d) (b) (a) (c) (d) (b) (b) (d) (a) (c) (c) (b) (c)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(b) (c) (c) (b) (b) (a) (b) (b) (c) (d) (c) (a)

இதரக் கணக்குகள்
1. r( )A = 2      2. r( )A = 3    3. r( )A = 3

4. க�ொடுக�ப்பட்ட சமன்பொடடுத் க�ொகுபபு ஒருங�மம அற்றது மமலும் தீர்வு கிம்டயொது.
5. k = 8.      

6. k = 0 �விர k-ன மற்ற மதிபபு�ளுககு க�ொடுக�ப்பட்ட சமன்பொடடுத் க�ொகுபபு ஒருங�மமவு அற்றது.

7. x y= =1 2,  மறறும் z = 2     
8. ஒரு கிலொ ம�ொதுமமயின விமல ₹30, ஒரு கிமலொ சர்க�மரயின விமல ₹40 மறறும் ஒரு 
கிமலொ அரிசியின விமல ₹50.    

9.  A,B மறறும் C ஆகியவறறிற�ொன �ரகு வீ�ங�ள் மும்றமய ₹2, ₹4 மறறும் ₹11  ஆகும். 

10. 39%

2. ததொகக நுணகணிதம் – I 
பயிற்சி: 2.1

 1. 2
9

3 5
3
2

x c+( ) +              2. 81
5

16
3

72
5

3
x

x
x c− − +             3. 6 13

2
5

3

2 3

x x x c− − +

 4. 2
9

4
5

2

9
2

5
2 3

2x x x c− + +  5. 
4 7

3
4 7

2

3
2

1
2

x x
c

+( ) −
+( ) +

 6. 1
3

1 1
3
2

3
2

x x c+( ) − −( )












+  7. b c f x x x= = − ( ) = + −13
2

2
2

13
2

2
2

, ,

 8. c f x x x= − ( ) = − −20 2 204 2,        

பயிற்சி: 2.2

 1. x x x c2 1
2

2+ − +log  2. x x x c
4 3

4 3
2 1+ + − +log  

 3. x x x x c
3

2

3
4 8 2− + − + +log  4. x x x x c

3
2

3
3 4 5− + − + +log  

 5. 11 3 8 2log logx x c− − − +  6. log logx x
x

c+ + − +
+( ) +1 3 3 2

1
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 7. log x x x c3 2 5 5− + − +  8. c f x x= ( ) = +p p
4 4

, log   

பயிற்சி: 2.3

 1. a
a

a x x
n

c
x

a
n

log
+ −

+
+

+1

1
 2. 1 1

a a b b
cx xlog log

− +  3. e e e cx x
x

+ + +2
3

3
 

 4. e e c
x x2 4

2 4
+ +

−

 5. e c
x4

4
+  6. e c

x x+( ) +
1

 

 7. − +1
log x

c  8. c f x ex= ( ) = +1 1,

பயிற்சி: 2.4
 1. 2 3 4 5sin cos tan cotx x x x c+ + + +  2. − + +3

4
1

12
3cos cosx x c

 3. tan x c+  4. tan cotx x c− +  5. − +[ ]+sin cosx x c   

பயிற்சி: 2.5

 1. − +( ) +−e x cx 1           2. e x x x cx3
3 2

3 3
2
9

2
27

− + −








 +  3. x x clog −( ) +1

 4. x x c
2

2
1
2

log −





+      5.  x
n

x
n

c
n+

+
−

+






+
1

1
1

1
log  6. e x x cx2 4 22 2− +( ) +

பயிற்சி: 2.6
 1. log x x c2 5 7+ − +  2. 1

4
14log x c+ +  3. 1

2
22log e cx − +   

 4. 
log x

c( ) +
4

4
 5. 2 3 7 12x x c+ − +  6. 4

3
12

3
2

x x c+ +( ) +

 7. 1
54

1 9 6
+( ) +x c  8. 1

e
x e ce xlog + +  9. log log x c+   

 10. 1
10

2
2 1

2

2log x
x

c−
+

+  11. xe xe cx xlog ( ) −



 +1  12. log logx x c− + +1

2
12

 13.  e
x

c
x

2 +  14. e
x

c
x

+( )
+

1 2  15. e
x

c
x3

9
+  

பயிற்சி 2.7

 1. 1
24

3 4
3 4

log +
−

+x
x

c  2. 1
10

9
1

log +
−

+x
x

c  3. 1
6 2

2 3
2 3

log x
x

c−
+

+  

 4. 1
3

2
1

log x
x

c−
+

+  5. log x
x

c+
+

+1
2

 6. 1
10

1
4

log x
x

c−
+

+
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 7. 1
6

3
3

log e
e

c
x

x
−
+

+          8. 1
3

3 9 72log x x c+ − +   9.   log x x x c+( ) + + + +3 6 132

 10. log x x x c−





+ − + +3
2

3 22  11. 1
4

14 8log x x c+ − +  

 12. 
x

x x x x x c
+





+ + + +





+ + + +

1
2

2
1 3

8
1
2

12 2log   

 13. x x x x c
2

2 22 2− − + − +log  14. 1
4

2 4 5 5 2 4 52 2x x x x c− − + −





+log

 15. x x x x x x c+





+ + − +( ) + + + +1
2

2 4 1 2
4

2 1 2 4 12 2log  

 16. x x x x x c
2

2 2
1 1

2
12 2− − + + − +log   

பயிற்சி 2.8

 I:1. 1
2

12e −   2. 1
6

 3. 1
2

5
2

log 





 4. log 1
2

3+









e

 5. 1
2

1e −[ ]  6. 3
8

 7. log 11
5







 8. 2          9.  1
2

2 2 1log −[ ]
 II:1. 37 2. 0  3. 1  4. c = 4  

பயிற்சி 2.9
 1. 0              2.  p

2
                3. 0                4. p

4
                 5. 0        6.  16

5
 

பயிற்சி 2.10

 1.( i) 6            (ii)  105
16

p     (iii)  6
7
!

m
       (iv)  3

128
          (v) 2 56( ) !        2.  1

4
 

பயிற்சி 2.11
 1. 9

2
 2. 3

2
 3. 14  4. 1

3
  

பயிற்சி 2.12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

(b) (c) (a) (a) (a) (b) (b) (a) (d) (c) (b) (b) (b) (b) (c)

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

(d) (c) (c) (b) (a) (b) (b) (c) (a) (a) (a) (b) (d) (b) (c)
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இதரக் கணக்குகள்

 1. 2
15

2 3
3
2

3
2

x x c+( ) + +( )












+    2.  1
5

2
1 2

log +
−

+x
x

c  3. 1
4

1
5

log e
e

c
x

x
+
+

+  

 4. x x x x c
2

2 3 3 2
4

2 2 32 2− − + − +log

 5. 
3 2

6
9 12 3 1

6
3 2 9 12 32 2x

x x x x x c
+( ) + + − +( ) + + + +log

 6. 1
3

1
3

3
2

33
3 2

x x x x x x c+( ) − − − −








 +log log  

 7. x x x x clog − −( ) + − +2 21 1               8.  0     9.  1
4

54

2
e

e
−







             10. 14

15
 

3. ததொகக நுணகணிதம் – II 
பயிற்சி 3.1

 1. 5 ச.அலகு�ள் 2. 2 ச.அலகு�ள் 3. 8
3

2a  ச.அலகு�ள் 4. 3
2

 ச.அலகு�ள்

 5. 17
2

 ச.அலகு�ள் 6. 8
3

 ச.அலகு�ள் 7. 32
3

 ச.அலகு�ள்

பயிற்சி 3.2
 1. ₹28,000 2. y x

x
= −

+






2 1
3 2

 3. P x R x x= − = −8 2 8 2 2,

 4. ₹4,419 5. ₹5,680

 6. கமொத்� கசலவுச் சொர்பு: C = − + +100 5 0 1
3

5002
3

x x x. ,  

  சரொசரி கசலவுச் சொர்பு: AC = − + +100 5
30

5002

x x x
x

 7. கமொத்� கசலவுச் சொர்பு: C = 1500
7

7
5x  , சரொசரி கசலவுச் சொர்பு: AC = 1500

7

2
5x   

 8. கசலவுச் சொர்பு: C ax b b= + −2 2  9. ₹14,133.33

 10. கமொத்� வருவொய்: R =₹5.95 11. ம�மவச் சொர்பு: P x= −9 4
3

2

 13. ம�மவச் சொர்பு: P e
x

=
−

20 10   14. வருவொய் சொர்பு: R = − −13 0 065 1202x x.

 15. வருவொய் சொர்பு: R x x x= − −1500 2 2 3 , சரொசரி வருவொய் சொர்பு: P x x= − −1500 2 2

 16. வருவொய் சொர்பு: R x x x= + −10 3
2 3

2 3

, ம�மவ சொர்பு: P x x= + −10 3
2 3

2
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 17. கமொத்� கசலவுச் சொர்பு: C x= + +4000 7 4 10000 ,  

  சரொசரி கசலவு: AC = + +4000 7 4 10000
x

x
x

 18. கமொத்� கசலவுச் சொர்பு: C x= +
2

4
5000   19. வருவொய் சொர்பு: R x x x= − +20 5

2

2
3

 20. ம�மவ சொர்பு: P x x= − +14 3 3 2

பயிற்சி 3.3
 1. C.S.= 400 அலகு�ள் 2. C.S.=378 அலகு�ள் 3. C.S.=562.50 அலகு�ள்

     4. C.S= 1
2

1-log 2e    அலகு�ள்  5. P.S= 25
2

 அலகு�ள்  6. P.S=237.3 அலகு�ள்

 7. C S. log= −36 3
2

12  அலகு�ள்  8. 32000
3

 அலகு�ள்       

 9. C.S = −( )8 2 4log  அலகு�ள் , P.S= 1
4

அலகு�ள்

 10. C.S=1024
3

 அலகு�ள்,  P.S = 64 அலகு�ள் 11. C.S=24 அலகு�ள், P.S=16 அலகு�ள்

பயிற்சி 3.4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(c) (b) (a) (c) (a) (a) (d) (c) (b) (a) (a) (a) (b)
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
(c) (c) (b) (a) (b) (a) (c) (a) (c) (a) (b) (c)

இதரக் கணக்குகள்

 1. `1,900 2. C= `3,125             4. R x x x= − −6
4

3
4

,  p x x= − −6
4

2
3

 

 5. இலொ்பச் சொர்பு: P =10
40

100
2

x x− − .   

   6. C S. = 40
9

 அலகு�ள் ,  P S. = 32
9

 அலகு�ள் 7. 52,770 அலகு�ள் 

 8. P x= −11
3

3

  9. 76
3

 ச.அலகு�ள் 10.  1
5

2 1
5
3( ) −













 ச.அலகு�ள்

4. வககக் தகழுச் சமனபொடுகள்
பயிற்சி 4.1

 1.(i) (1 , 1) (ii) (3 , 1)   (iii) (2 , 2)   (iv) (3 , 1) 

 (v) (3 , 3) (vi) (2 , 1) (vii) (1 , 4).

 2.(i) y x dy
dx

dy
dx

dy
dx

= + − 





2

 (ii) dy
dx

xy dy
dx

y





− + =
3

24 8 0     (iii) y + x dy
dx

 = 0  
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 2.(iv)  x + y dy
dx

 = 0  3. r d y
dx

dy
dx

2
2

2

2 2 3

1






= + 

















      4. y x dy
dx

=           

 5. 2 0
2

2

3

a d y
dx

dy
dx

+ 





=  6. y x xy dy
dx

2 2 2= +       7. y x dy
dx

y dy
dx

= + 





2
2

பயிற்சி 4.2

 1.(i) e ax cy− + + = 0   (ii) log x x y y c+ = + +
2 2 3

2 2 3
     2. log logx x y c− = +    

 3.(i) x cy=  (ii) log( )1+ = − +y e cx  4. ( sin ) ( cos )1 1+ = +x c y

 5. ( )( )x y c− + =1 1  6.(i) log cosy x c= − +2
2

  (ii) e
a

e
b

c
ax by

= − +  

 7. ( ) ( )y b x a b a− = − + −2 2 2 2   
பயிற்சி 4.3

 1. x ce
y
x=    2. x y ke

x
x y+ =
−

+
2

  3. y x y x c+ + =2 2 2

 4. 3 4 32 2 3y yx x x c− + =   5. xy y x c−( ) =2     6. y y x x2 2 52 3− =    7. y ce
x

y=

2

22

பயிற்சி 4.4

 1. y
x

x c= +  2. ye e x cx xsin sin (sin )= − +1      3. x y x c2
6

6
= +

 4. y x x x c1
3

3
3

+( ) = + +   5. xy e x x cx= − +( ) +2 2 2     6. y x x x csec sin= +





+1
2

2
2

 

 7. y x xsec sec2 2= −  8. x e xe e cx x x2 2 2− + +            9. ` 2,22,550

பயிற்சி 4.5
 1. y Ae Bex x= +2 4  2. y Ax B e x= +( ) 2          3.  y e A x B xx= +− ( cos sin )2 2

 4. y Ax B ekx= +( )   5. y e ex x

= +
−3 5

12 20
           6.  y Ae Be ex x x

= + +
1
2

3
2

2

4
 

 7. y A x B x= +cos sin4 4  8. y e e ex x
x

= − +3
2 2

2
3

  

 9. y Ae Be e x ex x
x

x= + + −− −3 2
3

3

6 5
 10. y Ax B e xex x= + + +( ) 5 52 1

5

 11. y Ae Be xe
x x x

= + +
− − −3
2

5
2

3
24     12. y Ae Be xex x x= + +

−
2

7
3 2   13. p Ae Bet t= + +−4 2 2

பயிற்சி 4.6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(a) (d) (a) (b) (a) (a) (d) (c) (a) (c) (b) (a) (b)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(c) (d) (a) (d) (a) (b) (d) (a) (a) (d) (c) (a)
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இதரக் கணக்குகள்

 1. p = Ae Bet t− + +4 2 3        2.   x d y
dx

x dy
dx

y2
2

2 2 2 0− + =    3.   e x x y cx 2 2 2− +( ) + =log

 4. x y
x

c1 3 2

2

1
3

+






=  5. yx x c2
6

6
= +             6.   cm2 = 2(m+6) 

 7. 6 12 2 2 4y e e e e e e ex x x= +( ) − + +( ) +                     8.    ye e cx xsin sin= +2

 9. log y x
y

c= +
3

23
 10. log 1

2

2

+ = + +y x x c

5.  எணணியில் முகைகள்
பயிற்சி 5.1

 1. log 1+





h
ax

           

2.
   

x y Dy ∆2 y ∆3 y D4 y D5 y
0 -1

1
1 0 4

5 6
2 5 10 0

15 6 0
3 20 16 0

31 6
4 51 22

53
5 104

பயிற்சி 5.2
 1. 6.8 2. ` 2,900                      3. f x x x x( ) = − + +2 7 6 13 2

 4. 36.784  (இலடசங�ள்) 5. 197 6. 15.45
 7. 286.96 8. 22.0948 9. 100 (ஆயிரம் ்டன�ள்)
 10. 42 ந்பர்�ள் 11. 444.7 இலடசங�ள் 12. 53

பயிற்சி 5.3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

(a) (c) (a) (c) (d) (a) (c) (c) (c) (c) (a) (c) (b) (b)

இதரக் கணக்குகள்
 3. f x x x( ) = − +2 3 1  4. 14.25, 23.5 5. 128.5

 6. 189.79, 286.96 7. 5281, 6504      

 9. y x x x x= − + − +2
3

8 100
3

56 314 3 2        10.  y x x x= − + −3 28 19 12

5.  −
+ + +

2
1 2 3( )( )( )x x x

 

6. 31

7.  445 இலடசங�ள்

8.   3 மறறும் 24
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வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல் – மமல் நிலை இரண்டாமடாணடு
வல்லுநரகள், மமைடாயவடாளரகள் மற்றும் நூைடாசிரியரகள் பெயர ெட்டியல்

ெடா்த் தயடாரிப்புக்குழு தலைவர
திரு. ந. இரமமஷ்
இணைப் பேராசிரியர் (ஓய்வு), கணிதத்துணை,
அரசு கணைக் கல்லூரி (ஆணகள்),
நநதனம், செனணன - 600 035.

மமைடாயவடாளரகள்
முலைவர மடா.பர. சீனிவடாசன்
பேராசிரியர் மற்றும் துணைத் தணைவர்
புள்ளியியல் துணை, செனணன ேல்கணைக் கழகம், 
செனணன - 600 005.
முலைவர பத. அறிவுல்நம்பி
பேராசிரியர், கணிதத்துணை, 
அணைா ேல்கணைக் கழகம், 
செனணன - 600 025.

ெடா்ப் பெடாருள் வல்லுநரகள்
முலைவர மவணு பிரகடாஷ்
இணைப் பேராசிரியர்  மற்றும் துணை தணைவர்,
புள்ளியியல் துணை,
மாநிைக் கல்லூரி , செனணன - 600 005.
முலைவர இரடா. திருமலைசசடாமி
இணைப் பேராசிரியர் மற்றும் துணைத் தணைவர்
கணிதத்துணை, அரசு கணைக் கல்லூரி (ஆணகள்),
நநதனம், செனணன - 600 035.
முலைவர ச. பெ. பவஙகம்சன்
இணைப் பேராசிரியர் ,
கணிதத்துணை, அரசு கணைக் கல்லூரி (ஆணகள்),
நநதனம், செனணன - 600 035.
திருமதி கி. மகடாகிைடா
உதவி பேராசிரியர் மற்றும் துணைத் தணைவர் 
புள்ளியியல் துணை,
டாக்டர் அம்பேத்கர் அரசினர் கணைக் கல்லூரி,
வியாெர்ோடி, செனணன.
முலைவர நடா. சுநதரம்
உதவி பேராசிரியர்,
புள்ளியியல் துணை,
மாநிைக் கல்லூரி , செனணன - 600 005.
முலைவர மைடா. ெடாரி தயடாள்
உதவி பேராசிரியர், புள்ளியியல் துணை
செனணன கிருத்துவக் கல்லூரி,
தாம்ேரம், செனணன.
திருமதி மம. திைகம்
உதவிப் பேராசிரியர் ,
புள்ளியியல் துணை,
மாநிைக் கல்லூரி, செனணன- 600 005.

ெடா்க்குழு பெடாறுப்ெடாளர
திரு. இரவிக்குமடார ஆறுமுகம்
முதல்வர் 
மாவடட ஆசிரியர் கல்வி மற்றும் ேயிற்சி நிறுவனம்,
மாயனூர், கரூர் மாவடடம்.

ெடா் நூல் ஒருஙகிலைப்ெடாளர
திரு. ெடாபு சுப்பிரமணியன்
உதவி பேராசிரியர்
மாநிைக் கல்வியியல் ஆராய்ச்சி மற்றும் நிறுவனம்,
செனணன - 600 006.

நூைடாசிரியரகள்
திரு. இரடா. வில்ைவன்மகடாலத 
தணைணம ஆசிரியர், அரசினர் பமல்நிணைப் ேள்ளி,
சகாருக்ணக, நாகப்ேடடினம் மாவடடம் - 609 203.
திரு. தி.பி. சுவடாமி நடாதன் 
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
மணைமணை அடிகளார் அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி 
ேல்ைாவரம், செனணன - 600 043.
திரு. ஹரி. பவஙகம்ஷ்
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
ெர் இராமொமி முதலியார் பமல்நிணைப்ேள்ளி,
அம்ேத்தூர், செனணன - 600 053.
திருமதி சி. ெகவதி
முதுகணைப் ேடடதாரி ஆசிரியர்,
ஸ்ரீ அபகாபிை மடம் ஓரியணடல் பமல்நிணைப் ேள்ளி, 
பமற்கு மாம்ேைம், செனணன - 600 033.
திரு. எஸ்.எப். சுலைமடான் 
முதுகணைப் ேடடதாரி ஆசிரியர்,
மணைமணை அடிகளார் அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி
ேல்ைாவரம், செனணன - 600 043.
திரு. வீ. கலைசபசல்வன் 
முதுகணைப் ேடடதாரி ஆசிரியர்,
அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி, திருநினைவூர், திருவள்ளூர் மாவடடம்.
திரு. த. ரடாெ மசகர
முதுகணைப் ேடடதாரி ஆசிரியர்,
அரசு ஆணகள் பமல்நிணைப் ேள்ளி
குபராம் பேடணட, காஞ்சிபுரம் மாவடடம்.
திருமதி அ. சுகன்யடா,
முதுகணை கணித ஆசிரியர், அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி, 
பகாவிைம் ோக்கம், காஞ்சிபுரம் மாவடடம்.
திரு. பவ. கமைசன் 
முதுகணைப் ேடடதாரி ஆசிரியர், 
பநரு அரசினர் ஆணகள் பமல்நிணைப் ேள்ளி,  
நஙணகநல்லூர், செனணன - 600 114.
திரு. ம.மகடா. திரிமைடாகசநதிரன் 
முதுகணை கணித ஆசிரியர், அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி
சமய்யூர், திருவள்ளூர் மாவடடம் - 601 103.

ICT ஒருஙகிலைப்ெடாளர
தடா. வடாசுரடாஜ்
முதுகணை கணித ஆசிரியர் மற்றும் துணைத் தணைவர்
பக. ஆர். எம்.சோதுப்  ேள்ளி, செம்மியம், செனணன - 600 011.

விலரவுக்குறியீடு மமைடாணலமக்குழு
 இரடா. பெகநடாதன், இ.நி.ஆ,  ஊ.ஒ.ந.நி.ேள்ளி, கபைெபுரம், போளூர் , 
திருவணைாமணை மாவடடம். .
மு. சரவைன், ெ.ஆ, அ.ம.பம.நி.ேள்ளி, புதுப்ோணளயம், 
வாழப்ோடி, பெைம்.
ம. முருமகசன், ெ.ஆ, ஊ.ஒ.ந.நி.ேள்ளி,     
சேத்தபவளாணபகாடடகம், முத்துப்பேடணட, திருவாரூர்.

புத்தக வடிவலமப்ெடாளர
ெடாய கிரடாஃபிக்ஸ், செனணன - 600 002.
அட்ல் வடிவலமப்ெடாளர
கதிர ஆறுமுகம்.
In-House QC 
ரடாமெஷ் தஙகப்ென், பெரடால்டு வில்சன்
ஒருஙகிலைப்ெடாளர
ரமமஷ் முனிசடாமி
தட்்சசு
மக. நடாகமவலு
இநநூல் 80ஜி.எஸ்.எம். எலிகணட பமப்லித்பதா தாளில் அச்சிடப்ேடடுள்ளது.
ஆப்செட முணையில் அச்சிடபடார்:
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