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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்1

7Ų1 அறிமுகம் ( I nt rod u c t i on )
 அ~கள் மற²ம் அ~க்கோபைக�ன கருத்தோககம் கி.மு(்ைோ.ஆ.மு) Fோனகோம் ¿றைோÙடில 
்தோனறியதோகப் ைதிவுகள் இருப்�­ம் கி.மு(்ைோ.ஆ.மு) இரÙ்டோம் ¿றைோÙடிலதோன அதன 
ையனைோடு ்தோ்டஙகியதோகக கருதப்ைடுகிைது. �னனர் 
ைதி்னOோம் ¿றைோÙடின இ²தியில அ~கள் மற²ம் 
அ~க்கோபைக�ன கருத்தோககம் மீÙடும் ையனைோடடுககு 
ைÛது ைNர்ச்சியப்டÛதது எனைோம். ைோ�்ைோனியர்கள் 
்F�யல சமனைோடுகள்  ் தோ்டர்ைோன கDககுகபN ஆரோயÛது 
அைறபைக க�மÙ தடடுக�ல (cla yt a bl e t)  ைதிÛதுள்Nனர். 
்F�யல சமனைோடடுத் ்தோகுப்புக�ன �ர்வுகபNச் 
¦ருககமோகக கோD முறைட்ட்ைோது அ~க�ன ்கோடைோடு 
்ம³ம் ைNர்ச்சியப்டÛதது எனைது 9ற²க்கோள்Nககூடிய 
;னைோகும். ைடிவியல 6ருமோறைஙகள் ைறறிய ஆயவிறகும் 
அ~க�ன கருத்தோககம் அடிப்ைப்டயோக அபமகிைது.

  qஅ~r (இைத்�ன ்மோ�யில M a te r   எனைது qதோயr எனப் ்ைோருள்ைடும்) எனை ்சோல 
ைOககறிBரும், க~தவியைோNருமோன ்Aம்æ ்Aோசப் சிலைæ்டர் எனைைரோல முதனமுத�ல 
����-ல அறிமுகப்ைடுத்தப்ைட்டது. அ~கள் க~தவிய�ல ;ரு முககியமோன கருவியோகப் 
ைோர்ககப்ைடுகிைது. 
  அ~ எனைது ் சáைக ைடிவில 6²ப்புகபN ை�பசப்ைடுத்தும் <ர் அபமப்பு ஆகும். இரோªை 
அ~ைகுப்பு, ைள்� மோDைர்க�ன அ~ைகுப்பு மற²ம் ையி�டுதல ்ைோனை Fப்டமுபை ைோâகபக 

�கâவுக�ல அ~கள் ையனைடுைபதக 
கோÙகி்ைோம்.
 D isqui sitione s a r ithm e tica e  (1801) எனை ¿�ல 
கோர்ல எ1ப் கோæ எனை க~தவியைோNர் 
இருைடி ைடிைஙகபN ஆயவு ்சய°ம்்ைோது 
அ~க்கோபை எனை 
்சோலபை முதனமுத�ல 
ையனைடுத்தினோர். ஆனோல, 
இைருப்டய கருத்தோககம் 
தற்ைோது ையனைடுத்தப்ைடும் 

அ~க்கோபைக�ன கருத்தோககத்தி�ருÛது மோ²ைட்டது, இருைடி ைடிைஙக�ன 
்கµககபNச் ்சáைக ைடிவில ை�பசப்ைடுத்துத�ல அ~க�ன ்ைருககல 
குறித்து விை�த்துள்Nோர்,

 1812-ல ்கோ� எனை க~தவியைோNர் அ~க்கோபையிபன புதிய 
்கோDத்தில அªகியது மடடுமலைோமல சிறை~க ்கோபைகள் மற²ம் 

7அத்தியாயம்

அணிகளும் 
அணிக்காவைகளும்

(M a t r i c e s  a n d  De t e r m i n a n t s )

sகோKDÕக�å 4[@கJ க~்தIோ¤ம்t
- zàPæCர்

zàPæCர்
( 1 8 1 4  -  1 8 9 7 )
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2X I  -  க~்த�Jà

்சர்ப்பு அ~ ைறறி 9றகன்ை ையனைோடடில இருÛத முடிவுகபN ம²�ÄைDம் ்சயது புதிய 
முடிவுகபNக ்கோடுத்தோர். ஆர்தர் ்கய� எனைோர் அ~க�ன இயறக~தம் எனை கருத்தோககத்பத 
்மம்ைடுத்தியதில முககிய ைஙகோறறி°ள்Nோர். அ~க்கோபைக�ன ்கோடைோடுகபN  
1841-ல இைர் ்ை�யிட்டோர். அ~க்கோபைபயக குறிப்�்டத்  தற்ைோது ையனைடுத்தப்ைடும் 
விதமோக ை�பசப்ைடுத்த�ன இருபுைமும் இரு ்சஙகுத்தோன ்கோடுகபNப் ையனைடுத்தினோர். 1858-
ல இைரோல ்ை�யி்டப்ைட்ட “M em o i r on  t h e t h eor y of  m at ri c es”  எனை புத்தகத்தில அ~களுககோன 
முதல ைபரயபை ¦ருககமோக ்கோடுககப்ைடடிருÛதது குறிப்�்டத்தககதோகும். ்ம³ம் 9றகன்ை 
Fப்டமுபையில இருÛத இருைடி ைடிைஙகள் மற²ம் ்F�யல 6ருமோறைஙக�ல ைடிககப்ைட்ட 
்கµகக�ன ை�பசப்ைடுத்தைோனது இைரோல கூைப்ைட்ட ் ைோதுக கருத்தோககத்தின சிைப்பு �பைக்N 
எனவும் �Ä�த்துக கோடடினோர். கடினமோன கDக�டுகபNக ் கோÙ்ட மறை ் F�ப்டயோன முபைகபN 
வி்டக கDக�டுகபN எ�பமயோககியது இைருப்டய ை~யோகும். ்Aம்æ ்Aோசப் சிலைæ்டர்  
(1814-1897), �à�Jம் கKோPå Sோ�àCå (����-����) மற²ம் 3ர்்தர் YகÞ� (1821-1895)  ்ைோனை 
க~தவியைோNர்கள் அ~க�ன கருத்தோககத்பத ்மம்ைடுத்துைதில முககிய ைஙகோறறியைர்கள் 
ஆைர். அ~கபN அப்டப்புககுறிககுள் எµதும் குறி�டடு முபைபய ஆஙகி்ை்ய க~தவியைோர் 
கà�æ (C u llis) எனைோர் 1913-ல முதனமுத�ல ையனைடுத்தினோர். அ~கள் க~தவிய�ல 6ள்N 
��வுக�ல மடடுமலைோமல, அறிவியல, மர�யல, ் ைோரு�யல, சமூகவியல, F ன 6Nவியல மற²ம் 
்தோ�லதுபை ்மைோÙபம ்ைோனை துபைக�³ம் அதிக அNவில ையனைடுத்தப்ைடுகினைன.

 ்F�யல சமனைோடடுத் ்தோகுப்புக�ன ்கµககபNக குறிப்�்ட அ~கள் ையனைடுகினைன. 
வியோைோரத் ் தோ்டர்ைோன ைட்Aட தயோ�த்தல, விறைபனத்திட்டம் விபை �ர்Dயம் மற²ம் அறிவிய�ல 
;ரு ்சோதபனயின முடிவுகபN ஆரோயதல ்ைோனை ைல்ை² ��வுக�ல க~னி �னனªப் 
ைரைலதோள் தயோ�கக அ~ககுறி�டுகளும் அதன ்சயலைோடுகளும் ையனைடுகினைன.

 ைடிவியல 6ருமோறைஙகNோன 6ருப்்ைருககம், ¦Oறசி மற²ம் ;ரு தNத்தின மீது 
�ரதிை�ப்பு ்ைோனை ்சயலைோடுகபN க~தமுபையில குறிப்�்டவும், ்ைோருNோதோர �புDர்கNோல 
சமூகக கDக�டு, 6ள்�டு-்ை��டு அட்டைபD தயோ�த்தல மற²ம் ்தோ�ல ்ைோருNோதோர 
ஆயவு ்ைோனைைறறி³ம், �ன ்ைோறியிய�ல தகைல ்தோ்டர்புக ்கோடைோடு மற²ம் �பDயப் 
ைகுப்ைோயவி³ம், சங்கத ்மோ�யி³ம் அ~கள் ையனைடுகினைன.

 இப்ைோ்டப்ைகுதியில அ~கள் மற²ம் அைறறின ைல்ை² ைÙபுகபNப் ைறறி முத�ல 
ைடிப்்ைோம்.  �னனர், 3ஆைது ை�பச அ~க்கோபைகள், அைறறின அடிப்ைப்டப் ைÙபுகள், சிறை~க 
்கோபைகள் மற²ம் இபDக கோர~கபNப் ைறறி ைடிப்்ைோம்.

7.2 அணிகள்ŬM a t r i c e s ŭ
 6²ப்புகள் அலைது மூைகஙகபN ்சáைக ைடிவில �பரகள் மற²ம் �ரலகNோக  $ & எனை 
அப்டப்புககுறியி­ள் குறிப்�டுைது அ~யோகும்.

 <ர் அ~யின 6²ப்புகள் ்ைோதுைோக ்மய்யÙகள், கைப்்ைÙகள், ;ருமோறிச் சோர்புகள், 
(அதோைது ைல³²ப்புக ்கோபைகள், முக்கோDவியல சோர்புகள் மற²ம் இைறறின கைப்ைோக) 

கäL�å கFோÔகÕகã

இப்ைோ்டப்ைகுதி �பைவு²ம்்ைோது மோDைர்கள் அறிÛதிருகக ்ைÙடியபைகNோக
ò கடினமோன கDககுகபN அ~முபையில எ�பமயோகக கோDல
ò அ~க�ன ைல்ை² ைபககபN அறிதல மற²ம் அ~க�ன இயறக~தத்பத பு�Ûது 

்கோள்Nல
ò அ~க்கோபைக�ன வி�வுைடுத்தபை ்F�ப்டயோகவும், ைல்ை² ைÙபுகபNப் 

ையனைடுத்தி°ம் கோDல
ò அ~கள் மற²ம் அ~க்கோபைக�ன கருத்தோககத்பதப் ையனைடுத்தி முக்கோDத்தின 

ைரப்பைக கோDல மற²ம் மூன² புள்�க�ன ;ரு ்கோ்டபமத் தனபமபய ஆரோயதல
ஆகியபை எதிர்ைோர்ககப்ைடுகினைன.
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்3

ைைமோறிச் சோர்புகள் 6²ப்ைோக இருககைோம். அ~கபN  A, B , C , ...  எனை எµத்துககNோல 
குறிப்�டுைது ைOககம். இப்ைோ்டப்ைகுதியில ்மய்யÙகள் அலைது ்மய மதிப்புப்டயச் சோர்புகபN 
மடடு்ம அ~யின 6²ப்புகNோக எடுத்துக ்கோள்்ைோம்.
அணியின வ்ா� ை_ைம் ( G eneral  f or m  of  a m at ri x)
 m  �பரகள் (r ow s) மற²ம் n �ரலகள் (colum ns) ்கோÙ்ட <ர் அ~ Ą-யிபன �னைருமோ² 
எµதைோம்.

 A a i m j nij m n= ≤ ≤ ≤ ≤×[ ] , , .1 1  அதோைது,

Column 1 Column 2          Column j       Column 
                               

                            n columns

[ ]ij m n

n

A a ×= =

 Row 1
 Row 2

 rows 

 Row 

 Row 

m

i

m

←
←

←

←

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

j n

j n

i i ij in

m m mj mn

a a a a
a a a a

a a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 
 
 
  

� �
� �

� � � � � �
� �

� � � � � �
� �

 இஙகு Ī, ī எனைன �பக முµ எÙகNோகும்.

  

A B x x

x

=
−

−

















=

−

−











2 0 1
1 4 5
9 8 6

7 9 1 2 0

4
2 4

2
1 3 6

2,

.

sin

cos












=

−

−























, C
e

a

1 5 7

3 4 1
2

2

3 4

5 2

2

.

ஆகியபை அ~களுககோன சிை 6தோரDஙகள் ஆகும்.

 <ர் அ~யில, 6²ப்புக�ன கிப்டமட்ட ை�பசகள் �பரகள் எனவும், ்சஙகுத்து ை�பசகள் 
�ரலகள் எனவும் அபOககப்ைடுகினைன. என்ை, அ~  A ஆனது  3 �பரகள் மற²ம் 3 �ரலகபN°ம், 
B  எனைது 3 �பரகள் மற²ம் 4 �ரலகபN°ம், C  எனைது 4 �பரகள் மற²ம் 3 �ரலகபN°ம் 
்கோÙடுள்Nன.

ைவ�யவை 7.1
 <ர் அ~ A ஆனது m �பரகள் மற²ம் n �ரலகபNப் ்ைறறிருÛதோல m×n (m by n 
எனப்ைடிககவும்)  எனைது அÛத அ~யின ை�பச அலைது ை�மோDம் எனப்ைடும்.

 a a amn11 12, , ...,  எனைன  A = ×[ ]aij m n  எனை அ~யின 6²ப்புகள் அலைது மூைகஙகள் 

எனப்ைடும்.  i - ஆைது �பர மற²ம் j -  ஆைது �ர�ல 6ள்N ்ைோது 6²ப்பு aij   ஆகும். இáவு²ப்பு 

அ~ A-ன  (i, j )-  ஆைது 6²ப்பு எனப்ைடும். அ~ A-ன i  - ஆைது �பர மற²ம் j  - ஆைது �ரல ஆகியபை 

முபை்ய  1×n   மற²ம் m×1ை�பச 6ப்டய [ ]a a ai i in1 2 "  மற²ம் 

a
a

a

j

j

mj

1

2

#





















 எனை அ~கNோகும்.
  

7 Matrices and Determinants.indd   3 03-09-2018   15:32:15

www.tntextbooks.in



4X I  -  க~்த�Jà

 Fப்டமுபை ைோâகபகக கDககுகபN அ~ அபமப்�ல எµதி அைறறின �ர்வுகபN எáைோ² 
கோÙைது எனக கோÙ்ைோம்.
l!கக எடுத்�ககாடடு 7.1
 எடுத்துககோட்டோக ைல்ை² ்தர்வுக�ல ைல்ை² ைோ்டப்��வுக�ல ;ரு மோDைர் ்ைறை 
மதிப்்ைÙகபNப் �னைருமோ² அட்டைபDப்ைடுத்து்ைோம்.

்த�ழ 3ÕxMம் க~்தம் அறி�Jà @Âக 
அறி�Jà

்தர்வு 1 48 71 80 62 55

்தர்வு 2 70 68 91 73 60

்தர்வு 3 77 84 95 82 62

 இÛத அட்டைபDயில 6ள்N விைரஙகபN  அ~ ைடிைத்திறகு மோறைைோம். அட்டைபDயில 
6ள்N மதிப்்ைÙகபN 3 q 5 ை�பச ்கோÙ்ட அ~ அபமப்�ல �னைருமோ² எµதைோம். இதில 
மூனைோைது �பர மற²ம் இரÙ்டோைது �ர�ல 6ள்N 6²ப்பு எதபனக குறிககினைது"

A =
















48 71 80 62 55
70 68 91 73 60
77 95 6284 82

 ்மறகÙ்ட அ~யில மூனைோைது �பர மற²ம் இரÙ்டோைது �ர�ல அபமÛதுள்N 84 எனை 
6²ப்பு, ஆஙகிைப் ைோ்டப்��வில ்தர்வு 3-ல அம்மோDைர் ்ைறை மதிப்்ைÙபDக குறிப்�டுகிைது.

எடுத்�ககாடடு 7.1
 <ர் அ~யில �� 6²ப்புகள் 6ள்Nது. அáை~யின ைோயப்புள்N ை�பசகபNக கோÙக. 
்ம³ம், அÛத அ~யில � 6²ப்புகள் இருÛதோல ை�பசகள் எனனைோகும்"
தீர்வு
 <ர் அ~யின �பரக�ன எÙ~கபக மற²ம் �ரலக�ன எÙ~கபக ஆகியைறபைப் 
்ைருககினோல அáை~யில 6ள்N 6²ப்புக�ன எÙ~கபக கிப்டககும். என்ை, இரு 
இயல எÙக�ன ்ைருககற ைைன 12 தரககூடிய எலைோ ை�பச ்AோடிகபN°ம் கோDைோம். 
ஆக்ை, ்ைருககறைைன 12 தரககூடிய 12-ன இரÙடு ைகு எÙகபNக ்கோÙடு ்ைைககூடிய 
்ைருககலகNோன 1 12 12 1 2 6 6 2 3 4× × × × ×, , , ,  மற²ம் 4 3× ஆகியபை ை�பசகNோக 
அபமயைோம்.

 ்ம³ம் <ர் அ~யில 7 6²ப்புகள் இருÛதோல, 7 எனைது ைகோ எÙ எனைதோல 1 × 7 மற²ம் 
7 × 1 எனைபை மடடு்ம அ~யின ை�பசகNோக அபம°ம்.

எடுத்�ககாடடு 7.2

 a i j i jij = − ≤ ≤ ≤ ≤
3

2
2 3 1 2 1 3| |, ( , ) என இருககுமோ² (i , j )-ஆைது 6²ப்புகபNக ் கோÙ்ட  

2 × 3 அ~பய எµதுக.   
தீர்வு

 2 q 3 அ~யின ்ைோது ைடிைம் A
a a a
a a a

=










11 12 13

21 22 23

  aij  -ன ைபரயபையினைடி, a11
3

2
2 3 3

2
= − =| |   இ்த ்ைோன² A எனை அ~யின மறை

  6²ப்புகபN°ம் கோDைோம். என்ை ்தபையோன அ~ A =



















3
2

2 3 7 3
2

3
2

3 5 3
2

 .
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்5

7.2.1 அணிகjன ைவககள் ( T yp es of  m at ri c es)

      நிவ�Ű நி�லŰ £³]ய அணிகள் ( R ow , C ol u m n, Z ero m at ri c es)

ைவ�யவை 7.2
 ;்ர ;ரு �பரபய மடடு்ம 6ப்டய அ~ நி[K அ~ எனப்ைடும்.

 எடுத்துககோட்டோக, 

 A A= = −×[ ] [ . ]1 4 1 0 1 1 2  எனைது 1×n ை�பச 6ப்டய �பர அ~யோகும்.

 A a aij n j n= =× ×[ ] [ ]1 1 1  எனைது 1×n ை�பச 6ப்டய �பர அ~யின ்ைோது அபமப்ைோகும்.

ைவ�யவை 7.3
 ;்ர ;ரு �ரபை மடடு்ம 6ப்டய அ~ நிKà அ~ எனப்ைடும்.

 எடுத்துககோட்டோக, [ ]A

x
x
x4 1

2

1

3
4

× =

+

















 எனைது m×1 ை�பச 6ப்டய �ரல அ~யோகும். இதன 

6²ப்புகள் ்மய்யÙ சோர்புகள் ஆகும்.  A a aij m i m= =× ×[ ] [ ]1 1 1  எனைது m×1 ை�பச 6ப்டய �ரல 

அ~யின ்ைோது ைடிைமோகும்.

ைவ�யவை 7.4
 <ர் அ~ A aij m n= ×[ ] -இல அபனத்து 1b bi m  மற²ம் 1b bj n  மதிப்புகளுககும் aij = 0  

எனில, இáை~ Áé{J அ~ எனப்ைடும். இது O  எனககுறிககப்ைடும்.

 எடுத்துககோட்டோக, [ ],0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

















மற²ம் 
0 0 0 0
0 0 0 0








 எனைன முபை்ய  1 1 3 3× ×, , மற²ம் 

2 4×  ை�பச 6ப்டய பூஜ்ஜிய அ~கNோகும்.

 <ர் அ~ A-ல குபைÛதைடசம் <ர் 6²ப்பு பூஜ்ஜியமறைது எனில, அáை~ Áé{JIäL அ~ 
எனப்ைடும்.
���Ű ¤வலைlட்டŰ அலை� மறறும் முக்கா� ை_ை அணிகள்

( S q u ar e, D i agon al , U ni t , T ri an gu l ar  m at ri c es)

ைவ�யவை 7.5
 <ர் அ~யின �பர மற²ம் �ரலக�ன எÙ~கபக சமம் எனில, அáை~ @«K அ~ 
எனப்ைடும். அதோைது, n × n ை�பச 6ப்டய ;ரு சதுர அ~ n ை�பச 6ப்டய சதுர அ~ எனப்ைடும்.

 எடுத்துககோட்டோக, A
a b c
d c f
g h l

=
















 எனைது 3 ை�பச°ப்டய ;ரு சதுர அ~யோகும். 

ைவ�யவை 7.6
 n ை�பச 6ப்டய ;ரு சதுர அ~ A aij n n= ×[ ] -ன 6²ப்புகள் a a a ann11 22 33, , ,...,  எனைன 

முதனபம மூபைவிட்ட அலைது �ரதோன மூபைவிட்ட 6²ப்புகள் எனப்ைடும்.
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6X I  -  க~்த�Jà

ைவ�யவை 7.7
 A aij n n= ×[ ] எனை சதுர அ~யில அபனத்து a i jij = ≠0, எனில, அáை~ ;ரு Â[M�டC 

அ~ எனப்ைடும்.

 என்ை, ;ரு மூபைவிட்ட அ~யில �ரதோன மூபைவிட்ட 6²ப்புகபNத் தவிர மறை அபனத்து 
6²ப்புகளும் பூஜ்ஜியமோகும்.  எடுத்துககோட்டோக,

 A B
r

s
C D

a

=

















=








 = =

2 5 0 0

0 3 0
0 0 1 2

0
0

6

1

.

/
, , [ ]  kw;Wk;  

11

22

33

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0

�
�
�

� � � � �
� � �

a
a

ann























 

 எனைன முபை்ய 3, 2, 1 மற²ம் n ை�பச 6ப்டய மூபைவிட்ட அ~கNோகும். 
 ;ரு பூஜ்ஜிய சதுர அ~ ;ரு மூபைவிட்ட அ~யோகுமோ"

ைவ�யவை 7.8
 ;ரு மூபைவிட்ட அ~யில முதனபம மூபைவிட்ட 6²ப்புகள் அபனத்தும் சமம் எனில, 
அáை~ ;ரு �[@�� அ~ எனப்ைடும்.

 A aij n n= ×[ ]  எனை சதுர அ~யில a
c i j

i jij =
=
≠





;
;0

எனில, 

 A எனை அ~ திபசயி� அ~யோகும். இஙகு  c  எனைது ;ரு �பை எÙDோகும். 
எடுத்துககோட்டோக, 

 A B C D=



















=
−

−








 = 


 =

2 0 0

0 2 0

0 0 2

5 0
0 5

3, ,   kw;Wk;  

cc
c

c

R
R

Rn

0 0
0 0

0 0

1

2

�
�

� � � �
�



















 

 எனைன முபை்ய ை�பச 3, 2, 1 மற²ம் n 6ப்டய திபசயி� அ~கNோகும்.

 ்ம³ம், ;ரு பூஜ்ஜிய சதுர அ~, திபசயி� 0 6ப்டய திபசயி� அ~யோகும் எனைபத 
கைனத்தில ்கோள்க.

ைவ�யவை 7.9
 ;ரு சதுர அ~யில முதனபம மூபைவிட்ட 6²ப்புகள் அபனத்தும் 1 ஆகவும் மறை 
6²ப்புகள் அபனத்தும் பூஜ்ஜியமோகவும் இருÛதோல, அáை~ அM¤ அ~ அàM« @I� அ~ 
எனப்ைடும். என்ை,

 A aij n n= ×[ ]  எனை சதுர அ~யில a
i j
i jij =
=
≠





1
0
 ; 
 ;  

 எனில, A எனைது <ர் அைகு அ~யோகும். 

 ்ம³ம், n ை�பச 6ப்டய அைகு அ~பய In  எனக குறிககி்ைோம்.

 I I I In1 2 3
1

1 0

0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

[ ], ,  kw;Wk; 
00 1 0

0 0 1

 

 எனைன முபை்ய ை�பச 1, 2, 3 மற²ம் n 6ப்டய அைகு அ~களுககோன எடுத்துககோடடுகNோகும்.
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்7

குறிப்பு 7 .1
 அைகு அ~யோனது ;ரு திபசயி� அ~ககு எடுத்துககோட்டோகும்.

 முக்கோD ைடிை அ~க�ல, ்மல முக்கோD ைடிை அ~ மற²ம் �â முக்கோD ைடிை 
அ~ என இரÙடு ைபககள் 6ள்Nன.

ைவ�யவை 7.10
 ;ரு சதுர அ~யில முதனபம மூபைவிட்டத்திறகுக �â 6ள்N அபனத்து 6²ப்புகளும் 
பூஜ்ஜியம் எனில அáை~ கIà முÔககோD P}P அ~ எனப்ைடும்.

 என்ை A aij n n= ×[ ]  எனை சதுர அ~யில  a i jij = >0,   எனில, அáை~ ்மல முக்கோD 

ைடிை அ~யோகும்.

  
4 3 0
0 7 8
0 0 2

5 2
0 1

0
11 12 13 1

22 23
















−







, kw;Wk; 

a a a a
a a

n�
��

� � � � �
�

a

a

n

nn

2

0 0 0



















எனைன ்மல முக்கோD ைடிை 

அ~களுககோன எடுத்துககோடடுகNோகும்.

ைவ�யவை 7.1 1
 ;ரு சதுர அ~யில முதனபம மூபைவிட்டத்திறகு ்மல 6ள்N அபனத்து 6²ப்புகளும் 
பூஜ்ஜியம் எனில, அáை~ �ழ முÔககோD P}P அ~ எனப்ைடும்.

 என்ை, A aij n n= ×[ ]  எனை சதுர அ~யில a i jij = <0, எனில, அáை~ �â முக்கோD ைடிை 

அ~யோகும்.

 

2 0 0
4 1 0
0 0 0

2 0 0
4 1 0
8 5 7

2 0
9 3















 −

















−
−









, ,  kw;WWk; 

a
a a

a a an n nn

11

21 22

1 2

0 0
0 0
�

� � � �
�



















 எனைன 

�â முக்கோD ைடிை அ~களுககு எடுத்துககோடடுகNோகும்.

ைவ�யவை 7.12
 ்மல முக்கோD ைடிவில அலைது �â முக்கோD ைடிவில 6ள்N ;ரு சதுர அ~பய 
முÔககோD P}P அ~ எனகி்ைோம்.

 ்ம³ம், ;்ர ்Fரத்தில ்மல மற²ம் �â முக்கோD ைடிவில 6ள்N ;ரு சதுர அ~யோனது 
;ரு மூபைவிட்ட அ~யோக அபமைபதக கோDைோம்.

7Ų2Ų2 அணிகjன �மத்தனவம ( E q u al i t y of  M at ri c es)

ைவ�யவை 7.13

  A a B bij ij= =[ ] [ ] kw;Wk; எனை இரு அ~கள் @I அ~கã (A =  B  எனக குறிப்�டு்ைோம்) 
எனில

 (i) A, B  எனை அ~கள் ;்ர ை�பச அலைது ை�மோDம் 6ப்டயபையோகும்.

 (ii) A, B  ஆகிய அ~க�ன ;த்த 6²ப்புகள் சமமோக இருககும். அதோைது, அபனத்து  
i , j -ககு  a bij ij= ஆக இருககும். இதன ம²தபை°ம் 6Ùபமயோகும்.
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8X I  -  க~்த�Jà

 எடுத்துககோட்டோக,

 
x y
u v








 =

−















2 5 1
1
2

3
5

.
 எனில,  x y u v= = − = =2 5 1 1

2
3
5

. , ,  kw;Wk; எனப்்ை²கி்ைோம்.

ைவ�யவை 7.14
 A, B  எனை இரு அ~களுககு ைபரயபை 7.13-ல 6ள்N �ைÛதபனகள்  (i) அலைது (ii) 
இைறறில 9்த­ம் ;ன² பூர்த்தி ் சயயப்ை்டவிலபை எனைோல, அáவிரு அ~களும் @IIäL[P 
எனப்ைடும்.

 எடுத்துககோட்டோக, 
4 3
0 8

8 5
0 4

−







 ≠

−







  . 9்னனில இáை~க�ன ;த்த 6²ப்புகள் 

சமமறைபை.

 ்ம³ம் 
4 3
0 8

5 8
3 4
6 7

−







 ≠

−















  .  9்னனில இáை~க�ன ை�பசகள் சமமலை.

எடுத்�ககாடடு 7.3
 

  
3 4 6 2

2 3
2 6 4
5 5 3

x y x y
a b a b
+ −
+ − −









 = − −









  எனில,  x, y , a, b இைறறின மதிப்புகபNக 

கோÙக.
தீர்வு
 இரÙடு அ~களும் சம அ~கள் எனைதோல, அைறறின  ;த்த 6²ப்புகளும் சமம்.

 என்ை,   3 4 2 2 4 5 2 5x y x y a b a b+ = − = + = − = −, , ,
 இச்சமனைோடுக�ன �ர்வு கோD,  x y a b= = − = =2 1 0 5, , , எனக கிப்டககும்.

7.2.3 அணிகjன {தா� இயறகணிதச் வ�யலமுவைகள்  
       ( Al ge b rai c  O p erat i on s on  M at ri c es)

 இப்ைகுதியில அ~க�ன அடிப்ைப்டச் ்சயலகNோன

	 (1) <ர் அ~பய திபசயி�யோல ்ைருககுதல

 (2) அ~க�ன கூட்டல மற²ம் க�த்தல

 (3) அ~க�ன ்ைருககல

ஆகியைறபைப் ைோர்ப்்ைோம்.

 <ர் அ~பய மற்ைோர் அ~யோல ைகுத்தல ைறறிய கருத்தோககம் ைபரய²ககப்ை்டவிலபை. 

என்ை, A, B   எனை 9்த­ம் இரÙடு அ~களுககு A
B

எனை ்சயலைோடு ைபரய²ககப்ை்டவிலபை.

( 1)  ஓர் அணிவயத் திவ�யிiயால வ்�க�தல

 <ர் அ~ A aij m n= ×[ ]  மற²ம் k எனைது ்மய திபசயி� எனக. இப்்ைோது, kA bij m n= ×[ ]  எனை 

புதிய அ~பய ைபரய²ப்்ைோம். இஙகு, அபனத்து i , j - ககு b kaij ij= ஆகும்.
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்9

 எடுத்துககோட்டோக, A
a b c
d e f

kA
ka kb kc
kd ke kf

=








 =









,     ஆகும்.

 குறிப்ைோக, k = −1  எனில, − = − ×A aij m n[ ] எனப்்ை²கி்ைோம். இÛத − A எனைது A எனை அ~யின 

எதிர்மபை அ~ எனப்ைடும்.

( 2)  இ�ணடு அணிகjன �ட்டல மறறும் கkத்தல

 A, B  எனைபை ;்ர ை�பச°ப்டய இரு அ~கள் எனில இைறறின கூடுதல அ்த ை�பச°ள்N 
அ~யோகும். இáை~ A + B  எனக குறிககப்ைடடு A, B -ன ;த்த 6²ப்புகபNக கூடடுைதன மூைம் 
்ைைப்ைடுகிைது.

  A a B bij m n ij m n= =× ×[ ] [ ],  எனை இரு அ~க�ன கூடுதல A B cij m n+ = ×[ ]  எனை அ~யோகும். 
இஙகு அபனத்து i , j - ககு c a bij ij ij= + ஆகும்.

 இ்த்ைோல, க�த்தல A − B  ஆனது A B A B− = + −( )1 என ைபரய²ககப்ைடுகிைது

 அதோைது, A B dij m n− = ×[ ] ,  இஙகு d a bij ij ij= − , �  i  மற²ம் j .

 (�  எனை குறி�டு ;á்ைோரு அலைது அபனத்து எனப் ்ைோருள்ைடும்).
குறிப்பு 7 .2
 A, B  எனை அ~க�ன ை�பசகள் சமமறைபை எனில, A + B  மற²ம் A - B  எனைைறபை 
ைபரய²கக இயைோது.
 அ~க�ன கூட்டல மற²ம் க�த்தல ்சயலகபN எÛத ;ரு முடிவு² எÙ~பக°ள்N 
அ~களுககும் வி�வுைடுத்தைோம்.

எடுத்�ககாடடு 7.4

 A B=
−









 =

















4 5 7
1 0 0 5

3 5 7 3

1 1
3

1
4

.

.
 kw;Wk; எனில, A + B  மற²ம் A − B  

ஆகியைறபைக கோÙக.

தீர்வு

 அ~க�ன கூட்டல மற²ம் க�த்தல ைபரயபைக�னைடி,

 A B A B+ =
+















− =
− −

− −





4 3 2 5 14 3

0 1
3

3
4

4 3 0 0 3

2 1
3

1
4

. .
  kw;Wk; 













.

எடுத்�ககாடடு 7.5

 A B C=








 =

−









 =

sin
cot

,
cos2

2

2

2

1
0

0
1

0θ
θ

θ
θ

   kw;Wk;  
cosec

−−
−










1
1 0

எனில, 

 A + B  + C  -:க கோÙக.

தீர்வு

 ைபரயபைப்ைடி, மூன² அ~க�ன கூடுதல

  A B C+ + =
+ + + −
− − + +









 = −





sin cos
cot

2 2

2 2

0 1 0 1
1 0 1 0

1 0
2 1

θ θ
θ θcosec 




  .
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10X I  -  க~்த�Jà

எடுத்�ககாடடு 7.6

 B C D=
−









 =

− −
−








 =

−
−











2 3 0
1 1 5

1 2 3
1 0 2

0 4 1
5 6 5

, ,    எனில, 3B  + 4C  − D -:க கோÙக.

தீர்வு

   3 4B C D+ −  =  
6 9 0
3 3 15

4 8 12
4 0 8

0 4 1
5 6 5

2 3 13
6 9 2−









 +

− −
−








 +

−
− −








 =

−
− − 88










எடுத்�ககாடடு 7.7

 ¦ருககுக �  sec
sec tan
tan sec

tan
tan sec
sec tan

θ
θ θ
θ θ

θ
θ θ
θ θ









 −









  

தீர்வு

 ்கோடுககப்ைட்ட ்கோபையிபன A எனக்கோள்க.

 அ~க�ன திபசயி�ப் ்ைருகக³ககோன ைபரபயபைபயப் ையனைடுத்த,

   A =  
sec sec tan

sec tan sec
tan tan sec

sec tan tan

2

2

2

2

θ θ θ
θ θ θ

θ θ θ
θ θ









 − θθ









  =  

1 0
0 1








  

( 3)  அணிகjன வ்�ககல

ைவ�யவை 7.15
 A எனை அ~யின �ரலக�ன எÙ~கபக°ம்  B  எனை அ~யின �ரலக�ன 
எÙ~கபக°ம் சமமோக இருப்�ன A எனை அ~ B  எனை அ~°்டன ்ைருகக³ககு 6கÛதது 
எனப்ைடும்.

 அதோைது, A a B bij m n ij n p= =× ×[ ] [ ] kw;Wk; எனைன இரு அ~கள் எனில, இáை~க�ன 
்ைருககல AB  எனககுறிப்�்டப்ைடும். ்ம³ம் இதன ை�பச m × p  ஆகும்.

 AB -ன ை�பச  
y; css;  epiufspd; y ; cs;s epuy;fspd;;

 vzz; pf;if  vzz; pf;if

A B
m p    

× = ×   
   

A B
m n× n p×

m p×

rkkhf ,Uf;f ntz;Lk;

bgUf;fypd; tupir

    A a a a B

b
b

b

n n

n n

= =



















×

×

[ ... ] ,1 2 1

1

2

1

 kw;Wk; 
#

 எ­ம்்ைோது  AB -யின ை�பச  1q1 ஆகவும், ;்ர ;ரு 

6²ப்பு 6ப்டயதோகவும் இருககும்.  AB a a a

b
b

b

a b a b a b a bn

n

n n k=



















= + + + =[ ... ] [ ... ]1 2

1

2
1 1 2 2

#

kk
k

n

=
∑




1
.  
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்1 1

 எடுத்துககோட்டோக,

  [ ] [ ( ) ( ) ( )] [ ] [ ].1 2 3
2

3
5

1 2 2 3 3 5 2 6 15 19
−














= − + + = − + + =  

்ைோதுைோக,

 A a

a a a
a a a

a a a

ij m n

n

n

m m mn

= =



















×[ ]

11 12 1

21 22 2

1 2

�
�

� � � �
�

 kkw;Wk; B b

b b b
b b b

b b b

ij n p

p

p

n n np

= =







×[ ]

11 12 1

21 22 2

1 2

�
�

� � � �
�













 எனில,

          

AB =

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

�
�

� � � �
�

11 12 1

21 22 2

1 2

p

p

n n np

b b b
b b b

b b b

 
 
 
 
 
  

�
�

� � � �
�

 ்ம³ம் ்ைருககல 

11 12 1

21 22 2

1 2

[ ]  

p

p
ij m p

m m mp

c c c
c c a

AB c

c c c

×

 
 
 = =
 
 
  

�
�

� � � �
�

 இஙகு cij எனை 6²ப்�பன cij  =  [ ... ]a a a

b
b

b

a bi i in

j

j

nj

ik kj
k

n

1 2

1

2

1#





















=
=
∑  என எµதைோம்.

எடுத்�ககாடடு 7.8

 A
c b

c a
b a

=
















0
0

0
 எனில, A2 -:க கோÙக.

தீர்வு

    A2 =  AA =  

0
0

0

0

0

11 12 13

21 22 23

c b
c a
b a

c b
c o a
b a

c c c
c c c
c
































=

331 32 33c c

















இஙகு, c 11  =  [ ]0
0

0 0 2 2c b c
b

c c b b c b















= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + . இ்த்ைோல மறை 6²ப்புக�ன 

cij -கபகபN கDககி்டைோம். 
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12X I  -  க~்த�Jà

   A2 =  

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

2 2

2 2

2 2

+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +

 c b ab ac
ab c a bc

ac bc b a













 =  

b c ab ac
ab c a bc
ac bc a b

2 2

2 2

2 2

+
+

+

















 

எடுத்�ககாடடு 7.9

 [ x    2   -1]  

2

1 4 1

1 1 2

2

1

x

=  O  எனில, x-: கோÙக.

தீர்வு

   [ x    2   -1]  

2

1 4 1

1 1 2

2

1

x
 =  O

  º [ ]x x x
x

− + − + + +
















2 1 8 1 2 2 2 2
1

 =  O

  º [ ]x x x
x

− − +
















1 7 2 4 2
1

 =  O

  º x x x x( ) ( ) ( )− + − + +1 2 7 1 2 4   =  0

  º x x2 3 10+ −   =  0   º  x =  −5, 2.

குறிப்பு 7 .3
 (1) A =   [ ] , [ ] , ,a B b m pij m n ij n p× ×= ≠  kw;Wk; எனில, AB  எனை ்ைருககல அ~பய 

ைபரய²கக முடி°ம். ஆனோல B A-: கோD முடியோது.
 (2) ்மய்யÙக�ன �னைரும் அடிப்ைப்டப் ைÙபுகள் அ~க�³ம் விைோதிககப்ைடுகிைது.
  அதோைது,
  ab ba a b= ∀ ∈, 

  ab ac b c a b c a= ⇒ = ∀ ∈ ≠, , , 0  
  ab a b a b= ⇒ = = ∀ ∈0 0 0my;yJ , 

  இ்தப்்ைோன² அ~க�³ம் விைோதிககைோம். அதோைது,
   (i) AB  மற²ம் B A எனைபை ைபரய²ககப்ைடடிருÛதோ³ம், AB  =  B A ஆக 

இருகக்ைÙடிய அைசிய�லபை.

  எடுத்துககோட்டோக,

   A =  
1 1
2 0








 மற²ம் B =

−









2 1
3 1

எனக.

   AB  =  
5 0
4 2−








 மற²ம் BA = 









0 2
5 3

 எனைதோல

  AB  v B A,  எனக கோÙகி்ைோம்.
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்13

 இÛ�பையில, A, B  எனை அ~கள் ்ைருககபைப் ்ைோ²த்து ை�மோற²ப் ைÙபை ்ைைவிலபை 
எனகி்ைோம்.
 ்ம³ம் AB  =  B A எனைதும் சிை ்Fரஙக�ல 6Ùபமயோகும். எடுத்துககோட்டோக,

  A =  
2 2
2 1

1 2
2 2

2 0−
−








 =









 = =

−
  kw;Wk;   vd;w mzpfSf;F B AB BA

00 2








எனக 

கோÙகி்ைோம்.
 (ii) அ~ப்்ைருகக�ல நீககல ைÙபு 6Ùபமயோகோது. அதோைது, n n n× >,  1  எனை ை�பச 

6ப்டய Av 0,  B , C   எனை மூன² சதுர அ~களுககு, AB  =  AC  எனில, B  =  C ,  மற²ம்  
B A =  C A  எனில, B  =  C  எனைபை 6Ùபமயோக இருகக்ைÙடிய அைசிய�லபை.

  இáவுÙபமகபN, �னைரும் எ�ய எடுத்துககோடடின மூைம் கோDைோம்.

    
1 0
1 0

0 0
1 1


















  =  

1 0
1 0

0 0
2 3

0 0
0 0


















 =









  

  ஆனோல 
0 0
1 1








  v 

0 0
2 3








  

 (iii) A v O  மற²ம் B  v O  ஆக இருÛது AB  =  O  ஆக ைோயப்புள்Nது. அதோைது, AB  =  O  எனில, 
A =  O  அலைது  B  =  O  ஆக இருகக ்ைÙடிய அைசிய�லபை. எடுத்துககோட்டோக,

    
1 0
1 0

0 0
1 1


















  =  

0 0
0 0








   

(3) �்O ்கோடுககப்ைடடுள்N அ~க�ன கூட்டல மற²ம் ்ைருககல ்சயலகளுககு 6கÛத 
9்த­ம் இரு அ~கள் A மற²ம் B -ககுப் ்ைோதுைோக

 • ±( )A B 2 எனைது A AB B2 22± + -ககு சமமோக இருகக ்ைÙடிய அைசிய�லபை

 • −A B2 2 எனைது ( ) ( )A B A B+ − -ககு சமமோக இருகக ்ைÙடிய அைசிய�லபை

எடுத்�ககாடடு 7.10

 A B=
−

−
−

















=
−

−
















1 1 2
2 1 3

0 3 4

1 3
1 1

1 2
kw;Wk; எனில AB  மற²ம் B A ஆகியைறபை இய³்மனில 

கோÙக.
தீர்வு

 A-ன ை�பச  3q3 மற²ம் B -இன ை�பச 3q2. என்ை AB -இன ை�பச  3q2 ஆகும். 
 A, B  எனை அ~கள் ்ைருககல AB  கோD C  =  AB  எனக.

 c11   (A-இன முதல �பர)  (B -ன முதல �ரல)

 �  c 11 1 1 2= −[ ]
1
1
1

1 1 2 4−















= + + =     ( c 11 <ர் 6²ப்பு எனைதோகும்)

 இ்த்ைோல,  c c c c c12 21 22 31 320 0 13 7 5= = = = =, , , , .

  என்ை, AB cij= [ ]  =  

4 0
0 13
7 5
















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14X I  -  க~்த�Jà

 B  எனை அ~யில 6ள்N �ரலக�ன எÙ~கபக, A அ~யின �பரக�ன 
எÙ~கபகககுச் சமமலை எனைதோல B A-:க கோD முடியோது. 

எடுத்�ககாடடு 7.1 1

 ;ரு ைOவியோைோ� 3 ்ைá்ை² ைபகயோன ை�¦த் ்தோகுப்புகபNத் தயோர் ்சயகிைோர். 
்தோகுப்பு I-ல,  6 ஆப்�ள், 3 ஆர×¦ மற²ம் 3 மோதுபN 6ள்Nன. ்தோகுப்பு II-ல,  5 ஆப்�ள், 4 
ஆர×¦ மற²ம் 4 மோதுபN 6ள்Nன. ்தோகுப்பு III-ல  6 ஆப்�ள், 6 ஆர×¦ மற²ம் 6 மோதுபN 
6ள்Nன. <ர் ஆப்�ள், <ர் ஆர×¦ மற²ம் ;ரு மோதுபN ஆகியைறறின விபை முபை்ய ` 30,  
` 15 மற²ம்  ` 45 எனில, ;á்ைோரு ைOத் ்தோகுப்பை°ம் தயோர் ்சயய ஆகும் ்சைவு எáைNவு"

தீர்வு

  விபை அ~    A  =  [ 30  15  45] ,        

          ைO அ~ 

   

Mg;gps;

Mu";R

khJis

P - I P - II P - III

B =
















6 5 6
3 4 6
3 4 6

 AB  எனை அ~பய கோÙைதன மூைம் ைOத் ்தோகுப்புக�ன விபைகபNக கோDைோம்.
 அதோைது, Ą-இல 6ள்N ;á்ைோரு 6ருப்ைடியின விபை°்டன (விபை அ~ A) B -இல 
6ள்N 6ருப்ைடிக�ன எÙ~கபகபயப் (ைO அ~ B ) ்ைருககுைதோல ைOத்்தோகுப்புக�ன 
விபைகபNப் ்ைைைோம்.

   AB  =  [ ]30 15 45
6 5 6
3 4 6
3 4 6

360
390
540
















=
















 

   என்ை ்தோகுப்பு I-ன விபை  ` 360, ்தோகுப்பு II-ன விபை  ` 390,  ்தோகுப்பு III-ன விபை ` 540.

7.2.4.  அணிக�ட்டலŰ அணிவய திவ�யிiயால வ்�க�தல மறறும் 
அணிºவ்�ககல �Zயைறறின ்ண�கள்
( P rop ert i es of  m at ri x ad d i t i on , s c al ar  m u l t i p l i c at i on  an d  P rod u c t  of  M at ri c es)  
 A, B , C  எனைன சமை�பச°ப்டய  கூட்ட³ககு 6கÛத மூன² அ~கள் மற²ம் a, b  எனைன 
திபசயி�கள் எனக. இப்்ைோது, 

 (1) Ą � ą  எனைது அ்த ை�பச°ப்டய அ~பயக ்கோடுககும்.

 (2) A + B  =  B  + A �அ~ககூட்டல ை�மோற²ப் ைÙபுப்டயது)

 (3) (Ą � ą) � Ć   Ą � (ą � Ć) (அ~ககூட்டல ்சர்ப்புத் தனபம°ப்டயது)

 (4) A + O  =  O  + A =  A  (O  எனைது கூட்டல சமனி) 

 (5) A + (− A)= O  =  (− A) + A  (− A எனைது கூட்டபைப் ்ைோ²த்து A-ன எதிர்மபை 
அ~யோகும்).

 (6) (a + b)A =  aA + bA மற²ம் a(A + B ) =  aA + aB

 (7) a(bA) = (ab)A,   1A =  A மற²ம் 0A =  O .
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்15

அணிகjன வ்�ககல ்ண�கள் ( P rop ert i es of  m at ri x m u l t i p l i c at i on )
 அ~க�ன இயறக~தப் ைÙபுக�ல இருÛது �னைருைனைறபைப் ்ைைைோம்.

 x A, B ,  C  எனைன முபை்ய m × n, n × p  மற²ம் p  × q   ை�பசகள் 6ப்டய மூன² அ~கள் 
எனில, A(B C ) மற²ம் (AB )C  எனைன m × q  எனை ;்ர ை�பச 6ப்டய அ~கNோகும். 
்ம³ம்

  A(B C ) =  (AB )C  (அ~க�ன ்ைருககல ்சர்ப்புத் தனபம°ப்டயது).

 x A, B , C  எனைன முபை்ய m × n, n × p  மற²ம் n × p  ை�பசகள் 6ப்டய மூன² அ~கள் 
எனில, A(B  + C ) மற²ம் AB  + AC  எனைன m × p  எனை ;்ர ை�பச 6ப்டய அ~கNோகும். 
்ம³ம்  A(B  + C ) =  AB  + AC . (அ~க�ன ் ைருககல கூட்டபைப் ் ைோ²த்து இ்டது ைங�டடுத் 
தனபம°ப்டயது)

 x A, B , C  எனைன முபை்ய m × n, m × n மற²ம் n × p  ை�பசகள் 6ப்டய மூன² அ~கள் 
எனில, (A + B )C  மற²ம் AC  + B C  எனைன m × p  எனை சமை�பச 6ப்டய அ~கNோகும். 
்ம³ம் (A + B )C  =  AC  + B C . (அ~க�ன ் ைருககல கூட்டபைப் ் ைோ²த்து ைைது ைங�டடுத் 
தனபம°ப்டயது).

 x A, B  எனைன முபை்ய  m × n ,  n × p   ை�பசகள் 6ப்டய இரÙடு அ~கள் மற²ம் B ;ரு 
திபசயி� எனில, α α α( ) ( ) ( )AB A B A B= =  எனைது m × p  ை�பச 6ப்டய <ர் அ~யோகும்.

 x I எனைது <ர் அைகு அ~ எனில, AI =  IA =  A (I எனைது ்ைருககல சமனி).

7.2.5 நிவ� நி�ல அணியின {தா� வ�யலமுவைகள் மறறும் அதன ்ண�கள்  
      ( O p erat i on  of  t ran sp os e of  a m at ri x an d  i t s p rop ert i es)

ைவ�யவை 7.16
 <ர் அ~ A-ன �பர மற²ம் �ரலகபN இ்டமோறைம் ்சயைதன மூைம் ்ைைப்ைடும் அ~  
A-ன �பர �ரல மோற² அ~ எனப்ைடும்.  இது  AT  எனக குறிககப்ைடும்.

 அதோைது, A aij m n= ×[ ]  எனில, A bT
ij n m= ×[ ] ,  இஙகு b aij ji=  ஆகும். ்ம³ம் AT -ன  

( , )i j -ஆைது 6²ப்பு a ji ஆகும்.

எடுத்துககோட்டோக,

 A =
−











1 2 4
8 0 0 2.

 எனில AT =

−















1 8

2 0
4 0 2.

 இப்்ைோµது Fோம், ் ை�ப்ைப்டயோன �ÄைDஙகபNக ் கோÙ்ட �பர �ரல மோற² அ~ககோன 
சிை அடிப்ைப்ட முடிவுகபNக கோÙ்ைோம்.
 A , B  எனைன 6கÛத  ை�பசகள் 6ப்டய இரு அ~கள் எனில, 

 (i) ( )A AT T =  
 (ii) ( )kA kAT T=  (இஙகு Ĩ ;ரு திபசயி�)
 (iii) ( )A B A BT T T+ = +  
 (iv) ( )AB B AT T T=  (�பர �ரல மோற² அ~யின �ன திருப்புபக விதி)

எடுத்�ககாடடு 7.12

 A B=
















=
−

−
−

















4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

 kw;Wk;  எனில,  �னைருைனைறபைச் ச�ைோர்கக.

7 Matrices and Determinants.indd   15 03-09-2018   15:33:14

www.tntextbooks.in



16X I  -  க~்த�Jà

  (i) ( )AB B AT T T=   (ii)  ( )A B A BT T T+ = +   (iii) ( )A B A BT T T− = −   (iv) ( )3 3A AT T=  

தீர்வு

 (i)  AB  =  

4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

16 2 22
2 9 9

7 1 14

















−
−

−
















= −
















 

   (AB ) T  =  

16 2 7
2 9 1

22 9 14

−















    ... (1)

   B T  =  

0 3 1
1 1 2
1 4 1

4 0 0
6 1 3
2 5 2

−
−

−

















=
















, AT  

   B AT T  =  

0 3 1
1 1 2
1 4 1

4 0 0
6 1 3
2 5 2

16 2 7
2 9 1

22 9 14

−
−

−
































=

−















   ... (2)

 (1) மற²ம் (2)-�ருÛது,  ( )AB B AT T T= .

 (ii)  A + B  =  

4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

4 7 1
3 0 9
1 5 3
















+

−
−

−
















=

−

















 

    (A + B )T  =  

4 3 1
7 0 5
1 9 3

−















    ...(3)

   A BT T+  =  

4 0 0
6 1 3
2 5 2

0 3 1
1 1 2
1 4 1

4 3 1
7 0 5
1 9 3
















+

−
−

−
















=

−















  ... (4)

(3) மற²ம் (4)-�ருÛது,  ( )A B A BT T T+ = + .

 (iii)  A −B  =  

4 6 2
0 1 5
0 3 2

0 1 1
3 1 4
1 2 1

4 5 3
3 2 1

1 1 1
















−

−
−

−
















= −
















 

   (A − B )T  =  

4 3 1
5 2 1
3 1 1

−















   ... (5)
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்17

   A BT T−   =  

4 0 0
6 1 3
2 5 2

0 3 1
1 1 2
1 4 1
















−

−
−

−

















 =  

4 3 1
5 2 1
3 1 1

−















    ... (6)

(5) மற²ம் (6)-�ருÛது,    ( )A B A BT T T− = −  

 (iv) 3
12 18 6
0 3 15
0 9 6

A =
















 

  ( ) ( )3
12 0 0
18 3 9
6 15 6

3
4 0 0
6 1 3
2 5 2

3A AT T=















=
















=  .

7.2.6 �மச்rர் மறறும் எதிர் �மச்rர் அணிகள் ( S ym m et ri c  an d  s k ew- sym m et ri c  m at ri c es)

ைவ�யவை 7.17
 A எனைது ;ரு சதுர அ~ எனக.   A AT = எனில, A எனைது @IÖ�ர் அ~யோகும்.

 அதோைது, A aij n n= ×[ ] எனைது ;ரு சமச்சீர் அ~ எனில, அபனத்து i , j - ககு  a aij ji=  ஆகும்.

 எடுத்துககோட்டோக, A =
−

−
















3 6 9
6 8 5

9 5 2
எனை அ~ககு AT  =  A எனைதோல, இáை~ ;ரு சமச்சீர் 

அ~யோகும்.

 AT  எனை அ~யின �பர �ரல மோற² அ~ A எனை அ~்யயோகும் எனைபத கைனிககவும். 

அதோைது  A AT T( ) = .

ைவ�யவை 7.18
 A எனை சதுர அ~ககு A AT = − எனில, அáை~ 8�ர் @IÖ�ர்அ~ எனப்ைடும்.

  A aij n n= ×[ ]  எனைது எதிர் சமச்சீர்அ~ எனில, அபனத்து i , j - ககு a aij ji= −  ஆகும்.

 i  =  j  எனப்�ரதியிட்டோல,   2 0aii = அலைது a iii = ∀0 .

 அதோைது, <ர் எதிர் சமச்சீர் அ~யில மூபைவிட்ட 6²ப்புகள் அபனத்தும் பூஜ்ஜியமோகும் 
எனை்த இதன ்ைோருNோகும்.

 எடுத்துககோட்டோக, A = −
− −

















0 2 3
2 0 4
3 4 0

  எனை அ~ககு A AT = −  எனைதோல, இáை~ <ர் எதிர் 

சமச்சீர் அ~யோகும்.
 ்ம³ம் எÛத்ைோரு சதுர அ~பய°ம் சமச்சீர் மற²ம் எதிர் சமச்சீர் அ~க�ன கூடுதைோக 
எµதைோம் எனைபதக கைனிககவும்.
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18X I  -  க~்த�Jà

்தறைம் 7.1
 A எனைது ்மய்யÙ மூைகஙகபNக ்கோÙ்ட ;ரு சதுர அ~ எனில, A + AT  எனைது ;ரு 
சமச்சீர் அ~யோகும். மற²ம் A AT−  எனைது <ர் எதிர் சமச்சீர் அ~யோகும்.

நி¦்�ம்

 B A AT= + எனக. 
  BT  =  ( )A AT T+  =  A AT T T+ ( )  =  A A A A BT T+ = + =  

 என்ை, A AT+  ;ரு சமச்சீர் அ~யோகும்.

 C A AT= − எனக.

 C A A A A A A A A A A CT T T T T T T T T T T= + − = + − = − = − = − − = −( ( )) ( ) ( ) ( )  

 என்ை A AT−  எனைது <ர் எதிர் சமச்சீர் அ~யோகும்.

்தறைம் 7.2
 ;ரு சதுர அ~பய சமச்சீர் மற²ம் எதிர் சமச்சீர் அ~க�ன கூடுதைோக எµதைோம்.

நி¦்�ம்

 A எனைது ;ரு சதுர அ~ எனக. 

 A A A A AT T= + + −
1
2

1
2

( ) ( )  என எµதைோம்.

 ்தறைம் 7.1�ருÛது, ( ) ( )A A A AT T+ − kw;Wk;  எனைன முபை்ய சமச்சீர் மற²ம் எதிர் 

சமச்சீர் அ~கNோகும். ( )kA kAT T= எனைதி�ருÛது 
1
2

( )A AT+  மற²ம் 
1
2

( )A AT− ஆகியபை 

முபை்ய சமச்சீர் மற²ம் எதிர் சமச்சீர் அ~கள் ஆகும். இதி�ருÛது ்தபையோன முடிவிபனப் 

்ைைைோம். இதன மூைம் ்தறைம் �Ä�ககப்ைடுகிைது.

குறிப்பு 7 .4

 சமச்சீர் மற²ம் எதிர் சமச்சீர் அ~யோக 6ள்N அ~ பூஜ்ஜிய அ~யோகும்.

எடுத்�ககாடடு 7.13

 A = −
−

















1 3 5
6 8 3
4 6 5

 எனை அ~பய சமச்சீர் மற²ம் எதிர் சமச்சீர் அ~க�ன கூடுதைோக 

எµதுக.

தீர்வு

    A =  

1 3 5
6 8 3
4 6 5
−
−

















  �  AT  =  

1 6 4
3 8 6
5 3 5

− −















      P A AT= +
1
2

( )  =  
1
2

2 3 1
3 16 9

1 9 10

−
−
















 எனக.
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்19

   இப்்ைோµது   P T  =  
1
2

2 3 1
3 16 9

1 9 10

−
−
















= P

   ஆபகயோல,   P  =   
1
2

( )A AT+  ;ரு சமச்சீர் அ~யோகும்

    Q  =  
1
2

( )A AT−  எனக.

    =  
1
2

0 9 9
9 0 3
9 3 0
− −
−

















       Q T  =  
1
2

0 9 9
9 0 3
9 3 0

− −

−
















= −Q  

   ஆபகயோல  Q  =  
1
2

( )A AT−  எதிர் சமச்சீர் அ~யோகும்.

    A =  P Q+ =
−

−















+ − −

−

















1
2

2 3 1
3 16 9

1 9 10

1
2

0 9 9
9 0 3
9 3 0

 

ஆக்ை A எனைபத ;ரு சமச்சீர் மற²ம் எதிர் சமச்சீர் அ~க�ல கூடுதைோக எµதைோம்.

பயிற்சி 7.1

 (1) (i) a i j m nij =
−

= =
( ) ,2

2
2 3

2

,            (ii)  a
i j m nij =
−

= =
| | ,3 4

4
3 4,  என இருககுமோ² 

6²ப்புகபNக ்கோÙ்ட m n× ை�பச 6ப்டய A aij= [ ] அ~கபN 6ருைோககுக.

 (2) 

p q
r

s

2 31 0 31
7 1 9
2 8 1

1 0 4

7 3
2

9

2 8

− − −
+

− −
















=

−

− −

















π

 எனில, p, q, r , s  ஆகியைறறின மதிப்புகபNக 

கோÙக.

 (3) 
2 4
5 7 4

7 7 13
6

x y x
x x

y
y x

+
−









 =

−
+









  எனில, x y+ - : கோÙக.

 (4) 2
6 6 0
4 2 1

0 2
3 2 8
2 1 7

A B A B− +
−

−








 = − =

− −








 kw;Wk; எனை அ~ச்சமனைோடுகபN 

�பைவு ்சய°ம் A, B   எனை அ~கபNக கோÙக.

 (5) A
a

=










1
0 1

 எனில, A4-: கோÙக.
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20X I  -  க~்த�Jà

 (6) Aα
α α
α α

=
−









cos sin
sin cos

 எனில.

  (i) A A Aα β α β= +( )  என �²வுக.

  (ii)  A A IT
α α+ =  எனை �ைÛதபனபய �பைவு ்சய°ம் α -ன அபனத்து ்மய 

மதிப்புகபN°ம் கோÙக.

 (7) A
x

=
−










4 2
1

 மற²ம் ( )( )A I A I O− − =2 3  எனில, x-ன மதிப்பைக கோÙக.

 (8) A =  

1 0 0
0 1 0

1a b −

















 எனில, A2 எனைது அைகு அ~யோகும் என �²வுக.

 (9)  A A A A kI O=
















− + + =
1 0 2
0 2 1
2 0 3

6 73 2
 kw;Wk; , எனில. k-: கோÙக.

 (10) �னைரும் �ைÛதபனகள் ;á்ைோனபை°ம் �பைவு்சய°ம் அ~களுககோன 
எடுத்துககோடடுகபNத் தருக.

  (i) AB BAv  எ­மோ²ள்N A மற²ம்  B  அ~கள்

  (ii) AB O BA A O B O= = ≠ ≠,  kw;Wk; எ­மோ²ள்N A, B  அ~கள்

  (iii) AB O BA O= ≠ kw;Wk; எ­மோ²ள்N A, B  அ~கள்

 (11) f x
x x
x x( )

cos sin
sin cos=

−















0
0

0 0 1
 எனில, f x f y f x y( ) ( ) ( )= +  என �²வுக.

 (12) A எனைது A2 =  A எனைைோ²ள்N ;ரு சதுர அ~ எனில,  7A − (I + A)3-ன மதிப்புக கோÙக.

 (13) A B C=
−







 = −

















=
−













2 0 3
1 4 5

3 1
1 0

4 2

4 7
2 1
1 1

,  vdpy; 




எனில, A(B  + C ) =  AB  + AC  எ­ம் 

ைÙ�பனச் ச�ைோர்கக.

  

 (14) A
1 2 3
4 5 6

7 8 9
2 4 6









 =

− − −







  எனை அ~ச்சமனைோடடிபன �பைவு ்சய°ம் A எனை 

அ~பயக கோÙக. 

 (15) If  A BT = −
















=
−

−










4 5
1 0

2 3

2 1 1
7 5 2

 kw;Wk; எனில, �னைருைனைறபைச் ச�ைோர்கக.

  (i) ( )A B A B B AT T T T T+ = + = +    (ii) ( )A B A BT T T− = −     (iii) ( )B BT T =  
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்21

 (16) 3 × 4 ை�பச 6ப்டய ;ரு அ~  A மற²ம் B  எனை இரÙடு அ~களும் A BT  மற²ம்  BAT

ஆகிய இரÙப்ட°ம் ைபரயபை ் சய°மோ²ள்N அ~கள் எனில, B  அ~யின ை�பசபயக 
கோÙக.

 (17) �னைரும் அ~கபN சமச்சீர் மற²ம் எதிர் சமச்சீர் அ~க�ன கூடுதைோக எµதுக.

  (i) 
4 2
3 5

−
−









   (ii) 

3 3 1
2 2 1
4 5 2

−
− −
− −

















.

 (18) 

2 1
1 0
3 4

1 8 10
1 2 5
9 22 15

−

−

















=
− − −

−
















AT  எ­மோ²ள்N A எனை அ~பயக கோÙக.

 (19) A
x y

= −
















1 2 2
2 1 2

2
 மற²ம் AA IT = 9 எனில, x, y -ன மதிப்புகபNக கோÙக.

 (20) (i) x-ன எம்மதிப்புககு, A x=
−

−
−

















0 1 2
1 0

2 3 0

3  எனைது எதிர் சமச்சீர் அ~யோகும்"

  (ii) 

0 3
2 1

1 0

2

p
q

r
−

















 எனைது எதிர் சமச்சீர் அ~ எனில, p , q , r -ன மதிப்புகபNக கோÙக.

 (21) a i jij = − எனில, A aij= ×[ ]3 3  எனை அ~பய 6ருைோககுக. ்ம³ம், A எனைது சமச்சீர் 

அ~யோ அலைது எதிர் சமச்சீர் அ~யோ எனக கூ²க.

 (22) A, B  எனைன இரு சமச்சீர் அ~கள் எனக. AB  =  B A எனில, AB  எனைது சமச்சீர் அ~யோகும் 
என �²வுக. ்ம³ம் இதன ம²தபை°ம் 6Ùபம என �²வுக.

 (23) A, B  எனைன சமை�பச°ள்N இரு சமச்சீர் அ~கள் எனில, �னைருைனைறபை �²வுக.

  (i) AB  + B A எனைது சமச்சீர் அ~யோகும்

  (ii) AB  − B A எனைது எதிர் சமச்சீர் அ~யோகும்

 (24) <ர் அஙகோடியில முÛதி�, 6ைர் திரோடபச மற²ம் ைோதோம் ைருப்பு ஆகியைறபைக ்கோÙடு 
மூன² விதமோன ை�¦ப் பைகள் தயோர் ்சயயப்ைடுகினைன.  

  பை I-ல 100 கிரோம் முÛதி�, 100 கிரோம் 6ைர் திரோடபச மற²ம் 50 கிரோம் ைோதோம் ைருப்பும், 

  பை II-ல  200 கிரோம் முÛதி�, 100 கிரோம் 6ைர் திரோடபச மற²ம் 100 கிரோம் ைோதோம் ைருப்பும், 

  பை III-ல  250 கிரோம் முÛதி�, 250 கிரோம் 6ைர் திரோடபச மற²ம் 150 கிரோம் ைோதோம் ைருப்பும் 
6ள்Nன.

  50 கிரோம் முÛதி�யின விபை ` 50, 50 கிரோம் 6ைர் திரோடபசயின விபை ` 10  மற²ம் 50 
கிரோம் ைோதோம் ைருப்�ன விபை ` 60 எனில, ;á்ைோரு ை�¦ப் பையின விபைபயக கோÙக.
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7.3 அணிக்காவைகள் ŬDe t e r m i n a n t s )
 n ை�பச°ள்N ;á்ைோரு சதுர அ~ A 6்டன, Fோம் அ~ A- ன அ~க்கோபை எனை 
எÙபDத் ்தோ்டர்புைடுத்தைோம். 

     Ą   

11 12 1

21 22 2

1 2

 

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

�
�

� � � �
�

 எனில, Ą-ன அ~க்கோபை  + Ą +   

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

�
�

� � � �
�

 ஆகும்.

குறிப்பு 7 .5

 (i) சதுர அ~களுககு மடடு்ம அ~க்கோபைகபN ைபரய²கக முடி°ம்.

 (ii) ;ரு சதுர அ~ A-ன அ~க்கோபைபய  |  A |   எனக குறிககி்ைோம்.

  (இதபன அ~க்கோபை A எனப்ைடிககவும்) 

 (iii) <ர் அ~ எனைது ைடிைபமப்பு மடடு்ம. ஆனோல, அ~க்கோபை ;ரு மதிப்பைப் 
்ைறறிருககும்.

7ŲŷŲ1 ்ல்ைறு ைgவ�கள் 	வ்டய அணியின அணிக்காவைகள் 
(D et erm i nan t s of  m at ri c es of  d i f f erent  or d er)

ைgவ� 1  	வ்டய அணியின அணிக்காவை

 A =  [ a]  எனைது ை�பச 1 6ப்டய அ~ எனில, A-ன அ~க்கோபை  ‘ a’  என 
ைபரய²ககப்ைடுகிைது.

ைgவ� 2  	வ்டய அணியின அணிக்காவை

 A =  
a a
a a

11 12

21 22









  எனைது ை�பச 2 6ப்டய அ~ எனில,  A-ன அ~க்கோபை   

11 12

11 22 21 12

21 22

| |
a a

A a a a a
a a

= = − என ைபரய²ககப்ைடுகிைது.

எடுத்�ககாடடு 7.14

 மதிப்�டுக :    (i) 
2 4
1 2−

  (ii) 
cos sin
sin cos
θ θ
θ θ−

தீர்வு

 (i) 
2 4
1 2−

=  (2 q 2) - (- 1 q 4) =  4 + 4 =  8.

 (ii)  
cos sin
sin cos
θ θ
θ θ−

 =  (cos .cos ) ( sin .sin )θ θ θ θ− −  = cos sin2 2 1θ θ+ = .

ைgவ� 3  	வ்டய அணியின அணிக்காவை

 ்மய்யÙகள் அலைது  -ல ைபரய²ககப்ைட்ட ்மய மதிப்புகபN°ப்டய சோர்புகபN 
6²ப்புகNோகக ்கோÙ்ட 3 × 3 ை�பச°ப்டய அ~க்கோபைபய எடுத்துக்கோÙடு, அதன 
ைÙபுகபNப் ைறறிப் ைடிப்ைது்டன அ~க்கோபைக�ன மதிப்புகபNக கோªம் ைல்ை²  முபைகள் 
குறித்தும் விைோதிப்்ைோம்.
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ைவ�யவை 7.19
 A aij= ×[ ]3 3  எனைது 3-ஆம் ை�பச°ப்டய சதுர அ~ எனக. 9்த­ம் ;ரு 6²ப்பு  

aij -ன zäL~Ôககோ[Pயோனது  aij  6ள்N i -ஆைது �பர மற²ம் j -ஆைது �ரபை நீககுைதோல 

்ைைப்ைடும் அ~க்கோபையோகும். aij -ன சிறை~க்கோபையோனது ைOககமோக Mij எனக 

குறிககப்ைடும்.

 ைவ�யவை 7.20

 தகுÛத குறியி்டப்ைட்ட சிறை~க்கோபை 4[DÔகோK~ எனப்ைடும். aij -ன இபDககோர~  

Aij  எனககுறிககப்ைடும். ்ம³ம் A Mij
i j

ij= − +( )1  என ைபரய²ககப்ைடும்.

 எடுத்துககோட்டோக A
a a a
a a a
a a a

=
















11 12 13

21 22 23

31 32 33

 எனைது 3 × 3 ை�பச 6ப்டய அ~ எனக.

 இáை~யின 6²ப்புகள் a a a11 12 13, ,  ஆகியைறறின சிறை~க ்கோபைகள் மற²ம் 

இபDககோர~கள் �னைருமோ² �

 (i) a11 -ன சிறை~க்கோபை M
a a
a a

a a a a11
22 23

32 33
22 33 32 23= = −

  a11 -ன இபDககோர~     A M
a a
a a

a a a a11
1 1

11
22 23

32 33
22 33 32 231= − = = −+( )

 (ii) a12 -ன சிறை~க்கோபை M
a a
a a

a a a a12
21 23

31 33
21 33 31 23= = −

  a12 -ன இபDககோர~     A
a a
a a

a a a a12
1 2 21 23

31 33
21 33 31 231= − = − −+( ) ( )

 (iii) a13 -ன சிறை~க்கோபை M
a a
a a

a a a a13
21 22

31 32
21 32 31 22= = −

  a13 -ன இபDககோர~     A M
a a
a a

a a a a13
1 3

13
21 22

31 32
21 32 31 221= − = = −+( )

மு_வு 7 .1  லைாºலைாÄ lgைாககம் ( L ap l ac e E xp an si on )

 ்கோடுககப்ைட்ட A aij= ×[ ]3 3  எனை அ~யின முதல �பரயி³ள்N 6²ப்புகபN அைறறின ;த்த 

இபDககோர~களு்டன ்ைருககிக கூடுதல கÙ்டோல, அது Ą-ன அ~க்கோபைககுச் சமமோகும்.

 அதோைது,  | |A a A a A a A= + +11 11 12 12 13 13 . ... (1)

 இதபன்ய சிறை~க ்கோபைக�ன ைபரயபைபயப் ையனைடுத்தி �னைருமோ² எµதைோம்.
 | |A a M a M a M= − +11 11 12 12 13 13 .

 <ர் அ~க்கோபைபய எÛத்ைோரு �பர அலைது �ரல ை�யோகவும் வி�வுப்ைடுத்தைோம். 
இáைோ² கோDப்ைடும் எலைோ வி�ைோககஙக�ன மதிப்புகள் அபனத்தும் சமமோக இருப்ைபதக 
கைனிககவும். 

7 Matrices and Determinants.indd   23 03-09-2018   15:35:24

www.tntextbooks.in



24X I  -  க~்த�Jà

எடுத்துககோட்டோக,

 R 1  ை�யோக வி�வுைடுத்த, | |A a A a A a A= + +11 11 12 12 13 13

 R 2 ை�யோக வி�வுைடுத்த, | |A a A a A a A= + +21 21 22 22 23 23

 C 1 ை�யோக வி�வுைடுத்த, | |A a A a A a A= + +11 11 21 21 31 31

எடுத்�ககாடடு 7.15

 A =
−

−
−

















1 3 2
4 5 6
3 5 2

 எனில, Ą எனை அ~யின அபனத்து சிறை~க்கோபைகள் மற²ம் 

இபDககோர~கபNக கோÙக. இைறபைப் ையனைடுத்தி |  A | -:க கோÙக. ்ம³ம். எÛத ;ரு �பர 
அலைது �ரபைப் ையனைடுத்தி வி�வுைடுத்தினோ³ம்  |  A | -ன மதிப்பு மோ²ைதிலபை எனச்ச�ைோர்கக. 

தீர்வு
 zäL~Ôககோ[Pகã � 

 M11 = 
−

= − − = −
5 6

5 2
10 30 40  

 M�� = 
4 6
3 2

8 18 26
−

= + =  

 M13 = 
4 5
3 5

20 15 5
−

−
= − =  

 M�� = 
3 2
5 2

6 10 16
−

= + =  

 M�� = 
1 2
3 2

2 6 4
−

−
= − = −  

 M�� = 
1 3
3 5

5 9 14
−

= + =  

 M31 = 
3 2
5 6

18 10 8
−

−
= − =

 M�� = 
1 2
4 6

6 8 14
−

= + =  

 M33 = 
1 3
4 5

5 12 17
−

= − − = −  

 4[DÔகோK~கã �
    A11 =  ( ) ( )− − = −+1 40 401 1  

    A12 =  ( ) ( )− + = −+1 26 261 2  
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்25

    A13 =  ( ) ( )− =+1 5 51 3  

    A21 =  ( ) ( )− = −+1 16 162 1  

    A22 =  ( ) ( )− − = −+1 4 42 2  

    A23 =  ( ) ( )− = −+1 14 142 3  

    A31 =  ( ) ( )− =+1 8 83 1  

    A32 =  ( ) ( )− = −+1 14 143 2  

    A33 =  ( ) ( )− − = −+1 17 173 3  

 R 1  ை�யோக வி�வுைடுத்த,

     | A|  =  a A a A a A11 11 12 12 13 13+ +

      | A|  =  1 40 3 26 2 5 128( ) ( )( ) ( )( )− + − + − = −    ... (3)
 Ć1  ை�யோக ை�வுைடுத்த,
     | A|  =  a A a A a A11 11 21 21 31 31+ +  

      =  1 40 4 16 3 8 128( ) ( ) ( )− + − + − = −   ... (4)

 (3) மற²ம் (4)�ருÛது, 

 R 1 ை�யோக வி�வுைடுத்திப் ்ைைப்ைட்ட |  A  | -ன மதிப்ைோனது  C 1   ை�யோக வி�வுைடுத்திப் 
்ைறை  |  A  | -ன மதிப்புககுச் சமம் என �ÄைDமோகிைது.

�ா�Ä lதிவயº ் யன்டுத்தி ைgவ� ŷ 	வ்டய அணிக்காவைவய மதிºd்டல Ŭdவ�´�க 
கணித ்மவத dயா்� º�_க �ா�Ä என்ை�� வ்ய�ால இÂைாறு அவ"ககº்டுZை�ŭ

( E val u at i on  of  d et erm i nan t  of  or d er 3 b y u si ng S ar ru s R u l e)

  [ ]A 3 3×  = 

a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

















         

 A எனை அ~யின 6²ப்புகபN �னைருமோ² எµதுக :

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

a a a a a
a a a a a
a a a a a

  |  A |  ஆனது �னைருமோ² கDககி்டப்ைடுகிைது :

  + Ą +   a a a a a a a a a a a a a a a a a11 22 33 12 23 31 13 21 32 33 21 12 32 23 11 31 22+ +[ ]− + + aa13[ ]  
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26X I  -  க~்த�Jà

எடுத்�ககாடடு 7.16

  A =
−

















0
0

0

sin cos
sin sin
cos sin

α α
α β
α β

 எனில, |  A | -: கோÙக.

தீர்வு

  

0
0

0
0 11 12 13

sin cos
sin sin
cos sin

sin cos
α α

α β
α β

α α
−

= − +M M M

     =  0 0 0 0− − + − − =sin ( cos sin ) cos ( sin sin ) .α α β α α β  

எடுத்�ககாடடு 7.17

 A = −
−

















3 4 1
0 1 2
5 2 6

 எனில, |  A | -ன மதிப்பை சோரæ விதிபயப் ையனைடுத்திக கோÙக. 

தீர்வு 

   

3 4 1 3 4

0 1 2 0 1

5 2 6 5 2

− −
− −

    | A|  =  3 1 6 4 2 5 1 0 2( )( ) ( )( ) ( )( )− + + −[ ]  − − + − +[ ]5 1 1 2 2 3 6 0 4( )( ) ( )( ) ( )( )  

     =  [ ] [ ]− + + − − − +18 40 0 5 12 0  =  22+17 =  39.

குறிப்பு 7 .6
 <ர் அ~க்கோபையின மதிப்பை எ�பமயோகக கோD, அáை~க்கோபைபயப் பூஜ்ஜியஙகள் 
அதிகமோக 6ள்N �பர அலைது �ரல ை�யோக வி�வுைடுத்தைோம்.

ைgவ� n ,  n t4 எ� 	ள்! ��� அணியின அணிக்காவை

 அ~க்கோபைக�ன கருத்தோககத்பத ை�பச n n, t 4  என 6ள்N சதுர அ~களுககும் 

வி�வுைடுத்தைோம்.  A a nij n n= ≥×[ ] , 4  எனக.

 A aij n n= ×[ ]  எனை அ~யின அ~க்கோபையில i  ஆைது �பர மற²ம்  j  ஆைது �ரபை 

நீககினோல, ை�பச  ( )n −1  6ப்டய ;ரு அ~க்கோபை கிப்டககும். இáை~க்கோபை ai j  எனை 

6²ப்�ன சிறை~க ்கோபையோகும். இதபன  M i j  எனககுறிககி்ைோம்.  ai j -ன இபDககோர~  
A Mij

i j
ij= − +( )1  என ைபரய²ககப்ைடுகிைது.

மு_வு 7 .2
 ை�பச n 6ப்டய சதுர அ~  A aij n n= ×[ ] -ன முதல �பரயில 6ள்N 6²ப்புகபN°ம் அைறறின 

;த்த இபDககோர~கபN°ம் ்ைருககிக கூடடினோல, அது அ~க்கோபை A-ககு சமமோகும். 
அதோைது,

 | | ...A a A a A a A a An n j j
j

n

= + + + =
=
∑11 11 12 12 1 1 1 1

1
. இதறகுச் சமமோகச் சிறை~க ்கோபைகள் மற²ம் 

இபDககோர~க�ன ைபரயபைபயப் ையனைடுத்தி �னைருமோ² எµதைோம்.
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்27

 | | ( )A a Mj
j j

j

n

= − +

=
∑ 1 1

1 1
1

 .

 இஙகு, A1j  எனைது a1j -ன இபDககோர~ மற²ம் M 1j   எனைது a1j -ன சிறை~க ்கோபையோகும்.  
j  = 1, 2, ... n ஆகும்.
குறிப்பு 7 .7
 (i) A aij n n= ×[ ]  எனில, A-ன அ~க்கோபைபய  de t(A) அலைது de t A அலைது %  எனக 

குறிப்�்டைோம்.

 (ii)  இதபன, 9்த­்மோரு �பர அலைது �ரபைப் ையனைடுத்தி°ம் கDககி்டைோம். 

7.3.2 அணிக்காவைகjன ்ண�கள் ( P rop ert i es of  D et erm i nan t s)
 அ~க்கோபைக�ன மதிப்புக கோD, �னைரும் அ~க்கோபையின ைÙபுக�ல ;ன² 
அலைது அதறகு ்மறைட்டைறபைப் ையனைடுத்தைோம்.

்ண� 1  
 <ர் அ~க்கோபையின �பரகபN �ரலகNோகவும், �ரலகபN �பரகNோகவும் இ்டமோறைம் 
்சயதோல அதன மதிப்பு மோைோது. அதோைது, |  A |  =  |  AT  | .
 <ர் அ~க்கோபையில �பரை� வி�வு கோÙைதும், �ரல ை� வி�வு கோÙைதும் சமம் 
எனைதி�ருÛது இப்ைÙபு 6Ùபமயோகிைது.

்ண� 2
 <ர் அ~க்கோபையின 9்த­ம் இரு �பரகள் (அலைது �ரலகள்) இ்டமோறைம் 
்சயயப்ைடும்்ைோது, அ~க்கோபையின குறி மோ²ம். ஆனோல எÙDNவு மோைோது.

�g்ார்த்தல

   |  A |  =    
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 எனக.

    =  a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )− − − + −

    |  A1  |  =    
a b c
a b c
a b c

1 1 1

3 3 3

2 2 2

   ( )R R2 3l எனக.

    =  a b c b c b a c a c c a b a b1 3 2 2 3 1 3 2 2 3 1 3 2 2 3( ) ( ) ( )− − − + −  

    =  − − + − − −a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )  

    =  − − − − + −[ ( ) ( ) ( )]a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2  

    =  - |  A |
   |  A1 |  =  - |  A |  .

்ண� 3
 A எனை அ~யின n �பரகள் (�ரலகள்) இ்டமோறைம் ்சயயப்ைடின, அáை~யின 
அ~க்கோபை  (- 1)n |  A |  ஆகும்.
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்ண� 4
 <ர் அ~க்கோபையில இரு �பரகள் (அலைது �ரலகள்) சர்ை சமம் எனில, 
அáை~க்கோபையின மதிப்பு பூஜ்ஜியமோகும்.
�g்ார்த்தல

  |  A |  =    
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

2 2 2

 எனக.  இரÙ்டோம் மற²ம் மூனைோம் �பரகள் சர்ை சமம் எனக ்கோள்க.

 இரÙ்டோம் மற²ம் மூனைோம் �பைகபNப் ை�மோறைம் ்சயயக கிப்டப்ைது

   − | |A  =    
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

2 2 2

 =  |  A |  எனக கிப்டககிைது.

�  2|  A |  =  0  � |  A |  =  0.
்ண� 5
 Ą எனை அ~யின ;ரு �பர (அலைது �ரல) அáை~யின மற்ைோரு �பரயின (அலைது 
�ர�ன) திபசயி�ப் ்ைருககைோக இருப்�ன, அதன அ~க்கோபையின மதிப்பு பூஜ்ஜியமோகும்.
குறிப்பு 7 .8
 (i) <ர் அ~க்கோபையின ;ரு �பர அலைது �ர�ல 6ள்N அபனத்து 6²ப்புகளும் 

பூஜ்ஜியம் எனில, அáை~க ்கோபையின மதிப்பு பூஜ்ஜியமோகும்.
 (ii) ;ரு முக்கோD ைடிை அ~யின அ~க்கோபையின மதிப்ைோனது அதன முதனபம 

மூபைவிட்ட 6²ப்புக�ன ்ைருககறைைனோகும்.
்ண� 6
 <ர் அ~க்கோபையில 9்த­ம் ;ரு �பரயில (�ர�ல) 6ள்N ;á்ைோரு 6²ப்பும் ;ரு 
திபசயி� kஆல ்ைருககப்ைடடிருப்�ன அÛத அ~க்கோபையின மதிப்பு  kஆல ்ைருககப்ைட்டதோக 
அபம°ம்.
�g்ார்த்தல

    |  A |  =    
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 எனக.

    =  a b c b c b a c a c c a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )− − − + −

    |  A1 |  =    
ka kb kc
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 எனக.

    =  ka b c b c kb a c a c kc a b a b1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2( ) ( ) ( )− − − + −  =  k|  A |

    =  k a b c b c b a c a c c a b a b[ ( ) ( ) ( )]1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1 2 3 3 2− − − + −  =  k|  A |

  � ��|  A1 |  =  k|  A | .
குறிப்பு 7 .9
 (i) A எனைது ை�பச n 6ப்டய சதுர அ~ எனில,
 (ii) |  AB  |  =  |  A |  |  B  |

 (iii)  AB  =  O   எனில, |  A |  =  0  அலைது |  B  |  =  0.

 (iv) |  An |  =  (|  A | )n
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்ண� 7
 <ர் அ~க்கோபையில 6ள்N ;ரு �பரயின (�ர�ன) ;á்ைோரு 6²ப்பும் இரÙடு அலைது 
அதறகு ்மறைட்ட 6²ப்புக�ன கூடுதைோக இருககு்மனில, அáை~க்கோபைபய இரÙடு 
அலைது அதறகு ்மறைட்ட அ~க்கோபைக�ன கூட்டல ைைனோக எµத இய³ம்.

  அதோைது,     
a m b c
a m b c
a m b c

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

+
+
+

 =    
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 +   
m b c
m b c
m b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 

�g்ார்த்தல

 முதல �ரல ை�யோக வி�வுைடுத்த
  L H S  =  ( )( ) ( )( ) ( )( )a m b c b c a m b c b c a m b c b c1 1 2 3 3 2 2 2 1 3 3 1 3 3 1 2 2 1+ − − + − + + −  

   =  a b c b c a b c b c a b c b c m b c b c m1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1 1 2 3 3 2 2( ) ( ) ( ) ( )− − − + − + − − (( )b c b c1 3 3 1−  

   + −m b c b c3 1 2 2 1( )

‘    =    
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 +   
m b c
m b c
m b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 =  R H S

்ண� 8
 <ர் அ~க்கோபையில ;ரு �பரயில (�ர�ல) 6ள்N ;á்ைோரு 6²ப்்ைோடும் மறை �ை 
�பரக�ல (�ரலக�ல) 6ள்N ;த்த 6²ப்புகபNக குறிப்�ட்ட மோறி�கNோல முபை்ய ்ைருககிக 
கூடடுைதோல அலைது க�ப்ைதோல அáை~க ்கோபையின மதிப்பு மோைோது.
�g்ார்த்தல

    |  A |  =  

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 எனக.

  மற²ம் |  A1 |  =    
a pa qa b pb qb c pc qc

a b c
a b c

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2

3 3 3

+ + + + + +

 

    =  

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 +   
pa pb pc
a b c
a b c

2 2 2

2 2 2

3 3 3

 +   
qa qb qc
a b c
a b c

3 3 3

2 2 2

3 3 3

  (ைÙபு 7-னைடி)

   |  A1 |  =  | A|  + p    
a b c
a b c
a b c

2 2 2

2 2 2

3 3 3

 + q    
a b c
a b c
a b c

3 3 3

2 2 2

3 3 3

 

   |  A1 |  =  |  A |  + p (0) + q (0) =  |  A |     (ைÙபு 4-னைடி)
    |  A1 |  =  |  A |  
 இப்ைÙபு ;ரு குறிப்�ட்ட �பைபய அலைது �ரபைச் சோர்Ûதது அலை.

எடுத்�ககாடடு 7.18 

   a, b, c  மற²ம் x எனைன �பக ்மய்யÙகள் எனில, 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

a a a a
b b b b
c c c c

x x x x

x x x x

x x x x

+ −
+ −
+ −

− −

− −

− −

2 2

2 2

2 2

1
1
1

 எனைது 

பூஜ்ஜியமோகும் என �Ä�கக.
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தீர்வு 

 C C C1 1 2→ −  -: ையனைடுத்த,    

4 1

4 1

4 1

0

2

2

2

a a

b b

c c

x x

x x

x x

−( )
−( )
−( )

=

−

−

−

[ C C1 3, விகிதச் சமமோனபை]

எடுத்�ககாடடு 7.19

 A =  

a b c
b c a
c a b

















 மற²ம் B  =   

b c c a a b
c a a b b c
a b b c c a

+ + +
+ + +
+ + +

















  ஆகியைறறின அ~க்கோபைகபN 

வி�வுைடுத்தோமல, |  B  |  =  2|  A |  என �²வுக.

தீர்வு

    |  B  |  =  

2 2 2

1 1 2 3

( ) ( ) ( )
( )

a b c a b c a b c
c a a b b c
a b b c c a

R R R R
+ + + + + +
+ + +
+ + +

→ + +  

     =  2

a b c a b c a b c
c a a b b c
a b b c c a

+ + + + + +
+ + +
+ + +

 

     =  2

a b c a b c a b c
b c a
c a b

+ + + + + +
− − −
− − −

 ( )R R R R R R2 2 1 3 3 1→ − → − and  

     =  2

a b c
b c a
c a b

R R R R− − −
− − −

→ + +( )1 1 2 3  

     =  2 1 2( )−
a b c
b c a
c a b

 

     =  2|  A | .

எடுத்�ககாடடு 7.20

 மதிப்பு கோÙக 

2014 2017 0
2020 2023 1
2023 2026 0

 .

தீர்வு

  

2014 2017 0
2020 2023 1
2023 2026 0

 =  

2014 2017 2014 0
2020 2023 2020 1
2023 2026 2023 0

−
−
−

 =  

2014 3 0
2020 3 1
2023 3 0

 =  3

2014 1 0
2020 1 1
2023 1 0

 

     =  − 3(2014 − 2023) =  − 3 (− 9) =  27.
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எடுத்�ககாடடு 7.21

  

x x x
x x

x

− −
− −

−
=

1 2
0 2 3
0 0 3

0  எனில, x-ன மதிப்பு கோÙக.

தீர்வு

 முதனபம மூபைவிட்டத்திறகுக �â 6ள்N அபனத்து 6²ப்புகளும் பூஜ்ஜியம் எனைதோல, 
அ~க்கோபையின மதிப்பு (x − 1) (x − 2) (x − 3) =  0  � x =  1, 2, 3.

எடுத்�ககாடடு 7.22

 

1 1 1

2 2 2

x y z
x y z

 =  (x − y ) (y  − z ) (z  − x) என �²வுக.

தீர்வு

 C C C C C C2 2 1 3 3 1→ − → −,  எனில

   L H S  =   

1 0 0

2 2 2 2 2

x y x z x
x y x z x

− −
− −

 =  ( )( )y x z x x
x y x z x

− −
+ +

1 0 0
1 1

2

 

    =  ( )( )[( ) ( )]y x z x z x y x− − + − +  

    =  ( )( )( )y x z x z y− − −  

    =  ( )( )( )x y y z z x− − −  =  R H S .

பயிற்சி ŻŲŶ

 (1) அ~க்கோபைபய வி�வுைடுத்தோமல,    
s a b c
s b c a
s c a b

2 2 2

2 2 2

2 2 2

+
+
+

 =  0 என �²வுக.

 (2)   
b c bc b c
c a ca c a
a b ab a b

+
+
+

2 2

2 2

2 2

 =  0 என �²வுக.

 (3)     = 
a bc ac c

a ab b ac
ab b bc c

a b c

2 2

2 2

2 2

2 2 24
+

+
+

 என �²வுக.

 (4) 

1 1 1
1 1 1
1 1 1

1 1 1 1
+

+
+

= + + +







a
b

c
abc

a b c
 என �²வுக.
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 (5)    = 0
sec tan
tan sec

2 2

2 2

1
1

38 36 2

θ θ
θ θ −  என �²வுக.

 (6)   
x a y b z c

x y z
a b c

+ + +2 2 2
  =  0 என �²வுக.

 (7) 3 q 3 ை�பச 6ப்டய எதிர் சமச்சீர் அ~யின ்ைோது ைடிைத்பத எµதுக. அதன 
அ~க்கோபையின மதிப்பு 0 எனக கோடடுக.

 (8)   
a b a b
b c b c

a b b c

α
α

α α

+
+

+ +
=

0
0 எனில,  a, b, c  எனைன G .P .-ல அபம°ம் அலைது  B எனைது 

ax2 + 2bx + c  =  0-ன ;ரு மூைமோகும் என �²வுக.

 (9) 

1
1
1

0

2

2

2

a a bc
b b ca
c c ab

−
−
−

=  என �²வுக.

 (10) a, b, c  எனைன ;ரு A.P .-ன p , q  மற²ம் r - ஆைது 6²ப்புகள் எனில,    
a b c
p q r
1 1 1

-ன  

மதிப்பு கோÙக.

 (11) 

a x ab ac
ab b x bc
ac bc c x

2 2

2 2

2 2

+
+

+
 எனை அ~க்கோபை x4ஆல ைகுைடும் என �²வுக.

 (12) a, b, c  எனைபை �பக மற²ம் அபை ;ரு G .P .-ன p , q  மற²ம் r ஆைது 6²ப்புகள் எனில,  

  
log
log
log

a p
b q
c r

1
1
1

0=  என �²வுக.

 (13) x y z, , v1  எனில,  

1
1

1

log log
log log
log log

x x

y y

z z

y z
x z
x y

 -ன மதிப்பு கோÙக.

 (14) A =  

1
2

0 1
2

α

















 எனில,  det( )Ak
n

k

n

= −







=
∑ 1

3
1 1

41
 என �²வுக.
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்33

 (15) வி�வுைடுத்தோமல �னைரும் அ~க்கோபைக�ன மதிப்பைக கோÙக. :

  (i) 

2 3 4
5 6 8

6 9 12x x x
  (ii) 

x y y z z x
z x y
+ + +

1 1 1
 

 (16) A எனைது ;ரு சதுர அ~ மற²ம் |  A |  =  2 எனில, |  AAT  | -ன மதிப்பைக கோÙக.

 (17) A, B  எனைன |  A |  =  −1 மற²ம் |  B  |  =  3 எ­மோ² 6ள்N 3 ை�பச சதுர அ~கள் எனில,  
|  3AB  | -ன மதிப்பைக கோÙக.

 (18) O =  − 2 எனில, 

0 2 1
0 3 1

1 6 1 0

2 2

λ
λ λ

λ
+

− −
 -ன மதிப்பைக கோÙக.

 (19) 

1 4 20
1 2 5
1 2 5

0
2

− =
x x

 எனை சமனைோடடின மூைஙகபNக கோÙக.

 (20) A B=
−

−

















= −
















4 3 2
1 0 7
2 3 5

1 3 3
2 4 0

9 7 5
 kw;Wk; எனை அ~களுககு de t(AB ) =  (de t A) (de t B ) 

என ச�ைோர்கக.

 (21) A =
















5 3 8
2 0 1
1 2 3

 எனை அ~யின இரÙ்டோம் �பரயில 6ள்N 6²ப்புக�ன 

இபDககோர~கபNப் ையனைடுத்தி, |  A | -ன மதிப்பைக கோÙக.

7.3.3 அணிக்காவைகளுக�க கா�ணித் ்தறைத்தின ்யன்ாடு
          ( Ap p l i c at i on  of  f ac t or  t h eor em  t o d et erm i nan t s)
்தறைம் 7Ųŷ Ŭகா�ணித்்தறைம்ŭ ( F ac t or  T h eor em )
 <ர் அ~ A-ன ;á்ைோரு 6²ப்பும்  x-ஆல அபமÛத ைல³²ப்புக ்கோபையோக இருÛது,  x =  a 
எனப் �ரதியி்ட  |  A |  -ன மதிப்பு பூஜ்ஜியமோகும் எனில, (x − a) எனைது |  A |  -ன ;ரு கோர~யோகும்.
குறிப்பு 7 .10
 (i) <ர் அ~க்கோபையின மதிப்பைக கோர~க�ன ்ைருககல ைடிவில ்ை²ைதறகு 

இத்்தறைம் �கவும் ையனைடுகிைது.

 (ii) b =  a என |  A | -ல �ரதியி்ட, அதன 9்த­ம் இரு �பரகள் அலைது �ரலகள் 
சர்ைசமமோனோல,  |  A |  =  0  ஆகும். என்ை கோர~த் ்தறைத்தினைடி  ( )a b− எனைது  
|  A | -ன ;ரு கோர~யோகும்.

 (iii) n (n t r ) ை�பச°ள்N அ~க்கோபையில x =  a எனப் �ரதியி்ட, r   �பரகள் (�ரலகள்) 
சர்ைசமமோனோல,  (x − a) r  − 1  எனைது |  A |  -ன ;ரு கோர~யோகும்.

 (iv) ;ரு சதுர அ~யின (அலைது அதன அ~க்கோபை) ;á்ைோரு �பர°ம் முதல �பரயில 
6ள்N மோறிகபN ைட்டச் ¦Oல முபையில மோற²ைதன மூைம் ்ைைப்ைட்டோல, அது ைட்டச் 
சமச்சீர் ைடிைம் எனப்ைடும்.

 (v) ;ரு ைட்டச் சமச்சீர் அ~க்கோபையில m எனைது கோர~க�ன (�ரதியிடுைதோல 
்ைைப்ைட்ட) ்ைருகக�ன ைடிககும் முதனபம மூபைவிட்ட 6²ப்புக�ன ்ைருகக�ன 
ைடிககும் 6ள்N வித்தியோசம் எனக.
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34X I  -  க~்த�Jà

  (1) இப்்ைோது m =  0 எனில ்ம³ம் ்தபையோன கோர~ மோறி� k ஆகும்.
  (2) m =  1 எனில ்ம³ம் ்தபையோன கோர~ k a b c( )+ + ஆகும்.
  (3) m =  2 எனில ்ம³ம் ்தபையோன கோர~ k a b c l ab bc ca( ) ( )2 2 2+ + + + + ஆகும்.

எடுத்�ககாடடு 7.23

 கோர~த் ்தறைத்பதப் ையனைடுத்தி 

x
x

x
x x

+
+

+
= − +

1 3 5
2 2 5
2 3 4

1 92( ) ( ) என �²வுக.

தீர்வு

        |  A |  =  

x
x

x

+
+

+

1 3 5
2 2 5
2 3 4

 எனக.

 x =  1 எனப்�ரதியி்ட, |  A |  =   

2 3 5
2 3 5
2 3 5

0=

 இஙகு மூன² �பரகளும் சர்ைசமம். என்ை,  (x − 1)2 ஆனது |  A | -ன ;ரு கோர~யோகும்.

 |  A | -ல x =  − 9 எனப் �ரதியி்ட, |  A |  =  
−

−
−

= −
−

=
8 3 5

2 7 5
2 3 5

0 3 5
0 7 5
0 3 5

0

 என்ை, (x + 9)ஆனது |  A | -ன கோர~யோகும்.  [ ]C C C C1 1 2 3→ + +

 அதோைது (x − 1)2 (x + 9) எனைது |  A | -ன கோர~யோகும். இதன ைடி  3 ஆகும். அ~க்கோபை 
x-ல அபமÛத 3-ம் ைடி ைல³²ப்புக ்கோபையோகும்.

 என்ை, மீதமுள்N மற்ைோரு கோர~, மோறி� ‘ k’  ஆகும்.

 ஆக்ை, 

x
x

x
k x x

+
+

+
= − +

1 3 5
2 2 5
2 3 4

1 92( ) ( )  

 x3  6²ப்புகபN இருபுைமும் சமப்ைடுத்த, k =  1 எனப்்ை²கி்ைோம். 

 என்ை, |  A |  =  (x − 1)2 (x + 9).

எடுத்�ககாடடு 7.24

 

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

x y y z z x xy yz zx= − − − + +( ) ( ) ( ) ( )    என �²வுக.

தீர்வு

 |  A |  =   

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

 எனக.

x =  y   எனப்�ரதியி்ட,  |  A |  =  
1
1
1

0

2 3

2 3

2 3
1 2

y y
y y
z z

R R= =( )
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 என்ை, (x − y ) எனைது  |  A | --ன ;ரு கோர~யோகும்.

 ்கோடுககப்ைட்ட அ~க்கோபை  x, y , z  எனைைறறில ைட்ட சமச்சீரோனது. ஆக்ை,   
(y  − z ) மற²ம் (z  − x) ஆகியபை°ம் |  A |  -ன கோர~கNோகும்.

 இப்்ைோது ( ) ( ) ( )x y y z z x− − −  எனைது |  A | -ன கோர~யோகும். இதன ைடி  3 ஆகும்.  

 முதனபம மூபைவிட்ட 6²ப்புக�ன ்ைருககல  1 2 3× ×y z . இதன ைடி 5 ஆகும்.

 என்ை மீதமுள்N மற்ைோரு கோர~ k x y z xy yz zx( ) ( )2 2 2+ + + + +A  ஆகும்.

  

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

 =  [ ( ) ( )] ( )( )( )k x y z xy yz zx x y y z z x2 2 2+ + + + + × − − −A  

 x =  0, y  =  1 மற²ம் z  =  2 எனப்�ரதியி்ட,

   

1 0 0
1 1 1
1 4 8

 =  k( ) ( ) ( )( )( )0 1 4 0 2 0 1 1 2 2 0+ + + + +[ ] − − −A

  � (8 − 4) =  [( )]( )( )( )5 2 1 1 2k + − −A   

   4 =  10 4 5 2 2k k+ ⇒ + =A A   ... (1)
 ்ம³ம், x y z= = − =0 1 1, ,   எனப்�ரதியி்ட,

   

1 0 0
1 1 1
1 1 1

−  =  [ ( ) ( )]( )( )( )k 2 1 1 2 1+ − −A  

  � [( )( )]2 2k − −A  =  2

   2k − A   =  − 1 ... (2)

 (1), (2)-: �ர்கக,  k = =0 1, A  எனப்்ை²கி்ைோம்.

 என்ை, 

1
1
1

2 3

2 3

2 3

x x
y y
z z

x y y z z x xy yz zx= − − − + +( )( )( )( ) .

எடுத்�ககாடடு 7.25

 |  A |  =  

( )
( )

( )
( )

q r p p
q r p q
r r p q

pqr p q r
+

+
+

= + +

2 2 2

2 2 2

2 2 2

32   என �²வுக.

தீர்வு

 p  =  0  எனப்�ரதியி்ட,  |  A |  =  
( )q r

q r q
r r q

+
=

2

2 2 2

2 2 2

0 0
0  

 என்ை, (p  - 0) எனைது ;ரு கோர~யோகும். அதோைது p  ;ரு கோர~யோகும்.
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 |  A |  எனைது p , q , r   எனைைறறில ைட்டச் சமச்சீரோகும். என்ை, q , r  ஆகியபை°ம்  
|  A | -ன கோர~கNோகும்.

 p  + q  + r  =  0  எனில, q  + r  =  - p  ;  r  + p  =  - q   ;   p  + q  =  - r

  | A|  =  

p p p
q q q
r r r

2 2 2

2 2 2

2 2 2

 =  0  எனப்்ை²கி்ைோம். 

 இஙகு மூன² �ரலகளும் சர்ைசமம். என்ை, (p  + q  + r )2 எனைது |  A | -ன கோர~யோகும்.

 இப்்ைோது  pqr  (p  + q  + r )2  எனைது + Ą +-ன கோர~யோகும். இதன ைடி 5 ஆகும். |  A | -ன ைடி  6 
ஆகும்.

 என்ை, மற்ைோரு கோர~ k (p  + q  + r ) ஆகும்.

 

( )
( )

( )
( ) ( )

q r p p
q r p q
r r p q

k p q r p q r pqr
+

+
+

= + + + + ×

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2    

 p  =  1,  q  =  1,  c  =  1 எனப்�ரதியி்ட,

 

4 1 1
1 4 1
1 1 4

1 1 1 1 1 13= + +k( ) ( ) ( ) ( )    

 4(16 - 1) - 1(4 - 1) + 1(1 - 4) =  27k

 60 - 3 - 3 =  27 k   �  k =  2.

 என்ை, |  A | =  2pqr  (p  + q  + r )3.

எடுத்�ககாடடு 7.26

 முக்கோDம் AB C -ல 
1 1 1

1 1 1
1 1 1
+ + +
+ + +

=sin sin sin
sin ( sin ) sin ( sin ) sin ( sin )

A B C
A A B B C C

00 எனில, %AB C  

ஆனது ;ரு இரு சமைகக முக்கோDம் என �²வுக.
தீர்வு
 sin sinB A= எனப் �ரதியி்ட,

     

1 1 1
1 1 1

1 1 1
+ + +
+ + +

sin sin sin
sin ( sin ) sin ( sin ) sin ( sin )

A A C
A A A A C C

 =  0

 அதோைது, sin sinB A= எனில, சமனைோடு �பைவு ்சயயப்ைடுகிைது.

 இ்த்ைோல sin sinB C= மற²ம் sin sinC A= எ­ம்்ைோதும் சமனைோடு �பைவு 
்சயயப்ைடுகிைது.

 ஆக்ை, A =  B  அலைது B  =  C  அலைது C  =  A எனப்்ை²கி்ைோம்.

 ்மறகÙ்ட எலைோ �பைக�³ம் 9்த­ம் இரÙடு ்கோDஙகள் சமமோக 6ள்Nன. 
என்ை %AB C  ;ரு இரு சமைகக முக்கோDமோகும்.
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பயிற்சி 7.3
 �னைருைனைறறிறகு கோர~த் ்தறைத்பத ையனைடுத்துக �

 (1) 

x a a
a x a
a a x

x a x a= − +( ) ( )2 2  என �²வுக.

 (2) 

b c a c a b
b c c a b a
c b c a a b

abc
+ − −
− + −
− − +

= 8 என �²வுக.

 (3) �ர்கக � 

x a b c
a x b c
a b x c

+
+

+
 =  0.

 (4) 

b c a a
c a b b
a b c c

a b c a b b c c a
+
+
+

= + + − − −

2

2

2

( ) ( ) ( ) ( )   என �²வுக.

 (5) �ர்கக � 

4 4 4
4 4 4
4 4 4

0
− + +
+ − +
+ + −

=
x x x
x x x
x x x

.

 (6) 

1 1 1

2 2 2

x y z
x y z

x y y z z x= − − −( )( )( )  என �²வுக.

7.3.4 அணிக்காவைகjன வ்�ககல ( P rod u c t  of  d et erm i nan t s)
 இரு அ~க�ன ் ைருககபைக கோD ' �பர-�ரல'  ் ைருககல விதி மடடு்ம �னைறைப்ைடுகிைது. 
;ரு அ~க்கோபையின �பரகபN �ரலகNோகவும், �ரலகபN �பரகNோகவும் இ்டமோறைம் 
்சயைதோல அதன மதிப்பு மோைோது (ைÙபு 1) எனப் ைோர்த்்தோம். என்ை, இரு அ~க்கோபைக�ன 
்ைருகக�ல �னைரும் ்ைருககல முபைகளும் ையனைடுத்தப்ைடுகினைன.

 (i) �பர-�ரல ்ைருககல விதி

 (ii) �பர-�பர ்ைருககல விதி

 (iii) �ரல-�ரல ்ைருககல விதி

 (iv) �ரல-�பர ்ைருககல விதி
குறிப்பு 7 .1 1
 (i) A, B  எனைன n ை�பச 6ப்டய இரு சதுர அ~கள் எனில, |  AB  |  =  |  A |   |  B  |  ஆகும்.

 (ii) அ~க�ல ்ைோதுைோக AB  z B A என இருப்�­ம் |  AB  |  =  |  B A |  எனைது எப்்ைோதும் 
6Ùபமயோகும்.

எடுத்�ககாடடு 7.27 

 A B=
−







 =

−










cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

  ,  எனில, |  AB  |  =  |  A |   |  B  |  எனச் ச�ைோர்கக.
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தீர்வு 

 Ąą   
cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

−







 −








  

  = 
cos sin cos sin sin cos

sin cos cos sin cos sin

2 2

2 2

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

+ −
− +









  

  =  
1 0
0 1








   � | AB |  =  1 ... (1)

 |  A |  =  cos sin2 2 1θ θ+ =  

 |  B  |  =  cos sin2 2 1θ θ+ =  

 |  A |   |  B  |  =  1 ... (2)

 (1) மற²ம் (2)-�ருÛது,  |  AB  |  =  |  A |   |  B  | .

எடுத்�ககாடடு 7.28

  

0
0

0

2 2 2

2 2

2 2

c b
c a
b a

b c ab ac
ab c a bc
ab bc a b

=
+

+
+

 என �²வுக.

தீர்வு

   L H S  =  

0
0

0

2c b
c a
b a

 =  

0
0

0

0
0

0

c b
c a
b a

c b
c a
b a

  ×  

    =   
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

2 2

2 2

2 2

+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +

c b ab ac
ab c a bc

ac bc b a

    =  

c b ab ac
ab c a bc
ac bc b a

2 2

2 2

2 2

+
+

+
 =  R H S .

எடுத்�ககாடடு 7.29

 

2
2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2bc a c b
c ca b a
b a ab c

a b c
b c a
c a b

−
−

−
=  என �²வுக.

தீர்வு 

   R H S  =  

a b c
b c a
c a b

2

 =  

a b c
b c a
c a b

a b c
b c a
c a b

×  
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    =  

a b c
b c a
c a b

a b c
c a b
b c a

× −( )1  
,uz;lhtJ 

mzpf;nfhitapy; R R2 3↔










    =  

a b c
b c a
c a b

a b c
c a b
b c a

×
− − −

 �பர-�ரல ்ைருககல முபைப்ைடி

    =  

− + + − + + − + +
− + + − + + − + +
− +

a bc cb ab ab c ac b ac
ab c ab b ac ac bc bc a
ac

2 2 2

2 2 2

aac b bc a bc c ab ab+ − + + − + +2 2 2

 

    =  

2
2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

bc a c b
c ca b a
b a ab c

−
−

−
=  R H S .

எடுத்�ககாடடு 7.30

 

1
1

1

1 2
1 2
2 1

2 2 2 2

2 2

2 2

x x
x x
x x

x x x
x x x
x x x

=
− − −
− − −
− − −

 என �²வுக.

தீர்வு

   L H S  =   

1
1

1

2x x
x x
x x

 =  

1
1

1

1
1

1

x x
x x
x x

x x
x x
x x

  ×

    =  
1

1
1

1 1
1

1
1

x x
x x
x x

x x
x x
x x

   × − − − − −
− − −

( ) ( )  

    =  

1
1

1

1
1

1

x x
x x
x x

x x
x x
x x

  × − − −
− − −

 

    =  

1
1

1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

− − − − − −
− − − − − −
− − − − − −

x x x x x x x x
x x x x x x x x
x x x x x x x x

 

    =  

1 2
1 2
2 1

2 2 2

2 2

2 2

− − −
− − −
− − −

x x x
x x x
x x x

 

    =  R .H .S .
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7.3.5 அணிக்காவைக�ம் அதன இவ�ககா�ணி அணிக்காவைக�ம் 	ள்! வதா்டர்�
          ( R el at i on  b et ween a d et erm i nan t  an d  i t s c of ac t or  d et erm i nan t )

 | |A
a b c
a b c
a b c

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

  எனக. 

 a1, b1, c1 ... எனைைறறின ;த்த இபDககோர~கள் முபை்ய  A1, B 1, C 1 .... எனக.  
 என்ை, இபDககோர~க�ன அ~க்கோபை A B C

A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 ஆகும்.

 
| |A a A b B c C= + +1 1 1 1 1 1  

 இ்த்ைோன²,  | | | |A a A b B c C A a A b B c C= + + = + +2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 kw;Wk; 

 அதோைது, <ர் அ~க்கோபையில 9்த­ம் ;ரு �பரயின (அலைது �ர�ன) 6²ப்புகள் 
மற²ம் அைறறின ;த்த இபDககோர~கள் ஆகியைறறின ்ைருககறைைனின கூடுதைோனது அÛத 
அ~க்கோபையின மதிப்�றகுச் சமமோைபதக கைனிககவும்.

 ்ம³ம்,  a A b B c C1 2 1 2 1 2+ +  =  − + −a
b c
b c

b
a c
a c

c
a b
a b1

1 1

3 3
1

1 1

3 3
1

1 1

3 3

 

   =  − − + − − −a b c b c b a c a c c a b a b1 1 3 3 1 1 1 3 3 1 1 1 3 3 1( ) ( ) ( )  

   =  a b c a b c a b c a b c a b c a b c1 1 3 1 3 1 1 1 3 3 1 1 1 3 1 3 1 1 0+ + − − + =  

 இ்த்ைோன² Fோம் ்ை²ைது
  a A b B c C1 3 1 3 1 3+ +  =  0  ;   a A b B c C2 1 2 1 2 1 0+ + = ;  

  a A b B c C2 3 2 3 2 3+ +   =  0  ;   குறிப்பு 7.12

 <ர் அ~க்கோபையில 9்த­ம் ;ரு �பரயின (அலைது �ர�ன) 6²ப்புகள் மற²ம் 
்ை்ை்த­ம் �பர (அலைது �ரல) 6²ப்புக�ன ;த்த இபDககோர~கள் ஆகியைறறின 
்ைருககறைைனின கூடுதைோனது பூஜ்ஜியமோகும்.

எடுத்�ககாடடு 7.31  

 |  A |  =  

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 எனக. a b ci i i, , ,  i  =  1, 2, 3 எனைைறறின இபDககோர~கள் A B Ci i i, ,  

எனில, 

A B C
A B C
A B C

A
1 1 1

2 2 2

3 3 3

2=| |  என �²வுக.

தீர்வு 
    

a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 

A B C
A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 

   =  
a A b B c C a A b B c C a A b B c C
a A b B c C a A

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 3 1 3 1

2 1 2 1 2 1 2 2

+ + + + +
+ + ++ + + +
+ + + + +

b B c C a A b B c C
a A b B c C a A b B c C a A

2 2 2 2 2 3 2 3 2 3

3 1 3 1 3 1 3 2 3 2 3 2 3 3 bb B c C3 3 3 3+
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   =  

| |
| |

| |

A
A

A

0 0
0 0
0 0

= | |A 3

   |  A |  × 

A B C
A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 =  | |A 3 .

  �
A B C
A B C
A B C

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 =  | |A 2  

7ŲŷŲź முக்கா�த்தின ்�º� ( Area of  a t ri an gl e)

 ( , ), ( , )x y x y1 1 2 2  மற²ம் ( , )x y3 3  எனை 6ச்சிப்புள்�கபNக ்கோÙ்ட முக்கோDத்தின 

ைரப்ைோனது 
1
2 1 2 2 1 2 3 3 2 3 1 1 3( )x y x y x y x y x y x y− + − + − -ன எÙDNைோகும் என Fோமறி்ைோம். 

இக்கோபைபய அ~க்கோபை ைடிைத்தில  
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y

 என எµதைோம்.

எடுத்�ககாடடு 7.32
 (− 3, 0), (3, 0), (0, k) எனை 6ச்சிப்புள்�கபNக ்கோÙ்ட முக்கோDத்தின ைரப்பு 9 சதுர 
அைகுகள் எனில, k -ன மதிப்பைக கோÙக.

தீர்வு

 முக்கோDத்தின ைரப்பு  =  
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y

-ன எÙDNவு ஆகும். என்ை,

 9 =  
1
2

3 0 1
3 0 1
0 1

1
2

3 3
−

= − − −
k

k( )( )  

 ஆபகயோல    9 =  3|  k |  , k =  ±  3.

குறிப்பு 7.13
 மூன² புள்�கNோல 6ருைோககப்ைடும் முக்கோDத்தின ைரப்பு பூஜ்ஜியம் எனில, 
அம்மூன² புள்�களும் ;்ர ்கோடடில அபம°ம். இதன ம²தபை°ம் 6Ùபமயோகும். ்ம³ம், 
அ~க்கோபையின மதிப்பு குபை எÙDோக இருககைோம். ஆனோல, ைரப்பு எனைது எப்்ைோதும் ;ரு 
குபையறை எÙDோகும் எனைபதக கைனத்தில ்கோள்Nவும்.

எடுத்�ககாடடு 7.33
 (− 2, − 3), (3, 2), (− 1, − 8) எனை 6ச்சிப்புள்�கபNக ் கோÙ்ட முக்கோDத்தின ைரப்பைக கோÙக.
தீர்வு

 முக்கோDத்தின ைரப்பு =  
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y
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1
2

2 3 1
3 2 1
1 8 1

− −

− −
 =  

1
2

20 12 22 15 15( ) | |− + − = − =

 என்ை ்தபையோன ைரப்பு 15 சதுர அைகுகள்.

எடுத்�ககாடடு 7.34
 (a, b + c ), (b, c  + a), (c , a + b) எனைன ;ரு ்கோ்டபமப் புள்�கள் என �²வுக.
தீர்வு
 ்கோடுககப்ைட்ட புள்�கள் ;ரு ்கோ்டபமப் புள்�கள் என �Ä�கக

  |  A |  =  

a b c
b c a
c a b

+
+
+

=
1
1
1

0  என �²வினோல ்ைோதுமோனது.

 C C C1 1 2→ +  என எடுகக,

 | | ( ) (A
a b c b c
a b c c a
a b c a b

a b c
b c
c a
a b

a=
1

1

1

1 1

1 1

1 1

bb c) 0 0 

 என்ை, ்கோடுககப்ைட்ட புள்�கள் ;்ர ்கோடடில அபம°ம்.

7.3.7 £³]யக ்காவை மறறும் £³]யமறை ்காவை அணிகள்
          ( S i ngu l ar  an d  n on - si ngu l ar  m a t ri c es)

ைவ�யவை 7.21
 ;ரு சதுர அ~ A-ன அ~க்கோபை |  A |  =  0 எனில, அது பூஜ்ஜியக்கோபை அ~ எனப்ைடும்.

 ;ரு சதுர அ~  A-ன அ~க்கோபை  |  A |  z 0 எனில, அது பூஜ்ஜியமறை ்கோபை அ~ 
எனப்ைடும்.

 எடுத்துககோட்டோக, A = −
−

















3 8 1
4 1 1
4 1 1

 எனக.

 | | ( ) ( ) ( )A = − − − + + − + =3 1 1 8 4 4 1 4 4 0 . 

 என்ை A எனைது ;ரு பூஜ்ஜியக ்கோபை அ~யோகும்.

 B = −
−

















2 6 1
3 0 5

5 4 7
  எனக.  |  B  |  =  2(0 − 20) − (− 3) (− 42 − 4) + 5(30 − 0) =  − 28 z 0.

 என்ை, B  எனைது ;ரு பூஜ்ஜியமறை ்கோபை அ~யோகும்.

குறிப்பு 7 .14

 A, B  எனைன ;்ர ை�பச 6ள்N பூஜ்ஜியமறை அ~கள் எனில, |  AB  |  =  | A |   |  B  |  =  |  B A |  எனைதோல 
AB  மற²ம் B A எனைனவும் பூஜ்ஜியமறை அ~கNோகும்.
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பயிற்சி 7.4
 (1) (0, 0), (1, 2), (4, 3) எனை 6ச்சிப்புள்�கபNக ்கோÙ்ட முக்கோDத்தின ைரப்பைக கோÙக.

 (2) (k, 2), (2, 4) மற²ம் (3, 2) எனை 6ச்சிப்புள்�கபNக ்கோÙ்ட முக்கோDத்தின ைரப்பு 4  
சதுர அைகுகள் எனில, k-ன மதிப்பைக கோÙக.

 (3) �âககோÙைைறறில எபை பூஜ்ஜிய மற²ம் பூஜ்ஜியமறை ்கோபை அ~கள் எனக  
கோÙக.

  (i) 

1 2 3
4 5 6
7 8 9

















 (ii) 

2 3 5
6 0 4
1 5 7

−

−

















 (iii) 

0
0 5
5 0

a b k
b a

k

−
−
− −

















  

 (4) �னைருைன பூஜ்ஜியக ் கோபை அ~கள் எனில, a மற²ம் b  ஆகியைறறின மதிப்புகபNக 
கோÙக.

  (i) A
a

=
−










7 3
2

  (ii) B
b

=
−

−

















1 2 3
3 1 2
1 2 4

 (5) cos 2 0θ = எனில,  

0
0

0

2cos sin
cos sin
sin cos

T T
T T
T T

-ன மதிப்பைக கோÙக.

 (6) 
log log
log log

log log
log log

3 4

3 4

2 8

3 3

64 3
8 9

3 3
4 4

×  எனை ்ைருகக�ன மதிப்பைக கோÙக.

பயிற்சி 7.5
 ச�யோன அலைது �கவும் 9றபுப்டய விப்டயிபனக ்கோடுககப்ைட்ட
 Fோனகு மோற² விப்டக��ருÛது ்தர்Û்தடுககவும்.

 (1) a i jij = −
1
2

3 2( )  மற²ம் A aij= ×[ ]2 2 எனில, A எனைது

  (1) 

1
2

2

1
2

1−



















  (2) 
1
2

1
2

2 1

−













  (3) 
2 2
1
2

1
2

−















  (4) 
−













1
2

1
2

1 2
 

 (2) 2
1 2
3 4

3 8
7 2

X +








 =









  எனில, X  எனை அ~யோனது

  (1) 
1 3
2 1−








   (2) 

1 3
2 1

−
−









   (3) 

2 6
4 2−








   (4) 

2 6
4 2

−
−









  

 (3) 

1 0 0
0 0 0
0 0 5

















 எனை அ~ககு �னைருைனைறறில எது 6Ùபமயலை"

  (1) ;ரு திபசயி� அ~ (2) ;ரு மூபைவிட்ட அ~

  (3) ;ரு ்மல முக்கோD ைடிை அ~ (4) ;ரு �â முக்கோD ைடிை அ~

7 Matrices and Determinants.indd   43 03-09-2018   15:39:30

www.tntextbooks.in



44X I  -  க~்த�Jà

 (4) A, B  எனைன A + B  மற²ம் AB  எனைைறபை ைபரய²ககும் இரு அ~கள் எனில,

  (1) A, B  எனைன ;்ர ை�பச ்கோÙ்டபையோக இருகக ்ைÙடிய அைசிய�லபை.

  (2) A, B  எனைன சமை�பச°ள்N சதுர அ~கள்

  (3) A-�ரலக�ன எÙ~கபக°ம்,  B -ன �பரக�ன எÙ~கபக°ம் சமம்.

  (4) A =  B

 (5) A =  
λ

λ
1

1− −








  எனில, O -ன எம்மதிப்புகளுககு A O2 = ?

  (1) 0 (2) r1 (3) − 1 (4) 1

 (6)  A B
a
b

A B A B=
−
−









 =

−








 + = +

1 1
2 1

1
1

2 2 2, ( ) kw;Wk;  எனில, a, b-ன மதிப்புகள்

  (1) a b= =4 1,   (2) a b= =1 4,   (3) a b= =0 4,   (4) a b= =2 4,  

 (7) A
a b

= −
















1 2 2
2 1 2

2
 எனைது AA IT = 9 எனை சமனைோடப்ட �பைவு ்சய°ம் அ~யோகும், 

இஙகு I எனைது 3 × 3 ை�பச°ள்N சமனி அ~ எனில, (a, b) எனை ை�பச ்Aோடி

  (1) (2, − 1) (2) (− 2, 1) (3) (2, 1) (4) (− 2, − 1)

 (8) A  எனைது ;ரு சதுர அ~ எனில, �னைருைனைற²ள் எது சமச்சீரலை"

  (1) A AT+   (2) AAT   (3) A AT   (4) A AT−  

 (9) A, B  எனைன n ை�பச°ள்N சமச்சீர் அ~கள், இஙகு  A � B  எனில, 

  (1) A + B  ஆனது <ர் எதிர் சமச்சீர் அ~ (2) A + B  எனைது ;ரு சமச்சீர் அ~

  (3) A + B  எனைது ;ரு மூபைவிட்ட அ~ (4) A + B  எனைது ;ரு பூஜ்ஜிய அ~

 (10) A
a x
y a

=








  மற²ம் xy =1 எனில, de t ( )A AT -ன மதிப்பு

  (1) ( )a −1 2   (2) ( )a2 21+   (3) a2 1−   (4) ( )a2 21−  

 (11) A
e e
e e

x x

x x=










− +

+ +

2 7

2 2 3  எனைது ;ரு பூஜ்ஜியக ்கோபை அ~ எனில, x-ன மதிப்பு

  (1) 9 (2) 8 (3) 7 (4) 6

 (12) ( , ), ( , ), ( , )x −2 5 2 8 8  எனைன ;ரு ்கோ்டபமப் புள்�கள் எனில, x-ன மதிப்பு

  (1) − 3 (2) 
1
3

  (3) 1 (4) 3

 (13) 

2
2
2

2
0

1 1

2 2

3 3

a x y
b x y
c x y

abc
= ≠  எனில, 

x
a

y
a

x
b

y
b

x
c

y1 1 2 2 3 3

3
, , , , ,






















  எனை 

6ச்சிப்புள்�கபNக ்கோÙ்ட முக்கோDத்தின ைரப்பு

  (1) 
1
4

  (2) 
1
4

abc   (3) 
1
8

  (4) 
1
8

abc  
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 (14) 
α β
γ α−








  எனை ;ரு சதுர அ~யின ைர்ககம் ை�பச 2 6ப்டய ;ரு அைகு அ~ எனில, 

α β, மற²ம் J எனைபை �பைவு ்சய°ம் ்தோ்டர்பு

  (1) 1 02+ + =α βγ    (2) 1 02− − =α βγ   

  (3) 1 02− + =α βγ    (4) 1 02+ − =α βγ  

 (15) ∆ =
a b c
x y z
p q r

ka kb kc
kx ky kz
kp kq kr

, vdpy; எனைது

  (1) ' (2) k' (3) 3k' (4) k
3%

 (16) 

3 6 3
6 3 3

3 3 6
0

− −
− −

− −
=

x
x

x
  எனை சமனைோடடின ;ரு �ர்வு

  (1) 6 (2) 3 (3) 0 (4) − 6

 (17) A
a b

a c
b c

=
−

−
−

















0
0

0
 எனை அ~க்கோபையின மதிப்பு

  (1) − 2abc  (2) abc  (3) 0 (4) a b c2 2 2+ +  

 (18) x x x1 2 3, ,  மற²ம் y y y1 2 3, ,  ஆகியபை ;்ர ்ைோது விகிதம் ்கோÙ்ட ்ைருககுத் ்தோ்டர் 

முபையில இருÛதோல, ( , ), ( , ), ( , )x y x y y1 1 2 2 3 3x  எனை புள்�கள்

  (1) சமைகக முக்கோDத்தின 6ச்சிப்புள்�கள்

  (2) ்சங்கோD முக்கோDத்தின 6ச்சிப்புள்�கள்

  (3) இரு சமைகக ்சங்கோD முக்கோDத்தின 6ச்சிப்புள்�கள்

  (4) ;்ர ்கோடடிைபம°ம்

 (19) .   எனைது மீப்்ைரு முµ எÙ சோர்பு எனக. ்ம³ம் − ≤ < ≤ < ≤ <1 0 0 1 1 2x y z, ,

எனில,  
x y z

x y z
x y z

  +    
    +  
      +

1
1

1
  எனை அ~க்கோபையின மதிப்பு

  (1) z   (2) y   (3) x   (4) x  +1

 (20) a b b cv , , ஆகியபை 
a b c

b c
a b

2 2
3
4

0=  எனைபத �பைவு ்சயதோல, abc  எனைது 

  (1) a b c+ +   (2) 0 (3) b3   (4) ab bc+  
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 (21) A =
−

−

1 2 4
3 1 0
2 4 2

மற²ம் , B =
−

−

2 4 2
6 2 0
2 4 8

 எனில

  (1) B A= 4   (2) B A= −4   (3) B A= −   (4) B A= 6  

 (22) A எனைது n- ஆம் ை�பச 6ப்டய எதிர் சமச்சீர் அ~ மற²ம்  C  எனைது n × 1 ை�பச 
6ப்டய �ரல அ~ எனில,  C ACT எனைது

  (1) n- ஆம் ை�பச°ப்டய சமனி அ~ (2) ை�பச 1 6ப்டய சமனி அ~

  (3) ை�பச 1 6ப்டய பூஜ்ஜிய அ~   (4) ை�பச 2 6ப்டய சமனி அ~

 (23) 
1 3
0 1

1 1
0 1









 =

−








A   எனை சமனைோடப்ட �பைவு ்சய°ம் A எனை அ~

  (1) 
1 4
1 0−









   (2) 

1 4
1 0

−







   (3) 

1 4
0 1−








   (4) 

1 4
1 1

−







  

 (24) A I+ =
−









3 2
4 1

 எனில ( )( )A I A I+ − -ன மதிப்பு

  (1) 
− −

−










5 4
8 9

  (2) 
−
−










5 4
8 9

  (3) 
5 4
8 9








   (4) 

− −
− −










5 4
8 9

 

 (25) A, B  எனைன சம ை�பச°ள்N இரு சமச்சீர் அ~கள் எனில, �âககÙ்டைற²ள் எது 
6Ùபமயலை"

  (1) A + B  எனைது ;ரு சமச்சீர் அ~ (2) AB  எனைது ;ரு சமச்சீர் அ~

  (3) AB BA T= ( )    (4) A B ABT T=   

்ா்டத் வதா�º�

 இப்ைோ்டப்ைகுதியில Fோம் கற²த் ்த�Ûதபை

 x� ்மய்யÙகள் அலைது 


-ன மீதோன ்மயமதிப்புச் சோர்பு அலைது 
கைப்்ைÙகபN ்சáைக ைடிவில ை�பசப்ைடுத்துதல அ~யோகும்.

 x <ர் அ~ m �பரகள் மற²ம் n �ரலகள் ்ைறறிருÛதோல, அதன ை�பச mqn 
ஆகும்.

 x A aij m n= ×[ ]  எனை அ~யில

  m =  n எனில, அáை~ சதுர அ~யோகும்.

  m =  1 எனில, அáை~ �பர அ~யோகும்.

  n =  1 எனில, அáை~ �ரல அ~யோகும்.

  ai j =  0� i , j  எனில அáை~ பூஜ்ஜிய அ~யோகும்.

  m =  n  மற²ம் ai j  =  0 �  i  z j  எனில அáை~ மூபைவிட்ட அ~யோகும்.

  m =  n, ai j  =  0 �  i  z j  மற²ம் ai i  =  O�� �  i  அáை~ திபசயி� அ~யோகும்.
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  m =  n, ai j  =  0  �  i v j  மற²ம் a ii =  1,  �  i  எனில அáை~ அைகு அ~ அலைது 
சமனி அ~யோகும்.

  m =  n மற²ம் ai j  =  0 �  i  >  j  எனில ்மல முக்கோD ைடிை அ~யோகும்.

  m =  n மற²ம் ai j  =  0 �  i  <  j  எனில �âமுக்கோD ைடிை அ~யோகும்.

 x A a B bij m n ij m n= =× ×[ ] [ ] kw;Wk;  எனை அ~களுககு a bij ij= , �  i  மற²ம் j  எனில 

அபை சம அ~கள் எனப்ைடும்.

 x A a B bij m n ij m n= =× ×[ ] [ ]kw;Wk;  எனில A B cij m n+ = ×[ ] ,  இஙகு c a bij ij ij= + . 

 x A aij m n= ×[ ]  மற²ம் O ;ரு திபசயி� எனில λ λA aij m n= ×[ ]  .

 x − A  =  ( - 1) A

 x A + B  =  B  + A

 x A − B  =  A + (− 1)B

 x (A + B ) + C  =  A + (B  + C ),  இஙகு A, B , C  எனைன ;்ர ை�பச 6ப்டயபை. 

  (i) A (B C )  =  ( A B )C     (ii) A(B +C ) =  AB +AC   (iii) (A+B )C  =  AC +B C  

 x <ர் அ~ A-யின �பர மற²ம் �ரலகபN இ்டமோறைம் ்சயைதன மூைம் 
்ைைப்ைடும் அ~ A-ன �பர �ரல மோற² அ~  AT  எனப்ைடும்.

  (i) ( ) , ( ) , ( ) , ( )A A kA kA A B A B AB B AT T T T T T T T T T= = + = + =(ii) (iii) (iv)  

 x A எனை ;ரு சதுர அ~

  (i)  AT  =  A   எனில, அது சமச்சீர் அ~ எனப்ைடும்

   (ii) AT  =  - A எனில, அது எதிர் சமச்சீர் அ~ எனப்ைடும்.

 x ;ரு சதுர அ~பய சமச்சீர் மற²ம் எதிர் சமச்சீர் அ~க�ன கூடுதைோக 
எµதைோம்.

 x <ர் எதிர் சமச்சீர் அ~யின மூபைவிட்ட 6²ப்புகள் பூஜ்ஜியமோகும்.

 x A எனைது ்மய்யÙ 6²ப்புகபNக ்கோÙ்ட ;ரு சதுர அ~ எனில A + AT  
எனைது சமச்சீர் அ~யோகும் மற²ம் A − AT   எனைது எதிர் சமச்சீர் அ~யோகும். 

்ம³ம் A A A A AT T= + + −
1
2

1
2

( ) ( ) .

 x சதுர அ~களுககு மடடு்ம அ~க்கோபைகபN ைபரய²கக முடி°ம்.

 x | | | |A AT =  .

 x A, B  எனைன சம ை�பச 6ப்டய இரு சதுர அ~கள் எனில, | | | | | |AB A B=  

 x ;ரு சதுர அ~ A aij m n= ×[ ]  எனில | | | |kA k An= இஙகு k எனைது ;ரு திபசயி�.

 x ;ரு சதுர அ~ A-ன அ~க்கோபையின மதிப்ைோனது அதன ;ரு �பரயின 
(அலைது �ர�ன) 6²ப்புகள் மற²ம் அைறறின ;த்த இபDககோர~கள் 
ஆகியைறறின ்ைருகக�ன கூடுத³ககுச் சமம். எடுத்துககோட்டோக, 
| |A a A a A a A= + +11 11 12 12 13 13 .
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48X I  -  க~்த�Jà

 x ;ரு சதுர அ~ A-ன அ~ அ~க்கோபையின 9்த­ம் ;ரு �பர அலைது 
�ர�ன 6²ப்புகள் மற²ம் மற்ைோரு �பர அலைது �ர�ன 6²ப்புக�ன ;த்த 
இபDககோர~கள் ஆகியைறறின ்ைருககற ைைனின கூடுதைோனது 
பூஜ்ஜியமோகும். எடுத்துககோட்டோக, a A a A a A11 13 12 23 13 33 0+ + = .

 x <ர் அ~க்கோபையின அபனத்து �பரகபN°ம் �ரலகNோக இ்டமோறைம் 
்சயதோல, அ~க்கோபையின மதிப்பு மோைோது.

 x <ர் அ~க்கோபையின இரு �பரகள் அலைது �ரலகள் இ்டமோறைம் 
்சயயப்ைட்டோல, அ~க்கோபையின குறி மோ²ம்.

 x <ர் அ~க்கோபையின ;ரு �பர அலைது �ர�ல 6ள்N அபனத்து 
6²ப்புகளும் பூஜ்ஜியம் எனில, அதன மதிப்பு பூஜ்ஜியமோகும்.

 x <ர் அ~க்கோபையின இரு �பரகள் அலைது �ரலகள் சர்ைசமம் எனில, அதன 
மதிப்பு பூஜ்ஜியமோகும்.

 x <ர் அ~க்கோபையில 9்த­ம் ;ரு �பர அலைது �ர�ல 6ள்N ;á்ைோரு 
6²ப்பும்  ;ரு திபசயி� kஆல ்ைருககப்ைடடிருப்�ன அÛத அ~க்கோபையின 
மதிப்பு  kஆல ்ைருககப்ைட்டதோக அபம°ம்.

 x <ர் அ~க்கோபையில 6ள்N ;ரு �பர அலைது �ர�ல 6ள்N ;á்ைோரு 
6²ப்பும் r  6²ப்புக�ன கூடுதைோக இருககு்மனில, அáை~க்கோபைபய r  
அ~க்கோபைக�ன கூட்டல ைைனோக எµதைோம்.

 x <ர் அ~க்கோபை R R R j k ii j k+ + ≠α β ( , )   எனை �பர (R i ) 6ருமோறைத்திறகு 
அலைது C C C j k ii j k+ + ≠α β ( , )  எனை �ரல (C i ) 6ருமோறைத்திறகு 
6டைடுத்தப்ைட்டோல, அ~க்கோபையின மதிப்பு மோைோது. இஙகு α β,   எனைன 
9்த­ம் இரு மோறி�கள்.

 x கோர~த் ் தறைம்:  <ர் அ~ A-ன ;á்ைோரு 6²ப்பும் x-ல அபமÛத ைல³²ப்புக 
்கோபையோக இருÛது, x =  a எனப் �ரதியி்ட |  A | -ன மதிப்பு பூஜ்ஜியம் எனில, x =  a 
எனைது  |  A | -ன ;ரு கோர~யோகும்.

 x (x1, y 1), (x2, y 2) மற²ம் (x3, y 3) எனை 6ச்சிப்புள்�கபNக ் கோÙ்ட முக்கோDத்தின 

ைரப்பு 
1
2

1
1
1

1 1

2 2

3 3

x y
x y
x y

-ன எÙDNைோகும்.

 x முக்கோDத்தின ைரப்பு பூஜ்ஜியம் எனில, இம்மூன² புள்�களும் ;்ர ் கோடடில 
அபம°ம்.

 x ;ரு சதுர அ~ A-ககு  |  A |  =  0 எனில, அது பூஜ்ஜியக்கோபை அ~ எனப்ைடும்.  
|  A |  z 0 எனில, அது பூஜ்ஜியமறை ்கோபை அ~ எனப்ைடும்.
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அ~க´ம் அ~Ôககோ[Pக´ம்49

்சயலைோடடின இ²தியில

கிப்டககப் ்ை²ைது

6K� �
https://ggbm.at/cpknpvvh


ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.

்} - � ்} -�

்} - � 
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி ĊĢĬĊĢğįĞ-வின sĐĞıįĦĠĢİ 
Ğīġ ćĢıĢįĪĦīĞīıİt ைககத்திறகுச் ்சலக. 6ஙகள் ைோ்டம் சோர்Ûத ைை ை~த்தோள்கள் 
இப்ைககத்தில ்கோடுககப்ைடடிருககும்.

்} -�
sĐĞıįĦĠĢİ-ĄĩĤĢğįĞĦĠ ĬĭĢįĞıĦĬīİt எனைபதத் ் தர்Û்தடுககவும். அதில 6ள்N கDககுகபNச் 
்சயது, அ்தற்கன ்கோடுத்திருககும் கட்டஙக�ல விப்டகபNச் ச� ைோர்ககவும். 

்ம³ம் புது வினோககளுககு sđĢĴ ēįĬğĩĢĪt எனைபதத் ்தர்வு ்சயயவும்.

அணி்க�ம் அணிகப்ககா்ெ்க�ம்

இவ�யச் வ�யல்ாடு 7  ( a)

7 Matrices and Determinants.indd   49 03-09-2018   15:40:27

www.tntextbooks.in



50X I  -  க~்த�Jà

்சயலைோடடின இ²தியில

கிப்டககப் ்ை²ைது

்} - � 
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி ĊĢĬĊĢğįĞ-வின sĐĞıįĦĠĢİ 
Ğīġ ćĢıĢįĪĦīĞīıİt ைககத்திறகுச் ்சலக. 6ஙகள் ைோ்டம் சோர்Ûத ைை ை~த்தோள்கள் 

இப்ைககத்தில ்கோடுககப்ைடடிருககும்.

்} -�

“ ćĢıĢįĪĦīĞīıİt எனைபதத்  ் தர்வு ் சயது ் கோடுககப்ைடடிருககும் அ~க்கோபைக�ன 
மதிப்�பன �ர்Dயிககவும், ்ம³ம் ்கோடுத்திருககும் கட்டஙகபNத் ்தர்வு ்சயது 
அதன ைடிகபNச்ச� ைோர்ககவும்.

புது வினோககபNப் ்ை²ைதறகு sđĢĴ ēįĬğĩĢĪt எனைபதத் ்தர்வு ்சயயவும். 

6K� �
https://ggbm.at/cpknpvvh


ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.

்} - � ்} - �

அணி்க�ம் அணிகப்ககா்ெ்க�ம்

இவ�யச் வ�யல்ாடு 7  ( b )
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8.1 அறிமுகம் ( I nt rod u c t i on )
 ;± �IோGÚ[்த  4JÔ¤ம்  �டCÚ[்தÚ �ர்மோனிகக ;ரு விமோனி, 
விமோனத்தின   ைோபத , அதன தபைப்ைகுதி , கோறறின ்ைகம் மற²ம் தபரயில 
அதன ்ைகம் ஆகியைறபைப் ைறறித் ்த�Ûதிருகக ்ைÙடும். விமோனம் 
்Fரடியோக அதன இைகபக ்Fோககிச்  ்சலை ்ைÙடு்மனைோல, கோறைோனது 
ச�யோக எதிர்்கோள்ளும்  ைபகயிைோன  ் கோDத்தில  விமோனத்பதக  கோறறி­ள் 
்ச³த்த ்ைÙடும்.  ;ரு ை�கோடடும் க~னி இருÛதோல இáைோைோன  
கDக�டுகபN ்ைகமோகவும்  துல�யமோகவும்  ்சயயைோம். எனி­ம், அÛத 
ை�கோடடும்  க~னிபய இயகக முடியோத  ¹â�பையின ்ைோது விமோனி 
பகயில 6ள்N கோலகு்ைட்டர், எµது்கோல மற²ம் கோகிதத்பத  ்கோÙடும் 

்ைக்டர்கள் ைறறிய அறிவின  துபD ்கோÙடும்  இதபனத்  �ர்மோனிப்ைோர்.  
என்ை   ்ைக்டர்கபNப் ைறறி°ம் அதன மீதோன ்சயலைோடுகபNப் ைறறி°ம் 
அறிÛதிருப்ைது  விமோனிககு �கவும் இனறியபமயோததோகும்.
 �Ù ழ �[NJோடடு  K�å ்மல இரÙடு முககிய  விபசகள் 
்சயலைடுகினைன. முதல விபச புவி�ர்ப்பு விபச ( )g  ்சஙகுத்தோக  �â         
்Fோககிச் ்சயலைடுகினைது. மற்ைோன² எதிர்ப்பு விபச ( )r   ்மல்Fோககி 
9்த­ம் ;ரு திபசயில ்சயலைடுகினைது.  என்ை, அÛத விபNயோடடு 
 ர�ன்மல ்சயலைடும் ்மோத்த விபச 

 g r+  ஆகும். (எáைோ²")

 ;ரு PோÀர்��å �[@கPகம்  
v  எனவும் கோறறின திபச்ைகத்பத

w  
எனவும்  எடுத்துக்கோÙ்டோல ைோÀர்தியின ைய�டடுத் திபச்ைகம்  v w+  
ஆகும்.  ் மறகு ் Fோககி ைோÀர்தி ைைகக ைோÀர்தியின தபை எÛத திபச ் Fோககி 
இருகக ்ைÙடும்"  
 {���8æ (G .P .S ) எனை  கருவி தபர,  ைோன மற²ம் தÙ�ர் ஆகியைற²ள் ைய~கக 
ை�கோடடும் ைபகயில ைடிைபமககப்ைடடுள்Nது. ்ைக்டர்க�ன ்சயலைோடுகள் மூை்ம இககருவி 
இயஙகுகிைது.

v w�

v w

8அத்தியாயம்
வைக்டர் இயறகணிதம் - I

(V e c t o r  Al g e b r a - I )

Ɩபுவியில �c்த்�விட �்கத்துெ�கா�து �துeல்்
�c்தcல ��்்தவிட �்கத்துெ�கா�து �துeல்்Ɨ

- &காeலடன்

g r�� �

g r
� �
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 ்ைக்ட�ன   கருத்தோககமோனது   ்Aர்மன   க~தவியைோNர் 
H .G .  xKோæIå (1809 – 1877) மற²ம் :�è க~தவியைோNர்   
W .R .  Sோ�àCå  (1805 – 1865) ஆகியைர்க�ன தோககத்தினோல ைNர்ச்சி 
்ைறைது. Sோ�ல்டன <ர்  6யர் �பையிபன ்ைறறிருÛத ்ைோதும் கிரோæமன <ர்  
6யர் ைகுப்பு ைள்� ஆசி�யரோக இருÛதோர். ¬Ùக~தம் மற²ம் கோர்�சியன 
ைடிவிய�ன சிைப்ைோன அம்சஙகபN ;னறிபDத்து ்ைக்டர் இயறக~தத்பத 
6ருைோககிய ்ைருபம அ்ம�ககக க~தவியைோNர் J.B . xÜæ (1839 – 1903) 
மற²ம் இஙகிைோÛபத ்சர்Ûத  Q . YS�[@டு (1850  - 1925 ) ஆகி்யோருககு  

6Ùடு. தற்ைோபதய ையனைோடடி³ள்N ்ைக்டர் இயறக~தம் மற²ம் ்ைக்டர் 
ைகுப்ைோயவு கருத்தியைோனது, முதனமுத�ல கிப்æ எனை க~தவியைோNர்  

்யல ைலகபைக கOகத்தில அைருப்டய மோDைர்களுககு ைOஙகிய வி�வுபரயின  மூைம் ்ை�க 
்கோDரப்ைட்ட்த  ஆகும். x�1்ர்ட (1845 -1879) எனைைர் தன­ப்டய  ‘ E l em ent s of  D yn am i c s’  எனை 
புத்தகத்தில ¬Ùக~தத்தில ையனைடுத்தப்ைட்ட  இரு குைோட்டர்னியன  ்ைருககபை இரு விதமோன 
்ைக்டர்கள் மீதோன ்ைருககலகNோக , அதோைது திபசயி�ப் ்ைருககம் மற²ம் ்ைக்டர் ்ைருககமோக 
��த்துக கோடடினோர்.  YPÔCர் எனை ைோர்த்பதபய Sோ�ல்டன  எனைைர் ‘ t o c ar ry’   எனை இைத்�ன 
ைோர்த்பதயில இருÛது ைபரய²த்தோர். 

��ய� 

 �ைச

�ைச ேவக� 

��

 ்ம³ம் கிரோæமனின ்கோடைோடடு வி�ைோககத்தின மூைமும் ்ைக்ட�ன கருத்தோககம் 
ைNர்ச்சியப்டÛதது. ைடிவியல மற²ம் இயற�ய�ல 6ள்N கருத்துகபN  பு�ÛதுDர ்ைக்டர் 
;ரு சிைÛத கருவியோக அபமÛதுள்Nது. ைய�டடுக க~தம் மற²ம் இயற�ய�ல YPÔCர்க�å 
க±Ú�Jà ;± F G YIோ�Jோக �NÕ¤xL«�

8.2 திவ�யிiகள் மறறும் வைக்டர்கள் ( S c al ar s an d  V ec t or s)
ைவ�யவை  8 .1
 எÙDNபை  மடடு்ம ்கோÙடு �ர்மோனிககப்ைடும் ;ரு க~யம் �[@�� ஆகும்.

 எடுத்துககோட்டோக, ்தோபைவு, நீNம், ்ைகம், ்ைப்ை�பை, �னனµத்தம், �பை, அµத்தம், 
்ைபை ஆகியபை திபசயி�கNோகும்.

W .R .  Sோ�àCå
(1805 – 1865)

கäL�å கFோÔகÕகã

இப்ைோ்டப்ைகுதி �பைவு²ம்்ைோது மோDைர்கள் அறிÛதிருகக ்ைÙடியபைகNோக
ò ைடிவியல மற²ம்  இயற�ய�ல 6ள்N கDககுகபN பு�Ûது்கோள்N ்ைக்டபர ;ரு 

கருவியோக 6Dர்ைது
ò திபசயி� மற²ம் ்ைக்டபர  ்ை²ைடுத்துைது
ò ்ைக்ட�ன ைபககபN°ம், ்ைக்ட�ன மீதோன இயறக~தத்பத°ம் பு�Ûது ்கோள்ைது
ò ்ைக்ட�ன இரு ை�மோD மற²ம் முப்ை�மோDக கூ²கபN ைடிவிய�ன ைோயிைோக அறிÛது 

்கோள்ளுதல
ò ்ைக்டர் இயறக~தத்தில அ~கள் கருத்திய�ன ையனைோடப்ட அறிைது
ò திபசயி�ப்்ைருககம் மற²ம்  ் ைக்டர் ் ைருககத்தின மதிப்புகள் முபை்ய  திபசயி� மற²ம் 

்ைக்டர் எனைபதக கÙடுDர்தல
ஆகியபை எதிர்ைோர்ககப்ைடுகினைன.
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ைவ�யவை  8 .2
 எÙDNவு  மற²ம் திபசபயக ்கோÙடு �ர்மோனிககப்ைடும் க~யம் YPÔCர் ஆகும். 
என்ை, இதபனத் திபசயி்டப்ைட்ட ்கோடடுத்துÙடு  எனைோம்.

 எடுத்துககோட்டோக, திபச, இ்டப்்ையர்ச்சி, திபச்ைகம் (இது ்ைகத்பத°ம் அது Fகரும்  
திபசபய°ம்  தருகினைது) ஆகியபை  ்ைக்டர்கNோகும்.

 ்ைக்டர்கள் ஆஙகிை சிறிய எµத்துகபNக ்கோÙடு அம்புககுறி°்டன  குறிககப்ைடுகினைது. 
இரு ை�மோD ் ைக்டர் எனைது R2oல திபசயி்டப்ைட்ட <ர்  ் கோடடுத்துÙ்டோகும். ் ம³ம்  முப்ை�மோD  
்ைக்டர்  எனைது  R3-ல திபசயி்டப்ைட்ட <ர்  ்கோடடுத்துÙ்டோகும்.

8.3 வைக்டவ� �றிºdடும் முவை மறறும் வைக்டர்கjன  ைவககள் 
       ( R ep resent at i on  of  a ve c t or  an d  t y p es of  ve c t or s)
 ;ரு ்ைக்டருககு முடிவு மற²ம் ஆரம்ைம் 6Ùடு. 

 ை்டம் 8.1-: கோÙக.

ைவ�யவை  8 .3
 

a -ன ஆரம்ைப்புள்�  A-யிபனத் Y்தோCÔகÜ®ã� எனவும் முடிவுப்புள்�  B -யிபன  

4²�Ü®ã� எனவும் அபOககி்ைோம்.  ;ரு  ்ைக்ட�ன ்தோ்டககப் புள்�யிபன  அதன 
ஆதிப்புள்� எனவும் ்கோள்Nைோம்.  

 
a - ன ் தோ்டககப்புள்� A-ஆனது Fகர்வுககு முன அப்புள்�யின �பையிபன°ம், இ²திப்புள்� 

B -ஆனது Fகர்வுககுப்�ன  அப்புள்�யின �பையிபன°ம் குறிககிைது.

 
a  எனை ்ைக்ட�ன எÙ மதிப்பு அலைது நீNம் எனைது ்கோடடுத்துÙடு AB  - ன நீNம் ஆகும். 

்ம³ம்  இதபன | |a  எனக குறிப்�்டைோம்.

 AB  - ன ை�்ய நீட்டப்ைட்ட திபசயி்டப்ை்டோத ்கோடடிபன
a - ன ்தோÕx எனைோம்.

 ;ரு  திபசயிலைோத ்கோடடுத்துÙப்ட°ம், ;ரு திபச°்டன கூடிய ்கோடடுத் துÙடிபன°ம் 
்ை²ைடுத்த AB

� ���
 மற²ம் 

a  என  அம்புககுறியிடடுக குறிககப்ைடுகினைது. என்ை AB  எனைது  ;ரு 

்கோடடுத்துÙடிபன குறிப்�டுகிைது.

ைவ�யவை  8 .4
 எÛத்ைோரு புள்�பய°ம் ஆதிப்புள்�யோகத் ்தர்Û்தடுகக இய³மோனோல அதபனக 
கட}Mோ  YPÔCர் எனைோம். ஆனோல ;ரு குறிப்�ட்ட புள்�பய மடடு்ம ஆதிப் புள்�யோகத்  
்தர்Û்தடுகக  முடி°மோனோல  அதபன அ²��டC YPÔCர் எனைர். 

 ்ைக்டர்க�ன ்ைருககல ைபர Fோம் கடடிைோ  ்ைக்டர்கபN மடடு்ம ையனைடுத்த 
6ள்்Nோம். ்கோடடின சமனைோடப்டக கோÙைதில  அ²தியிட்ட ்ைக்டர்கள் ையனைடுத்தப் 
ைடடுள்Nது.

ைவ�யவை  8 .5
 ;்ர ் தோ்டககப்புள்�பயப் ் ைறை ் ைக்டர்கபN ;கK Y்தோCÔகÜ®ã� YPÔCர்கã எனவும் 
;்ர முடிவுப்புள்�பயக ்கோÙ்ட ்ைக்டர்கபN  ;கK மு}வுÜ ®ã� YPÔCர்கã எனைோம்.

ைவ�யவை  8 .6
 இரÙடு அலைது அதறகு ் மறைட்ட ் ைக்டர்க�ன இயககம் ;்ர ் Fர்க ் கோடடி்ைோ அலைது 
அதறகு இபDயோக்ைோ இருப்�ன, அைறபை  ;கK ககோC[I அலைது 4[D YPÔCர்கã 
எனைோம்.

 ;்ர தNத்தின  மீது அபமÛத அலைது அÛதத் தNத்திறகு இபDயோக அபமÛத இரÙடு 
அலைது அதறகு ்மறைட்ட ்ைக்டர்கபN ;± ்தN அ[I YPÔCர்கã எனைோம்.

a→

A

B

்Cம் 8.1
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ைவ�யவை  8 .7
 இரு ்ைக்டர்க�ன எÙDNவுகள் சமமோகவும் மற²ம் அபை ;்ர திபசயிபன°ம் 
்ைறறிருÛதோல அைறபைச் @I YPÔCர்கã எனைோம்.

 சம ்ைக்டர்களுககு ;்ர ்தோ்டககப்புள்�°ம் இ²திப் புள்�°ம் 
இருகக்ைÙடிய அைசியம் இலபை. சோனைோக , ை்டம் 8.2- ல 



b  மற²ம் 
c  

ஆகியபை சமநீNம் மற²ம்  ;்ர  திபசயி³ள்N ்ைக்டர்கள்எனைதோல 
அைறபை சம்ைக்டர்கள் எனகி்ைோம். 

a  மற²ம் 


b  ஆகியபை சம 
எÙDNபைக  ்கோÙடிருÛதோ³ம்  அைறறின  திபச எதிரோக இருப்ைதோல 
இபை சமமறை ்ைக்டர்கள் ஆகும்.  

c  மற²ம் 


d  ஆகியபை ;்ர திபசயில 
இருÛதோ³ம் எÙDNவு ்ைá்ைைோக இருப்ைதோல இபை சமமறை ்ைக்டர்கNோகும்.

ைவ�யவை  8 .8
 எÙDNவு  0 6ள்N  ்ைக்டபர  Áé{J YPÔCர் எனகி்ைோம். இதபன  



0  எனக 
குறிப்�்டைோம்.  இது 9்த­ம் ;ரு திபசயில இருககும்.

 அதோைது, ் தோ்டககப்புள்�°ம் முடிவுப்புள்�°ம் ;னைோக அபமÛதோல அது பூஜ்ஜிய ் ைக்டரோக 
அபம°ம்.
 எÙDNவு 1 6ள்N  ்ைக்டபர அM¤ YPÔCர்  எனைோம். 

a oன திபசயில 6ள்N அைகு 
்ைக்டர் ˆa  எனககுறிப்�்டப்ைடும் (இதபன ‘ a ca p’  அலைது ‘ a ha t’  எனப்ைடிகக ்ைÙடும்). ்த�ைோக 

ˆ| |a =  1 ஆகும்.
 எÙ~ைோ திபசக��ருப்ைதோல எÙ~ைோ அைகு ்ைக்டர்களும் 6ள்Nன எனைபதக 
கைனிகக. ;á்ைோரு திபசககும் ;ரு அைகு ்ைக்டரோனது அÛத திபசயில இருககும்.
 ;á்ைோரு பூஜ்ஜியமறை ்ைக்டபர°ம் 

a  ்ைக்ட�ன திபசயில 6ள்N அைகு ்ைக்டபர ;ரு 
திபசயி�யோல ்ைருககி எµதைோம். அÛத திபசயி�யோனது ்ைக்ட�ன எÙDNைோகும்.
 என்ை, எÛத்ைோரு ்ைக்டர் 

a ககும், 
a =  

a ˆa  என எµதைோம். இஙகு  ˆa  எனைது 
a -ன 

திபசயில அைகு ்ைக்டர் ஆகும். என்ை, பூஜ்ஜியமறை 
a -ககு ˆa =





a
a| |  ஆகும்.

ைவ�யவை  8 .9
 ;்ர திபசயிைபமÛத இரு ்ைக்டர்கபN ;கK �[@ YPÔCர்கã என²ம், ;ன²க்கோன² 
எதிர் திபசயிைபமÛத இரு ்ைக்டர்கபN 8�ர் �[@ YPÔCர்கã என²ம் கூைைோம்.

            இரÙடு  ் ைக்டர்கள் ;்ர திபசயிைபமÛத ் ைக்டர்கNோக்ைோ  எதிர் திபச ் ைக்டர்கNோக்ைோ  
அபமÛதோல அá்ைக்டர்க�ன தோஙகிகள் ;ன²க்கோன² இபDயோக அபம°ம். இரÙடு 
்ைக்டர்கள் ;்ர திபச ்ைக்டர்கNோக இலைோம³ம் எதி்ரதிர்த்திபச ்ைக்டர்கNோக 
இலைோம³ம் இருககைோம்.

ை்டம் 8.3

8.4 வைக்டர்கjன  {தா� இயறகணிதம் ( Al ge b ra of  V ec t or s)
 ்மய்யÙகள் அலைது அ~க�ன மீதோன ்சயல முபைகள் ்ைோன்ை Fோம் ்ைக்டர்க�ன  
மீதும் ்சயலமுபைகபNக கோDைோம். இரÙடு ்ைக்டர்க�ன கூட்டல, ;ரு ்ைக்ட��ருÛது 
மற்ைோரு ்ைக்டபரக க�த்தல மற²ம் ;ரு ்ைக்டபர ;ரு திபசயி� ்கோÙடு ்ைருககுதல 
்ைோனைைறபைக கோÙ்ைோம்.

ை்டம் 8.2

a�

d
�b

�
c�

▲

▲

▲

▲

▲

▲

b
→

a
→

d
→

→
ν→

xnu jpir btf;lu;fs; vjpu;jpir btf;lu;fs;

xnujpir kw;Wk; vjpu;jpir
my;yhj btf;lu;fs;

c

u�
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8.4.1 வைக்டர்கjன �ட்டல ( Ad d i t i on  of  V ec t or s)
 ்ைக்டர்க�ன கூட்டபை இரÙடு ைபகக�ல ைபரய²த்து அபை ;ன்ை எனக கோÙ்ைோம். 
<ரைகு �பை ்கோÙ்ட ;ரு ்ைோருள் R2oல  (0, 0) எனை இ்டத்தில 6ள்Nது எனக. அதன அNபை ;ரு 
புள்� என எடுத்துக்கோள்்ைோம். இரÙடு <ரைகு விபசகள் 

a  மற²ம் 


b ஆகியபை x-அச்¦ மற²ம் 
y -அச்சின �பகத் திபசயில  அப்்ைோரு�ன மீது ்சயலைடுைதோகக ்கோள்க. (ை்டம் 8.4-: ைோர்கக).  
இப்்ைோµது  அப்்ைோருNோனது x o அச்¦்டன  45n  ்கோDத்தில ை்டம் 8.5.oல 6ள்Nது ்ைோல Fகரும் 
என எ�தில க~ககைோம்.  

a  மற²ம் 


b எனை எனை விபசகள் 
a  மற²ம் 



b  எனை ்ைக்டர்கNோல 
ை்டம் 8.6-ல குறிப்�்டப்ைடடுள்Nது. விபசகள் ை்டம் 8.4-ல அப்்ைோருபN தள்ளுைதோகவும் ை்டம் 8.6-ல 
அப்்ைோருபN  இµப்ைதோகவும் Fோம் கருதைோம்.

a→

b→
a→

b→

b→

a→ a→

b→

x x x x

y y y y

 ை்டம் 8.4 ை்டம் 8.5 ை்டம் 8.6 ை்டம் 8.7
 அடுத்து Fமககுத் ்தோன²ம் ்கள்வி, “ அது எáைNவு ¾ரம் Fகரும்"”  எனைதோகும். 
விபசகள் ;னைன�ன ;னைோகச் ்சயலைடுைதோகக கருது்ைோம். விபச  

a -ஆனது  
அப்்ைோருபN  x-அச்சின திபசயில <ரைகு ¾ரம் Fகர்த்தும். என்ை அÛதப் ்ைோருள்   
(0, 0)oல இருÛது (1, 0) எனை புள்�ககு Fகர்கினைது. இப்்ைோµது விபச 



b ஆனது  அப்்ைோருபNச் 
்சஙகுத்தோக ்மல்Fோககி  (1, 0) எனை புள்�யில இருÛது (1, 1) எனை புள்�ககு Fகர்த்துகினைது.  
இ²தியோக  அப்்ைோருள்  (1, 1)oல 6ள்Nது. (ை்டம் 8.7: ைோர்கக). என்ை இரÙடு ்ைக்டர்க�ன 
கூடுதைோனது (0, 0)  மற²ம்  (1, 1)-: இபDககும் ்கோடடுத்துÙ்டோக (0, 0)-�ருÛது (1,1) எனை 
திபசயில ைபரய²ககப்ைடுகிைது.
 இப்்ைோµது ்மறகூறிய ¹â�பையில 

a -ன  எÙDNபைபய 1-ககுப் ைதில 2  எனக 
்கோள்க.  (ை்டம் 8.8-: ைோர்கக).  ை்டம் 8.9-ல 6ள்Nைடி அப்்ைோருNோனது x- அச்¦ககு  அருகில  Fகரும் 
என எ�தில க~ககைோம். ்ம³ம் அப்்ைோருNோனது (2,1) எனை புள்�ககு Fகரும்  எனைபத°ம் 
க~ககைோம். என்ை இÛத இரÙடு ்ைக்டர்க�ன  கூடுதைோனது  (0,0)-பை°ம் (2,1)-:°ம் 
இபDககும்  ் கோடடுத்துÙடினோல  “  ( 0,0)-வி�ருÛது (2,1) எனை திபசயில ைபரய²ககப்ைடுகினைது” .

b
→

a
→

a
→

b
→

 ை்டம்  8.8 ை்டம்  8.9 
 இÛத இரÙடு ¹â�பைக�³ம் விபசகள் ;ன²க்கோன² ்சஙகுத்தோக இருÛதன. ஆனோல 
்ைோதுைோக விபசகள் ் சஙகுத்தோக இருகக்ைÙடிய அைசிய�லபை.  இருÛத்ைோதி³ம் ;னைன�ன 
;னைோகச் ்சயலைடும் விபசகபNக கூட்ட இய³ம். 6தோரDமோக 

a   மற²ம்  


b எனை விபசகபN 
ை்டம் 8.10-ல 6ள்Nது ்ைோன² கருதுக.

b
→

a
→

▲ ▲

▲

▲ ▲

▲

▲

a
→

b
→

b
→

a
→c

→

 ை்டம்  8.10 ை்டம்  8.11 ை்டம்  8.12 
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a -ன இ²திப்புள்�°்டன 



b oன ஆரம்ைப்புள்� அபம°மோ² (ை்டம் 8.11) அபமகக. 
இைறறின கூடுதைோனது ை்டம் 8.12-ல 6ள்Nது ்ைோன² கிப்டககிைது. Fோம் இப்்ைோµது இரÙடு 
்ைக்டர்களுககோன கூடுத�ன ைபரயபைபயக கோÙ்ைோம்.

வைக்டர்  �ட்டiன  முக்கா�lதி ( T ri an gl e l aw  of  ad d i t i on )

 
a  மற²ம் 



b  எனைன இரு ்ைக்டர்கள் எனக.   

A1  மற²ம் B 1  எனைபை  
a  மற²ம் 



b -ன 
்தோ்டககப்புள்�கள் எனவும்,  A2  மற²ம் B 2 எனைபை 

a  
மற²ம் 



b oன முடிவுப்புள்�கள் எனவும் ்கோள்க. 

 A B3 3 -:  B B1 2 -ககு இபDயோக A B B B3 3 1 2=  எனைைோ² 

ைபரக. 
a மற²ம் 



b -ன கூடுதைோனது A B1 3

� ����
 எனை ்ைக்டரோல 

a +


b  என குறிப்�்டப்ைடுகிைது. 
இதபனக �âககோªமோ² ைபரய²ககைோம்.

ைவ�யவை  8 .10  Ŭவைக்டர் �ட்டiன முக்கா� lதிŭ
 இரு ்ைக்டர்கள் அைறறின எÙDNைோ³ம் திபசயோ³ம் ;ரு முக்கோDத்தின 
ை�பசயோக எடுககப்ைட்ட இரÙடு ைககஙக�ன மூைமோகக குறிப்�ட்டோல, அைறறின கூடுதபை 
அம்முக்கோDத்தின எதிர் ை�பசயில எடுககப்ைட்ட மூனைோைது ைககத்தினோல குறிககைோம். 

மு_வு 8.1

 




a b c,  kw;Wk; ஆகியபை முக்கோDத்தின ை�பசயோக அபமÛத 
அடுத்தடுத்த ைககஙகNோனோல  









a b c+ + = 0  ஆகும். 

நி¦்�ம்

     AB
� ���

 =  
� � ��� � � ��� �a BC b CA c, ,= =kw;Wk;  எனக.

  இப்்ைோµது,     




a b c+ +  =  AB BC CA AC CA AA
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� �

+ + = + = = 0

 

வைக்டர் �ட்டiன  இவ�க� lதி ( P ar al l el ogr am  l aw  of  ve c t or  ad d i t i on )

 
a  மற²ம் 



b  எனைன  9்த­ம் இரு ்ைக்டர்கள் எனக. இÛத இரு ்ைக்டர்க�ன 

்தோ்டககப்புள்�கபN (O ) ;னைோகக்கோÙடு , ைபரயபை 8.7-:ப் ையனைடுத்தி கூடுதபைக கோÙ்ைோம்.  
A மற²ம் B  ஆகியபை 

a மற²ம் 


b ஆகியைறறின முடிவுப்புள்�கள் (ை்டம் 8.15) எனக. 
a + 


b -:க 

கோD,  AC -:  O B -ககு இபDயோக O B  =  AC  எனைைோ² ைபரக. இஙகு OC
� ���

 எனைது இைறறின 
கூடுதைோகும். (ை்டம் 8.16). இஙகு O A மற²ம் B C  ஆகியபை இபD எனைபதக கைனிகக (ை்டம் 8.17).

 
a
→a

→
b
→

b
→

b
→

b
→

a
→

b
→

B

A

O O

B

C

A

B

C

A

O

▲

▲ ▲

▲ ▲

▲

▲

▲ ▲▲

▲

 ை்டம்  8.15 ை்டம்  8.16 ை்டம்  8.17

ை்டம்  8.13

b
→

a
→

B2

B1

A1

B3

▲

▲

▲

▲
2 3
( )A A

ை்டம்  8.14
A B

C
▲ ▲

▲

a�

b
�

c�

8 Vector Algebra Tamil.indd   56 03-09-2018   15:42:00

www.tntextbooks.in



YPÔCர் 4Jäக~்தம் - I57

 என்ை ;்ர ்தோ்டககப் புள்�கபN 6ப்டய இரு ்ைக்டர்க�ன கூடுதபைக கோD  இÛத 
்ைக்டர்கபN அடுத்தடுத்த ைககஙகNோகக ் கோÙடு <ர் இபDகரம் ைபரÛது அதன மூபை விட்டத்பத 
அதன கூடுதல எனகி்ைோம். ;்ர ்தோ்டககப்புள்�பயக ்கோÙடிலைோத இரு ்ைக்டர்கபN 
9்த­ம் ;ரு ்ைக்டபரத் தகுÛதைோ² Fகர்த்தி ;்ர ்தோ்டககப்புள்�யிபன 6ப்டய ்ைக்டர்கNோக 
மோறைைோம். இதி�ருÛது �âககோªம் ைபரயபை 8.11-: ்ைைைோம்.

 O   எனை ;்ர ்தோ்டககப்புள்�பய 6ப்டய இரு ்ைக்டர்கள் 
a  மற²ம் 



b  எனக. இைறறின 
இ²திப்புள்�கள் முபை்ய A மற²ம் B   எனக.

 O AC B  எனை இபDகரத்பத பூர்த்தி ்சயக.  
a  மற²ம் 



b -ன கூடுதைோனது OC
� ���

 என 
ைபரய²ககப்ைடுகிைது.

ைவ�யவை  8 .1 1  Ŭ�ட்டiன இவ�க� lதிŭ

 O AB C  எனை இபDகரத்தில OA
� ���

மற²ம்  OB
� ���

ஆகியபை அடுத்தடுத்த ைககஙகபNக 

குறித்தோல, அதன மூபைவிட்டமோன OC
� ���

, இைறறின கூடுதபைக குறிககும் (ை்டம் 8.17-: ைோர்கக).

 ்ைக்டர் கூட்ட³ககு இரÙடு ைபகயோன ைபரயபைகள் இருÛத்ைோதி³ம் அபை இரÙடும் 
;ன்ை ஆகும். ைபரயபை 8.10 ஆனது ்ைக்டர் கூட்ட�ன முக்கோD விதிபய°ம் ைபரயபை �.�� 
ஆனது ்ைக்டர் கூட்ட�ன இபDகர விதிபய°ம் கூ²கிைது.

 முக்கோDம் AB C - ல  AB
� ���

மற²ம் BC
� ���

ஆகியபை இரÙடு ைககஙகபNக குறித்தோல, மூனைோைது 
ைககம் AC

� ���
ஆனது அதன கூடுதபைக குறிககினைது.

8.4.2 இ�ணடு வைக்டர்களுகZவ்ட்யயா� lத்தியா�ம்

      (Di f f e r e n c e  b e t w e e n  t w o  V e c t o r s )
 இப்்ைோµது ;ரு ்ைக்ட��ருÛது மற்ைோரு ்ைக்டபர க�ககும் முபைபயக கோÙ்ைோம்.

ைவ�யவை 8.12
 

a 9்த­ம் ;ரு ்ைக்டர் எனக. 
a -ன எதிர்மபை ்ைக்டபர −

a எனக குறிப்்ைோம். இது  
a -ககுச் சமமோன எÙDNவிபன°ம் 

a -ன திபசககு எதிர்த் திபசபய°ம் ்கோÙ்ட ்ைக்டர் 

ஆகும். 

 AB a
� ��� �

= எனில BA a
� ��� �

= −  எனைதபன கைனத்தில ்கோள்Nவும்.

வைக்டர்கjன lத்தியா�த்திறகா� ை_ைக கணித l!ககம்
( G eom et ri c al  i nt erp ret at i on  of  d i f f erenc e b et ween t wo ve c t or s)

a  எனை ்ைக்ட�ன ஆரம்ைப் புள்� P  மற²ம் முடிவுப்புள்� Q  எனக. 


b  எனை ்ைக்ட�ன 
ஆரம்ைப்புள்� Q  மற²ம் முடிவுப்புள்� P  எனக. இÛத இரு ்ைக்டர்க�ன எÙDNபைகள்  P  
மற²ம் Q  எனை புள்�கபN இபDககும் ்கோடடுத்துÙடின நீNம் ஆகும். என்ை இைறறின எÙ 
அNபைகள் சமம். ஆனோல இைறறின திபசகள் ்Fர் எதிரோனபை. என்ை 



b -ஆனது −
a -ககுச் 

சமம் ஆகும்.

 
a  மற²ம் 



b  ஆகியபை  9்த­ம் இரு ்ைக்டர்கள் எனில 




a b− -ஆனது 




a bkw;Wk; − -ன 

கூடுதைோக 




a b+ −( ) என ைபரய²ககப்ைடுகிைது.

 Fோம் இதபன ைடிவிய�ன துபD்கோÙடு ைோர்ககைோம். 
a  மற²ம் 



b  ஆகியபை  முபை்ய  

OA
� ���

மற²ம்  OB
� ���

ஆகியைறபைக குறிககிைது எனக. (ை்டம் 8.18).  AC பய O B ககு இபDயோக  AC  =  O B  
எ­மோ² ைபரக. இப்்ைோµது AC

� ���
 எனைது 



b -ககுச் சமமோக இருககும். C A =  AD  எ­மோ²  C A 
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எனை ்கோடப்ட D  ைபர நீடடுக. இப்்ைோµது AD
� ���

 எனைது −


b ககு சமம் ஆகும். 

என்ை  
� � � ���
a b OD+ − =( ) . ஆக்ை 

� � � ���
a b OD− =  (ை்டம் 8.19).

B B B

O O O

D D

A A A
b
→

b
→

– b
→

b
→

a
→

– b
→

b
→

b
→

a
→

C C

▲

▲

▲

▲

▲

▲

▲

▲
▲

▲

a
→ ▲

 ை்டம்  8.18 ை்டம்  8.19 ை்டம்  8.20

 O AC B  எனை இபDகரத்பதப் பூர்த்தி ் சயக. இதி�ருÛது B A மற²ம் O D  ஆகியபை இபDயோகவும் 
சமநீNத்தி³ம் 6ள்Nபத அறியைோம். என்ை BA

� ���
 மற²ம் OD

� ���
 ஆகியபை சம்ைக்டர்கள் ஆகும். 

என்ை BA
� ���

: Fோம்  




a b− ஆகக ்கோள்Nைோம். இதி�ருÛது O AC B   எனை இபDகரத்தில ைககஙகள்

OA
� ���

 மற²ம் OB
� ���

 ஆகியபை முபை்ய 
a  மற²ம் 



b ்ைக்டர்கபNக குறித்தோல, மூபைவிட்டம் BA
� ���

 

எனைது 




a b−  : குறிககும். (ை்டம் 8.20: ைோர்கக).  Fோம் 9றகன்ை OC
� ���

 ஆனது 




a b+ : குறிககும் 

என அறிÛதுள்்Nோம்.

 ஆக்ை 
a  மற²ம் 



b  ஆகியபை இபDகரத்தின அடுத்தடுத்த இரு ைககஙகபNக குறித்தோல 




a b+  மற²ம் 




a b− ஆகியபை மூபைவிட்டஙகபNக குறிககும்.

8.4.3 வைக்டgன திவ�யிiº வ்�ககல  (S c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n  o f  a  v e c t o r )
 Fோம் இப்்ைோµது ;ரு ்ைக்டபர ;ரு திபசயி�யோல எáைோ² ்ைருககுைது எனைபதக 
கோÙ்ைோம்.

 
a  எனைது 9்த­ம் ;ரு ்ைக்டர், m ;ரு திபசயி� எனக. ma  எனைது ்ைக்டர் 

a -°்டன 

திபசயி� m-ன திபசயி�ப் ்ைருககம் எனகி்ைோம்.

 m பூஜ்ஜியம் எனில, m
a -ன எÙDNவு 0 ஆகும்.  என்ை m

a  எனைது பூஜ்ஜிய ்ைக்டர் ஆகும். 
m �பக எÙ எனில, 

a மற²ம் m
a ஆகியபை ;்ர திபசபயக குறிப்ைதோகவும் m குபை எÙ எனில, 

a மற²ம் m
a ஆகியபை எதிர்திபச ் ைக்டர்கள் ஆகவும் அபம°ம். m

a -ன எÙDNவு  | | | | | |ma m a 

=  
ஆகும்.

ைவ�யவை 8.13
 

a  மற²ம் 


b எனை இரு ்ைக்டர்கள் இபD எனில 9்த­ம் ;ரு திபசயி� M -ககு  




a b= λ

என அபம°ம். λ > 0 எனில, அபை ;்ர திபசயி³ம், λ < 0  எனில, அபை எதிர்த்திபசயி³ம் 
அபம°ம்.

8.4.4 சிலை ்ண�களும் மு_வுகளும் ŬS om e P rop ert i es an d  r esu l t s)

 9்த­ம் இரு ்ைக்டர்கள் 
a  மற²ம் 



b திபசயி�கள் m, n ககு

 (i) m na mn a n ma( ) ( ) ( )  

= =  
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(ii) ( )m n a ma na+ = +
  

 

(iii) m a b ma mb( )







+ = +  

மு_வு 8.2
 ்ைக்டர் கூட்டல ்சர்ப்புப் ைÙபு 6ப்டயது. 

 9்த­ம் மூன² ்ைக்டர்கள் 




a b c,  kw;Wk; -ககு 

   ( )



a b c+ +  =  




a b c+ +( )  .

மு_வு 8.3
 9்த­ம் ;ரு ்ைக்டர் a -ககு 





 



a a a+ = + =0 0
மு_வு 8.4
 எÛத்ைோரு ்ைக்டர் 

a -ககு 
   



a a a a+ − = − + =( ) ( ) .0
 இÛத முடிவி�ருÛது ;á்ைோரு ்ைக்டருககும் கூட்டல எதிர்மபை 6ள்Nது எனைபத 
அறியைோம்.
மு_வு 8.5
 ்ைக்டர்க�ன கூட்டல ை�மோற² விதிபய �பைவு ்சய°ம்.
நி¦்�ம்

 
a மற²ம் 



b எனைன இரு ்ைக்டர்கள் எனக. 
� � ��� � ����
a OA b OB= =,   எனக.

 O AC B   எனை இபDகரத்பத 
a மற²ம் 



b அடுத்தடுத்த ைககஙகNோக ்கோÙடு பூர்த்தி ்சயக. 

OB
� ���

 மற²ம்  AC
� ���

ஆகியபை ;்ர எÙDNவிபன°ம் திபசபய°ம் ்கோÙடுள்Nன. 

 ஆக்ை,  OB AC
� ��� � ���

= . 

 என்ை, 




a b+  =  OA AC OC
� ��� � ��� � ���

+ = .

இ்த்ைோன² OA
� ���

 =  BC
� ���

.

    


b a+  =  OB BC OC
� ��� � ��� � ���

+ = .  

 ஆக்ை  




a b+  =  


b a+ .

வைக்டர் �ட்டiன ்லை்கா� lதி ( P ol ygon  l aw  of  
ad d i t i on )

 ை்டம் 8.22-ல OA AB BC CD
� ��� � ��� � ��� � ���

, , ,  மற²ம் DE
� ���

 ஆகியபை 
9்த­ம் 5 ் ைக்டர்கள் எனக. ;á்ைோரு ் ைக்டரும் முÛபதய 
்ைக்ட�ன முடிவுப் புள்�யி�ருÛது ைபரயப்ைடடுள்Nபதக 
கைனத்தில ்கோள்க.

  OA AB OB
� ��� � ��� � ���

+ =  ;   OB BC OC
� ��� � ��� � ���

+ =  

  OC CD OD
� ��� � ��� � ���

+ =  ;   OD DE OE
� ��� � ��� � ���

+ =   

  ஆக்ை OA AB BC CD DE OE
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���

+ + + + =  .

 என்ை அபனத்து ்ைக்டர்க�ன கூடுதைோனது முதல ்ைக்ட�ன ்தோ்டககப்புள்�பயக 
கப்டசி ்ைக்ட�ன முடிவுப்புள்�°்டன இபDககும் ்ைக்டரோகும். இதபன ்ைக்டர் கூட்ட�ன 
ைை்கோD விதி எனகி்ைோம்.

a
→

b
→

b
→

B

C

A

O

▲

▲

▲▲

▲

ை்டம் 8.21

▲
▲

▲

▲

▲

▲

▲

O

▲
▲

A

B

C

D

E

ை்டம் 8.22
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எடுத்�ககாடடு 8.1
 ைபரை்டத்தின ைோயிைோகக  �âககோªம் இ்டப்்ையர்ச்சிபயக குறிகக.
 (i) 30 கி.மீ.,  60° ை்டககி�ருÛது ்மறகோக
 (ii) 60 கி.மீ.,  50° கிOககி�ருÛது ்தறகோக
தீர்வு

P

ேம �

வ

ெத

ேம �

வ

ெத

60�

Q

50�
30 �. �. 

60 �. �. 

 ை்டம் 8.23 ை்டம் 8.24

எடுத்�ககாடடு 8.2
 <ர் ;µஙகு  அ²்கோDத்தின இரÙடு அடுத்தடுத்த ைககஙகள் 

a , 


b  ஆக இருÛதோல �ை 

ைககஙகபNக குறிககும் ்ைக்டர்கபNக கோÙக.

தீர்வு

 A,B ,C ,D ,E ,F   ஆகியபை ;µஙகு அ²்கோDத்தின முபனப்புள்�கள் எனக. 

 � � ��� � � ���
a AB b BC= = kw;Wk; எனக.

 ;µஙகு அ²்கோDத்தின �âககோªம் ைÙபுகபN ையனைடுத்தி ைககஙகபNக கோDைோம்.

 (i) AB , C F  மற²ம் E D  ஆகியபை இபDயோனபை. ்ம³ம், B C , AD  மற²ம் E F   
ஆகியபை°ம் இபD ஆகும்.

 (ii) C F -ன நீNம்  AB -ன நீNத்பதப் ்ைோல இரÙடு ம்டஙகு மற²ம்  AD -ன நீNம்  B C -ன 
நீNத்பதப் ்ைோல இரÙடு ம்டஙகு ஆகும். 

 AB  மற²ம் D E  ஆகியபை இபDயோனபை. நீNஙகள் சமமோகவும் திபச எதிர்த் திபசயோகவும் 
6ள்Nன.

   ஆக்ை,  DE
� ���

 =  −
a  .

 AB  மற²ம் C F  ஆகியபை இபDயோகவும் எதிர்த்திபசயி³ம் 
அபமைதோல 

   CF
� ���

 =  −2a
 இ்த ்ைோன² EF

� ���
 =  − =

� � ��� �
b AD b kw;Wk; 2

 AB BC AC
� ��� � ��� � ���

+ =  ஆபகயோல
   AC

� ���
 =  
a + 


b .
 AC CD AD

� ��� � ��� � ���
+ =  ஆபகயோல

   
� � �� ���
a b CD b+ + = 2 .  

E D

C

BA

F

a
→

b
→

▲

▲

▲▲

▲

▲
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 என்ை CD
� ���

 =  2




 

b a b b a− + = −( ) .  

 FA CD
� ��� � ���

= −  எனைதோல

   FA
� ���

 =  




a b− .

 ஆக்ை, ்கோடுககப்ைட்ட ைககஙகள் AB a
� ��� �

=  மற²ம் BC b
� ��� �

=   எனக்கோÙடு மறை 

ைககஙகபN CD b a DE a EF b
� ��� � � � ��� � � ��� �

= − = − = −, , ,  மற²ம் FA a b
� ��� � �

= −  எனப்்ைைைோம்.

8.5 நிவலை வைக்டர்கள் ( P os i t i on  ve c t or s)

ைவ�யவை 8.14
 O  பை ஆதியோகக ்கோள்க. மற²ம் 9்த­ம் ;ரு புள்� P -: (தNத்தி்ைோ அலைது 
முப்ை�மோD ்ை�யி்ைோ) குறிககவும். இப்்ைோµது  OP

� ���
-ஆனது O  பைப் ்ைோ²த்து P -ன 

�பை்ைக்டர் என² அபOககப்ைடுகினைது.

 ்ைக்டருககும் �பை ்ைக்டர்களுககும் இப்ட்யயோன ்தோ்டர்பைக �âககோªமோ² 
ைபரய²ககைோம்.

மு_வு 8.6
 O -பை ஆதி எனக. ்ம³ம்  A மற²ம் B -பய 9்த­ம் இரு புள்�கள் எனக. இப்்ைோது 
AB
� ���

 =  OB OA
� ��� � ���

− . இஙகு, OA OB
� ��� � ���

 kw;Wk; ஆகியபை A மற²ம் B -ன �பை ்ைக்டர்கNோகும். 

நி¦்�ம்

 OA AB OB
� ��� � ��� � ���

+ = என Fமககுத் ்த�°ம். 

 AB OB OA
� ��� � ��� � ���

= −  ஆகும்.

்தறைம் 8Ų1 Ŭdgவு �த்தி�ம்-	ட�ைமாகº dgத்தலŭ ( S ec t i o n F o rm u l a  -  I nt erna l  D i v i si o n)   
 O -பை ஆதியோகவும்.  A மற²ம் B -பய 9்த­ம் இரு புள்�கNோகவும் ்கோள்க. ்ம³ம்  P  
எனை புள்�யோனது AB  எனை ்கோடடுத்துÙப்ட m :  n எனை விகிதத்தில 6டபுைமோக ��ககிைது எனக. 
a  மற²ம் 



b  ஆகியபை A மற²ம் B -ன �பை ்ைக்டர்கNோயின P  -ன �பை ்ைக்டர் 

   OP
� ���

 =  
na mb

n m





+
+

.  

நி¦்�ம்

 O  ஆதிப்புள்� மற²ம் A மற²ம் B -ன �பை ்ைக்டர்கள் முபை்ய 
a  மற²ம் 



b  எனைதோல, 

   OA
� ���

 =  
a  மற²ம் OB

� ���
=


b ஆகும்.

   OP
� ���

 =  
r எனக.

 AB  எனை ்கோடடுத்துÙப்ட P  ஆனது m :  n எனை விகிதத்தில 
6டபுைமோகப் ��ப்ைதோல

   
| |
| |
AP
PB

� ���
� ���  =  

m
n

 

 என்ை,  n AP| |
� ���

 =  m | |PB
� ���

.

 AP
� ���

மற²ம் PB
� ���

 ஆகியபை ;்ர திபசயில இருப்ைதோல, 

   nAP
� ���

 =  mPB
� ���

.                        (8.1)

P

A

a
→

b
→

B

O

m

n

▲

▲
▲

▲
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   ஆனோல   AP
� ���

 =  OP OA r a PB OB OP b r
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� �� � �

− = − = − = − kw;Wk; 

 சமனைோடு (8.1)-ல �ரதியி்ட, 

   n r a( ) 

−  =  m b r( )




−

   ( )n m r+


 =  na mb



+ .  

 என்ை  OP
� ���

 =  
na mb

n m





+
+

.  

்தறைம் 8.2  dgவு �த்தி�ம்-வைjº�ைமாகº dgத்தல Ŭநி¦்�eனறிŭ
                         ( S ec t i on  F or m u l a -  E x t ernal  D i vi si on )

 O -பை ஆதியோகவும், A மற²ம் B -பய 9்த­ம் இரÙடு புள்�கNோகவும் ்கோள்க. P  எனை 
புள்�யோனது AB  எனை ்கோடடுத்துÙப்ட m :  n எனை விகிதத்தில ்ை�ப்புைமோக ��ககிைது எனக.  
a  மற²ம் 



b  ஆகியபை A மற²ம் B -ன �பை ்ைக்டர்கள் எனில, P -ன �பை ்ைக்டர் 

   OP
� ���

 =  
na mb

n m





−
−

.  

குறிப்பு 8.1
 1m n= = எனத் ்தறைம் 8.1-ல �ரதியி்ட  A மற²ம் B -பய இபDககும் ்கோடடின 

பமயப்புள்�யின �பை ் ைக்டர் 




a b+
2

 ஆகும். இஙகு  
a  மற²ம் 



b  ஆகியபை A மற²ம் B -ன �பை 

்ைக்டர்கNோகும். ் மறகÙ்ட ் தறைத்தி�ருÛது மூன² புள்�கள் ;்ர ் Fர்்கோடடில இருப்ைதறகோன 
கடடுப்ைோடப்டப் ்ைைைோம். 

மு_வு 8.7

 
a ,  


b  மற²ம் 
c  ஆகியைறபை �பை ்ைக்டர்கNோக ்கோÙ்ட புள்�கள் A, B  மற²ம் C   ;்ர 

்கோடடில அபமயத் ்தபையோன மற²ம் ்ைோதுமோன �ைÛதபன x,y ,z ,  எனை ்மய்யÙகள் 
அபனத்தும் பூஜ்ஜிய�லைோமல  x + y  + z  =  0  மற²ம்  xa yb zc







+ + = 0  எனைைோ² அபமய 
்ைÙடும்.

எடுத்�ககாடடு 8.3
 A மற²ம் B  எனை இரு புள்�க�ன �பை ்ைக்டர்கள் 2 4



a b+  மற²ம் 2 8


a b− எனக.  
A மற²ம் B -பய இபDககும் ்கோடடுத்துÙடிபன  1 :  3 எனை விகிதத்தில 6டபுைமோகவும், 
்ை�ப்புைமோகவும் ��ககும் புள்�க�ன �பை ்ைக்டர்கபNக கோÙக.
தீர்வு
 O -பை ஆதியோகக ்கோள்க.

   OA
� ���

 =  2 4



a b+ மற²ம் OB a b
� ��� � �

= −2 8 எனக ்கோடுககப்ைடடுள்Nது.
 C  மற²ம் D  எனை புள்�கள் AB  எனை ்கோடடுத்துÙப்ட 1 :  3 எனை விகிதத்தில முபை்ய 
6டபுைமோகவும் ்ை�ப்புைமோகவும் ��ககினைது எனக.

   என்ை,  OC
� ���

 =  
3

3 1
3 2 4 2 8

4
2OA OB a b a b a b

� ��� � ��� � � � � � �+
+

=
+ + −

= +
( ) ( ) .

   OD
� ���

 =  
3

3 1
3 2 4 2 8

2
2 10OA OB a b a b a b

� ��� � ��� � � � � � �−
−

=
+ − −

= +
( ) ( ) .
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 ;ரு முக்கோDத்தின <ர் 6ச்சிப்புள்�யில இருÛது அதன எதிர்ப்ைககத்தின பமயப்புள்�பய 
இபDககும் ்கோடு Fடுக்கோடு எனைபத Fோம் �பனவு கூர்்ைோம். பமயக்கோடடுச்சÛதி 
Fடுக்கோடடிபன  2 :  1 எனை விகிதத்தில 6டபுைமோகப் ��ககும்.

்தறைம் 8Ųŷ

 ;ரு முக்கோDத்தின  Fடுக்கோடுகள் ;ரு புள்�யில சÛதிககும் என �²வுக.

நி¦்�ம் 

 AB C  எனை முக்கோDத்தில B C , C A மற²ம் AB  ஆகிய ைககஙக�ன பமயப்புள்�கள் 
முபை்ய D , E , F  எனக. Fோம் AD , B E , C F  ஆகிய Fடுக்கோடுகள் ;ரு புள்�யில சÛதிககும் என �²ை  
்ைÙடும்.

 O -பை ஆதிப்புள்�யோகக ்கோÙடு A, B , C  எனை முபனப்புள்�க�ன �பை ்ைக்டர்கள் 
முபை்ய 





a b c, ,  எனக.

 D , E , F  -ன �பை ்ைக்டர்கள் முபை்ய 



   



b c c a a b+ + +
2 2 2

, ,  

 AD -பய G 1 ஆனது 6டபுைமோக 2 :  1 எனை விகிதத்தில ��ககிைது எனில,

 

   G 1 -ன �பை ்ைக்டர் =  
2 1

2 1
OD OA
� ��� � ���

+
+

   OG1

� ����
 =  

2
2

1

3 3













b c a
a b c

+







 +

=
+ +

  ...(1)

 B E -பய G 2 -ஆனது 6டபுைமோக 2 :  1 எனை விகிதத்தில ��ககிைது எனில,

   G 2 -ன �பை ்ைக்டர்   =  
2 1

2 1
OE OB
� ��� � ���

+
+

 

   OG2

� ����
 =  

2
2

1

3 3

 









c a b
a b c

+





 +

=
+ +

.
  ... (2)

 இபதப்்ைோை்ை C F -பய G 3 ஆனது 6டபுைமோக 2 :  1 எனை விகிதத்தில ��ககிைது எனில,

   OG3

� ����
 =  





a b c+ +
3

 ... (3)

 (1), (2), (3)-�ருÛது  G 1, G 2, G 3 ஆகியைறறின �பை ்ைக்டர்கள் சமம். என்ை அபை 
்ைá்ைைோன புள்�கள் இலபை. அÛத ்ைோதுப்புள்�பய G  எனக.

 முக்கோDத்தின Fடுக்கோடுகள் ;ரு புள்�யினை�ச் சÛதிககினைன.

்தறைம் 8.4
 ;ரு Fோறகரம் இபDகரமோக இருககத் ்தபையோனது மற²ம் ்ைோதுமோன �ைÛதபன அதன 
மூபைவிட்டஙகள் இருசமக கூறிடும் எனைதோகும்.

நி¦்�ம் 

  AC , B D  ஆகியைறபை மூபைவிட்டஙகNோக ்கோÙ்ட Fோறகரத்தின முபனப்புள்�கள் A, B , C , D  

எனக.  O -பை ஆதியோகக ்கோÙடு A, B , C  மற²ம் D -ன �பை ்ைக்டர்கள் 








a b c d, ,  kw;Wk; எனக.

ை்டம் 8.27

F E

1

2

1
G

( )C c�

( )A a�

( )B b
�

D
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 Fோறகரம் AB C D  <ர் இபDகரம் எனக ்கோள்க.

 இப்்ைோµது 

 AB DC OB OA OC OD b a c d b
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � � � � � �

= ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ + dd a c= +
� �

 

 ்ம³ம் 

 

b d+
2

 =  
 a c+

2
.  

 இதி�ருÛது AC  மற²ம் B D  ஆகியைறறின பமயப்புள்�க�ன �பை ்ைக்டர்கள் ;ன்ை 
ஆகும். அதோைது, மூபைவிட்டஙகள் ;னபை்யோன² இரு சமககூறிடுகினைன.

 ம²தபையோக, Fோறகரத்தின மூபைவிட்டஙகள் ;னபை்யோன² இரு சமககூறிடுகினைன எனக 
்கோÙ்டோல, மூபைவிட்டஙகள் AC  மற²ம் B D  ஆகியைறறின பமயப்புள்�க�ன �பை ்ைக்டர்கள் 
சமம் ஆகும்.

 என்ை,   
 

 

 

 



 

a c b d a c b d c d b a+
=

+
⇒ + = + ⇒ − = −

2 2

 இதி�ருÛது OC OD OB OA
� ��� � ��� � ��� � ���

− = −  ்ம³ம் DC AB
� ��� � ���

= என �²ைைோம். இதி�ருÛது  AB  மற²ம் 

D C  ஆகியபை இபD எனைோம். 
 

 

a c b d+ = +  எனைதி�ருÛது 


 

a d b c− = −  எனைதோல AD  மற²ம் 

B C   ஆகியபை இபD எனைோம்.  என்ை, AB C D  <ர் இபDகரம் ஆகும்.

பயிற்சி 8.1
 (1) �âககோªம் இ்டப்்ையர்ச்சிகபN ைபரை்டம் மூைம் விை�கக.
  (i) 45 ்ச.மீ., 30°  கிOககி�ருÛது ை்டககோக (ii) 80 கி.மீ., 60°  ்மறகி�ருÛது ்தறகோக

 (2) ்தோ்டர்பு  R  ஆனது V  எனை ்ைக்டர்க�ன கDத்தின மீது “
a  R  


b  எனைது 
a  =  


b ”  என 

ைபைய²ககப்ைட்டோல அது V -ன மீது ;ரு சமோனத் ்தோ்டர்பு என �²வுக.

 (3) A மற²ம் B  ஆகியபை 
a  மற²ம் 



b -ன �பை்ைக்டர்கள் எனில  AB  எனை ் கோடடுத்துÙப்ட 

மூன² சம ைோகஙகNோக ��ககும் புள்�க�ன �பை ்ைக்டர்கள் 


 

a b b a+ +2
3

2
3

 kw;Wk;   
என �²வுக.

 (4) முக்கோDம் AB C - ல  AB  மற²ம் ĄĆ-ன பமயப்புள்�கள் முபை்ய D  மற²ம் E  எனில 

BE DC BC
� ��� � ��� � ���

+ =
3
2

என �²வுக.

 (5) ;ரு முக்கோDத்தின இரு ைககஙக�ன Fடுப்புள்�கபNச் ்சர்ககும் ்Fர்க்கோடு அதன 
மூனைோைது ைககத்திறகு இபD எனவும், அதன நீNத்தில ைோதி எனவும் ்ைக்டர் முபையில 
�²வுக.

 (6) ;ரு Fோறகரத்தின ைககஙக�ன Fடுப்புள்�கபNச் ்சர்ககும் ்Fர்க்கோடுகள் ;ரு 
இபDகரத்பத அபமககும் என ்ைக்டர் முபையில �²வுக.

 (7) 
a  மற²ம் 



b  ஆகியபை இபDகரத்தின ;ரு ைககத்பத°ம் ;ரு மூபைவிட்டத்பத°ம் 

குறித்தோல அதன �ை ைககஙகபN°ம் மற்ைோரு மூபைவிட்டத்திபன°ம் கோÙக.

 (8)  PO OQ QO OR
� ��� � ��� � ��� � ���

+ = +  எனில,  P , Q , R  ஆகியபை ;்ர ்கோ்டபமபுள்�கள் என �²வுக.

 (9)  முக்கோDம் AB C -ல ைககம்  B C -ன பமயப்புள்� D  எனில,  AB AC AD
� ��� � ��� � ���

+ = 2  என �²வுக.

B

CD

A

ை்டம் 8.28
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 (10)  AB C  எனை முக்கோDத்தின Fடுக்கோடடுச் சÛதி G  எனில, GA GB GC
� ��� � ��� � ��� �

+ + = 0  என �²வுக.
 (11)  A, B , C  ஆகியபை ;ரு முக்கோDத்தின முபனப்புள்�கள் மற²ம் D ,E ,F  எனைபை B C , C A, 

AB  ஆகியைறறின பமயப்புள்�கள் எனில, AD BE CF
� ��� � ��� � ��� �

+ + = 0  என �²வுக,
 (12)  AB C D  எனை Fோறகரத்தில AC , B D - ன Fடுப்புள்�கள் E  மற²ம் F  ஆக இருப்�ன 

AB AD CB CD EF
� ��� � ��� � ��� � ��� � ���

+ + + = 4  என �²வுக.

8.6 வைக்டவ�க �றுக!ாகº dgத்தல ( R esol u t i on  of  V ec t or s)  
 ;ரு ்ைக்டபரக கூ²கNோக எÛத்ைோரு முடிவுள்N ை�மோDத்தி³ம் ��ககைோம். ஆனோல 
Fோம் இரÙடு மற²ம் மூன² ை�மோDஙக�ல கூ²கNோக ��ப்ைபதக கோDைோம்.

 Fோம் இப்்ைோµது இரு ை�மோDத்தில இருÛது ்தோ்டஙகு்ைோம்.

8ŲźŲ1 இ� ்gமா�த்தில �� வைக்டgன �றுகள்  ( R esol u t i on  of  a ve c t or  i n t wo d i m ensi on )

 ˆ ˆ kw;Wk ;i j எனைபை முபை்ய x, y  அச்¦க�ன �பகத் திபசயில O -பை ஆரம்ைப்புள்�யோகக 
்கோÙ்ட <ரைகு ்ைக்டர்கள் எனக. தNத்தில P  எனை புள்�யின �பை ்ைக்டர்OP

� ���
 எனில அதபன 

 x, y   எனகிை  ;ருபமத்தனபம ைோயÛத ்மய்யÙகளுககு OP
� ���

 =  ˆ ˆ x i y j+  என எµதைோம். 

்ம³ம் | OP
� ���

|  =  x y2 2+ .

நி¦்�ம்

 P  எனை புள்�யின ஆயத்்தோபைகள் (x, y ) எனக. L , M  ஆகியபை 
P யி�ருÛது  x, y -அச்¦களுககு ைபரயப்ைட்ட ்சஙகுத்துக�ன 
அடிப்புள்�கள் எனக. என்ை, OP OL LP OL OM

� ��� � ��� � ��� � ��� � ����
= + = + .  

 ˆ ˆ kw;Wk ;i j ஆகியபை அைகு ்ைக்டர்கள் ஆதைோல, 
ˆ ˆO L x i O M y j= =

JJJ JJJJ

 kw;Wk;  ஆகும்.

 என்ை, OP
� ���

 =  ˆ ˆ x i y j+

  ˆ ˆ vdpy ;O P r r x i y j= = +
JJJ

 

ஆகும்.

 ;ருபமத்தனபமபய �²ை 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ kwW; k; x i y j x i y j+ +  ஆகியபை ;்ர புள்� P பய 

குறிப்ைதோகக ்கோள்்ைோம். என்ை, 
   1

ˆx i + 1
ˆy j  =  2 2

ˆ ˆx i y j+ .

 இதி�ருÛது 1 2 2 1
ˆ ˆ( ) ( )x x i y y j− − −  =  



0 0 01 2 2 1⇒ − = − =x x y y,  

 அதோைது, x x y y1 2 1 2= = kw;Wk; . இதி�ருÛது ;ருபமத்தனபமபய அறியைோம்.

 முக்கோDம் O L P ல OP OL LP OP x y2 2 2 2 2= + = +; | | . Mfnt 
� ���

 அதோைது | |r r x y= = +2 2  .

 î மற²ம் ĵ  ஆகியபை x மற²ம் y  அச்¦க�ன �பகத் திபசயில அைகு ்ைக்டர்கள் எனில, (6,4)

எனை புள்�யின �பை ்ைக்டபர  ˆ ˆ6 4i j+  என ;்ர ;ரு ை�யில மடடு்ம எµத முடி°ம்.

மு_வு 8.8

 ;ரு தNத்தில  


a b, ஆகியபை ;்ர ்கோடடில அபமயோத இரு ்ைக்டர்கள் எனில, அÛதத் 
தNத்தில 6ள்N எÛத்ைோரு ்ைக்டபர°ம் 





a b kw;Wk; -ன ;ருைடிச் ்சர்கபகயோக ;்ர ;ரு 
ை�யில எµத முடி°ம்.  அதோைது அத்தNத்தில 6ள்N எÛத ;ரு ்ைக்டபர°ம் l a mb



+  என 

எµதைோம். இஙகு l  மற²ம் m திபசயி�கள் ஆகும்.

M

O L

P(x,y)

▲
▲

▲

y

x

r
�

ĵ

î

ை்டம் 8.29
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நி¦்�ம்

 OA a
� ��� �

= எனக. OB b
� ��� �

=  எனக. மற²ம் 
r  எனைது





a b kw;Wk; 

அபமÛத தNத்தில 6ள்N 9்த­ம் ;ரு ்ைக்டர் எனக.
 O B ககு இபDயோக P L -:  ைபரக. என்ை, 
LP mb OL la
� ��� � � ��� �

= = kw;Wk;   ஆகும். இஙகு l  மற²ம் m திபசயி�கள்.

 இப்்ைோது OP OL LP
� ��� � ��� � ���

= + .  

 அதோைது, 
 



r la mb= + .  

 ஆக்ை, 
 



r a b, ,  ஆகியபை ;ரு தN அபம ்ைக்டர்கNோகும். 

குறிப்பு 8.2
 9்த­ம் மூன² ;்ர  ் Fர்க்கோடடில அபமயோத ் ைக்டர்கள் 
;ரு தN அபம ்ைக்டர்கள் எனில இதில எÛத ;ரு ்ைக்டபர°ம் மறை இரு ்ைக்டர்க�ன ;ருைடிச் 
்சர்கபகயோக ;்ர ை�யில எµதைோம். ்ம³ம் இதன ம²தபை°ம் 6Ùபமயோகும். 

மு_வு 8.9

 




a b c,  kw;Wk; ஆகியபை ;்ர தNத்தில அபமயோத ்ை�யில அபமÛத 9்த­ம் மூன² 
்ைக்டர்கள் எனில, ்ை�யில அபமÛத எÛத ;ரு ்ைக்டபர°ம்  l a mb nc





+ +  என எµதைோம். 
இஙகு l , m மற²ம்  n ஆகியபை திபசயி�கNோகும்.

ைவ�யவை 8.15
 ˆ ˆ kw;Wk ;i j  முபை்ய x மற²ம் y  அச்சின �பகத் திபசயில அபமÛத அைகு ்ைக்டர்கள் 
எனக. 

r  எனைது இத்தNத்தில 6ள்N 9்த­ம் ;ரு ்ைக்டர் எனில, ˆ ˆ r x i y j= +

ஆகும். இஙகு x 

மற²ம் y  ்மய்யÙகள். இஙகு  ˆ ˆx i y j kw;Wk; ஆகியபை முபை்ய  x  மற²ம்  y  அச்சின 
திபசயில 

r -ன இருை�மோDக கூ²கள் ஆகும்.

 Fோம் இதுைபர இரு ை�மோDத்தில விைோதித்த கூ²கபN முப்ை�மோD ்ை�ககும் 
வி�வுைடுத்தைோம்.

8ŲźŲ2 முº்gமா� வைjயில �� வைக்டgன �றுகள்
              ( R esol u t i on  of  a ve c t or  i n t h ree d i m ensi on )
்தறைம் 8.6
 ˆˆ ˆ,   kw;Wk; i j k  ஆகியபை முபை்ய x, y  மற²ம் z  அச்சின �பக திபசயில O -பை ஆதியோகக 
்கோÙ்ட அைகு ்ைக்டர்கள் எனக. ்ை�யில 6ள்N 9்த­ம் ;ரு புள்�. P -ன �பை்ைக்டர்  
OP
� ���

-: ;்ர ;ரு ை�யில ˆˆ ˆ O P x i y j z k= + +
JJJ

 என எµதைோம். 

இஙகு, x, y , z  ்மய்யÙகள். ்ம³ம், | | .OP x y z
� ���

= + +2 2 2

நி¦்�ம்

 P -ன ஆயத்்தோபைகள் (x, y , z ) எனக. P -�ருÛது   
xy -தNத்திறகு ைபரயப்ைட்ட ்சஙகுத்தின அடிப்புள்� Q  எனக.  
R  மற²ம் S  ஆகியபை Q வி�ருÛது முபை்ய  x மற²ம்  
y -அச்¦களுககு ைபரயப்ைட்ட ்சஙகுத்தின அடிப்புள்�கள் 
எனக. OP

� ���
=
r எனக.

 அப்்ைோµது O R   =  x,   O S =  y ,    Q P  =  z .

 என்ை ,OR
� ���

  =  ˆˆ ˆ, ,  kwW; k ;x i R Q O S y j Q P z k= = =
JJJ JJJ JJJ

b
�

r�

a�la�

B

P

AO

mb
�

L
ை்டம் 8.30

ை்டம் 8.31

z

O

P(x,
 y, 

z)

S y

QR

x

▲

▲

▲

r�k̂

ĵ

î

▲
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        OP
� ���

 =  ˆˆ ˆ r O Q Q P O R R Q Q P x i y j z k= + = + + = + +
JJJ JJJ JJJ JJJ JJJ



  அதோைது OP
� ���

 =  ˆˆ ˆr x i y j z k= + +

 ஆகும்.
 இது்ை O -பைப் ்ைோ²த்த முப்ை�மோD ்ை�யில  P -ன �பை ்ைக்டர் ஆகும். 

முக்கோDம் O R Q -ல

   OQ2  =  OR RQ2 2+  (எáைோ²")
 மற²ம் முக்கோDம் O Q P -ல

   OP2  =  OQ QP2 2+ .

   OP2  =  OQ QP OR RQ QP x y z2 2 2 2 2 2 2 2+ = + + = + +

 ்ம³ம் | |OP
� ���

 =  x y z2 2 2+ + , அதோைது | |r r x y z= = + +2 2 2  

இ�ணடு �ள்jகவ! இவ�க�ம் வைக்டgன �றுகள்
( C om p on ent s of  ve c t or  j oi ni ng t wo p oi nt s)

 ( , ) ( , )x y x y1 1 2 2 kw;Wk; எனை புள்�கபN இபDககும் ்கோடடின கூ²கபNக கோÙ்ைோம்.

 A மற²ம் B  எனை புள்�கள் ( , ) ( , )x y x y1 1 2 2 kw;Wk; எனக. P  எனை புள்�பய ( , )x x y y2 1 2 1− −  

ஆகக ்கோள்க. இப்்ைோµது AB OP
� ��� � ���

=  ஆகும். OP
� ���

-ன கூ²கள் 2 1
ˆ( )x x i−  மற²ம் 2 1

ˆ( )y y j−  ஆகும். 

என்ை, x மற²ம் y  அச்¦க�ன திபசயில AB
� ���

 -ன கூ²கள் 2 1
ˆ( )x x i−  மற²ம் 2 1

ˆ( )y y j− ஆகும்.

 இ்த ் ைோன² ( , , ) ( , , )x y z x y z1 1 1 2 2 2 kw;Wk; ஆகியபை A மற²ம் B  எனில, AB
� ���

-ன கூ²கள்  x, 

y  மற²ம் z  அச்¦க�ன திபசயில 2 1
ˆ( )x x i− ,  2 1

ˆ( )y y j−  மற²ம் 2 1
ˆ( )z z k− ஆகும்.

8ŲźŲŷ �� வைக்டgன அணி ை_ைம் ( M at ri x r ep resent at i on  of  a ve c t or )

 மூன² கூ²கபNக ் கோÙ்ட ் ைக்டபர ;ரு �பர அ~யோக்ைோ அலைது �ரல அ~யோக்ைோ 

முபை்ய  [ x, y , z ]  அலைது  

x
y
z

















 என எµதைோம்.

 ஆக்ை எÛத்ைோரு ் ைக்டர் 1 2 3
ˆˆ ˆA a i a j a k= + +



-:பய°ம்  1 2 3 1 2 3

ˆ
ˆˆ ˆ ˆ[ ]

ˆ

i
a a a j a i a j a k A

k

 
 

= + + = 
 
 



 

எனப் ்ைைைோம்.

 என்ை ்ைக்டர்க�ன கூட்டல மற²ம் திபசயி�ப் ்ைருககல ஆகியபை �âககோªமோ² 
ைபரய²ககப்ைடுகிைது.

 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ kwW; k ;A a i a j a k B b i b j b k= + + = + +

 

  எனில, 
 

A B
a
a
a

b
b
b

a b
a b
a b

+ =















+















=

+
+
+






1

2

3

1

2

3

1 1

2 2

3 3












 

 அதோைது, ( )1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( )A B a b i a b j a b k+ = + + + + +

 

,
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 ்ம³ம், kA k


=  

a
a
a

ka
ka
ka

1

2

3

1

2

3
















=
















 

 அதோைது,  kA


 1 2 3
ˆˆ ˆka i ka j ka k= + +  

 k k∈ >f;F 1எனில, நீடசி°ம், 0 1� �k  எனில, கு²ககமும், ்ம³ம் k =  0 எனில, 
ˆˆ ˆ0 0 0 0O A i j k= + + =

 

 என பூஜ்ஜிய ்ைக்டரும் கிப்டககும்.

மு_வு 8 .10
 ்ைக்டர் கூட்ட�ன ை�மோற² மற²ம் ்சர்ப்புப் ைÙபுகள், மற²ம் திபசயி� ்ைருககத்தின 
ைங�டடு விதி ஆகியைறபைப் ையனைடுத்தி �âககோÙைபைகபN �²ைைோம்.

 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,  a a i a j a k b b i b j b k= + + = + +




 மற²ம் m ;ரு திபசயி� எனக.

 (i) 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) .a b a b i a b j a b k+ = + + + + +





 (ii) 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) .a b a b i a b j a b k− = − + − + −





 (iii) 1 2 3
ˆˆ ˆ .m a m a i m a j m a k= + +

 

 (iv) 
a  =  


b   ⇔ = = =a b a b a b1 1 2 2 3 3, , .

எடுத்�ககாடடு 8.4
 ˆˆ ˆ5 3 4i j k− + -ன திபசயில 6ள்N <ர் <ரைகு ்ைக்டபரக கோÙக.

தீர்வு

 
a -ன திபசயில 6ள்N <ரைகு ்ைக்டர்  





a
a| |

 ஆகும். என்ை,  ˆˆ ˆ5 3 4i j k− +  -ன திபசயில 

<ரைகு ்ைக்டர்  
ˆˆ ˆ5 3 4
ˆˆ ˆ| 5 3 4 |

i j k
i j k

− +
− +

 =  
2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3 4 5 3 4
505 3 4

i j k i j k− + − +=
+ +

 

குறிப்பு 8.3

 ˆˆ ˆ5 3 4i j k− + ககு எதிர் திபசயில ்ம³ம் <ரைகு ்ைக்டர் 
ˆˆ ˆ5 3 4

50
i j k− +−  6ள்Nது.

8.7 திவ�க வகாவ�னகள் மறறும் திவ� lZத±கள்
( D i rec t i on  C os i nes an d  D i rec t i o n R at i os )
 ஆதியில இருÛது  r  ்தோபைவு ¾ரத்தில 6ள்N புள்�  P -ன ஆயத்்தோபைகள் (x, y , z ) எனக. 
P -யி�ருÛது x, y  மற²ம் z  அச்¦களுககு ைபரயப்ைடும் ்சஙகுத்துக�ன அடிப்புள்�கள் முபை்ய  
R , S  மற²ம் T   எனக. 

   �PRO  =  ∠ = ∠ = °PSO PTO 90 .
   O R  =  x,  O S  =  y ,   O T  =  z  a nd O P  =  r .

 (ை்டத்பதப் ைோர்த்து, �PRO  =  ∠ = ∠ = °PSO PTO 90  எனக கோடசிப்ைடுத்துைது சற்ை சிரமம் 

ஆகும். 9ன எனில இபை அச்¦க�ல இருÛது P -ககு ைபரயப்ைடும் ்சஙகுத்துகள். முப்ை�மோD 
மோதி�யில இதபன எ�தில கÙடுDரைோம்)
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 ை்டம் 8.32 ை்டம் 8.33

 OP
� ���

 ஆனது x, y  மற²ம் z  அச்¦க�ன �பகத் திபசயில 9றைடுத்தும் ்கோDஙகள் Į� ȕ� Ȗ எனில,

   �POR  =  α β γ, .   kw;Wk;∠ = ∠ =POS POT

 ∆ ∠ = ° ∠ = = =OPR PRO POR OR x OP ry;  kw;Wk; 90 , , .α

   என்ை, cosα  =  
OR
OP

x
r

= .  

 இது்ைோை்ை Fோம் cos cosβ γ= =
y
r

z
r

,  .

 இஙகு  OP r
� ��� �

= ?d;  �[@Ô ககோDÕகã α β γ, , எனவும்,  ˆˆ ˆr x i y j z k= + +

-ன திபசக ் கோபசனகள் 

cos ,cos ,cosα β γ   எனவும் ைபரய²ககப்ைடுகிைது. ஆக்ை ˆˆ ˆr x i y j z k= + +

 எனை ்ைக்ட�ன 

�[@ÔYகோ[@åகã 
x
r

y
r

z
r

, ,





 , இஙகு r x y z= + +2 2 2 ,

 திபசக்கோபசனகளு்டன விகித சமத்தில 6ள்N எÛத மூன² எÙகபN°ம் அÛத ்ைக்ட�ன 
திபச விகிதஙகள் எனகி்ைோம். என்ை ;ரு ் ைக்ட�ன திபச விகிதஙகள் ;ருபமத்தனபம ைோயÛதது 
அலை. ்கோடுககப்ைட்ட ;ரு ்ைக்டருககு எÙ~ை்டஙகோத் திபசவிகிதஙகள் இருககும்.

	றறு ்�ாககல

 (i) ்கோடுககப்ைட்ட பூஜ்ஜியமறை ்ைக்டருககு திபச விகிதஙகள் மற²ம் திபசக 
்கோபசனகபNக கோDைோம்.

 (ii) ்கோடுககப்ைட்ட திபச விகிதஙகபNக ்கோÙடு Fம்மோல அÛத ்ைக்டபர �ர்Dயிகக 
இயைோது.

 (iii) ்கோடுககப்ைட்ட திபசக ்கோபசனகபNக ்கோÙடு Fம்மோல அÛத ்ைக்டபரக கÙ்டறிய 
இயைோது.

 (iv) ்கோடுககப்ைட்ட ்ைக்டருககு திபசக்கோபசனக�ன ்தோகுப்பு திபச விகிதஙக�ன ;ரு 
்தோகுப்ைோக அபம°ம்.

 (v) ;ரு ்ைக்டபரக கÙ்டறிய, அதன எÙDNவு மற²ம் திபசக ்கோபசனக்Nோ அலைது 
திபச விகிதஙக்Nோ அைசியமோகும். 

z

O

P(x,
 y, 

z)

S y

QR

x

x

y

T

β

α

γ
r�

O

P

R

r

x
α

z
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குறிப்பு 8.4
 OP

� ���
 எ­ம் ;ரு ்ைக்டபர கருதுக. இதன ்தோ்டககப் புள்� ஆதி ஆகும். ;ரு ்ைக்டருககு 

்தோ்டககப்புள்� ஆதி இலபை எனில ஆதிபய ் தோ்டககப்புள்�யோகக ் கோÙடு அ்த எÙDNவிறகு 
அÛத ்ைக்டருககு இபDயோக ைபரக. சம ்ைக்டர்களுககோன ்கோடைோடடி�ருÛது இபை 
இரÙடிறகும் ;்ர திபச ்கோபசனகள் இருககும். இáைோைோக Fோம் எÛத ;ரு ்ைக்ட�ன திபச 
்கோபசபன°ம் கோDைோம். 

மு_வு 8 .1 1

 ;ரு புள்�யின �பை ் ைக்டர் ˆˆ ˆr x i y j z k= + +

  எனக. ் ம³ம் 
r -ன திபச ் கோDஙகள் α β γ, ,  

எனில, 

 (i) 
r -ன திபசக ்கோபசனக�ன ைர்ககஙக�ன கூடுதல  1 ஆகும்.

 (ii) sin sin sin2 2 2 2α β γ+ + = .

 (iii) 
r -ன திபசக ்கோபசனகள் 

x
x y z

y
x y z

z
x y z2 2 2 2 2 2 2 2 2+ + + + + +

, , .  

 (iv) l , m, n ஆகியபை ;ரு ்ைக்ட�ன திபசக ்கோபசனகள் எனில, l m n2 2 2 1+ + = . இதன 

ம²தபை°ம் 6Ùபம.
 (v) எÛத ;ரு அைகு ்ைக்டபர°ம் Fோம் ˆˆ ˆc o s c o s c o si j kα β γ+ +  என எµதைோம்.

நி¦்�ம்

 (i) cos cos cos2 2 2
2

2

2

2

2

2

2 2 2

2

2

2 1α β γ+ + = + + =
+ +

= =
x
r

y
r

z
r

x y z
r

r
r

 (ii), (iii), (iv), மற²ம் (v)-ன �ÄைDஙகள் ையிறசிககோக வி்டப்ைடடுள்Nன.

எடுத்�ககாடடு 8.5
 �âககோªம் ்ைக்டர்களுககுத் திபச விகிதஙகள் மற²ம் திபசக ்கோபசனகபNக கோÙக.

 (i) ˆˆ ˆ3 4 6i j k+ − , (ii) ˆˆ3 4 .i k−  
தீர்வு

 (i) ˆˆ ˆ3 4 6i j k+ − -ன திபச விகிதஙகள்  3, 4, − 6.

  திபசக ்கோபசனகள் 
x
r

y
r

z
r

, , . இஙகு r x y z= + +2 2 2  .

  என்ை திபசக ்கோபசனகள் 
3
61

4
61

6
61

, , −
 ஆகும்,.

 (ii) ˆˆ3 4i k− -ன திபச விகிதஙகள் 3, 0, − 4.

  திபசக ்கோபசனகள் 
3
5

0 4
5

, , −  .

எடுத்�ககாடடு 8.6
 (i) 2, 3, − 6 என திபச விகிதஙகபNக ்கோÙ்ட ்ைக்ட�ன திபசக ்கோபசனகபNக கோÙக.

 (ii) 30 , 45 , 60° ° °  ஆகியபை ;ரு ்ைக்டருககு திபசக ்கோDஙகNோகுமோ"

 (iii) A (2, 3, 1) மற²ம் B  (3, − 1, 2) எனில,  AB
� ���

-ன திபசக ்கோபசனகபNக கோÙக.
 (iv) (2, 3, 1) மற²ம் (3, − 1, 2)-: இபDககும் ்கோடடின திபசக ்கோபசனகபNக கோÙக.
 (v) 2, 3, 6-: திபச விகிதஙகNோகவும் எÙDNவு 5-ம் 6ப்டய ்ைக்டபரக கோÙக.
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தீர்வு

 (i) திபசக ்கோபசனகள் 
x

x y z
y

x y z
z

x y z2 2 2 2 2 2 2 2 2+ + + + + +
, , .

  அதோைது 
2
7

3
7

6
7

, , −  .

 (ii) ்தபையோன �ைÛதபன cos cos cos2 2 2 1α β γ+ + =

  இஙகு α β γ= ° = ° = °30 45 60, ,  

  cos cos cos2 2 2 3
4

1
2

1
4

1α β γ+ + = + + ≠ . 

  என்ை, இபை எÛத ்ைக்டருககும் திபசக ்கோபசனகNோகோது.

 (iii) ˆˆ ˆ4A B O B O A i j k= − = − +
JJJ JJJ JJJ

 

  திபசக ்கோபசனகள் 
1
18

4
18

1
18

, ,−
 

 (iv) A மற²ம் B  எனை புள்�கள் (2, 3, 1)  மற²ம் (3, − 1, 2) எனக. AB
� ���

-ன திபசக ்கோபசனகள்   
1
18

4
18

1
18

, , .−

  இருப்�­ம், எÛத புள்�பய°ம் முதல புள்�யோக எடுத்துக ்கோள்Nைோம், என்ை இதறகு 

எதிர்த் திபசயி³ம் திபச விகிதஙகபN கோDைோம். ஆக்ை, Fமககு  
− −1
18

4
18

1
18

, ,  என 

மற்ைோரு ்தோகுப்பு திபசக ்கோபசனகNோக கிப்டககிைது.

 (v) திபசக ்கோபசனகள் 
2
7

3
7

6
7

, , .  

  அைகு ்ைக்டர் 
2 3 6 ˆˆ ˆ
7 7 7

i j k+ +  

  ்தபையோன ்ைக்டர் 
5 ˆˆ ˆ(2 3 6 )
7

i j k+ + .

எடுத்�ககாடடு 8.7
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 5 ,  3 2i j k i j k+ − + −  மற²ம் ˆˆ ˆ6 5 7i j k− +  ஆகியைறபை �பை ் ைக்டர்கNோகக ் கோÙ்ட 

புள்�கள் ;்ர ்கோடடிைபம°ம் எனக கோடடுக.
தீர்வு 

 O -பை ஆதிப்புள்� எனக. OA OB
� ��� � ���

, மற²ம் OC
� ���

 எனைன முபை்ய ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 5 ,  3 2i j k i j k+ − + −  

மற²ம் ˆˆ ˆ6 5 7i j k− +    எனக. என்ை, 

   AB
� ���

=  ˆˆ ˆ2 3i j k− +  மற²ம் ˆˆ ˆ4 8 12 .A C i j k= − +
JJJ

 என்ை AC AB
� ��� � ���

= 4 . ஆக்ை AB
� ���

 மற²ம் AC
� ���

 ஆகியபை இபDயோகும். இைறறிறகு  A எனை 

்ைோதுப்புள்� 6ள்Nது, என்ை, இÛத மூன² புள்�கள் ;்ர ்கோடடில அபம°ம். 

8 Vector Algebra Tamil.indd   71 03-09-2018   15:43:12

www.tntextbooks.in



X I  -  க~்த�Jà 72

  மாறறு முவை
 O -: ஆதியோகக ்கோள்க.

   OA
� ���

 =  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 5 , 3 2 6 5 7 kw;Wk ;i j k O B i j k O C i j k+ − = + − = − +
JJJ JJJ

   AB
� ���

 =  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ; 3 6 9 4 8 12i j k B C i j k C A i j k− + = − + = + −
JJJ JJJ

 

   AB
� ���

 =  14 ; 126 3 14 ; 224 4 14B C C A= = = =
JJJ JJJ

.

  என்ை, AC  =  AB  + B C .
 ஆக்ை, A, B , C  ஆகியபை ;்ர ்கோடடின மீது அபம°ம். அதோைது ்கோடுககப்ைட்ட 
புள்�கள் ;்ர ்கோ்டபமப் புள்�கNோகும்.

எடுத்�ககாடடு 8.8
 எÙDNபை 5-ம் ˆˆ ˆ4 3 10i j k− + -ககு இபDயோகவும் 6ள்N ்ைக்டபர �பை ்ைக்டரோக 
்கோÙ்ட புள்�பயக கோÙக.
தீர்வு

 
a  -: ˆˆ ˆ4 3 10i j k− +  எனக ்கோள்க.

 
a -ன திபசயில அைகு ்ைக்டர்  ˆa  ஆனது 





a
a| |

 ககுச் சமம். அதோைது 
4 3 10

5 5
i j k� � �− +

ககுச் 

சமம். எÙDNபை 5-ம், ˆˆ ˆ4 3 10i j k− + ககு இபDயோகவும் 6ள்N ்ைக்டர்  
ˆˆ ˆ4 3 10 4 3 ˆˆ5 2 5  .

5 5 5 5
i j k i j k

 − + = − +   

�

 என்ை, ்தபையோன புள்� 
4
5

3
5

2 5, , .−







  

எடுத்�ககாடடு 8.9

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 4 3 , 4 9 , 10 6i j k i j k i j k+ + + + − +   எனை ்ைக்டர்கபN �பை ்ைக்டர்கNோகக 
்கோÙ்ட புள்�கள் ;ரு ்சங்கோD முக்கோDத்பத அபமககும் என �²வுக.

தீர்வு
 O -: ஆதிப்புள்�யோகக ்கோÙடு A, B , C  எனை புள்�க�ன �பை ்ைக்டர்கள் 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 4 3 , 4 9 , 10 6i j k i j k i j k+ + + + − +  எனக. 

   OA
� ���

 =  ˆˆ ˆ2 4 3i j k+ + , ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ4 9 10 6 kwW; k; O B i j k O C i j k= + + = − +
JJJ JJJ

   AB
� ���

 =  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(4 9 ) (2 4 3 ) 2 3 6 .O B O A i j k i j k i j k− = + + − + + = − +
JJJ JJJ

   AB  =  | | ( )AB
� ���

  = + − +2 3 62 2 2 =  4 9 36 7+ + =

   BC
� ���

 =  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(10 6 ) (4 9 ) 6 2 3 .O C O B i j k i j k i j k− = − + − + + = − −
JJJ JJJ

   B C  =  | BC
� ���

|  =  6 2 32 2 2+ − + −( ) ( ) =  36 4 9 7+ + =

   CA
� ���

 =  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 4 3 ) (10 6 ) 8 5 3 .O A O C i j k i j k i j k− = + + − − + = − + −
JJJ JJJ

   C A =  | | ( ) ( )CA
� ���

 = − + + −8 5 32 2 2 =  64 25 9 98+ + =  

   2B C  =  2 249 , 98, 49.C A A B= =
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   அதோைது C A2 =  B C 2 + AB 2.

 என்ை ்கோடுககப்ைட்ட புள்�கள் ;ரு ்சங்கோD முக்கோDத்திபன அபமககும்.

எடுத்�ககாடடு 8.10
 
 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ5 6 7 ,  7 8 9 ,  3 20 5i j k i j k i j k+ + − + + +  ஆகிய ்ைக்டர்கள் ;ரு தN ்ைக்டர்கள் 
எனககோடடுக.
தீர்வு

 ˆˆ ˆ5 6 7i j k+ +  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(7 8 9 ) (3 20 5 )s i j k t i j k− + + + +  எனக.
 கூ²கபNச் சமப்ைடுத்த,
   7s  + 3t =  5

   −8s  + 20t =  6

   9s  + 5t =  7

 முதல இரு சமனைோடுகபNத் �ர்கக,  s  =  t =  
1
2

 எனப் ்ைைைோம். இபை மூனைோைது 

சமனைோடப்ட �பைவு ்சயகிைது.

 ஆக்ை, ;ரு ்ைக்டபர மறை இரு ்ைக்டர்க�ன ;ருைடிச் ்சர்கபகயோக எµதைோம். 
என்ை, ்கோடுககப்ைட்ட ்ைக்டர்கள் ;ரு தNஅபம ்ைக்டர்கNோகும்.

பயிற்சி 8.2
 (1) �âககோªம் விகிதஙகபN திபசக ்கோபசனகNோக ்கோÙடு ;ரு ்ைக்டர் அபம°மோ என 

ச�ைோர்கக.

  (i)   
1
5

3
5

4
5

, ,   (ii)  
1
2

1
2

1
2

, ,   (iii) 
4
3

0 3
4

, ,

 (2) ்கோடுககப்ைட்ட திபச விகிதஙகபNக ்கோÙ்ட ;ரு ்ைக்ட�ன திபசக ்கோபசனகபNக 
கோÙக.

  (i)   1 , 2 , 3 (ii) 3 , - 1 , 3 (iii) 0 , 0 , 7 

 (3) �âககோªம் ்ைக்டர்களுககுத் திபசக ்கோபசனகள், மற²ம் திபச விகிதஙகபNக கோÙக.

  (i)  ˆˆ ˆ3 4 8i j k− +  (ii)  ˆˆ ˆ3i j k+ +  (iii)  ĵ

  (iv) ˆˆ ˆ5 3 48i j k− −  (v)  ˆˆ ˆ3 3 4i k j− +  (vi) ˆî k−

 (4) புள்�கள் (1, 0, 0), (0, 1, 0) மற²ம்  (0, 0, 1) ஆகியைறபை முபனப்புள்�கNோகக ்கோÙ்ட 
முக்கோDத்தின Fடுக்கோடுக�ன திபசக ்கோபசனகபNக கோÙக.

 (5) 
1
2

1
2

, ,a  ஆகியபை ;ரு ்ைக்ட�ன திபசக்கோபசனகNோயின a-ன மதிப்பைக கோÙக. 

 (6) (a , a + b , a + b + c ) எனைது (1, 0, 0) மற²ம் (0, 1, 0) ஆகியைறபை இபDககும் ்கோடடின திபச 
விகிதஙகள் எனில,  a, b, c  -:க கோÙக.

 (7) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ,  3 4 4 ,  3 5i j k i j k i j k− + − − − −  ஆகிய ்ைக்டர்கள் ;ரு ்சங்கோD முக்கோDத்பத 

அபமககும் எனககோடடுக.

 (8) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 2 9 3 kw;Wk; a i j k b i j kλ= + + = + +




 ஆகிய ்ைக்டர்கள் இபD எனில, O-ன மதிப்பைக 
கோÙக.
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 (9) �âககோªம் ்ைக்டர்கள் ;ரு தN ்ைக்டர்கள் எனக கோடடுக.

  (i)  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ,  2 3 4 ,  2i j k i j k j k− + − + − − +       (ii) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ5 6 7 ,  7 8 9 ,  3 20 5i j k i j k i j k+ + − + + + .

 (10) ˆ ˆˆ ˆ ˆ4 5 ,  ,i j k j k+ + − −  ˆˆ ˆ3 9 4i j k+ +  மற²ம் ˆˆ ˆ4 4 4i j k− + +  ஆகியைறபை �பை ்ைக்டர்கNோகக 

்கோÙ்ட புள்�கள் ;ரு தNஅபமைன எனககோடடுக.

 (11)  எனில �âககோªம் ்ைக்டர்க�ன 
எÙDNபை°ம் திபசக ்கோபசனகபN°ம் கோÙக.   (i)  





a b c+ +        (ii)  3 2 5



a b c− + .

 (12) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ,  3 4 5i j k i j k+ + − +  மற²ம் ˆˆ ˆ2 3 7i j k− + −  ஆகியபை ;ரு முக்கோDத்தின 

முபனப்புள்�க�ன �பை ்ைக்டர்கள் எனில, அÛத முக்கோDத்தின ¦றைNபைக கோÙக.

 (13) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4 , 2 4 3a i j k b i j k= − − = − + −




  மற²ம் ˆˆ ˆ2c i j k= + −

 எனில, 3 2 4



a b c− +  எனை 
்ைக்டருககு இபDயோன அைகு ்ைக்டபரக கோÙக.

 (14) மூன² புள்�க�ன �பை ்ைக்டர்கள் 




a b c, , ஆகியபை 2 7 5 0







a b c− + =  எனை 

�ைÛதபனபய �பைவு ்சயதோல அப்புள்�கள் ;்ர ்கோடடில அபம°மோ எனக கூ²க.

 (15) P , Q , R , S   எனை புள்�க�ன �பை ்ைக்டர்கள் முபை்ய ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ), (2 5 ), (3 2 3 )i j k i j i j k+ + + + −  

மற²ம் ˆˆ ˆ( 6 )i j k− −  எனில P Q  மற²ம் R S  ஆகியபை இபD எனககோடடுக.

 (16) m ˆˆ ˆ( )i j k+ +  <ர் அைகு ்ைக்டரோயின m-ன மதிப்புகபNக கோÙக.

 (17) A (1, 1, 1), B (1, 2, 3) மற²ம் C (2, - 1, 1) ஆகிய புள்�கள்<ர் இரு சமைகக முக்கோDத்தின 
முபனப்புள்�கள் என �²வுக.

8.8  வைக்டர்கjன வ்�ககம் ( P rod u c t  of  ve c t or s)

 Fோம் இதுைபரயி³ம் இரு ்ைக்டர்க�ன கூட்டல, ;ரு ்ைக்டபர மற்ைோரு 
்ைக்ட�ல இருÛது க�த்தல மற²ம் ;ரு ் ைக்டபர ;ரு திபசயி�யோல ் ைருககுதல 
்ைோனைைறபை ைோர்த்துள்்Nோம். Fோம் இப்்ைோµது இரÙடு ்ைக்டர்க�ன 
்ைருககபைப் ைறறிப் ைோர்ககைோம். ்ைக்டர்கபNப் ்ைருகக இரு ை�கள் 6ள்Nன.

 (i) திபசயி�ப் ்ைருககல (புள்�ப் ்ைருககல) மற²ம்

 (ii) ்ைக்டர் ்ைருககல (கு²ககுப் ்ைருககல)

 இைறபை ைபரய²கக இரு ்ைக்டர்களுககு இப்டைட்ட ்கோDம் Fமககு 
்தபை.

8.8.1 இ�ணடு வைக்டர்களுக� இவ்டº்ட்ட ்கா�ம் ( Angl e b et ween t wo ve c t or s)

 




a bkw;Wk; எனை இரு ்ைக்டர்கபN முபை்ய OA
� ���

 மற²ம் OB
� ���

 எனக ்கோள்்ைோம். இரு 

θ

▲▲

▲

▲

▲

▲b
�

a�
θ

O

b
�

b
�

θ

θ θ

a�
a�

▲

▲

 ை்டம் 8.34 ை்டம் 8.35 ை்டம் 8.36

8 Vector Algebra Tamil.indd   74 03-09-2018   15:43:21

www.tntextbooks.in



YPÔCர் 4Jäக~்தம் - I75

்ைக்டர்களுககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் எனைது அைறறின திபசகளுககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் ஆகும். 
அபை இரÙடும் ்ைடடும் புள்�யி்டத்து வி�°ம் தனபமயோக்ைோ (ை்டம் 8.34) அலைது குவி°ம் 
தனபமயோக்ைோ (ை்டம் 8.36) இருகக ்ைÙடும்.

 θ-ஆனது இரÙடு ்ைக்டர்களுககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் எனில, 0 ≤ ≤θ π  ஆகும்.

 θ π= 0 my;yJ ஆக இருககும்்ைோது ்ைக்டர்கள் இபD ஆகும்.

 இரÙடு ்ைக்டர்கள் ை்டம்  8.35-ல கோடடி°ள்Nது ்ைோன² வி�ய்ைோ அலைது குவிய்ைோ 
இலபை எனில Fோம் அதில 9்த­ம் ;ரு ்ைக்ட�ன நீNத்பத நீடடி வி�ய்ைோ அலைது குவிய்ைோ 
்சயது ்ைக்டர்களுககிப்டப்ைட்ட ்கோDத்பதக கோDைோம்.

8Ų8Ų2 திவ�யிiº வ்�ககம்  ( S c al ar  p rod u c t  )

ைவ�யவை 8Ų1ź

 
a  மற²ம் 



b  எனை இரு பூஜ்ஜியமறை ்ைக்டர்களுககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் θ எனக.   

(ை்டம்  8.34). இைறறின �[@��Ü Y்±Ôகம் அலைது ®ã�Ü Y்±Ôகம் 




a b.  எனக குறிககப்ைடடு 

| | | | cos



a b T என ைபரய²ககப்ைடுகிைது.

 அதோைது, 




a b� =  | | | | cos



a b T .

 




a b� கDககிடும்்ைோது கிப்டப்ைது ;ரு திபசயி�. என்ை இதபனத் திபசயி�ப் ்ைருககம் 
எனகி்ைோம். ்ம³ம், இைறறிறகு இப்ட்ய புள்�  (‘ � ’ ) எனை ்சய�பய ையனைடுத்துைதோல 
இதபனப் புள்�ப் ்ைருககம் என²ம் கூைைோம்.

திவ�யிiº வ்�ககத்தின ை_ைக கணித l!ககம் Ŭ�� வைக்டgன {� மறவைா� வைக்டgன �"லŭ
( G eom et ri c al  m ean i ng of  s c al ar  p rod u c t  ( p roj ec t i on  of  on e ve c t or  on  an ot h er ve c t or ) )

 OA a
� ��� �

= ,  OB b
� ��� �

=   மற²ம் θ  எனைது 
a  மற²ம் 



b ககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் எனக. 
 O A-ககு ்சஙகுத்தோக B L  ைபரக. ்சங்கோD முக்கோDம் O L B -ல

 cos OL
OB

θ =  

 OL OB= cosθ  =  | | cos


b T  

 
a -ன மீது 



b -ன  Oல O L   ஆகும். என்ை

 








a b a b⋅ =| | | | cosθ  =  | | ( )a OL  

 



a b a⋅ =| |  (
a -ன மீது 



b -ன  Oல)

 ஆக்ை, 
a -ன மீது 



b -ன  Oல =  






a b
a
�

| |
.

 இ்த ்ைோன² 


b -ன  மீது  
a -ன  Oல =  







b a
b
�

| |
.

8ŲŷŲŷ திவ�யிiº வ்�ககத்தின ்ண�கள் ( P rop ert i es of  S c al ar  P rod u c t )
 (i) இரÙடு ்ைக்டர்க�ன திபசயி�ப் ்ைருககம் ை�மோற²ப் ைÙபுப்டயது.

  ைOககமோன ைபரயபையினைடி 






 





a b a b b a b a⋅ = = = ⋅| | | |cos | | | |cosθ θ

  அதோைது, 9்த­ம் இரு ்ைக்டர்கள் 
a  மற²ம் 



b -ககு 


 

a b b a⋅ = ⋅

 (ii) திபசயி�ப் ்ைருககத்தின தனபம

  0 ≤ ≤θ π என Fமககுத் ்த�°ம்.

ை்டம் 8.37
a�

θ

B

O

▲

▲

b
�

L
A
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 θ = ⋅ =0 vdpy;




a b ab [ ்ைக்டர்கள் இபD மற²ம் ;்ர திபசயில இருககும்்ைோது  θ = 0 ]  .

 θ π= ⋅ = −vdpy;




a b ab [ ்ைக்டர்கள் இபD மற²ம் எதிர்திபசயில இருககும்்ைோது θ π= . ] .

 θ
π

= ⋅ =
2

0vdpy;




a b [ இரÙடு ்ைக்டர்களும் ்சஙகுத்து எனில θ
π

=
2

] .

 0
2

< <θ
π

 எனில, cos θ  �பக. என்ை, 




a b� -°ம் �பக.

 
π

θ π
2
< < எனில cos θ  குபை.  என்ை 





a b� -°ம் குபை.

 அதோைது, 




a b�  எனைது  
> ≤ <
= =
< < ≤









0 0 2
0 2
0 2

 ,
 ,
 ,  

θ π
θ π
π θ π

/
/

/

 (iii) 




a b⋅ = ⇒0  | |a = 0 அலைது  | |


b = 0 அலைது θ
π=
2

 (iv) பூஜ்ஜியமறை இரு ்ைக்டர்கள் 
a  மற²ம் 



b -ககு,  




a b⋅ = 0  �
a -ககு 



b ்சஙகுத்து

 (v) 
 a a� -: ைல்ை² ைபகக�ல எµதுதல

  
  a a a⋅ =| |2 = ( ) a a a2 2 2= = .

  இáைோைோக எµதுைது கDககுக�ன �ர்வுகபNக கோªம்்ைோது �கவும் ையனைடும்.

 (vi) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 1i i j j k k⋅ = ⋅ = ⋅ =  மற²ம் ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 0i j j k k i⋅ = ⋅ = ⋅ =  (9ன? ).

 (vii) 9்த­ம் இரு திபசயி�கள் λ µ, ககு

   λ µ


a b⋅ = λµ( )



a b⋅ =  ( ) ( )λµ λµ







a b a b⋅ = ⋅ .

 (viii) திபசயி�ப் ்ைருககம் கூட்ட³்டன ைங�டடு விதிககு 6டைடும்.

  அதோைது, 




a b c, ,  எனை 9்த­ம் மூன² ்ைக்டர்களுககு 

   




a b c⋅ +( )  =  




 a b a c⋅ + ⋅ (,lJ g';fPL)

   ( )



a b c+ ⋅  =  
 



a c b c⋅ + ⋅ (tyJ g';fPL)

இதன விபNைோக

   




a b c⋅ −( )  =  




 a b a c⋅ − ⋅  மற²ம் ( )



a b c− ⋅  =   
 



a c b c⋅ − ⋅ ஆகும்.
  இதபன எத்தபன ்ைக்டர்களுககு ்ைÙடுமோனோ³ம் வி�வுைடுத்தைோம்.

 (ix) ்ைக்டர் முற்ைோருபமகள்

   ( )



a b+ 2  =  | | | |







a b a b2 2 2+ + ⋅

   ( )



a b− 2  =  | | | |







a b a b2 2 2+ − ⋅

   ( ) ( )







a b a b+ ⋅ −  =  | | | |



a b2 2−

நி¦்�ம்

 ைÙபு (iii)-ன ைடி

 ( )



a b+ 2  =  ( ) ( )






a b a b+ ⋅ + = | | | |





 

a b a b b a2 2+ + ⋅ + ⋅  =  | | | |







a b a b2 2 2+ + ⋅

  இ்த ்ைோன² மறைைறபை°ம் �²ைைோம்.
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 (x) திபசயி�ப் ்ைருககத்பதக கோDச் ்சயல விதி

  1 2 3
ˆˆ ˆa a i a j a k= + +

,  1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +



 எனக.

   




a b�  =  1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i a j a k b i b j b k+ + ⋅ + +

    =  1 1 1 2 1 3
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k⋅ + ⋅ + ⋅

2 1 2 2 2 3 3 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b j i a b j j a b j k a b k i+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 3 2 3 3

ˆ ˆ ˆˆ( ) ( )a b k j a b k k+ ⋅ + ⋅

    =  a b a b a b1 1 2 2 3 3+ + .

 ஆக்ை, இரÙடு ்ைக்டர்க�ன திபசயி�ப் ்ைருககல எனைது அபைக�ன ;த்திபசைோன 
ஆயத்்தோபைக�ன குDகஙகபNப் ்ைருககிக கூடடுைதறகுச் சமம் ஆகும்.

 (xi) 
a  மற²ம் 



b ககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் θ எனிலθ =
⋅









−cos
| | | |

1








a b
a b

.

 (xii) 9்த­ம் இரு ்ைக்டர்கள் 
a  மற²ம் 



b ககு 








a b a b+ ≤ +| | | | .

  
a  மற²ம் 



b ஆகியபை ;ரு முக்கோDத்தின இரு ைககஙகள் எனில 




a b+   எனைது 

அம்முக்கோDத்தின மூனைோைது ைககமோக அபம°ம். என்ை, முக்கோDத்தின ைககப் ைÙ�னைடி

  | | | | | |







a b a b+ ≤ +  .

 (xiii) 9்த­ம் இரு ்ைக்டர்கள் 




a b, -ககு | | | | | |







a b a b⋅ ≤ .
  இதில 9்த­ம் ;ரு ்ைக்டர் பூஜ்ஜிய ்ைக்டர் எனில, இபை சமம் ஆகும். என்ை இரÙடு 
்ைக்டர்களும் பூஜ்ஜியமறை ்ைக்டர்கள் எனக.

 cosT   =  








a b
a b
�

| | | |
 

 அதோைது,  
| |
| | | |







a b
a b
�

 =  | cos |θ ≤1

 ⇒ ⋅| |



a b  d | | | |



a b

எடுத்�ககாடடு 8.1 1
 �âககோÙைபைகளுககு 





a b�  கோÙக.

 (i) ˆˆ ˆ 5a i j k= − +

, ˆˆ3 2b i k= −


 

 (ii) 
a  மற²ம் 



b  ஆகியபை (2, 3, − 1) மற²ம் (− 1, 2, 3) எனை புள்�கபNக குறிககும் 
்ைக்டர்கள்

தீர்வு

 (i)   




a b�  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ( 5 ) (3 2 ) (1)(3) ( 1)(0) (5)( 2) 3 10 7i j k i k− + ⋅ − = + − + − = − = − . 

 (ii)                       ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 3  kwW; k ;  a i j k b i j k= + − = − + +




   




a b�  =  ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 3 2 1 3 2 6 3 1− + + − = − + − = .

எடுத்�ககாடடு 8.12
 

a  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 3  kwW; k ;  a i j k b i j k= + − = − + +




 எனில, ( ) ( )







a b a b+ ⋅ −3 2 -:க கோÙக.
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தீர்வு 

  ( ) ( )







a b a b+ ⋅ −3 2  =  2 5 3 2 1 1 4 5 3 2 2 3 9 4 1 15  

  

a a a b b b⋅ + ⋅ − ⋅ = + + + + − − + + = −( ) ( ) ( ) .

எடுத்�ககாடடு 8.13
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3 , 2a i j k b i j k= + + = − + +





 மற²ம் ˆ ˆ3c i j= +

 ்ம³ம் 




a b+ λ  ஆனது 
c -ககு 

்சஙகுத்து எனில Ȝ-ன மதிப்பைக கோÙக.
தீர்வு

  ( )



a b c+ ⋅ =λ 0  � 
 



a c b c⋅ + ⋅ =λ 0
   �� (6 + 2)+ Ȝ (− 3 + 2) =  0

   � Ȝ   ��

எடுத்�ககாடடு 8.14
 | | | |







a b a b+ = −  எனில, 
a  மற²ம் 



b ஆகியபை ்சஙகுத்து என �²வுக.

தீர்வு

 | |



a b+  =  | |



a b−

 �  | |



a b+ 2  =  | |



a b− 2

  | | | |







a b a b2 2 2+ + ⋅  =  | | | |







a b a b2 2 2+ − ⋅

 4




a b�  =  0 

 




a b�  =  0

 ஆக்ை 
a  மற²ம் 



b  ஆகியபை ்சஙகுத்து ஆகும்.

எடுத்�ககாடடு 8.15
 எÛத்ைோரு ்ைக்டர் 

r -ககும்  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )r r i i r j j r k k= ⋅ + ⋅ + ⋅   

.

தீர்வு

  ˆˆ ˆr x i y j z k= + +

 எனக.

  ˆr i⋅  =  ( )ˆˆ ˆ ˆx i y j z k i x+ ⋅+ =  

  ˆr j⋅  =  ( )ˆˆ ˆ ˆx i y j z k j y+ ⋅+ =

  ˆr k⋅  =  ( )ˆ ˆˆ ˆx i y j z k k z+ ⋅+ =

  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )r i i r j j r k k x i y j z k r⋅ + ⋅ + ⋅ = + + =   

 

 என்ை ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )r r i i r j j r k k= ⋅ + ⋅ + ⋅   

.

எடுத்�ககாடடு 8.16
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3 4 6 8 kw;Wk ;i j k i j k+ + − − ஆகிய ்ைக்டர்களுககு இப்டப்ைட்ட ்கோDத்பதக கோÙக.

தீர்வு

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3 4 6 8kw;Wk;a i j k b i j k= + + = − −




எனக. 

8 Vector Algebra Tamil.indd   78 03-09-2018   15:43:49

www.tntextbooks.in



YPÔCர் 4Jäக~்தம் - I79

 இைறறிறகு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் θ எனக. என்ை, 

  cos
| | | |

θ =
⋅

=
− −

=








a b
a b

30 24 4
50 101

2
5 101

 

  ⇒ =










−θ cos 1 2
5 101

.

எடுத்�ககாடடு 8.17
 A, B , C , D  ஆகியபை  (4, − 3, 0), (7, − 5, − 1), (− 2, 1, 3), (0, 2, 5) எனை புள்�கள் எனில,  

CD
� ���

 மீது AB
� ���

-ன  Oபைக கோÙக.

தீர்வு

 O -பை ஆதிப்புள்�யோகக ்கோள்க.

 ஆக்ை, ˆ ˆ4 3O A i j= −
JJJ

 ;   ˆˆ ˆ7 5O B i j k= − −
JJJ

 ;  ˆˆ ˆ2 3O C i j k= − + +
JJJ

 ;  ˆˆ2 5O D j k= +
JJJ

 

 ˆˆ ˆ3 2A B O B O A i j k= − = − −
JJJ JJJ JJJ

 ;   ˆˆ ˆ2 2C D O D O C i j k= − = + +
JJJ JJJ JJJ

 CD AB AB CD
CD

� ��� � ��� � ��� � ���
� ���d; kPJ d;  tPPHy; =
⋅

=
− −

=
6 2 2

3
2
3

.

எடுத்�ககாடடு 8.18
  





a b c,  kw;Wk; ஆகிய மூன² அைகு ்ைக்டர்கள் 








a b c− + =3 0  எனை சமனைோடப்ட 

�பைவு ்சயதோல 
 a c kw;Wk; -ககும் இப்டப்ைட்ட ்கோDத்பதக கோÙக.

தீர்வு

 
 a c kw;Wk; -ககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் θ  எனக.

  




a b c− +3  =  0

 � | ( ) | a c+  =  | |3


b  

 � | | | | | | | | cos   a c a c2 2 2+ + θ  =  3 2| |


b

 � 1 + 1 + (2) (1) (1) cosθ =  3(1)

 � cosθ =  
1
2

    �  θ =  
p
3

.

எடுத்�ககாடடு 8.19
 (4, − 3, 1), (2, − 4, 5) மற²ம் (1, − 1, 0) எனை ;்ர ்கோடடில அபமயோப் புள்�கள் <ர் 
்சங்கோDத்பத அபமககும் எனககோடடுக.
தீர்வு
 எ�தோக இப்புள்�கள் ;ரு முக்கோDத்பத அபமககும் எனத் ்த�°ம். இப்்ைோது 

9்த­ம் ;ரு ்கோDம் 
p
2

 என �²ை ்ைÙடும். என்ை இம்முக்கோDத்தின ைககஙகபNக 

கோD்ைÙடும்.

 O  -பை ஆதிப்புள்� எனக. A,B ,C  ஆகியைறபை (4, − 3, 1), (2, − 4, 5) மற²ம் (1, − 1, 0) எனக 
்கோள்க.
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 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 3 , 2 4 5 ,O A i j k O B i j k O C i j
JJJ JJJ JJJ

= − + = − + = −  

 இப்்ைோµது AB
� ���

 =  ˆˆ ˆ2 4O B O A i j k
JJJ JJJ

− = − − +

 இது்ைோை்ை BC
� ���

  =  ˆˆ ˆ3 5i j k− + −   ;   CA
� ���

 =  ˆˆ ˆ3 2i j k− +

  AB
� ���

� CA
� ���

 =  0

 ஆக்ை ;ரு ்கோDம் 
p
2

 . என்ை ்கோடுககப்ைட்ட புள்�கள் ்சங்கோD முக்கோDத்பத 

அபமககும்.

குறிப்பு 8.5
 மூன² ைககஙகள் ்ைக்டர் ைடிவில ்கோடுககப்ைட்டோல, இபை முக்கோDத்தின ைககஙகNோக 
இருகக, 

 (i) இÛத ்ைக்டர்க�ன கூடுதல 


0  அலைது 9்த­ம் இரÙடு ்ைக்டர்க�ன கூடுதல 
மூனைோைது ைககத்திறகு சமம் என �²ை ்ைÙடும்.

 (ii) ்சங்கோD முக்கோDத்தில ;ரு ்கோDம் 
p
2

 எனக கோட்ட 9்த­ம் இரு ்ைக்டர்களுககு 

இப்டப்ைட்ட புள்�ப் ்ைருககம் 0 என �Ä�கக ்ைÙடும். 

பயிற்சி 8.3
 (1) �âககோªம் 





a b, ககு 




a b. -:க கோÙக.

  (i) ˆˆ ˆ2a i j k= − +

 மற²ம் ˆˆ ˆ3 4 2b i j k= − −


    (ii) ˆˆ ˆ2 2a i j k= + −

மற²ம் ˆˆ ˆ6 3 2b i j k= − +


 (2) �âககோªம் ்ைக்டர்கள் 




a b, ஆகியபை ்சஙகுத்து எனில,  O -ன மதிப்பைக கோÙக.

  (i) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3a i j k b i j k= + + = − +


 λ  kw;Wk;      (ii) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 3 2 kwW; k; a i j k b i j kλ= + − = − +




 (3) 
a  மற²ம் 



b ஆகிய ்ைக்டர்களுககு | | ,| |



a b= =10 15  மற²ம் 




a b⋅ = 75 2 எனில,  
a  மற²ம் 



b ககு இப்டப்ைட்டக ்கோDத்பதக கோÙக.
 (4) �âககோªம் ்ைக்டர்களுககு இப்டப்ைட்ட ்கோDத்பதக கோÙக.
  (i) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 6 6 3 2 kw;Wk ;i j k i j k+ − − +   (ii) ˆˆ ˆ ˆ kwW; k ;i j j k− −
 (5) 





a b c, ,  எ­ம் மூன² ்ைக்டர்களுககு 








a b c+ + =2 0 ,  | | , | |



a b= =3 4  மற²ம் | |c = 7  எனில  
a  மற²ம் 



b ககு இப்டப்ைட்ட ்கோDத்பதக கோÙக.

 (6) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 6 ), (6 2 3 ), (3 6 2 )a i j k b i j k c i j k= + + = + − = − +


 

 ஆகியபை ;ன²க்கோன² 
்சஙகுத்து என �Ä�கக.

 (7) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 6 , 2i j k i j k− − − − +  மற²ம் ˆˆ ˆ3 5i j k− + +  ஆகிய ்ைக்டர்கள் ;ரு ்சங்கோD 
முக்கோDத்பத அபமககும் எனககோடடுக.

 (8) | | , | | , | |



a b c= = =5 6 7  மற²ம்  








a b c+ + = 0  எனில, 


 

  a b b c c a⋅ + ⋅ + ⋅ -:க கோÙக.

 (9) (2, − 1, 3), (4, 3, 1) மற²ம் (3, 1, 2) ஆகிய புள்�கள் ;்ர ்கோ்டபமப் புள்�கள் எனக கோடடுக.

 (10) 




a b, ஆகியபை அைகு ்ைக்டர்கள் மற²ம் θ எனைது இைறறிறகு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் எனில,  

 (i) sin | |θ
2

1
2

= −




a b      (ii)  cos | |θ
2

1
2

= +




a b     (iii) tan | |
| |

θ
2
=

−
+









a b
a b

  எனககோடடுக.

 (11) 




a b c, ,  எனை மூன² ்ைக்டர்கள் | | , | | , | |



a b c= = =3 4 5  மற²ம் ;á்ைோரு ்ைக்டரும் மறை 

இரு ்ைக்டர்க�ன கூடுத³ககுச் ்சஙகுத்தோகவும் அபமÛதோல | |



a b c+ + -:க கோÙக.
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 (12) ˆˆ ˆ2 6 3i j k+ + -ன மீது ˆˆ ˆ3 7i j k+ + -ன   Oபைக கோÙக. 

 (13) ˆˆ ˆ2 6 3b i j k= + +


-ன மீது ˆˆ ˆ 4  a i j kλ= + +

-ன  Oல 4 அைகுகள் எனில, O-ன மதிப்பைக கோÙக.

 (14) 




a b, மற²ம் 
c  ஆகியபை | | , | | ,| |



a b c= = =2 3 4  மற²ம் 








a b c+ + = 0 என அபமÛதோல 

4 3 3

 

  a b b c c a⋅ + ⋅ + ⋅  -:க கோÙக.

8.8.4 வைக்டர் வ்�ககம் ( V ec t o r p rod u c t )
 இரு ்ைக்டர்களுககு இப்ட்யயோன ்ைக்டர் ்ைருககத்பத ைபரய²கக 
ைைகபக முபை மற²ம் இ்டகபக முபை ஆகியைறறின கருத்தோககம் 
்தபைப்ைடுகிைது.

 ைைது பகயின விரலகபN 
a  6்டன ;ன²மோ² பைத்து விரலகபN  

a -�ருÛது  


b  இருககும் திபச ்Fோககி ம்டககினோல  (்கோDம் 180nககு 

குபைைோக இருகக ்ைÙடும்), Fமது கடப்ட விரைோனது 




a b× -ன திபசபய 

குறிககும். இப்்ைோது ைைகபக முபையினைடி 


b a× -ன திபசயோனது  




a b× -ககு 

எதிர் திபசயில இருககும் (ை்டம் 8.38-: ைோர்கக).

 ்ம³ம் Fோம் 
a -:  



b -ன திபசபய ் Fோககி  θ ் கோDம் ( )< π திருப்�னோல 





a b× -ன திபசயோனது ைைகபக முபையில அபமÛத திருகு Fகரும் திபசயி்ை்ய 

அபம°ம் எனக கோDைோம்.
 ;ரு கோர்�சியன ஆயத்்தோபை முபை ;ரு ைைகபக முபைபய அபமகக ்ைÙடுமோயின 

அச்¦க�ன �பகத் திபசயில அைகு ் ைக்டர்கNோன  ˆˆ ˆ, ,i j k  எனைபை ை்டம் 8.39-ல  6ள்Nது ் ைோன² 

அபமய ்ைÙடும். k̂ -ன திபசயோனது ை்டம்  8.40-ல 6ள்Nைோ² அபமÛதோல அதபன இ்டகபக 

முபை எனகி்ைோம்.

ைவ�யவை 8.17
 இரு பூஜ்ஜியமறை ் ைக்டர்கள் 

a  மற²ம் 


b -ன YPÔCர் Y்±Ôகம் 




a b×  எனக குறிப்�டடு

 ˆ| | | | s i na b a b nθ× =
 

 

 என ைபரய²ககப்ைடுகிைது. இஙகு θ  

எனைது 
a  மற²ம் 



b -களுககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம், 0 ≤ ≤θ π .

 இஙகு ˆ, ,a b n




 ஆகியபை ைைகபக முபைபய அபமககும்.

 ை்டம் 8.39 ை்டம் 8.40 ை்டம் 8.41 ை்டம் 8.42

b a×
� �

a b×
��

a�
b
�

b
�a�

ை்டம் 8.38

a b×
��

b
�n̂

θ

a�

ை்டம் 8.43

x y

z

î ĵ

k̂
yx

z

î ĵ

k̂

tyf;if ,lf;if ty jpUF ,l jpUF
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



a b×  ஆனது | | | | sin



a b T எனகிை எÙDNபை°ம் ˆn  எனை திபசபய°ம் ்கோÙ்ட ;ரு 

்ைக்டர் ஆகும்.

 இதுமடடுமலைோமல 




a b× ஆனது 
a  மற²ம் 



b 6ள்N தNத்திறகுச் ்சஙகுத்தோக இருககும்.
குறிப்பு 8.6
 (i) ˆn -ன திபசபயக க~ப்ைதறகு 

a  மற²ம் 


b -ன ை�பச �கவும் முககியமோனதோகும்.

 (ii) ்ைக்டர் ்ைருகக�ன ்ைோது கிப்டப்ைது ;ரு ்ைக்டர். என்ை இதபன ்ைக்டர் 
்ைருககம் என² அபOககி்ைோம். இÛத ்ைருககத்பத குறிப்�்ட ‘ ×’  எனை குறி�டப்டப் 
ையனைடுத்துகின்ைோம். என்ை இதபன ¤²Ô¤Ü Y்±Ôகம் என²ம் அபOககைோம்.

வைக்டர் வ்�ககத்தின ை_ைக கணித l!ககம்
( G eom et ri c al  i nt erp ret at i on  of  ve c t or  p rod u c t )

  OA a
� ��� �

=  மற²ம்  OB b
� ��� �

=  ஆகியபை அடுத்தடுத்த 

ைககஙகNோகக ்கோÙடு O AC B  எனை இபDகரத்பதப் பூர்த்தி 
்சயக.

 AOB =θ  எனக.

 ை்டத்தி�ருÛது 

   sinT  =  
BL
OB

 

   B L  =  (O B )sinθ =  | | sin


b T  

 இப்்ைோµது  | |



a b×  =  | | | | sin



a b θ = | | ( )a BL  

    =  (அடிப்ைககம்) (6யரம்) =   இபDகரம் O AC B -ன ைரப்ைNவு

 ஆக்ை, 




a b×  எனை ்ைக்ட�ன எÙDNவு 
a ,


b : அடுத்தடுத்த ைககஙகNோக ்கோÙ்ட 

இபDகரத்தின ைரப்�றகுச் சமம் ஆகும். ் ம³ம் இதன திபச  
n ஆனது 

a  மற²ம் 


b பய 6ள்N்டககிய 

தNத்திறகுச் ்சஙகுத்து மடடுமலைோமல 




a b n, ,  ஆகியபை ;ரு ைைகபக முபைபய அபமககும்.

 என்ை, | |



a b×  எனைது 
a  மற²ம் 



b : அடுத்தடுத்த ைககஙகNோக ்கோÙ்ட இபDகரத்தின 

ைரப்பு ஆகும்.

 இதி�ருÛது இபDகரம் O AC B -ன ைரப்ைNவில ைோதியோனது, முக்கோDம் O AC -ன ைரப்பு என 
ைருவிககைோம்.
ை�lத்தல

 
a  மற²ம் 



b : அடுத்தடுத்த ைககஙகNோகக ்கோÙ்ட முக்கோDத்தின ைரப்பு  = ×
1
2

| |



a b

8.8.5.  ்ண�கள்

      (i)   ்ைக்டர் ்ைருககம் ை�மோறை விதிககு 6டை்டோது. ைபரயபையி�ருÛது,
  
 



b a×   =  ˆ| | | | s i n ( )b a n−


 θ    


 b a n, ,−












 

Mfpait tyf;if

Kiwia mikg;gjhy; 
  

  =  ˆ| | | | s i na b n−


 θ  

  =  − ×( )



a b  

▲

▲

O L

B
n̂

a� A

C

θ

b
�

| |
� �a b×

ை்டம் 8.44

b
�

θ

a�

n̂

n̂−

ை்டம் 8.45
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  என்ை ்ைக்டர் ்ைருககம் ை�மோறைத்தககதலை.

 (ii) இரு ்ைக்டர்கள் இபDயோக அலைது ;்ர ்கோடடில அபமÛதோல 


 

a b× = 0  (எáைோ²? )

  ஆனோல 


 

a b× = ⇒0   




a = 0  அலைது  
 

b = 0  அலைது  
a  மற²ம் 



b ஆகியபை இபDயோகும்.

 (iii) 
a  மற²ம் 



b  ஆகிய 9்த­ம் இரு பூஜ்ஜியமறை ்ைக்டர்களுககு 

  


 





a b a b× = ⇔0  kw;Wk; இபDயோனபை. இதி�ருÛது 
 



a a× = 0  என ைருவிககைோம்.

 (iv) ˆˆ ˆ, , i j k  ஆகியைறறின ைபரயபையி�ருÛது, (இபை ைைகபக முபைபய 
அபமககும்)

           ˆ ˆi i×  =  ˆ ˆˆ ˆ 0j j k k× = × =


 

  ˆˆ ˆi j k× =  ;  ˆˆ ˆj k i× =  ;  ˆ ˆ ˆk i j× =

  ˆˆ ˆj i k× = −  ;  ˆ ˆ ˆk j i× = −  ;  ˆˆ ˆi k j× = −    (எáைோ²? )

 (v)  θ
π

=
2

 எனில, ˆ| | | |a b a b n× =
 

 

  (vi) 9்த­ம் இரு திபசயி�கள் m மற²ம் n-ககு 

   ma nb



×   =  mn a b mna b a mnb na mb( ) ( ) ( )















× = × = × = ×  

 (vii) ்ைக்டர் ்ைருககம் கூட்ட�ன மீது ைங�டடு விதிபய �பைவு ்சய°ம். 

  அதோைது, 




a b c× +( )   =  ( ) ( )



 a b a c× + ×  

   ( )



a b c+ ×   =  
 



a c b c×( ) + ×( )  

  இதபன க�த்தல மடடுமலைோமல இரÙடுககு ்மறைட்ட ்ைக்டர்களுககும் 
வி�வுைடுத்தைோம்.

  அதோைது, 




a b c× −( )   =  ( ) ( )



 a b a c× − ×  

   








a b c d× + +( )   =  ( ) ( ) ( )



  



a b a c a d× + × + × . 

 (viii) கு²ககுப் ்ைருககத்பதக கோDச் ்சயல விதி

   
a   =  1 2 3

ˆˆ ˆa i a j a k+ +  

   


b  =  1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k+ +  

   




a b×  =  1 2 3
ˆˆ ˆ( )a i a j a k+ +  × 1 2 3

ˆˆ ˆ( )b i b j b k+ +

    =  1 1 1 2 1 3 2 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k a b j i× + × + × + ×  

    2 2 2 3 3 1 3 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b j j a b j k a b k i a b k j a b k k+ × + × + × + × + ×  

    =  2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b a b i a b a b j a b a b k− − − + −  

   




a b×  =  1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
a a a
b b b

 .

 (ix) 
a  மற²ம் 



b -ககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் θ எனில,  θ =
×













−sin
| | | |

1









a b

a b
 .

  (இதன �ÄைDமோனது ையிறசிககோக வி்டப்ைடடுள்Nது)

ை்டம் 8.46

▲

▲

▲

ĵ

î

k̂
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குறிப்பு 8.7
 இதில θ எப்்ைோµதும் கு²ங்கோDமோக்ை அபம°ம். என்ை ்ைக்டர் ்ைருககத்பதப் 
ையனைடுத்தி இரÙடு ்ைக்டர்களுககு இப்டப்ைட்ட ்கோDத்பதக கோªம்்ைோது எப்்ைோµதும் 
கு²ங்கோDம் மடடு்ம Fமககு கிப்டககும். ஆக்ை ்கோDஙகபNக கDககி்டப் புள்�ப் 
்ைருககத்பதப் ையனைடுத்துை்த சிைÛதது. இதனமூைம் θ அபம°ம் இ்டத்பத அறிய முடி°ம்.

 (x) 
a  மற²ம் 



b -ககு  ்சஙகுத்தோக 6ள்N அைகு ்ைக்டர்கள் 
( )ˆ
| |
a bn
a b

×± = ±
×









 (எáைோ²")

  
a  மற²ம் 



b -ககு ்சஙகுத்தோக Ȝ எÙDNவுள்N ்ைக்டர்கள் 
( )ˆ
| |
a bn
a b

λ λ ×± = ±
×









 .

எடுத்�ககாடடு 8.20
 ˆ ˆ3 4a i j= +

 மற²ம் ˆˆ ˆb i j k= + +


 எனில | |



a b× -ன மதிப்பைக கோÙக.

தீர்வு

   




a b×   =  

ˆˆ ˆ

3 4 0
1 1 1

i j k
 =  ˆˆ ˆ(4 0) (3 0) (3 4)i j k− − − + −  =  ˆˆ ˆ4 3i j k− − .

   | |



a b×  =  | |4 3 16 9 1 26
 



i j k− − = + + = .

எடுத்�ககாடடு 8.21
 ˆˆ ˆ3 4 7a i j k= − + − மற²ம் ˆˆ ˆ6 2 3b i j k= + −



 எனில,  �âககோÙைபைகபN ச�ைோர்கக.

  (i)  
 



a a b kw;Wk; × ஆகியபை ;ன²க்கோன² ்சஙகுத்து

  (ii) 






b a b kw;Wk; × ஆகியபை ;ன²க்கோன² ்சஙகுத்து
தீர்வு

   




a b× =  

ˆˆ ˆ

3 4 7
6 2 3

i j k
− −

−
 =  ˆˆ ˆ( 12 14) (9 42) ( 6 24)i j k− + − + + − −  =  ˆˆ ˆ2 51 30i j k− −  

 (i)  
 



a a b⋅ ×( )  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 4 7 ) (2 51 30 )i j k i j k− + − ⋅ − −  =  − − + =6 204 210 0  

  என்ை,   
 



a a b kw;Wk; ×  ஆகியபை ;ன²க்கோன² ்சஙகுத்து.

 (ii)  






b a b⋅ ×( )   =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(6 2 3 ) (2 51 30 )i j k i j k+ − ⋅ − − =  12 102 90− +  =  0

  என்ை,  






b a b kw;Wk; × ஆகியபை ;ன²க்கோன² ்சஙகுத்து.

எடுத்�ககாடடு 8.22
 ˆˆ ˆ4 3a i j k= − +

மற²ம் ˆˆ2 2b i j k= − + −


 எனில, இரு ்ைக்டர்களுககும் ்சஙகுத்தோன 6 
எÙDNவு 6ள்N ்ைக்டர்கபNக கோÙக.
தீர்வு

   




a b×  =  

ˆˆ ˆ

4 1 3
2 1 2

i j k
−

− −
 =  ˆˆ ˆ(2 3) ( 8 6) (4 2)i j k− − − + + −  =  ˆˆ ˆ2 2i j k− + +  
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a  மற²ம் 



b -ககு்சஙகுத்தோக 6ள்N அைகு ்ைக்டர்கள்   
ˆˆ ˆ( ) 2 2

3| |
a b i j k
a b

 × − + +± = ±  
×  









 
a  மற²ம் 



b -ககு ்சஙகுத்தோக எÙDNவு 6 6ப்டய ்ைக்டர்கள் . 

எடுத்�ககாடடு 8.23
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 2 2a i j k b i j k= + + = − +





 kw;Wk; ஆகியபைகளுககு இப்டப்ைட்ட ்கோDத்தின பசன 

மற²ம் ்கோபசன மதிப்புகபNக கோÙக.

தீர்வு

 
a  மற²ம் 



b -ககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் θ எனக.

   a b
 

�  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 ) (4 2 2 )i j k i j k+ + ⋅ − +  =  8 2 6 12− + =  

   | |a


  =  ˆˆ ˆ| 2 3 | 14i j k+ + =    ;    | |b


 =  ˆˆ ˆ| 4 2 2 | 24i j k− + =  

   cosT   =  








a b
a b

.
| | | |

= =
12

14 24
3
7

 

   




a b×   =  

ˆˆ ˆ

2 1 3
4 2 2

i j k

−
 =  ˆˆ ˆ(2 6) (4 12) ( 4 4)i j k+ − − + − −   =  ˆˆ ˆ8 8 8i j k+ −  

   | |



a b×   =  ˆˆ ˆ| 8 8 8 |i j k+ −  =  8 3  

   sinT   =  
| |
| | | |









a b
a b
×

  =  
8 3

14 24
4 3
7 12

2
7

= = .

எடுத்�ககாடடு 8.24
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4  kw;Wk; a i j k b i j k= + + = − +





ஆகியைறபை அடுத்தடுத்த ைககஙகNோகக ்கோÙ்ட 
இபDகரத்தின ைரப்ைNபைக கோÙக.
தீர்வு

   




a b×   =  

ˆˆ ˆ

3 1 4
1 1 1

i j k

−
 =  ˆˆ ˆ(1 4) (3 4) ( 3 1)i j k+ − − + − −  =  ˆˆ ˆ5 4i j k+ −  

   | |



a b×  =  ˆˆ ˆ| 5 4 | 42i j k+ − =

 இபDகரத்தின ைரப்ைNவு  42  ச.அைகுகள்.

எடுத்�ககாடடு 8.25
 

a  மற²ம் 


b எனை 9்த­ம் இரு ் ைக்டர்களுககு,  | |



a b× 2  + ( ) | | | |







a b a b⋅ =2 2 2  என �Ä�கக.

தீர்வு

   | |



a b×  =  | | | | sin



a b T  மற²ம் 




a b�  =  | | | | cos



a b T  என Fோம் அறி்ைோம்.

   | | ( )







a b a b× + ⋅2 2  =  | | | | sin | | | | cos







a b a b2 2 2 2 2 2θ θ+

    =  | | | | (sin cos )



a b2 2 2 2θ θ+ =  | | | |



a b2 2

8 Vector Algebra Tamil.indd   85 03-09-2018   15:44:29

www.tntextbooks.in



X I  -  க~்த�Jà 86

எடுத்�ககாடடு 8.26
 A B C( , , ), ( , , ), ( , , )1 0 0 0 1 0 0 0 1  ஆகியைறபை முபனப்புள்�கNோக ்கோÙ்ட முக்கோDத்தின 
ைரப்ைNபைக கோÙக.

தீர்வு

 Fோம் இப்்ைோµது முக்கோDத்தின 9்த­ம் இரÙடு ைககஙகபNக கோÙ்ைோம்.

   AB
� ���

 =  ˆˆ ˆ;i j A C i k− + = − +
JJJ

 

   AB AC
� ��� � ���

×  =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ1 1 0

1 0 1

i j k
i j k− = + +

−
 

   | |AB AC
� ��� � ���

×  =  3  

 முக்கோDம் AB C  -ன ைரப்ைNவு  
1
2

3
2

| |AB AC
� ��� � ���

× =  

குறிப்பு 8.8
 AB

� ���
 மற²ம் AC

� ���
-ககு ைதிைோக எÛத இரÙடு ைககஙகபNக ்கோÙடும் �ர்வு கோDைோம்.

பயிற்சி 8.4
 (1)  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 3 5 2  kwW; k; a i j k b i j k= + + = + −





எனில,  




a b× -ன மதிப்பைக கோÙக.

 (2) 








   

 

a b c b c a c a b× + + × + + × + =( ) ( ) ( ) 0  எனக கோடடுக.

 (3) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 kw;Wk ;i j k i j k+ + + +  எனை ்ைக்டர்கள் 6ள்N தNத்திறகு ்சஙகுத்தோகவும் 
எÙDNவு 10 3  6ப்டய அைகு ்ைக்டர்கபNக கோÙக.

 (4) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 kw;Wk; a i j k b i j k= + + = + +


  எனில,  kwW; k; a b a b+ −
 

 

 ஆகியைறறிறகு 
தனித்தனியோக ்சஙகுத்தோக 6ள்N ்ைக்டர்கபNக கோÙக.

 (5) ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  மற²ம் ˆˆ ˆ3 2i j k− +  ஆகியைறபை அடுத்தடுத்த ைககஙகNோக ்கோÙ்ட 
இபDகரத்தின ைரப்ைNபைக கோÙக.

 (6)   A(3, − 1, 2), B (1, − 1, − 3) மற²ம் C (4, − 3, 1) ஆகியைறபை 6ச்சிப்புள்�கNோகக ்கோÙ்ட 
முக்கோDத்தின ைரப்ைNபைக கோÙக.

 (7) முக்கோDம் AB C -ன 6ச்சிப்புள்�கள் A, B , C -ன �பை ்ைக்டர்கள் முபை்ய 




a b c, ,

எனில, முக்கோDம்  AB C -ன ைரப்ைNவு  
1
2

| |

 

  a b b c c a× + × + ×  என �Ä�த்து, இதி�ருÛது 

A, B , C  ஆகியபை ;்ர ்Fர்க்கோடடிைபமய �ைÛதபனபயக கோÙக.

 (8) எÛத்ைோரு ்ைக்டர் 
a -ககும்  2 2 2 2ˆˆ ˆ| | | | | | 2 | |a i a j a k a× + × + × =� � � �  என �Ä�கக.

 (�) 




a b c, ,  எனை அைகு ்ைக்டர்களுககு 




 a b a c⋅ = ⋅ = 0  மற²ம் 


b -ககும் 
c -ககும் இப்டப்ைட்ட 

்கோDம் 
p
3

எனில,  




a b c= ± ×
2
3

( ) என �Ä�கக.

 (10) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 kwW; k; i j k i j k+ − + +  ஆகிய ்ைக்டர்களுககு இப்டப்ைட்ட ்கோDத்பத ்ைக்டர் 
்ைருககத்பதப் ையனைடுத்திக கோÙக.
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பயிற்சி 8.5
ச�யோன அலைது �கவும் 9றபுப்டய விப்டயிபனக ்கோடுககப்ைட்ட Fோனகு மோற² விப்டக��ருÛது 
்தர்Û்தடுககவும்.

 (1) AB BC DA CD
� ��� � ��� � ��� � ���

+ + +  எனைது

  (1) AD
� ���

  (2) CA
� ���

  (3) 


0   (4) −AD
� ���

 

 (2) 








a b a mb+ +2 3 kw;Wk; ஆகியபை இபD எனில, m-ன மதிப்பு

  (1) 3  (2) 
1
3

  (3) 6 (4) 
1
6

 

 (3) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 kwW; k ;i j k i j k+ − − + ஆகிய ்ைக்டர்க�ன கூடுத³ககு இபDயோக 6ள்N அைகு 
்ைக்டர்

  (1) 
ˆˆ ˆ

5
i j k− +   (2) 

ˆ ˆ2
5

i j+  (3) 
ˆˆ ˆ2

5
i j k− +  (4) 

ˆ ˆ2
5

i j−

 (4) ;ரு ்ைக்டர் OP
� ���

 ஆனது x மற²ம் y  அச்¦க�ன �பகத் திபசயில முபை்ய 60n மற²ம் 45n-: 

9றைடுத்துகினைது. OP
� ���

 ஆனது z -அச்¦்டன 9றைடுத்தும் ்கோDம்

  (1) 45n (2) 60n (3) 90n (4) 30n

 (5) ˆˆ ˆ3 2  B A i j k= + +
JJJ

மற²ம் B -ன �பை ்ைக்டர் ˆˆ ˆ3i j k+ − எனில A-ன �பை்ைக்டர்

  (1) ˆˆ ˆ4 2i j k+ +  (2) ˆ ˆ4 5i j+  (3) ˆ4 i  (4) ˆ4 i−

 (6) ;ரு ்ைக்டர் ஆய அச்¦களு்டன சம்கோDத்பத 9றைடுத்தினோல அக்கோDம்

  (1) cos− 







1 1
3

  (2) cos− 







1 2
3

  (3) cos− 








1 1
3

  (4) cos− 








1 2
3

 

 (7) 
 

  a b b c c a− − −, ,  ஆகிய ்ைக்டர்கள்

  (1) ;ன²க்கோன² இபDயோனது (2) அைகு ்ைக்டர்கள்

  (3) ்சஙகுத்தோன ்ைக்டர்கள் (4) ;ருதN ்ைக்டர்கள்

 (8) AB C D  <ர் இபDகரம் எனில, AB AD CB CD
� ��� � ��� � ��� � ���

+ + +  எனைது

  (1) 2( )AB AD
� ��� � ���

+  (2) 4AC
� ���

  (3) 4BD
� ���

  (4) 


0

 (9) 
a  மற²ம் 



b -: அடுத்தடுத்த ைககஙகNோக ்கோÙ்ட இபDகரம்  AB C D -ன ;ரு மூபைவிட்டம் 




a b+  எனில மற்ைோரு மூபைவிட்டம் BD
� ���

ஆனது

  (1) 




a b−  (2) 


b a−  (3) 




a b+  (4) 




a b+
2

 

 (10) A, B -ன �பை ்ைக்டர்கள் 




a b,  எனில, �âககோªம் �பை ்ைக்டர்க�ல எÛத �பை 

்ைக்ட�ன புள்� AB  எனை ்கோடடின மீது அபம°ம்.

  (1) 




a b+  (2) 
2

2





a b−
 (3) 

2
3





a b+
 (4) 





a b−
3
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 (11) 




a b c, ,  ஆகியபை ;்ர ்கோடடிைபமÛத மூன² புள்�க�ன �பை்ைக்டர்கள் எனில 

�âககோÙைபைகளுள் எது ச�யோனது"

  (1) 




a b c= +  (2) 2


a b c= +  (3) 


 b c a= +  (4) 4 0







a b c+ + =

 (12) P  எனை புள்�யின �பை ்ைக்டர் 






r a b
=

+9 7
16

 எனக. P  ஆனது 
a  மற²ம் 



b -:  �பை 

்ைக்டர்கNோகக ்கோÙ்ட புள்�கபN இபDககும் ்கோடப்டப் ��ககும் விகிதம்
  (1) 7 :  9  6டபுைமோக  (2) 9 :  7 6டபுைமோக
  (3) 9 :  7 ்ை�ப்புைமோக  (4) 7 :  9 ்ை�ப்புைமோக

 (13) ˆˆ ˆ2 2i j k+ +λ λ λ  எனைது <ரைகு ்ைக்டர் எனில, Ȝ-ன மதிப்பு

  (1) 
1
3

  (2) 
1
4

  (3) 
1
9

  (4) 
1
2

 

 (14) ;ரு முக்கோDத்தின இரÙடு முபனப்புள்�க�ன �பை ்ைக்டர்கள் ˆˆ ˆ3 4 4i j k+ −   மற²ம்  
ˆˆ ˆ2 3 4i j k+ + .  பமயக்கோடடு சÛதியின �பை ் ைக்டர் ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  எனில, மூனைோைது  முபனப் 

புள்�யின �பை ்ைக்டர்

  (1) ˆˆ ˆ2 9i j k− − +  (2) ˆˆ ˆ2 6i j k− − −  (3) ˆˆ ˆ2 6i j k− +  (4) ˆˆ ˆ2 6i j k− + +

 (15) | | ,| |







a b a b+ = − =60 40 மற²ம் | | ,


b = 46  எனில, | |a -ன மதிப்பு
  (1) 42 (2) 12 (3) 22 (4) 32

 (16) 
a  மற²ம் 



b - ;்ர எÙDNபைக ்கோÙடுள்Nது. இைறறிறகு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் 60°  

மற²ம் இைறறின திபசயி�ப் ்ைருககம் 
1
2

எனில,  | |a  -ன மதிப்பு

  (1) 2  (2) 3 (3) 7 (4) 1

 (17) ˆ ˆ(s i n ) (c o s )a i j= + θ θ   மற²ம் ˆˆ ˆ3 2b i j k= − +


ஆகியபை ்சஙகுத்தோக அபமÛது θ
π

∈





0

2
,  

எனில, θ-ன மதிப்பு
  (1) 

p
3

  (2) 
p
6

  (3) 
p
4

  (4) 
p
2

 

 (18) | | ,| |







a b a b= = ⋅ = °13 5 60 kw;Wk; எனில, | |



a b× -ன மதிப்பு
  (1) 15 (2) 35 (3) 45 (4) 25

 (19) 
a  மற²ம் 



b -ககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் 120°.  | | ,| |a b= =1 2  எனில, [( ) ( )]







a b a b+ × −3 3 2 -ன 

மதிப்பு
  (1) 225 (2) 275 (3) 325 (4) 300

 (20) 
a  மற²ம் 



b  ஆகியைறறின எÙDNவு 2, ்ம³ம் இைறறிறகு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் 60n

எனில, 
a  மற²ம் 





a b+ ககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம்
  (1) 30q (2) 60q (3) 45q (4) 90q

 (21) ˆˆ ˆ3i j kλ+ + -ன மீது ˆˆ ˆ5 3i j k− − -ன  O³ம் ˆˆ ˆ5 3i j k− − -ன மீது ˆˆ ˆ3i j kλ+ +  O³ம் சமம் 

எனில, Ȝ-ன மதிப்பு
  (1) r 4 (2) r 3 (3) r 5 (4) r1
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 (22) ˆˆ ˆ5 7i j k+ − எனை ்ைக்ட�ன ஆரம்ை மற²ம் இ²திப் புள்�கள் (1, 2, 4) மற²ம் (2, − 3Ȝ − 3) 

எனில, Ȝ-ன மதிப்பு

  (1) 
7
3

  (2) −
7
3

  (3) �
5

3
  (4) 

5
3

 

 (23) ˆ ˆ ˆ ˆ10 3 , 12 5i i i j� - மற²ம் ˆ ˆ11ai j�  ஆகிய �பை ்ைக்டர்க�ன புள்�கள் ;்ர ்கோடடில 
அபமÛதோல ‘ a’ -ன மதிப்பு

  (1) 6  (2) 3 (3) 5 (4) 8

 (24) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2 , 4 ( ) 70 kwW; k; a i j k b i x j k c i j k a b c= + + = + + = − + ⋅ × =
 

   

எனில x -ன மதிப்பு
  (1) 5  (2) 7 (3) 26 (4) 10

 (25) ˆˆ ˆ2 2 , | | 5a i j k b


 = + + =  ்ம³ம் 
a  மற²ம் 



b -ககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம் 
p
6

  எனில, இáவிரு 

்ைக்டர்கபN அடுத்தடுத்த ைககஙகNோகக ்கோÙ்ட முக்கோDத்தின ைரப்பு

  (1) 
7
4

  (2) 
15
4

  (3) 
3
4

  (4) 
17
4

 

்ா்டத் வதா�º�

இப்ைோ்டப்ைகுதியில Fோம் கற²த் ்த�Ûதபை
 x எÙDNபைக ்கோÙடு �ர்மோனிககப்ைடும் க~யம் திபசயி� ஆகும்.
 x எÙDNவு மற²ம் திபச ஆகியைறபைக ்கோÙடு �ர்மோனிககப்ைடும் க~யம் ்ைக்டர் 

ஆகும்.
 x எÛத்ைோரு புள்�பய°ம் ;ரு ்ைக்ட�ன ஆதிப்புள்�யோகத் ்தர்Û்தடுகக 

முடி°மோனோல அது கடடிைோ ்ைக்டர் ஆகும்.  ஆனோல ;ரு குறிப்�ட்ட புள்�பய மடடு்ம 
ஆதிப்புள்�யோகத் ்தர்Û்தடுகக முடி°மோனோல அது அ²தியிட்ட ்ைக்டர் ஆகும்.

 x ;்ர தNத்தின மீது அபமÛத அலைது அÛதத் தNத்திறகு இபDயோக அபமÛத இரÙடு 
அலைது அதறகு ்மறைட்ட ்ைக்டர்கள் ;்ர தN அபம ்ைக்டர்கள் ஆகும்.

 x இரு ் ைக்டர்க�ன எÙDNவுகள் சமமோகவும் அபை ;்ர திபசயிபன°ம் ் ைறறிருÛதோல 
அைறபைச் சம்ைக்டர்கள் எனைோம்.

 x ;ரு ்ைக்ட�ன எÙமதிப்பு 0 எனில அது பூஜ்ஜிய ்ைக்டர் ஆகும்.
 x ;ரு ்ைக்ட�ன எÙDNவு 1 எனில அது அைகு ்ைக்டர் ஆகும்.

 x a  எனைது 9்த­ம் ;ரு ்ைக்டர், m  ;ரு திபசயி�யோயின ma  எனைது ்ைக்டர் 
a  6்டன 

திபசயி� m-ன திபசயி�ப் ்ைருககம் ஆகும்.

 x 
a  மற²ம் 



b எனை இரு ்ைக்டர்கள் இபD எனில, 




a b= λ . இஙகு Ȝ <ர் திபசயி�.

 x  




a b c, kw;Wk;  ஆகியபை முக்கோDத்தின ை�பசயோக எடுககப்ைட்ட ைககஙகள் எனில, 








a b c+ + = 0
 x ்ைக்டர்க�ன கூட்டல, ்சர்ப்புப் ைÙபுககு 6டைடும்.

 x எÛத ;ரு ்ைக்டர் 
a -ககும் 





 



a a a+ = + =0 0

 x எÛத ;ரு ்ைக்டர் 
a -ககும் 

   



a a a a+ − = − + =( ) ( ) 0
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X I  -  க~்த�Jà 90

 x ்ைக்டர் கூட்டல ை�மோற²ப் ைÙபுப்டயது.
 x இரு ்ைக்டர்கள் அைறறின எÙDோ³ம் திபசயோ³ம் ;ரு முக்கோDத்தின ை�பசயோக 

எடுககப்ைட்ட இரÙடு ைககஙக�ன மூைமோக குறிப்�்டப்ைட்டோல, அைறறின கூடுதல 
அம்முக்கோDத்தின எதிர்ை�பசயில எடுககப்ைட்ட மூனைோைது ைககமோகும். இது்ை 
்ைக்டர் கூட்ட�ன முக்கோD விதி.

 x O AB C  எனை இபDகரத்தில OA
� ���

 மற²ம் OB
� ���

 ஆகியபை அடுத்தடுத்த ைககஙகNோயின, 
அதன மூபைவிட்டம் OC

� ���
 இைறறின கூடுதபைக குறிககும். இது்ை ்ைக்டர் கூட்ட�ன 

இபDகர விதியோகும்.

 x α β γ, ,  ஆகியபை திபசக ்கோDஙகள் எனில, cos ,cos ,cosα β γ  ஆகியபை திபசக 

்கோபசனகNோகும்.

 x ˆˆ ˆr x i y j z k= + +

 எனை ்ைக்ட�ன திபச விகிதஙகள் x y z, , ஆகும்.

 x 




a b c, kw;Wk;  ஆகியபை ;்ர தNத்தில அபமயோத ்ைக்டர்கள் எனில, ்ை�யில 
6ள்N எÛத ;ரு ்ைக்டபர°ம் a mb nc� �  எனத் தனித்த ை�யில எµதைோம்.

 ;ரு புள்�யின �பை ்ைக்டர் ˆˆ ˆr x i y j z k= + +

 

 மற²ம் 
r -ன திபசக ்கோDஙகள் α β γ, ,  எனில, 

 (i) 
r  -ன திபசக ்கோபசனக�ன ைர்ககஙக�ன கூடுதல 1. 

 (ii) sin sin sin2 2 2 2α β γ+ + = .

 (iii) 
r -ன திபசக ்கோபசனகள் 

x
x y z

y
x y z

z
x y z2 2 2 2 2 2 2 2 2+ + + + + +

, , .  

 (iv) l , m, n ஆகியபை ;ரு ்ைக்ட�ன திபசக ்கோபசனகள் எனில, l m n2 2 2 1+ + = .

 (v) எÛத ;ரு அைகு ்ைக்டபர°ம் ˆˆ ˆc o s c o s c o si j k+ +α β γ  என எµதைோம்.

 x 
a  மற²ம் 



b ஆகிய ்ைக்டர்க�ன திபசயி�ப் ்ைருககம் 




a b� =  | | | | cos



a b T ஆகும்.

 x 
a  மற²ம் 



b ஆகிய ்ைக்டர்க�ன ்ைக்டர் ்ைருககம்  


a b× எனக குறிப்�டடு 

   ˆ| | | | s i na b a b nθ× =
 

 

 ஆகும். இஙகு θ எனைது 
a  மற²ம் 



b -ககு இப்டப்ைட்ட ்கோDம்   

0 ≤ ≤θ π . இஙகு ˆ, ,a b n




 ஆகியபை ைைகபக முபைபய அபமககும்.
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வெகடர் ��ற்்கணி்தம் - I

்சயலைோடடின இ²தியில
கிப்டககப் ்ை²ைது

்} - � 
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி ĊĢĬĊĢğįĞ-வின sěČ İıĞīġĞįġ 
ęĢĠıĬį ĄĩĤĢğįĞt ைககத்திறகுச் ்சலக. 6ஙகள் ைோ்டம் சோர்Ûத ைை ை~த்தோள்கள் 
இப்ைககத்தில ்கோடுககப்ைடடிருககும்.

்} -�
sćĦįĢĠıĦĬī ĆĬİĦīĢİt  ையிறசித்தோபNத்்தர்வு்சயதுFµைலகபN Fகர்த்தியதும் 
�-ć 6ருைபமப்பு ைைப்ைககம் கோDப்ைடும். �-ć 6ருைபமப்பைச்¦O
ற ை ¦ ட டி ப ய ை ை ப் ை க க ம் ் ச ோ டு க கி ை ல ் ை ² அ ப ம ப் பு க ப N க க ோ D ை ோ
ம். FµைலகபN Fகர்த்தி, அலைது ĵ, Ķ மற²ம்ķ மதிப்புகபNப் ைதிÛது 
திபச்யÙபD மோறைைோம் 

6K� �
https://ggbm.at/cem3sdq5


ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.

இவ�யச் வ�யல்ாடு 8  ( a )

்} - � ்} -� 

வெகடர் ��ற்்கணி்தம் 

்சயலைோடடின இ²தியில
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X I  -  க~்த�Jà 92

்சயலைோடடின இ²தியில
கிப்டககப் ்ை²ைது

்} - � 
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி ĊĢĬĊĢğįĞ-வின sěČ İıĞīġĞįġ ęĢĠıĬį 
ĄĩĤĢğįĞt ைககத்திறகுச் ்சலக. 6ஙகள் ைோ்டம் சோர்Ûத ைை ையிறசித்தோள்கள் இப்ைககத்தில 
்கோடுககப்ைடடிருககும்.

்} - �
sēįĬġĲĠı Ĭģ ęĢĠıĬįİt ையிறசித்தோபNத்்தர்வு்சயதுFµைலகபN Fகர்த்தியதும் �-ć 6ருைபமப்பு 
ைைப்ைககம் கோDப்ைடும். �-ć 6ருைபமப்பைச்¦Oறை¦டடிபயைைப்ைககம்்சோடுககிைல்ை²
அபமப்புகபNககோDைோம். FµைலகபN Fகர்த்தி, அலைது ĵ, Ķ மற²ம்ķ மதிப்புகபNப் ைதிÛது 
திபச்யÙபD மோறைைோம் (Fனைோகப் பு�Ûது ்கோள்N Ğ�, Ğ�,  மற²ம் Ğ�  மதிப்புகபN மோறை 
்ைÙ்டோம்) ĄąěĄĆ அைறறின கூ²கள் ்Fர்குத்தோகக  ்கோடுககைடடுள்Nது.

்} - � ்} - �

்சயலைோடடின இ²தியில

6K� �
https://ggbm.at/cem3sdq5


ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.

வெகடர் ��ற்்கணி்தம் - I

இவ�யச் வ�யல்ாடு 8  ( b )
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ைவக நுணகணிதம்
எலவலைகள் மறறும் வதா்டர்ச்சித் தனவம

DIF F ERENTIAL CALCULUS  LIM ITS  AND CONTINUITY
9அத்தியாயம்

“ மனிதர்கள் மபையைோம், 
அைர்க�ன ்சயலகள் மபைைதிலபை”

-  அகæடின o Æயிæ ்கோசி

9.1 அறிமுகம் (Intr oduc tion)
 ¬Ùக~்தம் எனைது மோறைத்தின  தஙகள் 
்தோ்டர்ைோனது. அறிவிய�ன அபனத்துப் ��வுக�³ம் 
மோ²த�ன  தஙகள் 6ள்Nன. க~்த�J�à அறிBர்கã 
;ரு ைபNைபரயின மீது அபம°ம் ்Fர்க்கோடடில 
9றைடும் மோ² தத்பதக கDககிடுைதில ஆர்ைமோக 
இருககினைனர். அ்த சமயம் 4Jä�Jà  அறிBர்கã ;ரு 
Fகரும் ்ைோரு�ன இ்டப்்ையர்ச்சியின மோ² தம், மற²ம் 
அதன திபச்ைகம் ஆகியைறபைக கDககிடுைதில ஆர்ைம் 
கோடடுகினைனர். கP��JMோNர்கã ;ன² அலைது அதறகு 
்மறைட்ட மூைகஙகள் ்சர்Ûது ்ைதி விபனயினோல ;ன² 
அலைது அதறகு ்மறைட்ட ்ைோருடகபNக ்கோடுககும் ்ைதி 
விபனயின  தத்பதக கDககி்ட விரும்புகினைனர்.
 <ர் 6��JMோNர்� விைஙகுகள் அலைது தோைரஙக�ன ்மோத்த எÙ~கபகயில குறிப்�ட்ட 
சிை விைஙகுகள் அலைது தோைரஙக�ல 9றைடும் மோறைஙகபN ஆயவு ்சயய விரும்புகினைோர். 
்ம³ம் இரத்த FோNஙகள் அலைது தமனிக�ல 6ள்N இரத்த <ட்டத்தின  தத்பதக கDககி்டவும், 
இரத்த <ட்டம் எÛத இரத்த FோNஙகள்�தமனிக�ல குபைைோக�அதிகமோக 6ள்Nது எனைபதக 
கோDவும் விபOகினைோர்.
 Y்ோ±�JMோNர்கã, இ²தி�பைத் ்தபை, இ²தி�பை ைருைோய மற²ம் இ²தி�பை 
இைோைம் ஆகியைறபை, ்தபை, ைருைோய இைோைச் சோர்புக�ன மோ² தம் மூைம் கோÙகினைனர்.
 ®��JMோNர்கã, 6ருகிய ைோபைக குOம்புகள் ¦றறி°ள்N ைோபைகளு்டன ் ைப்ைத்பதக க்டத்தி 
கு�ர்ைதறகோன  தத்பதக கDககிடுைதில ஆர்ைம் கோடடுகினைனர். ;ரு Y்ோறிJோNர், ்மல�பைத் 
்தோடடிககுத் தÙ�ர் 9ற²ம்  தம் மற²ம் ்தோடடியி�ருÛது தÙ�ர் ்ை�்ய²ம்  தத்பதக 
கDககி்ட விரும்புகினைோர். Fகர்ப்புைப் ®��JMோNர், ;ரு Fகரம் வி�வுைடுத்தப்ைடும்்ைோது 9றைடும் 
மககள்்தோபக அ்டர்த்தி  தத்திபனக கDககி்ட விரும்புகினைோர்.
 Pோ�[MJோNர்கã 6யரத்திறகுத் தகுÛதோற்ைோல ை�மÙ்டை அµத்தத்தில 9றைடும் 
மோ²த�ன மோ² தத்பதக கDககிடுைதில ஆர்ைம் கோடடுகினைனர்.
 6N�J�à கறைல ்கோடைோடடில ஆர்ைமுள்Nைர்கள், 

கறைல ைபNைபரபயப் ைறறிப் 
ைடிககினைனர். இது ;ருை�ன 
ையிறசிக கோைத்பதப் ்ைோ²த்த 
கறைல திைன ்சயலைோடடின 
ைபNைபரயோகும். கோைத்பதப் 
்ைோ²த்துத் திைன ்மம்ைோடடின 
 தத்தின அடிப்ைப்டயில 
ஆர்ைத்பதக கோDைோம்.

Normal Heart

to Lungs

Pulmonary Veins
from Lungs

Mitral Valve

Aortic Valve

Ventricular
Septum

Oxygen-rich Blood
Oxygen-poor BloodPulmonary Valve

Interior
Vena Cava

Tricuspid
Valve

Atrial Septum

Superior
Vena Cava

Pulmonary
Veins from
Lungs

to Lungs
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 Fோம் <ர் இருடடு அபையில ¬பO°ம்்ைோது ¦றறி°ள்N ்ைோருடகபNக கோD அதிக ;� 6ள் 
்சலை 9துைோக Fமது கÙைோபை வி�ைப்டÛது ் ைோருடகபNத் ் த�ைோகக கோD 6தவுகிைது. அதறகு 
்Fர்மோைோக Fோம் அதிக ்ை�ச்சமுள்N <ர் அபையில ¬பO°ம்்ைோது அதிக ்ை�ச்சத்தினோல 
(;�யினோல) Fமது ைோர்பைத் திைன ைோதிககோத ைபகயில Fமது கÙைோபை ¦ருஙகி 6ள்்N 
்சல³ம் ;�யின அNபைக குபைககினைது. ஆரோயச்சியோNர்கள், இது ்ைோனை ்சயலைோடுக�ன 
ை�முபைபயக க~த எலபைகள் மூைம் கோÙகினைனர்.

 இயற�ய�ல திபச்ைகம், அ்டர்த்தி, �ன்னோட்டம், �னனோறைல மற²ம் ்ைப்ை�பையின 
மோ²�பை� ்ைதியிய�ல எதிர்விபனயின  தம் மற²ம் ;ருஙகுத் தனபம� 6யி�யிய�ல ைNர்ச்சி 
 தம் மற²ம் இரத்த <ட்டத்தின ்ைகம்� ்ைோரு�யிய�ல இ²தி�பைச் ்சைவு மற²ம் இ²தி�பை 
இைோைம்� புவியிய�ல ்ைப்ை <ட்டத்தின  தம்� 6Nவிய�ல ்சயலதிைன ஆகியபை ைபகக்கµ 
எனை ;்ர ;ரு க~தக (்கோடைோடடின) கருத்தோககத்தின அடிப்ைப்டயில அபமகிைது.

 ்மறகூறியபை க~தத்தின திைன அதன 6ள்¬டைமோன தனபமயின அடிப்ைப்டயில 
6ள்Nதறகோன எடுத்துககோடடுகNோகும். ;்ர ;ரு ¬டைமோனக க~தக கருத்தோககம் 
(ைபகக்கµ) அறிவிய�ன ைல்ை² ��வுக�ல ைைவிதமோன விNககஙகபNத்  தருகினைது. 
Fோம் க~தக கருத்துருககபN 6ருைோககும்்ைோது அைறறின முடிவுகள் அறிவிய�ன ைல்ை² 
��வுக�ல ையனைடுத்தப்ைடுகினைன. அறிவிய�ன ;á்ைோரு ��வி³ம் 6ருைோகும் தனிப்ைட்ட 
கருத்துருககபNக கோடடி³ம் இது ஆறை³ப்டயது.

 ைOஙகோைத்தின �கச் சிைÛத ைப்டப்புக�ல ;ன² Ãக�டின ைடிவியல ஆகும். இÛத 
முககியமோன ைப்டப்புககு இபDயோக எÛதக கÙடு�டிப்பும் இரÙ்டோயிரம் ஆÙடுகNோக 
¬Ùக~தம் கÙடு�டிககும்ைபர �கOவிலபை.

 ¬Ùக~தமோனது இஙகிைோÛதில @ர் :@Ô நிÃடCå (1642-1727) மற²ம் ்Aர்மனியில 
கோட1�[Kட �àYSàம் ���டæ (1646-1716) எனைைர்கNோல 17-ஆம் ¿றைோÙடின இ²தியில 
6ருைோககப்ைட்டது.

 �Ãட்டனின க~த ஆர்ைத்திறகுக கோரDம், அைருப்டய கோைத்தில அைருககுக கிப்டத்த 
�கச் சிைÛத E u c l i d ’ s E l em ent s மற²ம் D esc ar t i o L a G eom et ri c  ஆகிய இரு புத்தகஙகNோகும். அைர், 
அைருககு முனனர் ைோâÛத க��கJோ மற²ம் Y்ர்Iோட ்ைோனை ஆரோயச்சியோNர்கள் ைறறி°ம் 
அைர்க�ன கÙடு�டிப்புகள் ைறறி°ம் அறிÛதிருÛதோர்.

 1664-ன முடிவில �Ãட்டன அைருப்டய கோைத்தில க~த அறிபை முµபமயோகப் ்ைற² 
அதன�ன ் ம³ம் ைNர்த்துக ் கோÙ்டோர். 1665-ல ் தோ்டர்Ûது மோைககூடிய ¾ரஙகள், ் ைப்ை�பைகள் 
்ைோனைைறறின மோ²கினை  தம் ைறறி அைருப்டய ஆரோயச்சிபய ஆரம்�த்தோர். இÛத ஆரோயச்சியின 
விபNவுதோன இன² Fோம் கோªம் ைபக¬Ùக~தம் ஆகும். இன² க~தவியல ைடிப்ைைர்கள் 
அபனைரும் :சக �Ãட்டனின கÙடு�டிப்புக�ல ைய~ககினைனர்.

 ��னிட�ன  க~த ஆரோயச்சிக கடடுபரகள் அைர் 1682-ல ஆரம்�த்த ‘ Ac t a E ru d i t or u m ’  
எனை ச×சிபகயில �ர¦ரமோனது. இÛத ச×சிபகயில அைருப்டய ¬Ùக~தம் ைறறிய கடடுபரகள் 
இ்டம்்ைறைன. இது்ை யோர் முத�ல ¬Ùக~தம் கÙடு�டித்தது என �Ãட்ட­்டன 9றைட்ட 
முரÙைோடடிறகுக கோரDமோக இருÛதது. ¬Ùக~தத்தின முககிய 
முடிவுகபN°ம், தற்ைோது ையனைடுத்தும் ைபகக்கµ குறி�டப்ட°ம் 
முதனமுதைோகப் ையனைடுத்தியைர் ��னிடæ ஆைோர்.

 ைோ�சில 1789-ம் ஆÙடு �ைÛது 19-ஆம் ¿றைோÙடின முதல 
அபரப்ைகுதியின முதனபமயோன க~த்மபதயோக அறியப்ைட்டைர் 
அகæ}å o Æ�æ ககோ� (1789-1857) ஆைோர். ் கோ� ¬Ùக~தத்திறகுப் 
ைை ைஙக�ப்புகள் ்சயதிருககினைோர். ����இல இைருப்டய ‘ L ec on s  
L e c al c u l  d i f f erent i al ’  எனை புத்தகத்தில முதனமுதைோக எலபைகள் 
ைறறிய ்த�ைோன ைபரயபைபயத் தÛதுள்Nோர். ்ம³ம் ைபகக்கµபை 
வித்தியோசஙக�ன விகிதத்தின எலபையோக, அதோைது,

∆
∆

∆
∆

y
x

f x x f x
x

=
+ −( ) ( )

 எனத் தÛதுள்Nோர்.

ககோ�
( 1789 −�1857)
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95 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

 எலபைக�ன துல�யமோன ( )∈− δ ைபரயபை, ்தோ்டர்ச்சி மற²ம் ைபகக்கµ ைறறிய 
துல�யமோன கருத்துருககபNக கோர்à YPோJர்æடKோæ (1815-1897) எனை ்Aர்மன க~த்மபத 
தÛதுள்Nோர்.
நுணகணிதம் எனைால என�ƃ

 அNவுக�ன அலைது க~யஙக�ன மோ² த க~தம் ¬Ùக~தம் ஆகும். ்ம³ம் அனைோ்ட 
ைோâவில ஆரோயச்சியோNர்கள், ்ைோறியோNர்கள், ்ைோரு�யல ைல³னர்கள் ையனைடுத்தும் 
்தோடு்கோடுகள், சோயவுகள், ைரப்பு, கன அNவு, வில�ன நீNம், Fடுக்கோடடுச் சÛதி, விபNவுத் 
தனபம ்ைோனை கருத்துக�ன க~தமோகவும் ¬Ùக~தம் 6ள்Nது.

 ¬Ùக~தத்திறகு முÛபதய புகுமுக ¬Ùக~தத்தில, திபச்ைகம் முடுககம், ் தோடு்கோடுகள், 
சோயவுகள் ்ைோனைபைகள் ைபரய²ககப்ைடடிருப்�­ம் ¬Ùக~தத்திறகு முÛபதய புகுமுக 
¬Ùக~தத்திறகும் அடிப்ைப்டயில சிை ் ை²ைோடுகள் 6ள்Nன. ¬Ùக~தத்திறகு முÛபதய புகுமுக 
¬Ùக~தம் Fகரோத தனபமபய 6பரப்ைதோகவும் ¬Ùக~தம் Fகரும் தனபமபய 6பரப்ைதோகவும் 
6ள்Nன  எனைதபனக கைனத்தில ்கோள்N ்ைÙடும்.
x மோைோத திபச்ைகத்தில ைய~ககும் ;ரு ் ைோரு�பனப் ைகுப்ைோயவு ் சயய புகுமுக   ¬Ùக~தம் 

்ைோதுமோனது.  ஆனோல முடுககிவி்டப்ைட்ட ;ரு ்ைோரு�ன திபச்ைகத்பதப் ைகுப்ைோயவு ்சயய 
¬Ùக~தம் ்தபைப்ைடுகினைது.

x ;ரு ்Fர்க்கோடடின சோயபைப் ைகுப்ைோயவு ்சயய புகுமுக ¬Ùக~தம் ்ைோதுமோனது.    ஆனோல 
;ரு ைபNைபரயின சோயவிபனப் ைகுப்ைோயவு ்சயய ¬Ùக~தம் ்தபைப்ைடுகினைது.

x ;ரு ைட்டத்தின ்தோடு்கோடப்டப் ைகுப்ைோயவு ்சயயப் புகுமுக ¬Ùக~தம் ்ைோதுமோனது. 
ஆனோல 9்த­்மோரு ைபNைபரயின ்தோடு்கோடப்டப் ைகுப்ைோயவு ்சயய ¬Ùக~தம் 
்தபைப்ைடுகினைது. 

x ;ரு ்சáைகத்தின ைரப்பைப் ைகுப்ைோயவு ்சயயப் புகுமுக ¬Ùக~தம் ்ைோதுமோனது. ;ரு 
ைபNைபர 9றைடுத்தும் ைரப்பைக கோD ¬Ùக~தம் ்தபைப்ைடுகினைது.
 ்மறகÙ்ட ;á்ைோரு ¹O�³ம் 6ள்N ்ைோதுைோன 6த்தி எலபைச் ்சயலமுபை மூைம் 

புகுமுக ¬Ùக~தத்திபன ¬Ùக~தமோக ம²சீரபமககும் ்சயைோகும். ¬Ùக~தம் எனைோல 
எனன" எனை ்கள்விககு விப்டய�ககும் விதமோக ¬Ùக~தத்பத மூன² �பைகள் 6ப்டய 
sஎலபை இயÛதிரம்t எனைோம். இதில முதல �பையோனது ்Fர்க்கோடடின சோயவு, ்சáைகத்தின 
ைரப்பு கோªதல ்ைோனை புகுமுக ¬Ùக~தம் ஆகும்.  இரÙ்டோம் �பை எலபைச் ்சயலைோடு 
ஆகும். மூனைோம் �பை புதிய ை�மோDமோன ைபகயிடுதல மற²ம் ்தோபகயிடுதல ஆகும்.

��முக 
நுணகணிதம் � எலவலைச் 

வ�யல்ாடு � நுணகணிதம்

 ¬Ùக~தத்பத ;ரு ்சயலமுபையோக அலைோமல புதிய ¹த்திரஙக�ன ்தோகுப்ைோக 
ைடிகக முயறசிப்ைைர்கள், பு�தல, தனனம்�கபக மற²ம் திருப்திபய இOப்ைோர்கள் என 
எச்ச�ககப்ைடுகினைனர்.  

கäL�å கFோÔகÕகã

இப்ைோ்டப்ைகுதி �பைவு²ம்்ைோது மோDைர்கள் அறிÛதிருகக ்ைÙடியபைகNோக
ò ைடிவியல ்சயலமுபையோக எலபை�்தோ்டர்ச்சிக கருத்துருககபNக கோDல
ò எலபை�்தோ்டர்ச்சிக கருத்துருகபN அனைோ்ட ைோâகபக ் சயலக்Nோடு ் தோ்டர்புைடுத்துதல
ò எலபை�்தோ்டர்ச்சிபய ¬Ùக~தத்தின இதயம் மற²ம் 6யிர்த் துடிப்ைோக 6Dர்ைது
ò வி×Bோன 6ைகத்தில Fப்ட்ை²ம் ;á்ைோரு மோறைத்திபன அNவிடுத³ககும் மற²ம் 

க~தமயமோகக³ககும் எலபை�்தோ்டர்ச்சியிபன ;ரு கருவியோகப் ையனைடுத்துதல
ò எலபை�்தோ்டர்ச்சிக கருத்துருபை ைோâகபகச் ¹Oல மூைம் தி்டப்ைடுத்துதல
ஆகியபை எதிர்ைோர்ககப்ைடுகினைன.
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96X I  -  க~்த�Jà

9.2 எலவலைகள்  ( L i m i t s)
9Ų2Ų1 எலவலைகவ!க கா�தல ( T h e c al c u l at i on  of  l i m i t s)
 F னக க~தத்தி³ம், ¬Ùக~தத்தி³ம் முககிய ைஙகோற²ம் எலபை ைறறிய கருத்துகபN 
இÛத அத்தியோயத்தில வி�ைோக கோÙ்ைோம். க~தவியல ���� ஆÙடுகளுககு முறைட்டது 
எனைோ³ம், ��-ம் ¿றைோÙடில �்ர×¦க க~த ்மபத அகæடின oÆயிæ ்கோ� மற²ம் கோர்ல 
்ைோயர்æடரோæ ஆகி்யோர் குறிப்�டும்ைபர எலபை ைறறி அறிÛதிருககவிலபை. இப்ைகுதியில 
எலபையின ைபரயபை மற²ம் அைறபை எáைோ² கோÙைது எனைபதப் ைறறி°ம் ைோர்ப்்ைோம்.
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.1
 f :  o   எனை சோர்பு y f x x= = +( ) 2 3  என ைபரய²ப்ைதோக எடுத்துக ்கோள்்ைோம்.

 x =  2 எனை புள்�யில இÛதச் சோர்�ன தனபம ைறறி ஆரோய்ைோம். இருவிதமோன x-ன 
மதிப்புகபNப் ையனைடுத்து்ைோம் � ;ன² 2-ன இ்டப்ைகக�ருÛது (2-ககு குபைைோனது)  
2-: ்Fோககி  ்Fருஙகும் மதிப்புகள் �  மற்ைோன² 2-ன ைைப்ைகக�ருÛது 2-: ்Fோககி 
்Fருஙகும் மதிப்புகள் (2ககு அதிகமோன).

x 1. 7 1. 9 1. 9 5 1. 9 9 1. 9 9 9 1. 9 9 9 9 2 2. 0 0 0 1 2. 0 0 1 2. 0 1 2. 0 5 2. 1 2. 3
f(x) 5 . 8 9 6 . 6 1 6 . 8 0 25 6 . 9 6 0 1 6 . 9 9 6 0 1 6 . 9 9 9 6 0 0 0 1 7 7 . 0 0 4 0 0 0 1 7 . 0 0 4 0 0 1 7 . 0 4 0 1 7 . 20 25 7 . 4 1 8 . 29

 அட்டைபDயி�ருÛது x-ன மதிப்பு 2-: ்Fோககி ்Fருஙகும்்ைோது  f(x) =  x2 + 3-ன மதிப்பு 
7-: ்Fருஙகுைபதக கோDைோம். இதில வியககத்தககது ;ன²�லபை, 9்னனில  x =  2-ல f(x)-ன 
மதிப்பை கDககிடும்்ைோது  f(2) =  22 + 3 =  7 எனககிப்டப்ைபதக கோDைோம்.
 இÛத எலபை மதிப்பை Ãகிப்ைதறகு x =  2-ல  f(x)-ன மதிப்பைக கDககி்ட ் ைÙடிய அைசிய�லபை.
 x-ன மதிப்பு  2-ககு இ்ட�ருÛதும்  (2-: வி்ட குபைைோன மதிப்புகள்) ைை�ருÛதும் (2-: வி்ட 
அதிக மதிப்புகள்) 2-: ்Fருஙகும்்ைோது  f(x)-ன மதிப்பு  7-: ்Fருஙகுகிைது. அதோைது  x-ன மதிப்பு  
2-ககு �க ்Fருககமோக அபம°ம்்ைோது  f(x)-ன மதிப்பு  7-ககு �க அருகில அபமகிைது. இÛதச் 
¹Oபை ¦ருககமோக �னைருமோ² கூைைோம்.
 x-ன மதிப்பு  2-: இ்டப்ைககமோக ்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன இ்டது எலபை 7-ஆகவும், அ்த்ைோல 
x-ன மதிப்பு 2-: ைைப்ைககமோக ்Fருஙகும்்ைோது  f(x)-ன ைைது எலபை 7-ஆகவும் 6ள்Nது என² 
்ைோருள். இதபனப் �னைருமோ² எµதைோம் :
 x o 2- எனில, f(x) o 7  மற²ம்   x o 2+ எனில  f(x) o 7  

அலைது 

 அதோைது, lim
x→ −2

 f(x) =  7 மற²ம் lim
x→ +2

 f(x) =  7. 

 அதோைது lim
x→ −2

f(x) =  7 =  lim
x → +2

 f(x). 

 இதன ்ைோதுைோன மதிப்�பன lim
x o2

 f(x) =  7 என 

எµதைோம்.
 இதி�ருÛது எலபை மதிப்பு ;ரு அ²தியிட்ட 
்மய்யÙ என அறியைோம்.  இஙகு அ²தியிட்ட எனைது 
lim
x → −2

 f(x) மற²ம் lim
x → +2

 f(x) ஆகியபை ்ைá்ைைோனபை 

அலை எனைபத°ம், lim
x o2

 f(x) =  lim
x → −2

 f(x) =  lim
x → +2

 f(x)  

எனைது தனித்த ;ரு ்மய்யÙ எனைபத°ம் குறிககும்.
 x o 2 எ­ம்்ைோது  f(x) =  x2 + 3-ன தனபமபய, ை்டம்  9.1 ைடிவியல முபையில விNககுகிைது.

ைைப்ைகக�ருÛது 2 -: ்Fருஙகும்  xஇ்டப்ைகக�ருÛது 2 -: ்Fருஙகும்  x

ை்டம் 9.1
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97 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.2

 அடுத்ததோக f(x) =  
16

4

2−
+

x
x

எனை விகிதமு² சோர்பை எடுத்துக்கோள்்ைோம். 

 இÛதச் சோர்�ன மதிப்ைகம்  \  { - 4}  ஆகும். f(- 4) ைபரய²ககப்ை்டவிலபை. எனி­ம்,  x--ன 

மதிப்பு - 4: ் Fருஙகும்்ைோது 6ள்N f(x)-ன மதிப்பைக கDககி்ட இய³ம், 9்னனில,  lim
x

x
x→−

−
+









4

216
4    

எனை குறி�டடினைடி Fோம் x-ககு - 4 அருகில 6ள்N மதிப்புகபN மடடு்ம கருத்தில ்கோள்கி்ைோம். 
x =  - 4  அலை எனைபத இது குறிககினைது. �னைரும் அட்டைபD x-ன மதிப்பு - 4: ் Fருஙகும்்ைோது 
6ள்N f(x)-ன மதிப்புகபNத் தருகிைது,

(x <  � 4)
( )x →− −4

f(x) (x >  � 4)
( )x →− +4 f(x)

� 4.1 8.1 � 3.9 7.9

� 4.01 8.01 � 3.99 7.99

� 4.001 8.001 � 3.999 7.999

 x z - 4 எனில,  f(x)-: நீககல முபையில ¦ருககைோம்  :

 f(x) =  
16

4

2−
+

x
x  =   

( )( )
( )

4 4
4

+ −
+

x x
x =  4 - x.

 ை்டம் 9.2�ருÛது,  f(x)-ன ைபரை்டமோனது x =  - 4  எனை புள்�பயத் தவிர மறை 
இ்டஙக�ல y x= −4  எனை ்கோடடின ைபரை்டம் அபமÛதுள்Nபதக கோDைோம். x = −4
எனை புள்� சி² துைோரமோகத் (punc tur e ) ்தோ்டர்ச்சியற²க கோட்டப்ைடடுள்Nது.  x-ன மதிப்பு   
-4-: ்Fருஙக, ்Fருஙக y -ன மதிப்பு 8-: ்Fருஙகி, ்Fருஙகி ்சலைபதக கோDைோம். இபை ை்டத்தில 
x-அச்சின மீதுள்N அம்புககுறிகபN°ம், y -அச்சின மீதுள்N அம்புககுறிகபN°ம் குறிககினைன.

 இஙகு, 

 lim
x →− −4

 f(x) =  8 =  lim
x →− +4

 f(x), என்ை

 lim
x →−4

f(x) =  lim
x →−4

 16
4

2−
+

x
x

=  8.

y

o

o 8

-4

y = 4 - x

x

ை்டம் 9.2
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98X I  -  க~்த�Jà

 விNகக எடுத்துககோடடு 9.2-ல x = −4 இல  f(x) ைபரய²ககப்ை்டவிலபை எனி­ம்   

x-ன மதிப்பு  - 4: ்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன மதிப்பு ;ரு எலபைபய ்Fருஙகுைபதக கோDைோம்.  

x = −4 -ல சோர்பு  f(x)-ன மதிப்பு இருÛதோ³ம், இலைோமல இருÛதோ³ம் அது  x-ன மதிப்பு−4 -: 

்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன எலபை மதிப்பு இருத்தபைப் ைோதிககவிலபை எனைபத 6Dரைோம்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.3
 தற்ைோது Fோம் விNகக 
எடுத்துககோடடுகள் 9.1 மற²ம் 9.2-�ருÛது 
்ை²ைட்ட ;ரு சோர்பை எடுத்துக ் கோள்்ைோம்.

 f(x) =  
| |x

x
எனக.

 x =  0 எனை மதிப்பு f(x) எனை சோர்�ன 
சோர்ைகமோன   \  { 0} -ல இலபை. ைபரை்டத்பதக 
கைனிககவும். ைபரை்டத்தில இருÛது x-ன 
�பக மதிப்புகளுககு,  

| |x

x
 =  

x

x
 =  + 1 எனவும்  x-ன 

குபைமதிப்புகளுககு, 
| |x

x
 =  

−
= −

x

x
1  

எனவும் 6ள்Nபதக கோDைோம்.

 x-ன மதிப்பு பூஜ்ஜியத்திறகு எáைNவு �க அருகில இருÛதோ³ம்  (பூஜ்ஜியத்தின அÙபமயில),   
  x-ன �பக மற²ம் குபை மதிப்புகளுககு முபை்ய f(x) =  1 மற²ம் f(x) =  - 1 எ­மோ²  இருககும் 
என அறியைோம்.

 அதோைது,  lim
x → −0

 f(x) =  - 1  மற²ம் lim
x → +0

 f(x) =  +1.

 இதி�ருÛது x =  0-ல  எலபை மதிப்பு இலபை என அறியைோம். ஆனோல, x-ன மறை மதிப்புகளுககு 
எலபை மதிப்புகள் 6Ùடு.

   எடுத்துககோட்டோக, lim
x → −2

 
| |x

x
 =  1  மற²ம் lim

x → +2

| |x

x
 =  1.  

   இது்ைோல,  lim
x →− −3

 
| |x

x
 =  lim

x →− −3
 
−x

x
=  - 1

   lim
x →− +3

 
| |x

x
 =  lim

x →− +3
 
−x

x
 =  - 1. 

 அதோைது x0 z 0 என 6ள்N எலைோ ்மய்யÙகளுககும், 

    x0 <  0 எனில,  lim | | lim | |
x x x x

x
x

x
x→ →− +

= − =
0 0

1  மற²ம்

   x0 >  0 எனில  lim | | lim | |
x x x x

x
x

x
x→ →− +

= =
0 0

1   

ை்டம் 9.3

x

y

( ) 1f x =

( ) 1f x = −
| |

( )
xf x
x

=

1

1−
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99 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

 இப்்ைோது 9.1 முதல 9.3 ைபரயிைோன விNகக எடுத்துககோடடுக�ன ்ை²ைோடுகபNக 
கோÙ்ைோம். விNகக எடுத்துககோடடு 9.1-ல f(x) =  x2 + 3 எனை சோர்பு x =  2-ல ைபரய²ககப்ைடடுள்Nது. 
அதோைது 2 எனை எÙ   =  (- f, f) எனை சோர்ைகத்தில 6ள்Nது. விNகக எடுத்துககோடடு 9.2-ல 

x = −4 எனை புள்�யில சோர்பு ைபரய²ககப்ை்டவிலபை. முத�ல கூைப்ைட்ட எடுத்துககோடடில x-ன 

மதிப்பு 2-: ்Fருஙக ்Fருஙக lim
x o2

 f(x) கிப்டககக கூடியதோக அதோைது lim
x → −2

f(x) மற²ம் lim
x → +2

f(x) 

கிப்டககப்்ைற² அபை சமமோகவும் ;ரு தனித்த ்மய்யÙDோகவும் 6ள்Nன.

 இரÙ்டோைது எடுத்துககோடடில x = −4 -ல சோர்பு ைபரய²ககப்ை்டோவிடி­ம் x-ன மதிப்பு 

 - 4-: ்Fருஙக ்Fருஙக  lim
x →−4

 f(x) கிப்டககிைது.

 விNகக எடுத்துககோடடு 9.3-ல lim
| |

x

x

xo0
 -ன மதிப்பு கிப்டககப்்ைைவிலபை எனைதன ்ைோருள்,  

x-ன மதிப்பு பூஜ்ஜியத்திறகு �க அருகில 6ள்N்ைோது ;ரு ைகக எலபைகNோன lim
x → −0

 
| |x

x
 மற²ம் 

lim
x → +0

| |x

x
-ன மதிப்புகள் ்ைáைோைோக 6ள்Nன எனைதோகும்.

 ்மறகÙ்ட 6ற² ்Fோககலக��ருÛது எலபைககோன ைபரயபைபய 6யத்தறி°ம் முபையில 
்ைைைோம்.

ைவ�யவை 9.1
 I எனைது x0 ∈   எனை புள்�பய 6ள்N்டககிய ;ரு திைÛத இப்ட்ை� எனக. சோர்பு 

f I: .o  என ைபரய²ககப்ைடடுள்Nது. x-ன மதிப்பு x0-: ்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன எலபை 

மதிப்பு L  (அதோைது குறி�டடில lim ( )
x x

f x L
→

=
0

) எனக கூை ் ைÙடுமோனோல,  x xv 0  ஆக அபமÛது 

x-ஆனது ்தபையோன அNவுககு  x0-: இருபுைமுமோக ்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன மதிப்ைோனது 
்தபையோன அNவுககு  L -ககு �க அருகில அபமய ்ைÙடும்.

 ்மறகூறிய விைரஙகபN �னைரும் ைபரை்டஙகள் (9.4 மற²ம் 9.5) மூைம் கோDைோம்.

 ை்டம் 9.4 ை்டம் 9.5

9Ų2Ų2 ���ை எலவலைகள் ( O ne s i d ed  l i m i t s)
ைவ�யவை 9.2
 x-ன மதிப்பு ்தபையோன அNவு  x0-ககு அருகி³ம் x0-: வி்டக குபைைோகவும் 
இருககும்்ைோது f(x)-ன மதிப்பு  l 1ககு �க அருகில இருககும் எனில, x-ன மதிப்பு x0-:  
்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன 4CÜ்Ôக 8à[M (x இ்டப்ைகக�ருÛது x0-: ்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன 
எலபை) எனககூைைோம்.

 குறி�டடில f x f x l
x x

( ) lim ( )0 1
0

−

→
= =

−
என எµதைோம்.

x0 x

y

x0 x

y

lim ( )
x x

f x
→ 0

fpilf;fpwJ lim ( )
x x

f x
→ 0

fpilf;fpwJ

x
x0O

y
y

x
x0O

lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy
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 இ்த்ைோன²

ைவ�யவை 9.3
 x-ன மதிப்பு ் தபையோன அNவு  x0-ககு அருகி³ம் x0-: வி்ட அதிகமோகவும் இருககும்்ைோது 
f(x)-ன மதிப்பு  l 2-ககு �க அருகில இருககும் எனில, x-ன மதிப்பு x0-:  ்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன 
PMÜ்Ôக 8à[M (x ைைப்ைகக�ருÛது x0-: ்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன எலபை) எனககூைைோம்.

 குறி�டடில f x f x l
x x

( ) lim ( )0 2
0

+

→
= =

+
 என எµதைோம்.

 ்ம³ம்  x <  x0  மற²ம் x >  x0 எனைபை முபை்ய “ x x→ −
0 ”   மற²ம் “ x x→ +

0 ”  
எனககுறிககப்ைடுகிைது.

 இÛத ைபரயபைகள் 9.6 முதல 9.9 ைபரயிைோன ை்டஙகள் மூைம் விNககப்ைடடுள்Nன.

 ை்டம் 9.6 ை்டம் 9.7

 ை்டம் 9.8 ை்டம் 9.9

 (x0 - : இ்டப்ைககம், ைைப்ைககம் (x0-ககு இ்டப்ைககம் சோர்பு
  இருÛது ்Fருஙகும்்ைோது ைபரய²ககப்ை்டவிலபை)
 ்ைá்ைைோன மதிப்புகள்
 கிப்டககினைன)
 ்மறகÙ்ட விைோதஙக��ருÛது lim ( )

x x
f x L

→
=

0

 என கிப்டகக ்ைÙடுமோனோல  �னைரும் 
முடிவுகள் கிப்டகக ்ைÙடும்.

 (i)  lim ( )
x x

f x
→ +

0

 (ii)  lim ( )
x x

f x
→ −

0

 (iii) lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x L
→ →+ −

= =
0 0

x x0

y

x

f(x)
l1

y

x
x0 x

l2
f(x)

0
1 0lim ( ) ( )

x x
f x l f x

−

−

→
= =

0
2 0lim ( ) ( )

x x
f x l f x

+

+

→
= =

x
x0O

y
y

x
x0O

lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy lim ( )
x x

f x
→ 0

,y;iy
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101 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

 x-ன மதிப்பு  x0-: ்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன எலபை மற²ம் ;ருபுை எலபைக�ன 

ைபரயபைக��ருÛது �னைருைனைறபை ்ைைைோம்.

 lim ( )
x x

f x L
→

=
0

  �  lim ( )
x x

f x
→ −

0

 =  L  =  lim ( )
x x

f x
→ +

0

.

 இáைோைோக, lim ( )
x x

f x
o 0

 கிப்டககப்்ை²ம் எனில L  ;ரு தனித்த ்மய்யÙDோகும். ்மறகÙ்ட 

�ைÛதபனக�ல 9்த­ம் ;னபை �பைவு ் சயயவிலபை எனில x-ன மதிப்பு x0-: ் Fருஙகும்்ைோது  
f(x)-ககு எலபை மதிப்பு இலபை எனைோம்.

 ;ருபுை எலபைகள், எலபைகபNவி்ட ை³ககுபைÛதபையோகும் எனைதபனக கைனத்தில 
்கோள்Nவும். ;ருபுை எலபைகபNக கோD �âககோÙைபை ைய­ள்Nதோக இருககும்.

 h ! 0  எனில,

 f x f a h
h

( ) lim ( ),0 0

−

→
= −  f x f a h

h
( ) lim ( )0 0

+

→
= +  

 குறிப்ைோக f x( )0
− மற²ம் f x( )0

+ ஆகியபை முபை்ய இ்டப்புை மற²ம் ைைப்புை எலபைகபNக 
குறிககும்்ைோது f x( )0 எனைது x x= 0 எனை புள்�யில சோர்�ன மதிப்ைோகும்.

எடுத்�ககாடடு 9.1

 lim | |
x

x
o0

-ன மதிப்பு கோÙக.

தீர்வு

அத்தியோயம் 1-ல 6ள்Nைடி  |  x |  =  

−
=









x x
x

x x

  ,   
     ,  
     ,   

<

>

0
0 0

0
 x >  0 எனில, |  x |  =  x, இஙகு x-ன மதிப்பு  

0-: ைைப்ைககமோக ்Fருஙகும். 

என்ை lim | |
x

x
→ +

=
0

0 .

x <  0 எனில,  |  x |  =  - x. இஙகு x-ன மதிப்பு 0-: இ்டப்ைககமோக ்Fரு?கும். என்ை  lim | |
x

x
→ −

=
0

0  

இáைோைோக, lim | | lim | |
x x

x x
→ →− +

= =
0 0

0

என்ை, lim | |
x

x
o0

=  0.

எடுத்�ககாடடு 9.2

 f(x) =  x , x t 0  எனில, lim ( )
x

f x
o0

 கிப்டககப்்ை²மோ எனககோÙக.

ை்டம் 9.10

x

y

0

y x= − y x=

0x >0x <
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102X I  -  க~்த�Jà

( )f x x=

y

x
0

ை்டம் 9.11

தீர்வு
 எலபை கிப்டககோது.

 x <  0-ககு f(x) =  x  ைபரய²ககப்ை்டவிலபை. என்ை,  

x → −0 -ககு , x  ைபரய²ககப்ை்டவிலபை. என்ை, lim
x

x
→ −0

-ன 

மதிப்பு கிப்டககப்்ைைோது. இருப்�­ம்  lim
x

x
→ +

=
0

0 . ஆபகயோல 

lim
x

x
o0

 கிப்டககப்்ைைோது.

 lim log
x

x
→ −0

 கிப்டககப்்ை²மோ"

 இÛத வினோவின விப்டககு log x -ன ைபரை்டத்பதப் ைோர்ககவும்.

எடுத்�ககாடடு 9.3

 lim
x

x
→ −

 
2

 மற²ம் lim
x

x
→ −

 
2

 ஆகியைறறின மதிப்புகபNக கோÙக.

தீர்வு

 x-: வி்ட �பகப்ை்டோத மீப்்ைரு முµ எÙ மதிப்பைப் ்ை²ம் சோர்பு  f x x( ) =    ஆகும். 

ை்டம்1.25-ல 6ள்N இÛத சோர்�ன ைபரை்டம் மூைம்  lim
x

x
→ −

  =
2

1  மற²ம் lim
x

x
→ +

  =
2

2  எனைது 

்த�ைோகிைது.

 ்ம³ம், 9்த­ம் ;ரு இயல எÙ n-ககு, lim
x n

x n
→ −

  = −1  மற²ம் lim
x n

x n
→ +

  = ஆகும்.

 f(x) =  lim
x n

x
→
   கிப்டககப்்ை²மோ?   இÛத வினோவிறகோன விப்டககு x   எனை சோர்�ன  

ை்டம் 1.26-: ைோர்ககவும்.

எடுத்�ககாடடு 9.4

 f(x) =  
x x
x x
+
−





1 0
1 0
,
,

>
<

 எனக.

 x o 0 எனில, f x( ) -ககு எலபை மதிப்பு 6ள்Nதோ என 
்சோதிககவும்.

தீர்வு
 இÛதச் சோர்�ன (ை்டம் .9.12)

 ை்டத்தி�ருÛது lim ( )
x

f x
→ −

= −
0

1  மற²ம்  lim ( )
x

f x
→ +

=
0

1 . 

இம்மதிப்புகள் ்ைá்ைைோனபையோக 6ள்Nதோல lim ( )
x

f x
o0

 

கிப்டககப்்ைைோது.

எடுத்�ககாடடு 9.5

  f(x) =  
| | ,

,

x
x

x

x

+
+

−

= −







5
5

5

0 5

  ;  

           ;  

≠
 எனில, lim ( )

x
f x

→−5
கிப்டககப் ்ை²மோ எனச் ்சோதிகக.

ை்டம் 9.12

-3 -2 -1 1 2 3

y

x

(
)

1

f x
x=
−

(
)

1

f x
x=
+

-1

-2

-3

2

3
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103 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

wர்வு

 (i) f ( )− −5  .
  x <  - 5 எனில,   | x + 5|  =  - (x + 5)

  என்ை, f x
xx

( ) lim ( )
( )

− =
− +

+
= −−

→− −
5 5

5
1

5
 

 (ii) f ( )− +5 .
  x >  - 5 எனில,   | x + 5|  =   (x + 5)

  இதனோல f x
xx

( ) lim ( )
( )

− =
+
+

=+

→− +
5 5

5
1

5
 

 f ( )− −5  z f ( )− +5 . என்ை எலபை மதிப்பு இலபை.

எடுத்�ககாடடு 9Ųź 

  lim | |
| |

,
x

x x
x

x
→

− + −
−

≠
1

4 1 1
1

1கிப்டககப்்ை²மோ எனச் ்சோதிகக.

தீர்வு  

 x >  1 எனில,    | x - 1|  =  x - 1 மற²ம் f ( )1+ =  lim ( ) lim ( )
( )x x

x x
x

x
x→ →+ +

− + −
−

=
−
−

=
1 1

4 1 1
1

5 1
1

5

 x <  1 எனில,   | x - 1|  =  - (x - 1), மற²ம் f ( )1−  =  lim ( ) ( )
( )

lim ( )
( )x x

x x
x

x
x→ →− −

− − + −
− −

=
−
−

=
1 1

4 1 1
1

3 1
1

3

 அதோைது f ( )1−  z f ( )1+ . என்ை எலபை மதிப்பு கிப்டககோது.

பயிற்சி 9.1
 1 முதல 6 ைபர 6ள்N கDககுகளுககுக க~ப்ைோபனப் ையனைடுத்தி அட்டைபDபயப் பூர்த்தி 
்சயது அதன மூைம் எலபை மதிப்பைக கDககிடுக.

 (1) 22

2l i m
2x

x
x x→

−
− −

 

x 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1
f(x)

 (2) 22

2l i m
4x

x
x→

−
−

  

x 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1

f(x)

 (3) 
0

3 3l i m
x

x
x→

+ −   

x � 0.1 � 0.01 � 0.001 0.001 0.01 0.1

f(x)
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104X I  -  க~்த�Jà

 (4) 
3

1 2l i m
3x

x
x→−

− −
+

x � 3.1 � 3.01 � 3.00 � 2.999 � 2.99 � 2.9
f(x)

 (5) 
0

s i nl i m
x

x
x→

x � 0.1 � 0.01 � 0.001 0.001 0.01 0.1

f(x)

 (6) 
0

c o s 1l i m
x

x
x→

−

x � 0.1 � 0.01 � 0.001 0.0001 0.01 0.1

f(x)

 7 முதல 15 ைபர 6ள்N கDககுகளுககு ைபரை்டத்பதப் ையனைடுத்தி எலபை மதிப்பு கோÙக 
(6ள்Nது எனில). எலபை மதிப்பு இலபை எனில, கோரDத்பத விNககுக.

 (7) lim( )
x

x
→

−
3

4  (8) lim( )
x

x
→

+
1

2 2 .

 (9) lim ( )
x

f x
o2

. (10) lim ( )
x

f x
o1

.

  இஙகு  f(x) =  
4 2

2
−

=




x x
x

,   
   0,     

≠
 .  இஙகு f(x) =  

x x
x

2 2 1
1 1
+

=





,
,

≠
 .

 ை்டம் 9.13 ை்டம் 9.14

-2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

y

0

•
x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y

x

 ை்டம் 9.15 ை்டம் 9.16

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y

x
-2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

5

y

0

x
�
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105 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

 (11) lim
x x→ −3

1
3

 (12) lim
| |

x

x

x→

−
−5

5
5

 (13) lim sin
x

x
→1

π  (14) lim sec
x

x
o0

 (15) lim tan
x

x
→
π
2

ை்டம் 9.21
 16, 17 கDககுகளுககு f-ன ைபரை்டம் ைபரÛது x0-ன எÛத மதிப்புகளுககு  lim ( )

x x
f x

o 0

 6ள்Nது 

எனைபதக கோÙக.

 (16) f(x) =  
x x

x x
x

2 2
8 2 2 4
4 4

,
,

,

≤
−

≥









< <  .

 ை்டம் 9.17 ை்டம் 9.18

-2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

1

2

x

y

O

O

3x �

 ை்டம் 9.19 ை்டம் 9.20

π

x

y

3π/2π/2-π/2
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106X I  -  க~்த�Jà

 (17) f(x) =  
sin ,

cos ,
cos ,

x x
x x

x x

<
− ≤ ≤

>









0
1 0 π

π

 (18) ்கோடுககப்ைட்ட மதிப்புகபN �பைவு ்சய°ம் சோர்�ன ைபரை்டம் ைபரக.

  (i) f(0) ைபரய²ககப்ை்டவிலபை (ii) f(− 2) =  0
    lim ( )

x
f x

→
=

0
4    f(2) =  0

    f(2) =  6  lim ( )
x

f x
→−

=
2

0   

    lim ( )
x

f x
→

=
2

3    lim ( )
x

f x
o2

  எனை எலபை மதிப்பு இலபை

 (19) lim ( )
x

f x
→

=
8

25  எனை குறி�டடு முபையின ்ைோருபNச் ¦ருககமோக விNககுக.

 (20) f(2) =  4 எனில, x-ன மதிப்பு  2-: ்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன எலபை மதிப்பைப் ைறறி 9்த­ம் 
முடிவு ்சயய இய³மோ ?

 (21) x-ன மதிப்பு 2-: ்Fருஙகும்்ைோது f(x)-ன எலபை மதிப்பு  4 எனில, f(2)-:ப் ைறறி 9்த­ம் 
முடிவு ்சயய இய³மோ" விப்டககோன விNககம் தருக.

 (22) f ( )3−  மற²ம் f ( )3+ கÙடு,  அைறறின மூைம் lim
x

x

x→

−
−3

2 9
3

 -ககு மதிப்பு இருககுமோனோல 

அÛத மதிப்பைக கோÙக. 

 (23) f(x) =  
| | ,

,

x
x

x

x

−
−

=







1
1

1

0 1

;  

           ;  

≠
 எனில  lim ( )

x
f x

o1
 -ன மதிப்பு 6ள்Nதோ எனைபதச் ச�ைோர்கக.

9.2.3 எலவலைகள் {தா� ்தறை±கள் ( T h eor em s on  l i m i t s)
 முறைகுதியில எடுத்துக ்கோÙ்ட முபைசோரோ விைோதத்தின ்Fோககம் எலபை மதிப்பு 6ள்Nதோ, 
இலபையோ எனைபதப் ைறறி 6ள்Nோர்Ûது 6Dர்Ûது ்கோள்N்ை. இருப்�­ம், எலைோ ்Fரஙக�³ம் 
ைபரை்டம் அலைது சோர்�ன மதிப்புககோன அட்டைபD மூைம் எலபை மதிப்பு 6ள்Nதோ" எனைது ைறறி 
முடிவு ் சயைது Fப்டமுபைச் சோத்திய�லபை. என்ை எலபை மதிப்பைக கோDவும் அலைது எலபை 
மதிப்பு இலபை என �²ைவும் ;ரு முபை ்தபை. இப்ைகுதியில அது ்ைோனை ை�கபN �²வும் 
்தறைஙகபNக கோDைோம். இÛதத் ்தறைஙக�ன �ÄைDம் இப்புத்தகத்திறகு அப்ைோறைட்டது.

 விNகக எடுத்துககோடடு 9.1-ல lim( )
x

x
→

+ = + =
2

2 23 2 3 7  என முடிவு ்சய்தோம். அதோைது 

x-ன மதிப்பு  2-: ்Fருஙகும்்ைோது  f(x) =  x2 + 3-ன எலபை மதிப்பு x =  2-ல f(x)-ன மதிப்புககுச் சமம் 
[ அதோைது, f(2)] . இருப்�­ம், சிை ்Fரஙக�ல x0 எனை புள்�யில f(x) ைபரய²ககப்ை்டோம³ம் 
இருககைோம் எனைதோல இÛத முபையில எலபை மதிப்பைக கோÙைபத எலைோ ்Fரஙக�³ம் 
ையனைடுத்த முடியோது. இருÛதோ³ம் f  ;± ்à³²Ü®Ô ககோ[P 8�à I�Ü�டு மு[L�à 8à[M 
I�Ü[்Ô கDÔxC மு}°ம்�

்தறைம் 9.1
 P x a a x a x a xn

n( )= + + + +0 1 2
2
"  ;ரு ைல³²ப்புக ்கோபை எனக. இஙகு a a an0 1, "  எனைன 

்மய்யÙகள் மற²ம் n ;ரு �பையோன �பக முµ எÙ, எனில

 lim ( ) ( )
x x n

nP x a a x a x a x P x
→

= + + + + =
0

0 1 0 2 0
2

0 0"  ஆகும்.
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எடுத்�ககாடடு 9.7

 lim( )
x

x x
→

− +
3

3 2 6 -ன மதிப்பைக கDககிடுக.

தீர்வு

   P x x x( ) = − +3 2 6 ;ரு ைல³²ப்புக ்கோபை.

  என்ை,  lim ( ) ( )
x

P x P
→

= = − × +
3

33 3 2 3 6 =  27.

எடுத்�ககாடடு 9.8
 9்த­ம் ;ரு ்மய்யÙ x0-ககு lim( )

x xo 0

5 -ன மதிப்பைக கDககிடுக.
தீர்வு

  f(x) =  5 ;ரு ைல³²ப்புக ்கோபை  (ைடி 0).
 என்ை, lim( ) ( )

x x
f x

→
= =

0

5 50 .

 Iோறி�Ö @ோர்�å 8à[M I�Ü® அÛ்த Iோறி�Jோ¤ம்�

்தறைம் 9.2

 x0 ∈ எனை புள்�பய 6ள்N்டககிய ;ரு திைÛத இப்ட்ை� I  எனக. 

 f, g  :  I ®   எனக.

 c  ;ரு மோறி�யோகவும்  lim ( )
x x

f x
o 0

 மற²ம் lim ( )
x x

g x
o 0

-ன மதிப்புகள் 6ள்Nன எனில,  

lim( ( )), lim[ ( ) ( )]
x x x x

cf x f x g x
→ →

+
0 0

, lim
x xo 0

 [ f( x)  � g (x)] , lim [ ( ) ( )]
x x

f x g x
o 0

 மற²ம் lim
( )
( )

, ( )
x x

f x

g x
g x

o 0

z 0 

எனைனைறறின மதிப்புகள் கிப்டககும். ்ம³ம்

 (i) lim ( ) lim ( )
x x x x

cf x c f x
→ →

=
0 0

,

 (ii) lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

± = ±
0 0 0

,

 (iii) lim[ ( ). ( )] lim ( ) . lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

=
0 0 0

 மற²ம்

 (iv) lim
( )
( )

lim ( )

lim ( )x x

x x

x x

f x

g x

f x

g x→

→

→

=
0

0

0

,  இஙகு lim ( ) .
x x

g x
→

≠
0

0  

 இÛத முடிவுகபN, எலைோ முடிவு² எÙ~கபகயிைோன சோர்புகளுககும் வி�வுைடுத்தைோம்.

எடுத்�ககாடடு 9.9

 மதிப்�பனக கோÙக :  (i)  lim( )
x

x
o8

5     (ii) lim
x

x
→−

−





2

3
2

.
தீர்வு

 (i) lim( ) lim( )
x x

x x
→ →

= = × =
8 8

5 5 5 8 40 .

 (ii) lim lim ( ) ( )
x x

x x
→− →−

−





 = − = −






 − =

2 2

3
2

3
2

3
2

2 3 .
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எடுத்�ககாடடு 9.10

 கDககிடுக � lim
x

x x
x

x
→

+
+ +









0

2
34 3 .

wர்வு

   lim
x

x x
x

x
→

+
+ +









0

2
34 3  =  lim

x

x x

x→

+









0

2

 + lim( )
x

x
→

+
0

34 3

    =  lim( ) lim( )
x x

x x
→ →

+ + +
0 0

31 4 3

    =  (0 + 1) + (0 + 3) =  4.

எடுத்�ககாடடு 9.1 1
 கDககிடுக � lim( )

x
x

→−
−

1

2 103 .
தீர்வு

   lim( )
x

x
→−

−
1

2 3  =  1 - 3 =  - 2.

   என்ை,  lim( )
x

x
→−

−
1

2 103  =   lim( ) ( )...( )
x

x x x
→−

− − −
1

2 2 23 3 3 (10 முபை)

    =  lim( ) lim ( )... lim ( )
x x x

x x x
→− →− →−

− − −
1

2

1

2

1

23 3 3  (10 முபை)

    =  lim( )
x

x
→−

−



1

2
10

3 =   (-2)10 =  210 =  1024.

    lim( )
x

x
→−

−
1

2 103  =  lim( )
x

x
→−

−



1

2
10

3 எனைபத கைனிககவும்.

்தறைம் 9.3

  lim ( )
x x

f x
o 0

கிப்டககுமோனோல lim [ ( )]
x x

nf x
o 0

 -ம் கிப்டககப்்ைற²

  lim[ ( )]
x x

nf x
o 0

 =  lim ( )
x x

n

f x
→





0

ஆகும்.

எடுத்�ககாடடு 9.12
 lim ( ) ( )

x
x x x

→−
− + − +

2

3 23 6 15 -ன மதிப்பைக கோÙக.

தீர்வு

    lim ( )
x

x x
→−

− +
2

3 3 6  =  (-2)3 - 3(-2) + 6 =  - 8 + 6 + 6 =  4

   lim ( )
x

x
→−

− +
2

2 15  =  -(- 2)2 + 15 =  - 4 + 15 =  11

   lim ( ) ( )
x

x x x
→−

− + − +
2

3 23 6 15  =  lim ( ) lim ( )
x x

x x x
→− →−

− + − +
2

3

2

23 6 15  =  4 × 11 =  44.

எடுத்�ககாடடு 9.13

 lim ( )
x

x x
x x→

− +
− +3

2

3

6 5
8 7

-ன மதிப்பைக கோÙக.
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தீர்வு

   lim( )
x

x x
→

− +
3

2 6 5  =  32 - 6 × 3 + 5 =  -4

   lim( )
x

x x
→

− +
3

3 8 7  =  33 - 8 × 3 + 7 =  10 z 0.

   என்ை,    lim ( )
x

x x
x x→

− +
− +3

2

3

6 5
8 7

 =  
lim( )

lim( )
x

x

x x

x x
→

→

− +

− +
3

2

3

3

6 5

8 7  =  
−

= −
4

10
2
5

.

நிவ�lல Õாள்5

 lim ( )
x x

g x
→

=
0

0  எனில �னனச்சோர்புககு எலபைத் ்தறைத்திபனப் ையனைடுத்துதல கூ்டோது.

எடுத்�ககாடடு 9.14

 கDககிடுக � lim
x

x

x→

−
−1

1
1

. 

தீர்வு

 இஙகு lim( )
x

x
→

− =
1

1 0 . என்ை ்தோகுதிபய விகிதப்ைடுத்துக.

 lim
x

x

x→

−
−1

1
1

 =  lim
x

x

x x→

−( )
−( ) +( )1

1

1 1
 =  lim

x x→ +1

1

1
 =  

lim( )

lim
x

x
x

→

→
+( )

=1

1

1

1

1
2

.

எடுத்�ககாடடு 9.15

 lim
t

t
t→

+ −
0

2

2

9 3
-ன மதிப்பைக கோÙக.

தீர்வு

 இயறக~த முபையில ்தோகுதிபய விகிதப்ைடுத்துக.

  
t

t

2

2

9 3+ −
 =  

t t

t t

t

t t

2 2

2 2

2

2 2

9 3 9 3

9 3

9 9

9 3

+ −( ) + +( )
+ +( )

=
+ −

+ +( )
  lim

t

t
t→

+ −
0

2

2

9 3
 =  lim lim .

t t

t
t t t→ →+ +

=
+ +

=
+

=
0

2

2 2 0 29 3
1
9 3

1
9 3

1
6

்தறைம் 9.4

 lim
x a

n n
nx a

x a
na

→

−−
−

= 1 .

நி¦்�ம்

   x a x a x x a x a xa an n n n n n n− = − + + + + +− − − − −( )( )1 2 3 2 2 1
"  

  lim
x a

n nx a
x a→

−
−

 =  lim ( )( )
( )x a

n n n n nx a x x a x a xa a
x a→

− − − − −− + + + + +
−

1 2 3 2 2 1
"

 

   =  lim( )
x a

n n n n nx x a x a x a a
→

− − − − −+ + + + − +1 2 3 2 2 1
"  

   =  a a an n n− − −+ + +1 1 1
"  (n முபை)

  lim
x a

n nx a
x a→

−
−

 =  nan−1

 இது எலைோ விகிதமு² எÙ n-ககும் 6Ùபமயோகும்.
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எடுத்�ககாடடு 9.16

 கDககிடுக � lim
x

x

x→

−
−1

3 1
1

.

தீர்வு

  lim
x

x

x→

−
−1

3 1
1  =  lim

x

x

x→

−
−1

3 31
1

 =  3 1 33 1( ) − =  .

எடுத்�ககாடடு 9.17

 lim
t

t

t→

−
−1

1
1

-ன மதிப்பைக கோÙக.

தீர்வு

  lim
x

t

t→

−
−1

1
1

 =  lim
x

t

t→

−
−1

1
2

1
21

1
 =  

1
2

1
1
2

1
2

1
( )

−
= .

எடுத்�ககாடடு 9.18

 lim
( )

x

x

x→

+ −
0

5 52 2
 -ன மதிப்பைக கோÙக.

தீர்வு

 2 + x =  y  எனக. இதனோல x o 0 எனில, y  o 2 ஆகும்.

 என்ை,    lim ( ) lim ( ) .
x y

x
x

y
y→ →

+ −
=

−
−

= =
0

5 5

2

5 5
42 2 2

2
5 2 80

எடுத்�ககாடடு 9.19

 lim
x

n nx

x→

−
−

=
3

3
3

27  எ­மோ² 6ள்N �பக முµ எÙ n-: கோÙக.

தீர்வு

 lim .
x

n n
nx

x
n

→

−−
−

= =
3

13
3

3 27

 அதோைது, n nn.3 3 3 3 3 31 2 3 1− −= × = × ⇒ =  

எடுத்�ககாடடு 9.20

     f(x) =  
ax b x
ax b x
+
− +





          ,  
  ,  

>
<

3
3 4 1 3  மற²ம் lim ( )

x
f x

o3
 கிப்டககப்்ை²மோனோல a மற²ம் b-ககு 

இப்ட்ய 6ள்N ்தோ்டர்பைக கோÙக.
தீர்வு

  lim ( )
x

f x
→ −3

=  9a - 4b + 1

  lim ( )
x

f x a b
→ +

= +
3

3 .   எலபை கிப்டககப் ்ை²தல எனைதன விபNைோக,

  lim ( )
x

f x
→ −

=
3

lim ( )
x

f x
→ +3

.

  �  9a - 4b + 1 =  3a + b
  � 6a - 5b + 1 =  0.
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பயிற்சி 9.2
�னைரும் எலபை மதிப்புகபNக கோÙக �

 (1) lim
x

x
x→

−
−2

4 16
2

 (2) lim
x

m

n
x
x→

−
−1

1
1

, m, n முµ எÙகள்

 (3) lim
x

x
x→

−
−3

2 81
3

 (4) lim ,
h

x h x
h

x
→

+ −
>

0
0   (5)   lim

x

x
x→

+ −
−5

4 3
5

 (6)  lim
x

x
x→

−

−2

1 1
2
2

 (7) lim
x

x x
x→

−
−1

2

1
  (8)   lim

x

x
x→

+ −

+ −0

2

2

1 1
16 4

 (9) lim
x

x
x→

+ −
0

1 1
  (10) lim

x

x x
x→

+ − +
−1

33 27 3
1

 (11) lim
x

x
x→

− +
− −2 3 3

2 2
2 4

 (12)  lim
x

x
x→

+ −
0

21 1
 (13) lim

x

x
x→

− −
0 2

1 1
 (14) lim

x

x
x→

− −
−5

1 2
5

 (15) lim ( )
x a

x b a b
x a

a b
→

− − −
−

>2 2

9Ų2ŲŸ மு_வுைா எலவலை மறறும் மு_liயில எலவலை 

 (,nfinite limits and /imits at infinity)
மு_வுைா எலவலை (,nfinite /imits)

 f : \{ } 0 o எனை சோர்பு f x
x

( ) = 1
2  என ைபரய²ககப்ைடுகிைது எனக. இப்்ைோது lim

x xo0 2

1

கDககிடுைபதக கோÙ்ைோம். 0-ன அருகில 
1

2x
-ன மதிப்புகபN �âககோªம் அட்டைபD 

கோÙ�ககிைது.

 x → +0  x → −0

x x2
2

1
x

x x2
2

1
x

1 1 1 �1 1 1

0.5 0.25 4 � 0.5 0.25 4

0.1 0.01 100 � 0.1 0.01 100

0.01 0.0001 10,000 � .01 0.0001 10,000

0.001 0.000001 10,00,000 � 0.001 0.000001 10,00,000

0.0001 0.00000001 10,00,00,000 � 0.001 0.00000001 10,00,00,000
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 அட்டைபDயி�ருÛது x-ன மதிப்பு பூஜ்ஜியத்பத ்Fருஙக, ்Fருஙக f(x) =  
1

2x
 -ன மதிப்பு 

்ை�ய, ்ை�ய மதிப்ைோக மோ²ைபதக கைனிககைோம். 6Ùபமயில x- ன மதிப்பு இருபுை�ருÛதும் 

பூஜ்ஜியத்பத ்Fருஙகும்்ைோது 
1

2x
-ன மதிப்பு எலபை இலைோமல அதிக�ககிைது. இÛ�பையில  x 

பூஜ்ஜியத்பத ்Fருஙகும்்ைோது f(x) ஆனது ¥-: ்Fருஙகுகிைது எனைோம். 

 x → −0 எனில,  1
2x
→∞ மற²ம் x → +0

எனில 
1

2x
→∞ . என்ை x o 0 எனில, 

1
2x
→∞

 ைடிவிய�ல, x = 0  எனில y -அச்¦ f x
x

( ) = 1
2

எனை ைபNைபரயின ்சஙகுத்துத் ்தோபைத் 

்தோடு்கோடு ஆகும்.

 f(x) =  
1

2x
-ன ைபரை்டம் ை்டம்  9.22-ல 

தரப்ைடடுள்Nது.

 x =  0 எனில எலபை மதிப்பு முடிவி�. அதனோல lim
x xo0 2

1
 

கிப்டககப்்ைைோது.  f எனைது f(x) =  
1

2x
 எனை சோர்�ன இÛத 

்சயலைோடப்டக குறிககும் ;ரு குறி�டு மடடு்ம. அது ;ரு 
புதிய எÙ அலை எனைபத மோDைர்கள் �பனவில ்கோள்N 

்ைÙடும். இது்ைோல f(x) =  
1
x

,  (ை்டம் 9.23) எனை சோர்புககு

 x → −0 எனில 
1
x
→−∞

 x → +0 எனில 
1
x
→+∞  எனச் ¦ைைமோகக கோDைோம்.

 இதபன  f(x) =  
1
x

-ன ைடிவியல முபையில ்த�ைோக அறியைோம்.

 ்ைோதுைோகப் �னைரும் 6ள்ளுDர்வு ைபரயபைகபNக கோDைோம்.

ைவ�யவை 9ŲŸ
    ் கோடுககப்ைட்ட மதிப்பு M  >  0-ககு  (M , f) எனை திைÛத இப்ட்ை� f -ன அÙபமப்ைகுதியோகும். 

்கோடுககப்ைட்ட மதிப்பு K  <  0ககு (-f, K ) எனை திைÛத இப்ட்ை� − f-ன அÙபமப்ைகுதியோகும்.

ைவ�யவை 9ŲŹ
 ்கோடுககப்ைட்ட �பக எÙ  M -ககு x-ன மதிப்பு  x0 -ன அÙபமப்ைகுதியில f(x) >  M   (அதோைது
 f(x) ∈ (M , f)) என இருககுமோ² x0-ன அÙபமப்ைகுதி அபம°மோனோல x x® 0 எ­ம்்ைோது  
f(x) ® f எனைோம்.
  இ்த ்ைோன² ்கோடுககப்ைட்ட K  <  0-ககு x-ன அÙபமப்ைகுதியில f(x) <  K   (அதோைது  f(x) 
� (-f, K )) என இருககுமோ²  x0 அÙபமப்ைகுதி அபம°மோனோல x x® 0 எ­ம்்ைோது  
f(x) ® - f எனைோம். 

y

2

1
( ) , 0f x x

x
� �

2

1
( ) , 0f x x

x
� �

x

ை்டம் 9.22

ை்டம் 9.23

1
( ) ,f x x 0x� �

1

x�( ) , 0f x x �

x

y
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113 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

 இÛ�கâவுகபN குறி�டு ைோயிைோகக �âககோªமோ² எµதைோம்.

 x xo 0 எ­ம்்ைோது f x( ) →∞

 x xo 0  எ­ம்்ைோது f x( ) →−∞

 x x→ −
0  எ­ம்்ைோது f x( ) →∞

 x x→ +
0 எ­ம்்ைோது f x( ) →−∞

 x x→ +
0 எ­ம்்ைோது f x( ) →∞

 x x→ −
0 எ­ம்்ைோது f x( ) →−∞

 எனைன மு}�� 8à[Mகã எனப்ைடும். ் மறகÙ்ட �ைÛதபனக�ல ;ன² �ைர்த்தி ் சயயப்ைடின 
x =  x0 எனை ்கோடு f(x) ைபரை்டத்தின Y@Õ¤Ú«Ú Y்தோ[MÚ Y்தோடுககோCோக இருககும்.

எடுத்�ககாடடு 9.21

 மதிப்�டுக � lim
( )x x x→ +0 2 3

1
.

தீர்வு
 பூஜ்ஜியத்திறகு அருகில (இருபுை�ருÛதும்) 6ள்N x-ன மதிப்புகபN 

அட்டைபDப்ைடுத்தினோல  f x
x x

( ) =
+
1

2 3  -ன மதிப்பு எலபையற² அதிக�ககினைது என 

அறியைோம். என்ை x o 0 எனில f x( ) →∞ஆகும்.

 இÛதச் சோர்�ன எலபை மதிப்�பன அட்டைபD இலைோமல கோÙைதறகு, முத�ல 
்தோகுதிபய°ம்  ைகுதிபய°ம் x2-ஆல ைகுகக ்ைÙடும். எலபை மதிப்புக கோªம்்ைோது  x z 0 
மற²ம் x2 z 0. என்ை ைகுத்தல சோத்தியமோகிைது.

  lim
x x x→ +0 2 3

1
 =  lim

x

x
x x

x

→ +0

2

2 3

2

1

 =  
lim

lim( )
.

x

x

x
x

→

→









+

0 2

0

1

1
 

 தற்ைோது x o 0 எனில 
1

2x
→∞  மற²ம் lim( )

x
x

→
+ =

0
1 1  .

 அதோைது, ைகுதி 1-: ்Fருஙகும்்ைோது ்தோகுதி முடிவிலைோமல அதிக�ககினைது. அதோைது, 

1
2 3( )x x+

 முடிவி�பய ்Fோககிச் ்சலகிைது எனைோம்.

 இÛத எடுத்துககோடடு ;ரு கடினமோன கDககிடுதபை சிை இயறக~த மோறைஙக�ன மூைம் 
எáைோ² எ�பமயோககைோம் என விNககுகினைது.

எடுத்�ககாடடு 9.22

 மதிப்�டுக � lim
( )x x→ −2 3

1
2

 .
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114X I  -  க~்த�Jà

தீர்வு

 f(x) =  
1
2 3( )x −

-ன ைபரை்டத்தி�ருÛது  

 x → −2  எனில, 
1

2 3( )x −
→ −∞   

  மற²ம் x → +2 எனில 
1

2 3( )x −
→∞ஆகும். 

 என்ை எலபை மதிப்பு இலபை.

்ைோதுைோக

 (i) n ;ரு இரடப்டப்ைப்ட முµ எÙ � (ii) n ;ரு ;றபைப்ைப்ட �பக முµ எÙ �

   x ao எனில 
1

( )x a n−
→∞   x a→ − எனில 

1
( )x a n−

→ −∞

   x a→ − எனில 
1

( )x a n−
→∞   x a→ + எனில 

1
( )x a n−

→ +∞

   x a→ + எனில
1

( )x a n−
→∞

 x a=  எனை ்கோடு ்சஙகுத்துத் ்தோபைத் ்தோடு்கோ்டோக அபம°ம்.

9Ų2ŲŹ மு_liயில எலவலைகள் (/imits at infinity)
 முறைகுதியில முடிவுைோ எலபைகள் மற²ம் ்சஙகுத்துத் ்தோபைத் ்தோடு்கோடுகள் ைறறி 
ஆரோயÛ்தோம். அஙகு x-ன மதிப்பு குறிப்�ட்ட எÙபD ் Fோககி Fகரும்்ைோது  y -ன மதிப்பு கடடுப்ைோடு 
இனறி அதிக�த்தது (�பக அலைது குபையில எலபையற²). இப்ைகுதியில  x-ன மதிப்பு சீரறை 
முபையில அதிக�ககும்்ைோது  y -ன மதிப்பு எáைோ² 6ள்Nது எனக கோDைோம்.

 x �கப்்ை�ய அNவில அதிக�ககும்்ைோது, f :  o ,  f(x) =  
x

x

2

2

1
1

−
+

 எனை சோர்�ன தனபம 

ைறறி ஆரோய்ைோம்.

 இÛத சோர்�ன மதிப்புகபN அட்டைபDயிடு்ைோம்

x f( x)
0    �1
r1    0
r2 0.6000000
r3 0.800000
r4 0.882353
r5 0.923077
r10 0.980198
r50 0.999200
r100 0.999800
r1000 0.999998

y

3

1
( )

( 2)
f x

x
�

�

2x �

x

ை்டம் 9.24
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115 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

 x-ன மடடு மதிப்பு ்ை�தோகப் ்ை�தோக (�பக அலைது குபை)  
f(x)-ன மதிப்பு  1-: ்Fருஙகி ்Fருஙகிச் ்சலைபதக கோDைோம்.  
x-ன மதிப்பைத் ்தபையோன அNவு ்ை�தோக எடுத்துக்கோÙடு 
f(x)-ன மதிப்பை 1-ககு ்Fருககமோகக கோDைோம் எனத் ்த�கிைது. 
இÛத �பைபயப் �னைருமோ² எµதைோம்.

    lim
x

x

x→±∞

−
+

2

2

1
1

  =  1.

 ைடிவிய�ல இச்¹Oல (ை்டம் 9.25) �னைரும் ைபரயபைககுக 
்கோÙடு ்சலகிைது. 

ைவ�யவை 9.6 

  lim ( )
x

f x l
→−∞

=  அலைது lim ( )
x

f x l
→+∞

= எனில y  =  l  எனை ்கோடு y  =  f(x) எனை ைபNைபரயின 

கிப்டமட்டத் ்தோபைத் ்தோடு்கோடு ஆகும்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.4

 f : o  −





π π
2 2

, -ல f x x( ) tan= −1 எனில

 lim tan
x

x
→−∞

−1  மற²ம்  lim tan
x

x
→+∞

−1 எனைைறறின மதிப்பு கோÙக.

தீர்வு

 y  =  ta n-1x எனை ைபரை்டத்பதக கோÙக.

 lim tan
x

x
→−∞

−1   =   −
p
2
,   lim tan

x
x

→+∞

−1   =  
p
2

.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.5

 கDககிடுக � lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +

2 2 3
4 4

2

2  .

தீர்வு

 இதன எலபை மதிப்பைக கDககி்ட எலபைத் ்தறைஙகபNப் ையனைடுத்தினோல Fோம் �னைரும் 
¹Oபைச் ்சனைப்ட்ைோம்.
 x →∞  எனில ( )2 2 32x x− + →∞
 x →∞எனில ( )x x2 4 4+ + →∞

 lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +











2 2 3
4 4

2

2   =  
¥
¥  இது ்தைப்்ைைோத ைடிைம் எனப்ைடும்.

 ஆனோல ்F�ப்டயோன கDக�டு மற²ம் அதன அட்டைபD �னைருமோ² 6ள்Nது :

x 22 2 3x x− +  2 4 4x x+ +  
2

2

2 2 3
4 4

x x
x x

− +
+ +

 
1 3 9 0.3333
10 183 144 1.27083
100 19803 10404 1.90340
1000 1998003 1004004 1.99003
10000 199980003 100040004 1.99900

1y �

2

2

1
( )

1

xf x
x
�

�
�

y

0

-1 10

x

ை்டம் 9.25

ை்டம் 9.26

3 / 2π−

π−

/ 2π−

π

0

3 / 2π1
tany x−=

/ 2π

x

y
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116X I  -  க~்த�Jà

 அட்டைபDயி�ருÛது x ்தபையோன அNவிறகு ்ை�யதோகும்்ைோது f(x)-ன மதிப்பு  2-: 
்Fருஙகி ்Fருஙகி ்சலைபதக கோDைோம்.

    lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +











2 2 3
4 4

2

2   =  2.

 இÛதக கDககில ைகுதிபய°ம் ்தோகுதிபய°ம் x2-ஆல ைகுப்ைதன மூைம் ¦ருககைோம்.

    lim
x

x x

x x→∞

− +
+ +

2 2 3
4 4

2

2   =  lim
x

x x

x x

→∞

− +

+ +

















2
2 3

1
4 4

2

2

 

     =  
2 0 0
1 0 0
− +
+ +

 (x o f எனில 
1
x

 o 0,  
1

2x
 o 0)

     =  2.

 இஙகுப் ைகுதி, ்தோகுதிக�னைடிச் சமமோக 6ள்Nபதக கோDைோம்.

 ்ைோதுைோக x o r f எனில விகிதமு² ்கோபைக�ன எலபை மதிப்பைக கோD ைகுதியில 
6ள்N x-ன அதிகைடச அடுககோல ைகுதிபய°ம் ்தோகுதிபய°ம் ைகுத்து ைகுதிககும் ்தோகுதிககும் 
தனித்தனி்ய எலபை மதிப்பைக கோDைோம்.

எடுத்�ககாடடு 9.23

 மதிப்புக கோÙக � lim
( )x

x x

x→∞

+ +
+

3

2

2 3
5 1

 .

தீர்வு
 x2-ஆல ைகுகக

   lim
( )x

x x

x→∞

+ +
+

3

2

2 3
5 1

 =  lim
x

x
x x

x
→∞

+ +

+
→∞

2 3

5 1
2

2

 

 அதோைது, x →∞  எனில 
x x

x

3

2

2 3
5 1
+ +

+
→∞

( )

 அதோைது, எலபை மதிப்பைக கோD இயைோது. ்தோகுதியின ைடி ைகுதியின ைடிபயவி்ட 
அதிகமோக 6ள்Nபதக கைனிககவும்.

எடுத்�ககாடடு 9.24

  மதிப்புக கோÙக � lim
x

x
x→∞

−
+

1
3 2

3

தீர்வு

 x-ஆல ைகுகக

    
1
3 2

3−
+
x

x
 =  

1

3 2

2

x
x

x

−

+
 . x →∞  எனில 

1
3 2

3−
+
x

x
 →−∞  

 ஆதைோல எலபை மதிப்பு இலபை.
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117 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

9Ų2Ųź lZதமுறு �ார்�கjன எலவலைகள் ( L i m i t s of  r at i on al  f u nc t i on s)

 R  (x) =  
p x

q x

( )
( )

 மற²ம் q (x)-ன ைடிபயவி்ட p (x)-ன ைடி அதிகமோக இருÛதோல

 x →∞எ­ம்்ைோது 
p x
q x

( )
( )

→+∞அலைது −∞  ஆகும்.

 q (x)-ன ைடி  p (x)-ன ைடிபயவி்ட அதிகமோக இருÛதோல,

    lim
( )
( )x

p x

q x→∞
 =  0.

 முடிைோக p (x) மற²ம் q (x)-ன ைடிகள் சமம் எனில, 

    lim
( )
( )x

p x

q x→∞
 =  

p x x
q x x

( )
( )

y; cs;s ?d; mjpfgl;r mLf;fpd; bfG

y; cs;s ?d; mjpfggl;r mLf;fpd; bfG

�றிº�வ�

 x ao  எனில f x( ) →∞ , x ao எனில f x( ) →−∞மற²ம்  x →∞எனில f x( ) →∞ ,  x →∞
எனில f x( ) →−∞எனைபைகள் எலபை மதிப்பு இலபை எனைபத ம²ைடி°ம் 6²தி ்சயகினைன.  ¥�
எனை குறி�டு ;ரு எÙபDக குறிககவிலபை. ் ம³ம் அபத ;ரு எÙDோகவும் ையனைடுத்தககூ்டோது.

9Ų2Ų7 எலவலைகjன ்யன்ாடு ( Ap p l i c at i on s of  l i m i t s)

எடுத்�ககாடடு 9.25
 6்ட�ல 6ள்N ஆலகSோபை ¬பர�ரல, சி²நீரகம் ்ைோனை 6²ப்புகளும் மற²ம் ்ைதி 
விபனமூைம் கல�ர³ம் ்ை�்யற²கினைன. ஆலகSோ�ன அ்டர்த்தி �தமோக இருÛதோல 
அபத ்ை�்யற²கினை ்ைபையின ்ைரும்ைகுதிபயக கல�ர்ை ்சயகினைது. அதன அNவில 
5%  ககுக குபைைோக்ை ¬பர�ர³ம், சி²நீரகமும் ் ை�்யற²கினைன. இரத்த <ட்டத்தில 6ள்N 
ஆலகSோபை கல�ரல ��த்்தடுககும்  தம் r -ககும் இரத்தத்தில 6ள்N ஆலகSோ�ன அ்டர்த்தி  

x-ககும் 6ள்N ்தோ்டர்பு ;ரு விகிதமு² சோர்ைோக  r (x) =  
α

β
x

x +
 என 6ள்Nது. இஙகு B, C எனைன 

�பக மோறி�கள்.  ஆலகSோ�பன ்ை�்யற²ம் மீப்்ைரு  தம் கோÙக.
தீர்வு
 ஆலகSோ�ன அ்டர்த்தி x அதிக�ககும்்ைோது அபத ் ை�்யற²ம்  தமும் அதிக�ககினைது.

 என்ை, ்ை�்யற²ம் மீப்்ைரு  தம் எனைது lim ( )
x

r x
→∞

 ஆகும்.

   lim ( )
x

r x
→∞

 =  lim
x

x
x→∞ +
α
β

 

    =  lim
x

x
→∞

+







α
β1

  =  α

எடுத்�ககாடடு 9.26
 :னæடினின சோர்�யல ் கோடைோடடினைடி v  திபச்ைகத்து்டன கூடிய ;ரு ் ைோரு�ன �பை 

m =  
m

v

c

0

2

21 −

 , இஙகு m0 எனைது ஆரம்ை �பை மற²ம் c  எனைது ;�யின ்ைகம். v  o c -  எனில 

m-ல 9றைடும் மோறைம் எனன" 9ன இ்டதுைகக எலபை அைசியம்"
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118X I  -  க~்த�Jà

தீர்வு

 lim( )
ν→ −c

m  =  lim
ν ν→ −

−
c

m

c

0
2

21
 =   

m

v
cv c

0

2

21lim
→ −

−










 

 h � 0  எனில, c h v c− < < .  இதன மூைம் ( )c h v c− < <2 2 2

 அதோைது ( )c h
c

v
c

− < <
2

2

2

2 1   �  lim ( ) lim lim
h h h

c h
c

v
c→ → →

−
< <

0

2

2 0

2

2 0
1

 �   1 1
0

2

2< <
→

lim
h

v
c

 �  1 1
0

2

2< <
→

lim( )
h

m v
c

   �  1 1
2

2< <
→ −
lim
v c

v
c

 இப்ட�டடுத் ்தறைத்தினைடி, lim
v c

v
c→ −
=

2

2 1

 என்ை lim( )
v c

m
→ −

→∞

 ஆக்ை, v c→ − எனில �பை �க �கப்்ை�யதோக (முடிவி�) அபமகிைது.
 இ்டப்புை எலபை ்தபையோனதோக 6ள்Nது. ைைப்புை எலபை எடுப்�ன ν → +c  எனில 

1 0
2

2− <
v
c

 ஆக அபம°ம். என்ை �பை கோD இயைோது.

எடுத்�ககாடடு 9.27

 ஆகோயத்தி�ருÛது விµகினை ;ரு ்ைோரு�ன ்ைகம் r t
k

e
e

t k

t k
( ) = − −

+

−

−

32 1
1

2 32

2 32  என 

ைபரய²ககப்ைடடுள்Nது. ்ைகம் அடி�வினோடியில கDககி்டப்ைடுகிைது. இஙகு k எனை மோறி� 
அÛதப் ்ைோரு�ன அNவு, ைடிைம் மற²ம் கோறறின அ்டர்த்திபயப் ்ைோ²த்து 6ள்Nது. அÛதப் 
்ைோரு�ன எலபை ்ைகத்திபனக கோÙக. அதோைது,  lim ( )

t
r t

→∞
-:க கோÙக.

தீர்வு

   lim ( )
t

r t
→∞

 =  lim
t

t k

t kk
e
e→∞

−

−
−

−
+

32 1
1

2 32

2 32  

    =  −
−
+→∞

−

−

32 1
1

2 32

2 32k
e
et

t k

t k
lim  

    =  −
−
+

= −
32 1 0

1 0
32

k k
( )
( ) அடி�வினோடி

எடுத்�ககாடடு 9.28

 ;ரு விைஙகின கÙைோபையின விட்டம் f x x
x

( )
.

.=
+
+

−

−

160 90
4 15

0 4

0 4  எனை சோர்ைோகத் 

தரப்ைடடுள்Nது. இஙகு x எனைது ;�யின  ்சறிவிபனக குறிககினைது மற²ம் f(x) �.மீ.-இல 
தரப்ைடடுள்Nது. அÛதக கÙைோபையின விட்டத்பத, 
 (a ) ;�யின ்சறிவு குபைைோக (b)  ;�யின ்சறிவு அதிகமோக, கோÙக.
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119 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

தீர்வு

 (a ) ;�யின ்சறிவு குபைைோக இருககும்்ைோது, அதோைது x → +0  எ­ம்்ைோது, சோர்�ன 

எலபைபயக கோD ்ைÙடும்.

   lim ( )
x

f x
→ +0

 =  lim lim
.

.

.

.x x

x
x

x
x→

−

− →+ +

+
+

=
+
+0

0 4

0 4 0

0 4

0 4

160 90
4 15

160 90
4 15

 

    =  
160

4
40=  kp/kP

 (b)  ;�யின ்சறிவு அதிகமோக இருககும்்ைோது, அதோைது  x →∞  எ­ம்்ைோது, சோர்�ன 
எலபைபயக கோD்ைÙடும்.

q  lim ( ) lim
.

.x x
f x x

x→∞ →∞

−

−=
+
+

= =
160 90

4 15
90
15

6
0 4

0 4 kp/kP  

 ;�யின ்சறிவு அதிகமோக இருககும்்ைோது கÙைோபையின விட்டத்தின எலபை 6 �.மீ 
ஆக இருககும்.

பயிற்சி 9.3
 (1) �னைரும் சோர்புகளுககு இ்டப்புை, ைைப்புை எலபைக�ன மதிப்பைக கோÙக.

  (a ) x=−2 -ல f x x
x x x

( )
( )( )

= −
+ + +

2

2

4
4 4 3

 

  (b ) x = π
2

 -ல f x x( ) tan=

�னைரும் எலபைக�ன மதிப்பைக கோÙக �

 (2) lim
( )x

x
x x x→

−
− +3

2

2 2

9
6 9

  (3) lim
x x

x
x x→∞ −

−
+
+ −

3
2

2 11
62   (4) lim

x

x x

x x→∞

+
− +

3

4 23 1

 (5) lim
x

x x
x x→∞

−
− +

4

2

5
3 1

  (6) lim
x

x x

x x→∞

+ −
+ +

1 3
1 3

3

2 3  (7) lim
x

x

x

x

x→∞ −
−

+










3

2

2

2 1 2 1

 (8) �²வுக

   (i)  lim ...
n

n
n n→∞

+ + + +
+ +

=
1 2 3

3 7 2
1
62     (ii) lim ... ( )

( ... )( )n

n
n n→∞

+ + +
+ + + +

=
1 2 3

1 2 5 2 3
9
25

2 2 2

 

   (iii) lim
. . . ( )n n n→∞
+ + + +

+
=

1
1 2

1
2 3

1
3 4

1
1

1"  

 (9)  மீன ைN அறிவிய�ன முககிய �ரச்சபன நீ்ரோப்டக�ல 6ள்N முடப்டயி்டத் தகுதியோன 
மீனக�ன எÙ~கபகபயக கDககிடடு இÛதத் தகைபைப் ையனைடுத்தி இனப்்ைருககக 
கோைத்தில ஆற²ககுள் ¬பO°ம் மீன �டிப்புககுத் தகுÛத மீனக�ன எÙ~கபகபயக 
கDககிடுைதோகும். S   எனைது முடப்டயிடும் �பையில 6ள்N மீனக�ன எÙ~கபக 
மற²ம் R   எனைது மீன �டிப்புககுத் தகுÛத மீனக�ன எÙ~கபகயோகும்.  “  �ைர்ட்டன  

்Sோலட ”  -ன இனப்்ைருககச் சோர்பு  R (S ) = S
S( )α β+

,  இஙகு B, C  எனைன �பக மோறி�கள். 

இÛதச் சோர்பு இனப்்ைருகக �பையில இருககும் மீனக�ன எÙ~கபக ்தபையோன அNவு 
அதிக�ககும் ் ைோது அ²ைப்டககுத் தகுÛத மீனக�ன எÙ~கபக ் தோரோயமோக மோறி�யோக 
அபம°ம் என �²வுக.
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120X I  -  க~்த�Jà

 (10)  ;ரு ்தோடடியில 5000  �ட்டர் Fலை நீர் 6ள்Nது எனக. ;ரு �ட்டருககு 30  கி அNவு 

6ப்பு ்கோÙ்ட 6ைர் நீர் 25  ����்டம் எனை அNவில ்தோடடியில ்ச³த்தப்ைடுகினைது. t  

��்டஙக�ல இÛத 6ைர் நீ�ன அ்டர்த்தி ( கிரோம்��ட்டர்) C (t) =  
30

200
t

t+
  என தரப்ைடடுள்Nது. 

t →∞எனில  அ்டர்த்தி எáைோ² மோ²ம்"

9Ų2Ų8 இவ்ட|டடுத் ்தறைம்  ( S an d wi c h  T h eor em  )
 இத்்தறைம் ்Fருககுத் ்தறைம் (S que e z e  T he or e m ) எனவும் 
அபOககப்ைடுகிைது. ை்டம் 9.27-ல 6ள்Nைடி f(x) எனை சோர்�ன 
ைபNைபர y f x= ( ) மற²ம் y g x= ( ) எனை ைபNைபரகளுககு 
இப்டயில அபமÛதுள்Nது. குறிப்ைோக x எனை புள்�யோனது 
x0-: ்Fருஙகும்்ைோது f(x) ஆனது g (x) மற²ம் h (x)-ககு 
இப்டயில �க ்Fருககமோக அபமகிைது. இப்்ைோது x-ஆனது x0-: 
்Fருஙகும்்ைோது  g  மற²ம் h  எனைபைக�ன எலபைகள் l ஆக 
இருப்�ன f-ன எலபை°ம் l -ஆக அபம°ம்.

இவ்ட|டடுத் ்தறைம் ( S an d wi c h  T h eor em )

 f, g , h  :  I �   o   எனை சோர்புகள் I-ல 6ள்N x0-: நீககிய x0-ன அÙபமப்ைகுதியில 6ள்N 

எலைோ x-ககும் g (x) d f(x) d h (x) எனவும் ்ம³ம்  lim ( ) lim ( ) ,
x x x x

g x h x l
→ →

= =
0 0

  எனவும் இருககுமோனோல  

lim ( )
x x

f x l
→

=
0

ஆக இருககும்.

எடுத்�ககாடடு 9.29

 மதிப்பைக கோÙக � lim sin
x

x
x→







0

2 1
 .

தீர்வு

 - 1 d sin 1 1
x
b   என Fமககுத் ்த�°ம். இதி�ருÛது    - x2 d x2 sin 1 2

x
xb

   இஙகு���g (x) =  -x2, f(x) =  x
x

h x x2 21sin ; ( ) = எனக.

   lim ( )
x

g x
o0

 =  lim( )
x

x
→

− =
0

2 0  மற²ம்

   lim ( )
x

h x
o0

 =  lim( )
x

x
→

=
0

2 0 ஆகும்.

 இப்ட�டடுத் ்தறைப்ைடி

   lim sin
x

x
x→







0

2 1
 =  0 ஆகும்.

 எலபை மதிப்புத் ்தறைஙகபNப் ையனைடுத்தியிருÛதோல தைைோன முடிவுககு ைÛதிருப்்ைோம்.

   அதோைது,  lim sin
x

x
x→







0

2 1
  =  lim( ) lim sin

x x
x

x→ →







0

2

0

1
 

ை்டம் 9.27

0
x
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 தற்ைோது, lim sin
x xo0

1
-ககு மதிப்பு இலபை.  lim

x
x

o0

2 =  0 என்ை lim sin
x

x
x→







0

2 1
-ன மதிப்பு 

�ரச்சபனககு�யதோக 6ள்Nது.
 குறிப்பு � a d f(x) d a, எனில, lim ( )

x x
f x a

→
=

0

.

எடுத்�ககாடடு 9.30
 �²வுக � lim sin

x
x

→
=

0
0  .

தீர்வு

 எலைோ x t 0-ககும் - x d sinx d x  என Fமககுத் ்த�°ம்.
   lim( )

x
x

→
−

0
 =  0  மற²ம்  lim( )

x
x

o0
 =  0.

 இப்ட�டடுத் ்தறைப்ைடி  lim sin
x

x
o0

 =  0.

எடுத்�ககாடடு 9.31

 lim ...
x

x
x x x→ +





+ 



+ + 













 =0

1 2 15 120 என �²வுக.

தீர்வு

   
1 1
x
−  £ 

1 1 1
x x




≤ +  

   
2 1
x
−  £ 

2 2 1
x x




≤ +

   #  

   
15 1
x
−  £ 

15 15 1
x x






≤ +

 கூடுதல கோD,

   
120 15

x
−  £ 

1 2 15 120 15
x x x x




+ 



+ + 





+≤...

   120 15− x  £ x
x x x

x1 2 15 120 15



+ 



+ + 













 ≤ +...

   lim ( )
x

x
→ +

−
0

120 15  £ lim ... lim (
x x

x
x x x→ →+ +





+ 



+ + 













 ≤ +

0 0

1 2 15 120 115x)

   120  £ lim ...
x

x
x x x→ +





+ 



+ + 













 ≤0

1 2 15 120

  lim ...
x

x
x x x→ +





+ 



+ + 













 =0

1 2 15 120 .
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9Ų2Ų9 இ�ணடு சிைº்ா� முக்கா�lயல எலவலைகள் 
( T wo s p ec i al  T ri gon om et ri c al  l i m i t s)  
மு_வு 9 .1

 (a ) lim
sin

θ

θ
θ→

=
0

1   (b)   lim
cos

θ

θ
θ→

−
=

0

1
0  .

நி¦்�ம்

 இதபன ைட்டக்கோDப் ைகுதி மூைம் �²ைைோம்.

 பமயம்(0, 0) மற²ம் ஆரம் 1 6ள்N ைட்டத்பத எடுத்துக ்கோள்்ைோம். ைட்டத்தின மீதுள்N 
9்த­ம் ;ரு புள்�  P (cosR, sinR) எனக.

(a ) ைரப்�ன ைÙபுப்ைடி 
tan sinθ θ θ

2 2 2
≥ ≥  

 இதபன 
2

sinT
-ஆல ்ைருகக,  

1
1

cos sinθ
θ
θ

≥ ≥   எனக கிப்டககும். தபை�� கோD, 

cos
sin

θ
θ

θ
≤ ≤ 1  .

 cos (- R) =  cosR  மற²ம் 
sin( ) sin−
−

=
θ

θ
θ

θ
  எனைதோல இÛத சமனி� −








π π
2 2

, எனை திைÛத 

இப்ட்ை�யில 6ள்N பூஜ்ஜியம் அலைோத எலைோ R மதிப்புககும் ்ைோருÛதும் எனைோம்.

    lim cos ; lim( )
θ θ

θ
→ →

= =
0 0

1 1 1  என Fமககுத் ்த�°ம். என்ை இப்ட�டடுத் ்தறைப்ைடி lim
sin

θ

θ
θ→

=
0

1  .

(b)  lim
cos

θ

θ
θ→

−
=

0

1
0 .

   1 - cosR =  2
2

2sin
T

 

   
1 − cosθ

θ
  =  sin

θ
2







   

sin
θ

θ
2

2

















 

 ை்டம் 9.28 ை்டம் 9.29 ை்டம் 9.30 ை்டம் 9.31

y

x

}θ

tan θ sin θ

θ
θ

(1,0) 

(cos θ, sin θ) 

θ

Kf;nfhzj;jpd; 
gug;g[

tanθ
2

tl;lf;nfhzg;
gFjpapd; gug;g[

θ
2

Kf;nfhzj;jpd; 
gug;g[

sinθ
2
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   என்ை,  lim
cos

θ

θ
θ→

−
0

1
  =  lim sin . lim

sin

θ θ

θ
θ

θ→ →























0 02

2

2

 

    =  0 × 1 =  0.

9Ų2Ų10 மறை முகZய எலவலைகள் ( S om e i m p or t an t  ot h er l i m i t s)
மு_வு 9 .2

 lim .
x

xe
x→

−
=

0

1 1  

மு_வு 9 .3

 lim log ,
x

xa
x

a a
→

−
= >

0

1 0

நி¦்�ம்

 a xx
a, log  எனைபை ;ன²ககு ;ன² ்Fர்மோ² என Fோம் அறி்ைோம்.

 log ( )f x  எனைது exp( ( ))f x -ன ்Fர்மோ² எனில exp(log ( )) ( )f x f x=

 என்ை, ax  =   exp(log )ax

   =  ex alog  

     
a

x

x −1
 =  

e
x a

a
x alog

log
log−

×
1

 

  x o 0 எனில, y  =  x log a o 0

  என்ை,  lim
x

xa
x→

−
0

1
 =   lim log log lim log ( ) log

y

y

y

ye
y

a a e
y

a a
→ →

−
× =

−







 = =

0 0

1 1 1

 
மு_வு 9 .4

  lim log( ) .
x

x
x→

+
=

0

1 1

நி¦்�ம்

   எனக   log( )1+ x  =  y
   x o 0 எனில y o 0  மற²ம்
   1+ x  =  ey  

   x =  ey −1 

   என்ை,   lim log( )
x

x
x→

+
0

1  =  lim
y y

y
e→ −0 1

 

    =  lim .
y ye

y
→ −









= =
0

1
1

1
1

1  
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நி¦்�ம் இலலைாத சிலை முகZய எலவலைகள் ( S om e i m p or t an t  l i m i t s w i t h ou t  p roof  )
மு_வுகள் 9.5  முதல 9.9

 (5) lim sin
x

x
x→

−

=
0

1

1   (6)   lim tan
x

x
x→

−

=
0

1

1 

 (7) lim
x

x

x→∞
+






1 1

 6ள்Nது மற²ம் இÛத மதிப்பு e எனக குறிககப்ைடும், 2 <  e <  3.

 (8) lim( ) /

x

xx e
→

+ =
0

11   (9)  lim .
x

x
kk

x
e

→∞
+






 =1  

 எÙ e எனைது ஆâ�பை எÙ எனவும் கூைைோம். e எனை எÙ எனவும் கூைைோம். 
 e எனை எÙ a x a x a x an n

n n0 1
1

1 0+ + + =−
−"  எனை ைல³²ப்புக ்கோபைச் சமனைோடப்ட 

எப்்ைோதும் �பைவு ்சயயோது.

எடுத்�ககாடடு 9.32
 மதிப்பைக கோÙக � lim( sin )

x

xx
→

+
0

21 cosec   

தீர்வு

    sin x =  
1
y

 எனக.

  x o 0 எனில,  y  o f மற²ம் 

  lim( sin )
x

xx
→

+
0

21 cosec  =  lim lim
y

y

y

y

y y→∞ →∞
+









 = +























1
1

1
1

2 2

  =  e2 .

எடுத்�ககாடடு 9.33

 மதிப்�டுக :  lim
x

xx
x→∞

+
−









2
2 .

தீர்வு

   lim
x

xx
x→∞

+
−









2
2  =  lim lim

( )

x

x

x

xx
x x→∞

− +

→∞

− +− +
−







 = +

−








2 4
2

1 4
2

2 2 2 2

 y  =  x - 2 எனில x o f எ­ம்்ைோது y  o f .

   lim
x

xx
x→∞

+
−









2
2  =  lim lim .lim

y

y

y

y

yy y y→∞

+

→∞ →∞
+









 = +









 +









1 4 1 4 1 4

2 2

    =  e4.1 =  e4 .

எடுத்�ககாடடு 9.34

  மதிப்�டுக :  lim
(cos sin )

sinx

x x

x→

− +
−π

4

54 2
1 2

.

தீர்வு

   
4 2

1 2

5− +
−

(cos sin )
sin

x x

x
 =  

2

1 2

5
2 2

5
2− + 

−

(cos sin )

sin

x x

x
 

      =  
2 1 2
2 1 2

5
2

5
2− +

− +
( sin )
( sin )

x

x
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      =  
2 1 2
2 1 2

5
2

5
2− +

− +
( sin )
( sin )

x

x

 என்ை,   lim [(cos sin ) ]
[ sin ]

/

x

x x
x→

− +
− +π

4

5
2 2 5 22

2 1 2
 =  lim

sin )

( sin )x

x

x→

− +[ ]
− +π

4

5
2

5
22 1 2

2 1 2
. 

 y  =  1 + sin2x எனக.  x →
π
4

 எனில y  o 2

      =  lim
y

y

y→

−
−2

5
2

5
22

2

      =  
5
2

2
5
2

2 5 2
5
2

1
3
2.

−
= × = .

எடுத்�ககாடடு 9.35
  x o 0 எ­ம்்ைோது �னைரும் சோர்புகளுககு எலபைமதிப்பு 6ள்Nதோ எனக கோÙக" 
விப்டககோன கோரDம் கூ²க.

 (i) 
sin | |x

x
 (ii) 

sin
| |

x

x
 (iii) 

x x

x

 
sin | |

 (iv) 
sin x x

x x

−  ( )
−  

.

தீர்வு

 (i)   f x( )  =  

sin( )

sin

−
−








x
x

x

x
x

x

   ; 

        ;  

1 0

0 1

< <

< <

 என்ை,    lim ( )
x

f x
→ −0

 =  −1  மற²ம்

    lim ( )
x

f x
→ +0

 =  +1 .

 இஙகு f f( ) ( )0 0− +≠  ஆபகயோல எலபை மதிப்பு இலபை.

 (ii)  
sin
| |

x
x

  =   

sin( )

sin

x
x

x

x
x

x

−
−








   ; 

     ;  

1 0

0 1

< <

< <

   என்ை,   lim ( )
x

f x
→ −0

 =  −1

   lim ( )
x

f x
→ +0

  =  1.  ஆபகயோல எலபை மதிப்பு இலபை.

 (iii)  f x
x x

x
( )

sin | |
=

    =   

−
−

−








x
x

x

x
x

x

sin( )
.

sin

   ;

       ; 

1 0

0 0 1

< <

< <
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     =   
x

x
x

x
sin

  ; 

        ;  

−





1 0

0 0 1

< <

< <

   என்ை,   lim ( )
x

f x
→ −0

 =  +1

    lim ( )
x

f x
→ +0

 =  0.

 என்ை எலபை மதிப்பு இலபை.

 (iv)  
sin x x

x x
−  ( )

−  
  =   

sin( ( )
( )

sin( )

x
x

x

x
x

x

− −
− −

−

−
−










1
1

1 0

0
0

0 1

   ;

      ;  

< <

< <

   f x( )  =  

sin( )
( )

sin

x
x

x

x
x

x

+
+

−








1
1

1 0

0 1

   ; 

        ; 

< <

< <

   lim ( )
x

f x
→ −0

 =  
sin sin1

1
1=

   lim ( )
x

f x
→ +0

 =  1.

 என்ை எலபை மதிப்பு இலபை.

எடுத்�ககாடடு 9.36

 மதிப்பைக கோÙக :  lim
x

x

x→

−
+ −0

3 1

1 1
 .

   
3 1

1 1

x

x

−
+ −

 =  
( ) ( )( )

( )

( )3 1
1 1

1 1
1 1

3 1 1 1
1 1

3 1 1 1x x x

x
x
x

x
x

x

x
−

+ −
+ +
+ +

=
− + +

+ −
=

− + +( )
 

 என்ை  lim
x

x

x→

−
+ −0

3 1

1 1
 =  lim . lim

x

x

xx
x

→ →

−
+ +

0 0

3 1
1 1  =  (log 3)(2) =  2 log 3 =  log 9.

பயிற்சி 9.4
�னைருைனைறறின மதிப்பைக கோÙக.

 (1) lim
x

x

x→∞
+






1 1 7

 (2) lim( ) /

x

xx
→∞

+1 1 3  

 (3) lim
x

m
xk

x→∞
+






1  (4) lim

x

x
x
x→∞

+
+
+











2 3
2 5

2

2

8 32

  

 (5) lim
x

x

x→∞

+

+





1 3 2

  (6) lim
sin

x

x

x→









0

3

3

2

9th Differential Calculus 1.indd   126 03-09-2018   15:48:19

www.tntextbooks.in



127 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

 (7) lim
sin
sinx

x

x→0

α
β

 (8) lim
tan
sinx

x

xo0

2
5

 

 (9) lim
sin( )
(sin )α

α
α→0

n

m  (10) lim
sin( ) sin( )

x

a x a x

x→

+ − −
0

 

 (11) lim
x

x a a

x b b→

+ −

+ −0

2 2

2 2
 (12) lim

arcsin
x

x

xo0

2
3

 

 (13) lim
cos

x

x

x→

−
0 2

1
 (14) lim

tan
x

x

xo0

2

 (15) lim
x

x x

x→

−
0

2 3
 (16) lim

x

x

x→

−
+ −0

3 1

1 1

 (17) lim
cos
sinx

x

x x→

−
0

21
2

 (18) lim
x

x xx
x

e
→∞

+ − 





 −









3 1

11 1

cos

 (19) lim{ [log( ) log( )]}
x

x x a x
→∞

+ −  (20) lim
sin
sinx

x

x→π

3
2

 (21) lim( sin )
x

xx
→

+
π
2

21 cosec  (22) lim
cos

sinx

x

x→

− +
0 2

2 1

 (23) lim
sin sin

tanx

x x

x→

+ − −
0

1 1
 (24) lim

x

x
x x

x x→∞

− +
− +











2

2

2 1
4 2

 (25) lim
sinx

x xe e

x→

−−
0

 (26) lim
x

ax bxe e

x→

−
0

 (27) lim
sin ( cos )

x

x x

x→

−
0 3

1
 (28) lim

tan sin
x

x x

x→

−
0 3  

9.3 வதா்டர்ச்சித் தனவம (&ontinuity)
 ;ரு சோர்�ன தனிச்சிைப்பு ைோயÛத ைÙபுக�ல ;ன² அதன ்தோ்டர்ச்சியோகும். Fப்டமுபையில 
கோªம் ைை இயறபக ¹Oலக�ல இÛதப் ைÙ�பனக கோDைோம். 6தோரDமோக ;ரு கம்�பய 
¹்்டற²ம்்ைோது கம்�யோனது ்தோ்டர்Ûது நீடசியப்டகிைது. <ர் 6யி�யின ்தோ்டர்ச்சியோன ைNர்ச்சி, 
்தோ்டர் <ட்டம், ை�மÙ்டை ் ைப்ை�பையின ் தோ்டர்ச்சியோன மோ²தல எனப் ைைைோைோக ் ை¦ைபதக 
்கடடிருப்்ைோம்.

 ;ரு சோர்�ன ்தோ்டர்ச்சி எனை கருத்தோனது சோர்�ன ைபNைபர எஙகும்  “ 6ப்டÛது 
கோDப்ை்டவிலபை”  எனைபத அடிப்ைப்டயோகக ்கோÙ்டது. இÛதச் ்சோல “ C ontinuous ” எனைது 
இைத்�ன ்மோ�யில “ C ontinue r e ” இபDÛதிருத்தல எனை ்சோல�ல இருÛது ்தோனறியது 
ஆகும். சோர்புகபNப் ைகுப்ைோயவு ்சய°ம்்ைோது ்தோ்டர்ச்சியோனது எனைபதக குறிப்�்ட “ 6ப்டÛது 
கோDப்ை்டவிலபை”  அலைது “ இபDÛதிருககிைது”  எனக கூ²ைதில ்ை�ய குபைைோடு 6ள்Nது. 
ஆக்ை ் தோ்டர்ச்சியினபம ைறறி அறிய சோர்�ன ைபNைபரபய முதிர்ச்சி இலைோமல ையனைடுத்துைது 
தைைோன ை�கோடடுதைோகும். இருப்�­ம் ;ரு சோர்�றகு ;ரு குறிப்�ட்ட இப்ட்ை�யில ்தோ்டர்ச்சி 
எனைது சோர்ைகம் ்த�Ûது ்கோÙடு, அÛத ைபNைபரபயப் ்ைனசி�ன முபனபய எடுககோமல 
ைபரயககூடிய ைபNைபர எனைபதப் �னனர் ;ருைர் 6Dர்Ûது ்கோள்ைோர்.

 ்தோ்டர்ச்சியின கருத்தோககத்பதப் பு�Ûது்கோள்Nத் ்தோ்டர்ச்சிபய எலபை°்டன 
்தோ்டர்புைடுத்திக கறைல எனைது �கச் சிைÛத ை�யோகும். ்ைோதுைோகக கூை்ைÙடுமோனோல, 
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்தோ்டர்ச்சித் தனபம 6ள்Nது 
எனக கூ²ம்்ைோது அதன 
்ைோருள் ்தபையோன <ர் 
எலபை கிப்டககினைது 
எனைதோகும். எலபையி�ருÛது 
்தோ்டர்ச்சிககோன கருத்தோககத்பத 
6ருைோகக ;ரு புள்�யில Fமது 
கைனத்பதக குவிகக ்ைÙடும். 
;ரு புள்�யில எலபை மற²ம் 
்தோ்டர்ச்சி ஆகியபை ்தோ்டகக 
�பைக கருத்துகள் ஆகும். 
ஆனோல சோர்�ன ்தோ்டர்ச்சி எனைது 
புள்� ைோ�யோக ்ைைப்ைட்ட சோர்பு 
முµபமககுமோன ்ைோதுப் ைÙபு ஆகும்.

 6தோரDமோக, ;ரு ்ைப்ைமோனி T  ஆனது L  நீNமுள்N ¹்டோன கம்�யின ்ைப்ை �பைபயப் 
ைதிவு ்சயைதோகக ்கோள்்ைோம். L -ன மீதுள்N ;á்ைோரு புள்� x-³ம் அதன ்ைப்ை�பை t(x) 
எனக.  L  நீNமுள்N கம்�யில x0-: அப்ட°ம் ைபர அதன ்ைப்ை�பை  250qF  எனக ்கோள்்ைோம்.  
x0 எனை புள்�யில தி�்ரன² ்ைப்ை�பையோனது (insul a tion) கோப்�ன கோரDமோக அபையின 
்ைப்ை�பையோன 75qF  -ககுக குபைகினைது. x0 -ககுப் �ைகு அதன ்ைப்ை �பை  250qF  ஆகத் 
்தோ்டர்கிைது எனில சோர்�ன குறி�ட்டோல

 t(x) =   
250

75
0

0

D

D

F x x

F x x

  ;  

   ;   

≠

=






 என எµதைோம்.

 ஆக்ை x0  எனை புள்� தனித்துைப் புள்�யோக (சிைப்பு புள்�யோக அலைது ைOககமறை 
புள்�யோக) மோ²கினைது. ்ைப்ை�பையின  ச்பச ஆரோ°ம்்ைோது x ஆனது x0-: ்Fருஙகவிலபை 
எனைபத அறியைோம். ¦ருககமோகக கூறினோல  x0-ல ;ரு துள்Nல �கâÛதுள்Nது. ஆக்ை 
்ைப்ை�பைச் சோர்ைோனது x0 -ல ்தோ்டர்ச்சியோக இலபை எனக கூை முறைடுகின்ைோம். 9்னனில 
x0 -ன அÙபமயில x இருககும்்ைோது t(x) =  250qF  ஆக இருப்ைதோல t(x0)-ன மதிப்பும்  250qF  ஆக 
இருகக ்ைÙடும் என எதிர்ைோர்ககி்ைோம். இப்்ைோµது Fோம் ்தோ்டர்ச்சி எ­ம் கருத்தோககத்பத 
்ைோதுபமப்ைடுத்தும்்ைோது �ரதி �ம்ைஙகள் ்Fருஙகி ைரும்்ைோது அதறகு�ய �ம்ைஙகளும் ்Fருஙகி 
ைர்ைÙடும் எனகி்ைோம்.
 ்மறகூறிய எடுத்துககோடடில கம்�யின மீதுள்N புள்�கள் �ரதி �ம்ைஙகள் ஆகும். அதறகோன 
்ைப்ை�பைக�ன �ம்ைஙகள் ஆகும்.

 ;ரு மோDை­ககுத் ்தோ்டர்ச்சிபயப் ைறறிய 6ள்ளுDர்ைோன கருத்து அதன ்தோ்டர்ச்சித் 
தனபமயி�ருÛது 6ருைோக ்ைÙடு்ம அலைோமல, Fப்டமுபையில கோDப்ைடும் தி�்ரன 9றைடும் 
்தோ்டர்ச்சியறை தனபமயி�ருÛது 6ருைோகக கூ்டோது. 6்டனடியோக மனத்தில ்தோன²ம் சிை 
சோர்புக�ன க~த மோதி�கபNக �்O ைடடிய�டடுள்்Nோம்.

ை்டம் 9.32

 ை்டம் 9.33 ை்டம் 9.34 ை்டம் 9.35 

L

T

x

250 F75 F

0
x

btg;gkhdpapd;
myFfs;

Nlhd fk;gp

a a a
( ( (

b b b
) ) )x x x

y y y

x0 x0 x0

f(x0)

0( ) tiuaWf;fg;gltpy;iyf x lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

≠
0

0f x( )0
− kw;Wk; f x( )0

+

vd;gd rkkw;wit
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129 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

 (1) ;� விNகபக ;�ரச் ்சயதல :  இஙகு ;�யின ்சறிவு எனைது கோைத்பதப் ்ைோ²த்த 
சோர்பு.

 (2) ைோகனஙக�ன ்மோதல :  இஙகுத் திபச்ைகம் எனைது கோைத்பதப் ்ைோ²த்த சோர்பு.

 (3) ைோ்னோ�யிபன அபDத்தல :  இஙகு ;�யின ்சறிவு கோைத்பதப் ்ைோ²த்த சோர்பு.

 (4) ைÆன ்ைடித்தல :  இஙகு ஆரம் 6ள்்N ்ச³த்தப்ைடும் கோறபைப் ்ைோ²த்த சோர்பு.

 (5) கயிறறிபன அ²த்தல :  இஙகு இ²ககம் எனைது நீNத்பதப் ்ைோ²த்த சோர்பு.

 (6) அ×சல கட்டDம் :  இஙகு அ×சல கட்டDம் எனைது எப்டபயச் சோர்Ûத சோர்பு.

 (7) ைருமோன ை� :  இஙகு ை� விகிதம் எனைது ைருமோனத்பதச் சோர்Ûத சோர்பு.

 (8) ையது ைரு்டஙக�ல :  இஙகு ையது முµ ைரு்டஙக�ல எனைது கோைத்பதச் சோர்Ûத சோர்பு.

 (9) கோப்�டடுத் தைபD :  தைபD எனைது ையபதப் ்ைோ²த்த சோர்பு.

 எடுத்துககோடடுகள் (1) - (5) ைபர �கவும் துல�யமோக இலபை. எடுத்துககோட்டோக ;�யின 
்சறிவு எனைது ைரைைோக பூஜ்ஜிய ்சறிவி�ருÛது �பகச் ்சறிபை ்Fோககி Fகர்கிைது. 6Ùபமயில 
இயறபக ்தோ்டர்ச்சியறை தனபமபய ்ை²ப்ைதோகத் ்தோன²கிைது. (6) - (9) ைபர 6ள்N 
எடுத்துககோடடுகள் ் தோ்டர்ச்சியறைதோகவும் ் ம³ம் 6Ùபமயில ;ரு குறிப்�ட்ட புள்�யில துள்Nல 
இருப்ைபத°ம் அறியைோம்.

 மோDைர்கள், ்தோ்டர்ச்சியின ைபரயபைபய, ைOககமோக Fோம் Fப்டமுபையில ையனைடுத்தும் 
்தோ்டர்ச்சியோன எனை ைோர்த்பதயின ் ைோருளு்டன ;ப்�டடுப் ைோர்கக ் ைÙடும். ;ரு ் தோ்டர்ச்சியோன 
�கâைோனது ைடிப்ைடியோக எÛத இப்டÃ²ம் இலைோம³ம், தி�்ரனை மோறைஙகளும் இலைோதைோ² 
Fப்ட்ை²ைதோகும். அதோைது அதில எÛத ;ரு <டப்ட்யோ, துள்N்ைோ அலைது இப்ட்ை�்யோ 
இலைோதிருத்தைோகும். �âககோªம் x-ன மூன² மதிப்புக�ல ்தோ்டர்ச்சியறை தனபம 6ள்Nபதக 
கோDைோம். இப்ட்ை� (a, b)-ன மறை எலைோ இ்டஙக�³ம் f-ன ைபNைபர எÛதவித கு²க�டும் 
இனறித் ்தோ்டர்ச்சியோக 6ள்Nது.

 ்மறகூறிய ைபNைபரக�ல (ை்டம் 9.33 - 9.35) மூன² �ைÛதபனக�ல  x =  x0 எனை புள்�யில 
்தோ்டர்ச்சித் தனபம இலைோமல இருகக மூன² �ைÛதபனகள் 6ள்Nன.

 (1) x =  x0-ல சோர்பு ைபரய²ககப்ை்டவிலபை.

 (2) x =  x0-ல f(x)-ககு எலபை ைபரய²ககப்ை்டவிலபை.

 (3) x =  x0-ல f(x)-ககு எலபை 6ள்Nது. ஆனோல இதன மதிப்பு  f(x0)-ககுச் சமமோக இலைோமல 
இருககிைது.

 Fோம் இப்்ைோµது சிை விNகக எடுத்துககோடடுகபNக கோÙ்ைோம்.
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.6

 (i) f(x) =  x2+3 (ii) f(x) =  
16
4

2−
+

x

x
 

தீர்வு

 (i) x o 2 எனில ;ரு ைகக எலபைகள்

   lim ( )
x

f x
→ −2

 =  7,    lim ( )
x

f x
→ +2

  =  7

 என்ை lim ( )
x

f x
→

=
2

7  ்ம³ம் f(2) =  7 =  lim ( )
x

f x
o2

. இதனோல  x =  2-ல f(x) ்தோ்டர்ச்சியோனது.

 (ii) இதன ;ரு ைகக எலபைகள்

   lim ( )
x

f x
→− −4

 =  8
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   lim ( )
x

f x
→− +4

 =  8

 ஆபகயோல lim ( )
x

f x
→−4

  =  8   ஆனோல f(- 4)-ன மதிப்பு இலபை.

 f(x)-ன எலபை மதிப்பு இருÛத்ைோதி³ம் x = −4 -ல சோர்�ன   மதிப்பு f ( )−4  

ைபரய²ககப்ை்டவிலபை. இதனோல lim ( )
x

f x
→−4

 இருப்ைதறகும் f(- 4)ஆக இருப்ைதறகும் எÛதத் 
்தோ்டர்பும் இலபை.
 தற்ைோது Fோம் ்தோ்டர்ச்சி ைறறி முபையோன ைபரயபைபயக கோÙ்ைோம்.

ைவ�யவை 9.7
 x0-: 6ள்N்டககிய திைÛத இப்ட்ை� I எனக.   f :  I ®   எனக.  f  எனை சோர்பு x =  x0-ன 

அÙபமப்ைகுதியில ைபரய²ககப்ைடடு x =  x0  எனை புள்�யில சோர்�ன மதிப்பும், அதன எலபை 
மதிப்பும் கிப்டககப்்ைற² சமமோகவும் இருககுமோனோல, f எனை சோர்பு x =  x0 எனை புள்�யில 
்தோ்டர்ச்சியோனது எனைோம்.

 இáைோ² x =  x0  எனை புள்�யில ;ரு சோர்பு y  =  f(x) ்தோ்டர்ச்சியோனதோக இருகக மூன² 
�ைÛதபனகபN �பைவு ்சயய ்ைÙடும்.

 (i) x0-ன அÙபமப் ைகுதியில f(x) ைபரய²ககப்ைடடிருகக ்ைÙடும்.

 (ii) lim ( )
x x

f x
o 0

 கிப்டகக ்ைÙடும்.

 (iii) f(x0) =  lim ( )
x x

f x
o 0

 .

 �ைÛதபன (iii)-:  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −[ ] =
x

f x x f x
0 0 0 0   என மோறறி°ம் அபமககைோம். ்ம³ம்  

x0-ல  f-ன ்தோ்டர்ச்சிபயப் �னைருமோ² மோறறி°ம் ைபரய²ககைோம். அதோைது. 

ைவ�யவை 9.8
 x0 எனை புள்�யின அÙபமப் ைகுதியில சோர்பு f ைபரய²ககப்ைடடு 

lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −[ ] =
x

f x x f x
0 0 0 0ஆகவும் இருககுமோனோல y  =  f(x) எனை சோர்பு x =  x0 எனை 

புள்�யில ்தோ்டர்ச்சியோனது எனைோம்.

 (iii) எனை �ைÛதபனபய lim ( ) lim
x x x x

f x f x
→ →

= ( )
0 0

 எனவும் எµதைோம். lim
x xo 0

x-ல f ஆனது 

்தோ்டர்ச்சியோக இருககுமோனோல எலபைக குறி�டப்ட°ம், சோர்புக குறி�டப்ட°ம் இ்டமோறைம் ் சயய முடி°ம்.

9ŲŷŲ1 �� �ள்jயில வதா்டர்ச்சியா� �ார்�கjன எடுத்�ககாடடுகள்

( E xam p l es of  f u nc t i on s c on t i nu ou s at  a p oi nt )

 (1) மோறி�ச் சோர்பு  -ன எலைோ புள்�யி³ம் ்தோ்டர்ச்சியோனது .

  f x k k( ) ,= ∈  எனைது ;ரு மோறி�. x0 ∈,  எனில f x k( ) .0 =  ்ம³ம்

  lim ( ) lim( ) .
x x x x

f x k k
→ →

= =
0 0
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 (2) �பக முµ எÙ அடுககு 6ப்டய அடுககுச் சோர்புகள்  -ன எலைோ புள்�க�³ம் 

்தோ்டர்ச்சியோனபை.  f(x) =  xn எனில, f -ன சோர்ைகம்    =  (- f, f) மற²ம் எலபைத் 

்தறைத்தினைடி lim ,
x x

n
o
nx x x

→
= ∈

0
0  .

 (3) p (x) =  a x a x a x a an n
n n0 1

1
1 0 0+ + + + ≠−
−" ,  எனை ைல³²ப்புக ்கோபைகள்  -ன எலைோ 

புள்�க�³ம் ்தோ்டர்ச்சியோனது. எலபைத் ்தறைப்ைடி 

   lim ( )
x x

p x
o 0

 =  a x a x a x a p xn n
n n0 0 1 0

1
1 0 0+ + + + =−
−" ( )

 (4) ைல³²ப்புக ்கோபைக�ன �னனம் அதோைது  R (x) =  
p x

q x

( )
( )

 , q (x) z 0 எனை விகிதமு² 

சோர்புகள் எலைோப் புள்�க�³ம் ்தோ்டர்ச்சியோனபை.

   lim ( )
x x

R x
o 0

 =  lim
x xo 0

 
p x

q x

( )
( )

    =  
lim ( )

lim ( )
( )
( )

( )x x

x x

p x

q x

p x

q x
R x→

→

= =0

0

0

0
0 .

 (5)  ைட்டச் சோர்புகNோன sin x  மற²ம் cos x எனைபை அைறறின சோர்ைகம்   =  (- f, f)-ல 

6ள்N எலைோப் புள்�க�³ம் ்தோ்டர்ச்சியோனபை.

   lim
x xo 0

 sin x =  sin x0 ,  lim cos cos
x x

x x
→

=
0

0 .

  இதன விபNைோக, எலபைக�ன தபை�� மற²ம் ைகுத்தல விதிகி�னைடி, ta n x, cot x,  
cose c x, se c x ்ைோனை சோர்புகள் அைறறிறகு ்ைோருத்தமோன சோர்ைகஙக�ல ்தோ்டர்ச்சியோனபை.

 (6) f x x n( ) =
1

 ்ைோனை n-ஆம் ைடி மூை சோர்புகள் அைறறிறகு ்ைோருத்தமோன சோர்ைகஙக�ல 

்தோ்டர்ச்சியோனபை. கோரDம்  lim
x x

n nx x
→









 =

0

1

0

1

 .

 (7) தபை��ச் சோர்பு f x
x

( ) =
1

,  x =  0-ல அது ்தோ்டர்ச்சியறைது. ஆனோல   −{ }0 -ல எலைோ 

புள்�களுககும்  f ்தோ்டர்ச்சியோனது.

 (8) h (x) =  
x x
x x
+

+





1 0
1 02

,
,
    
  

≤

>
 

  h -ன சோர்ைகம் எலைோ ்மய்யÙகள் ஆகும். ்ம³ம்

   lim
x → −0

 h (x) =  lim( ) ( )
x

x h
→ −

+ = =
0

1 1 0  

   lim
x → +0

 h (x) =  lim( ) ( )
x

x h
→ +

+ = =
0

2 1 1 0 .

  என்ை x =  0-ல  h  ;ரு ்தோ்டர்ச்சியோன சோர்ைோகும். ்ம³ம் (- f, 0) மற²ம் (0, f)-ல  h  ;ரு 
்தோ்டர்ச்சியோன சோர்பு. என்ை, (- f, f)-ல  h (x) ;ரு ்தோ்டர்ச்சியோனது.
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132X I  -  க~்த�Jà

 (9) மீப்்ைரு முµ எÙ சோர்பு f(x) =  x  , x =  0-ல ்தோ்டர்ச்சியறைது.

   lim
x → −0

 x    =  - 1 மற²ம்

   lim
x

x
→ +

 
0

 =  0

  எலைோ முµ எÙ மதிப்புகளுககும் இÛதச் சோர்பு ்தோ்டர்ச்சியறைது.

   குறிப்ைோக  lim
x n

x
→ −

   =  n - 1 மற²ம்

   lim
x n

x
→ +

   =  n.

 (10) மடடுச் சோர்பு  -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது.

  f(x) =  | x|  =   

−
=









x x
x

x x

  ; 
     ; 
     ;  

<

>

0
0 0

0
  குறிப்ைோக, 
   lim | |

x
x

→ −0
 =  lim( )

x
x

→ −
−

0
 =  0,

   lim | |
x

x
→ +0

 =  lim
x → +0

(x) =  0, மற²ம்

   lim ( )
x

f x
→ −0

 =  0 =  lim ( )
x

f x
→ +

=
0

 0 =  f(0).

 (11) ைடிககுறிச் சோர்பு f(x) =  ex,  -ன எலைோ புள்�களுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது.
 (12) ம்டகபகச் சோர்பு f(x) =  log x (x >  0), (0, f)-ல ்தோ்டர்ச்சியோனது.

9ŲŷŲ2 வதா்டர்ச்சியா� �ார்�கjன இயறகணிதம்

( Al ge b ra of  c on t i nu ou s f u nc t i on s)
 f மற²ம் g  எனை சோர்புகள், x0-: 6ள்N்டககிய அÙபமப் ைகுதியி³ம் x0  எனை புள்�யி³ம் 
்தோ்டர்ச்சியோனபைகள் எனில,
 (1) x =  x0-இல f + g   ்தோ்டர்ச்சியோனது
 (2) x =  x0-இல f - g   ்தோ்டர்ச்சியோனது
 (3) x =  x0-இல f . g   ்தோ்டர்ச்சியோனது

 (4) x =  x0-இல  
f
g

 (g (x) z 0) ்தோ்டர்ச்சியோனது

 (5) ்தோ்டர்ச்சிபயப் ைறறிய சோர்புக�ன ்சர்ப்புத் ்தறைம் f  எனை சோர்பு g (x0)-இல மற²ம்  g  
எனை சோர்பு x =  x0-இல ்தோ்டர்ச்சியோனபை எனில fog  -°ம் x0-இல ்தோ்டர்ச்சியோனது.

¤_ய இவ்டவைjயில வதா்டர்ச்சி

(&ontinuity in a closed  interval)

ைவ�யவை 9.9
 f a b:[ , ]o  எனை சோர்பு, திைÛத இப்ட்ை� (a, b)-ல ்தோ்டர்ச்சியோனதோகவும் 

lim ( ) ( )
x a

f x f a
→ +

=  மற²ம் lim ( )
x b

f x
→ −

 =  f(b)ஆகவும் இருப்�ன, அÛதச் சோர்பு மூடிய இப்ட்ை�  

[ a, b ]  -ல ்தோ்டர்ச்சியோனது  எனககூைைோம்.
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133 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

 அதோைது ;ரு சோர்பு a-ககு ைைப்ைகக�ருÛது ்தோ்டர்ச்சியோகவும்  b-ககு இ்டப்ைகக�ருÛது 
்தோ்டர்ச்சியோகவும் மற²ம் (a, b) திைÛத இப்ட்ை�யில 6ள்N ;á்ைோரு புள்�  x0-ககும் 
்தோ்டர்ச்சியோக இருகக ்ைÙடும்.
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 9.7

 f(x) =  1 2− x எனை சோர்�ன ்தோ்டர்ச்சித் தனபமபய ஆரோயக.
தீர்வு

 சோர்பு f-ன ைபரயபைப்ைடி சோர்ைகம் மூடிய 
இப்ட்ை�  [ -1,1]  ஆகும். 

 (1 - x2 t 0 ஆக இருககும்்ைோது  f 
ைபரய²ககப்ைடுகிைது )  
 c  ∈ (-1, 1) எனை 9்த­ம் ;ரு புள்�ககு

  lim
x co

 f(x) =  lim
x c

x
→

−1 2  =  lim( )
x c

x
→

−



1 2

1
2  

   =  ( ) ( )1 2
1
2− =c f c .

  lim ( )
x

f x
→− +1

 =  lim ( ) ( )
x

x f
→− +

− = =
1

2
1
21 0 1 .

  lim ( )
x

f x
→− −1

 =  lim ( )
x

x
→− −

−



1

2

1
21 =  0 =  f(-1).

 இáைோைோக f எனை சோர்பு [ -1, 1]  இப்ட்ை�யில ்தோ்டர்ச்சியோனது. இÛதக கDககிபன 
சோர்புக�ன ்சர்ப்புத் ்தறைம் மூைமும் �ர்ககைோம்.

எடுத்�ககாடடு 9.37
   �னைரும் சோர்புகள் எÛத இப்ட்ை�க�ல ்தோ்டர்ச்சியோனது எனக கோÙக.

 (i) f(x) =  ta n x  (ii)  g (x) =  
sin ,

,

1 0

0 0
x

x

x

   

          

≠

=






        (iii) h (x) =  

x
x

x

x

sin ,

,

1 0

0 0

   

            

≠

=






 

தீர்வு

 (i) f(x) =  ta n x எனை சோர்பு x =  (2n + 1) 
p
2

 , n ∈ Z  எனை இ்டஙக�ல 

ைபரய²ககப்ை்டவிலபை. மறை எலைோ இ்டஙக�³ம் இது ்தோ்டர்ச்சியோனது, என்ை  
f(x) =  ta n x சோர்பு

  ... , , , , , ,...− −





 −














3
2 2 2 2 2

3
2

π π π π π π
 ்ைோனை திைÛத இப்ட்ை�க�ல 

்தோ்டர்ச்சியோனது.

 (ii) y
x

=
1

 எனை சோர்பு x =  0-: தவிர   -ன மறை எலைோ இ்டஙக�³ம் ்தோ்டர்ச்சியோனது. 

x =  0-இல சோர்பு ைபரய²ககப்ை்டவிலபை. 
  g x

x
( ) sin=

1
 எனை சோர்பு x =  0 தவிர மறை எலைோ இ்டஙக�³ம் ்தோ்டர்ச்சியோனது.  

lim ( )
x

g x
o0

 மதிப்பு கிப்டககோது. என்ை g  எனை சோர்பு (- f, 0) மற²ம் (0, f) 

இப்ட்ை�க�ல ்தோ்டர்ச்சியோனது.

-1 1

1

y

o

x

2
( ) 1f x x= −

ை்டம் 9.36
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134X I  -  க~்த�Jà

 (iii) h (x) எனை சோர்பு,   =  (- f, f)-ல x0 z 0 என 6ள்N எலைோ புள்�களுககும் 

ைபரய²ககப்ைடடுள்Nது.

   lim ( )
x x

h x
o 0

 =  lim sin
x x

x
x→









0

1
 =  x

x0
0

1
sin  =  h (x0)

 F or  x0 0=  
   h (x) =  x

x
.sin 1

 

� � � − x d x
x

xsin 1
b

   g (x) =  − = =x f x x
x

h x x, ( ) sin , ( )1
 

   lim ( )
x

g x
o0

 =  0, lim ( )
x

h x
→

=
0

0  

    lim sin .
x

x
x→
=

0

1 0    

 ்Fருககுத் ்தறைத்தினைடி

   lim sin
x

x
x→







0

1
 =  0 =  h (0).

  என்ை ்மய்யÙ ்கோடடில 6ள்N எலைோப் புள்�களுககும் h (x) ்தோ்டர்ச்சியோனது.

எடுத்�ககாடடு 9.38
 தககோ� ்மோத்த விறைபனயோNர் ;ருைர் புதியதோக அ²ைப்டயோன தககோ�யின விபை 
100 கி்ைோவுககு குபைைோக ைோஙகினோல Äைோய ₹ௗ����/கி  தமும் குபைÛதைடசம்  100 கி 
ைோஙகினோல Äைோய ₹ 0.14/கி விறைதோகக கோÙகிைோர். ்மோத்த விபையின சோர்பை°ம் 100 கி்ைோ 
ைோஙகும்்ைோது 6ள்N விபைபய°ம் கோÙக.
தீர்வு
 Fோள் ;ன²ககு ைோஙகும் தககோ�யின அNவு x எனக. மற²ம் விபை C  எனக.

 C (x) =  
0 16 0 100
0 14 100

. ,

. ,
x x
x x

  ;  
  ;   

≤ <
≥





 

 இÛதச் சோர்�ன ை்டம் �னைருமோ² �

ை்டம் 9.37

100

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24 y

m = .14

m = .16

x
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135 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

  x =  100-இல சோர்பு ்தோ்டர்ச்சியறைது. 9்னனில  lim ( )
x

C x
→ −

=
100

16  மற²ம்

lim ( )
x

C x
→ +

=
100

14  

 C (100) =  14

 இáைோைோக, lim ( ) lim ( ) ( )
x x

C x C x C
→ →− +

= ≠ = =
100 100

16 14 100  

 இஙகுச் சோர்பு ;ரு குறிப்�ட்ட மதிப்பு 14-ல இருÛது மற்ைோரு எÙ 16ககு மோறைம் அப்டகிைது.

9ŲŷŲŷ xககக �_ய மறறும் �ள்!ல வதா்டர்ச்சியறை தனவம

            ( 5emovable and -ump discontinuities)
 �னைரும் சோர்புகபNக கைனிப்்ைோம் :

 (i) f x x
x

( ) sin
=  

 (ii) g x C x( ) ( ).=   (எடுத்துககோடடு 9.38-ல ைபரய²ககப்ைட்ட C x( ) )

 x = 0 -: தவிர ்மய்யÙ ்Fர்க்கோடடில 6ள்N எலைோ புள்�களுககும்  f(x) 

ைபரய²ககப்ைடடுள்Nது. அதோைது, f(0) ைபரய²ககப்ை்டவிலபை. ஆனோல, lim sin
x

x
x→

=
0

1  ஆக 

6ள்Nது. �னைருமோ² சோர்பை மோறறி ைபரய²ப்்ைோம் எனில

   h (x) =  
sin ,x

x
x

x

≠

=







0

1 0,       
 

 ்மய்யÙ ்Fர்க்கோடடில 6ள்N அபனத்துப் புள்�களுககும் x =  0-:°ம்  ்சர்த்து h  
ைபரய²ககப்ைடடுள்Nது. ்ம³ம்  x =  0-இல h  ்தோ்டர்ச்சியோனது.

   lim ( )
x

h x
o0

 =  lim sin ( )
x

x
x

h
→

= =
0

1 0 .

 x z 0-ககு h (x) =  f(x) எனைபதக கைனிககவும். மூைச்சோர்பு f(x),  x =  0-இல ்தோ்டர்ச்சியறைதோக 
இருÛத்ைோதி³ம் மோறறி ைபரய²ககப்ைட்ட சோர்பு h பூஜ்ஜியத்தி³ம் ்தோ்டர்ச்சியோனதோக 6ள்Nது. 
அதோைது சோர்பை மோறறி ைபரய²த்து ்தோ்டர்ச்சியறை தனபமபய ்தோ்டர்ச்சியோனதோக மோறை 
முடி°ம். இáைோ² 6ள்N ்தோ்டர்ச்சியறை புள்�கள் நீககககூடியத் ்தோ்டர்ச்சியினபம எனப்ைடும்.

ைவ�யவை 9.10

 h  :  I ® எனை சோர்பு h (x) =  
f x x x

f x x x
x x

( ),
lim ( ),

        ; 
  ;  

≠
=





 →

0

0
0

 என ைபரய²ககப்ைட்டோல I � R  எனை 

இப்ட்ை�யில ைபரய²ககப்ைட்ட சோர்பு f-ககு  x0 � I -இல நீககககூடிய ்தோ்டர்ச்சியறை தனபம 
6ள்Nது எனைோம்.

 நீககககூடிய ்தோ்டர்ச்சியறை தனபமககு lim ( )
x x

f x
o 0

 கிப்டகக ்ைÙடும்.

 எடுத்துககோடடு 9.38-ல 6ள்Nைோ² g (x) =  C (x) எனை சோர்பை ஆயவு ்சய்ைோம்.  
இது [ 0, ¥)-இல 6ள்N எலைோப் புள்�க�³ம் ைபரய²ககப்ைட்டோ³ம், lim ( )

x
g x

o100
 

கிப்டககப்்ைைவிலபை. ்ம³ம் lim ( ) lim ( )
x x

g x g x
→ →+ −

− = − =
100 100

16 14 2  எனை முடிைோன மதிப்புககு 
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;ரு துள்Nல 6ள்Nது. lim ( )
x

g x
o100

-ன மதிப்பு கிப்டககவிலபை எனைதோல  x =  100-இல அது 

்தோ்டர்ச்சியறைது. இது்ைோனை ்தோ்டர்ச்சியறை தனபமகள் துள்Nல ்தோ்டர்ச்சியறை தனபம 
எனப்ைடும். இதி�ருÛது �னைரும் ைபரயபைபயப் ்ைைைோம் �

ைவ�யவை 9.1 1
 I � R   எனை இப்ட்ை�யில f  எனை சோர்பு ைபரய²ககப்ைட்டது எனக. 

 lim ( )
x x

f x
→ −

0

மற²ம் lim ( )
x x

f x
→ +

0

ஆகியபை கிப்டககப்்ைற² lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ →− +

≠
0 0

 எ­மோ²   

x0 � I-இல  f-ககுத் துள்Nல ்தோ்டர்ச்சியறை தனபம 6ள்Nது எனைோம்.

எடுத்�ககாடடு 9.39

 f(x) =  
x

x
x

x

2 1 0

0 0

sin ,

,

  ;  

            ;  

≠

=






 என ைபரய²ககப்ைட்டோல f எனை சோர்பு  -இல ் தோ்டர்ச்சியோனதோ 

எனத் �ர்மோனிகக.
தீர்வு

 இப்ட�டடுத் ்தறைப்ைடி lim sin
x

x
x→
=

0

2 1
0  மற²ம் f(x)-ன ைபரயபைப்ைடி f(0) =  0, என்ை,   

x =  0-இல f ்தோ்டர்ச்சியோனது. ்ம³ம் மறை எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது எனைது 
்த�ைோகத் ்த�கிைது. என்ை f எனை சோர்பு  -இல ்தோ்டர்ச்சியோனது.

பயிற்சி 9.5
 (1) f(x) =  2x2 + 3x - 5   -ன எலைோ புள்�க�³ம் ்தோ்டர்ச்சியோனது என �²வுக. 

 (2) �னைருைனைறறின ்தோ்டர்ச்சித் தனபமபய ஆரோயக :

  (i) x + sin x (ii) x x2 cos  (iii) e xx tan  

  (iv) e xx2 2+   (v) x x. ln   (vi) 
sin x

x 2  

  (vii) 
x
x

2 16
4

−
+

 (viii) |  x + 2 |  + |  x - 1 |  (ix) 
| |
| |
x

x

−
+

2
1

 

  (x) cot x + ta n x

 (3) �னைரும் சோர்புகளுககுத் ்தோ்டர்ச்சித் தனபமபயக ்கோடுககோத புள்�கபNக கோÙக.

  (i) f(x) =  
4 5 3
4 5 3

x x
x x
+ ≤
−





,
,
  ;  
  ;  >  (ii)  f(x) =  

x x
x x
+




2 2
22

,
,

 ;  
     ; 

≥

<

  (iii) f(x) =  
x x
x x

3

2

3 2
1 2

− ≤

+







,
,
  ,  
  ,  >

  (iv) f(x) =  
sin ,

cos ,

x x

x x

   

  

0
4

4 2

≤ ≤








π

π
< <

π
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137 8à[Mகã Iä²ம் Y்தோCர்ÖzÚ ்தå[I

 (4) ்கோடுககப்ைட்ட சோர்புககுக ்கோடுககப்ைட்ட புள்� x0 -இல ்தோ்டர்ச்சியோனதோ அலைது 

்தோ்டர்ச்சியறைதோ எனக கோரDத்து்டன கூ²க.

   (i) x0 =  1,  f(x) =  
x
x

x

x

2 1
1

1

2 1

−
−

=







,

,

  

          

≠
  (ii) x0 =  3,  f(x) =  

x
x

x

x

2 9
3

3

5 3

−
−

=







,

,

  ;  

           ; 

≠

 (5) 
x
x

x

x

3 1
1

1

3 1

−
−

=







,

,

  ;  

          ;  

≠
எனை சோர்பு  (- f, f)-இல ்தோ்டர்ச்சியோனது எனககோடடுக.

 (6) f(x) =   
x
x

x

x

4 1
1

1

1

−
−

=







,

,

   ;  

          ;  

≠

α
 என ைபரய²ககப்ைட்ட சோர்�ல x =  1-இல சோர்பு ் தோ்டர்ச்சியோனது 

எனில, Į-ன மதிப்பு கோÙக.

 (7) f(x) =  

0 0
0 2

4 2

2

,
,

,

    ; 
  ;  

   ;   

x
x x

x

<

≤ <
≥









 எனை சோர்�ன ைபNைபரபய ைபரக. இச்சோர்பு (- f, f)-ல 

்தோ்டர்ச்சியோனது என �²வுக.

 (8) f மற²ம் g  ்தோ்டர்ச்சியோன சோர்புகள் ்ம³ம் f(3) =  5 மற²ம் lim ( ) ( )
x

f x g x
→

−[ ] =
3

2 4  

எனில g (3)-:க கோÙக.

 (9) சோர்பு ்தோ்டர்ச்சியறைதோக 6ள்N புள்�கபNக கோÙக. இÛதப் புள்�க�ல எÛதப் 
புள்�களுககு f-ககு ைைப்ைககத் ்தோ்டர்ச்சி, இ்டப்ைககத் ்தோ்டர்ச்சி மற²ம் எதுவு�லபை 
என 6ள்Nபதக கோÙக.  f -ன ைபNைபரபய ைபரக.

  (i) f(x) =  
2 1 1
3 1 1
2 1 1

x x
x x
x x

+ −
−

−









,

,

  ;   
        ;  

 ;   

≤
< <

≥
  (ii) f(x) =  

( ) ,
( ) ,
x x
x x
−

+







1 0
1 0

3

3

   ; 
   ;  

<

≥

 (10) f  �னைருமோ² ைபரய²ககப்ைடடுள்Nது :

  f(x) =   

0 0
0

                    ;   
                    ;    

x
x x

<
≤ <11

4 2 1 3
4 3

2− + −
−











x x x
x x

  ;   
              ;    

≤ <
≥

  இÛதச் சோர்பு ்தோ்டர்ச்சியோனதோ"

 (11) �னைரும் சோர்புக�ல எைற²ககு x =  x0-ல நீககககூடிய ்தோ்டர்ச்சியறை தனபம 6ள்Nது 
எனக கோÙக?  ்தோ்டர்ச்சியறை தனபம இருககுமோனோல,  f-ன  x z x0-ககு 9றைைோ²   
 -இல ்தோ்டர்ச்சியோக இருககுமோ²  g  எனை சோர்பைக கோÙக.

  (i) f(x) =  
x x

x
x

2

0
2 8

2
2− −

+
= −,     .

9th Differential Calculus 1.indd   137 03-09-2018   15:48:52

www.tntextbooks.in



138X I  -  க~்த�Jà

  (ii) f(x) =  
x
x

x
3

0
64
4

4+
+

= −,   .

  (iii) f(x) =  
3
9

90
−
−

=
x

x
x,      .

 (12) g x
x b x
bx x

( ) =
− <
+ ≥





2 2 4
20 4

  ;  
  ;  

 எனை சோர்பு ( , )−∞ ∞ -ல ்தோ்டர்ச்சியோனது எனில மோறி� b -:க 

கோÙக.

 (13) f x x
x

( ) sin=
π   எனக. f(0)-ன எÛத மதிப்புககு f எலைோ இ்டஙக�³ம் ்தோ்டர்ச்சியோனதோக 

இருககும் ?

 (14) f x x
x

( ) = −
−

2

3

1
1

 எனை சோர்பு x =  1-ல ைபரய²ககப்ை்டவிலபை.  f(1)-ன எÛத மதிப்�றகு   

x =  1-ல f ்தோ்டர்ச்சியோனதோக இருககும் ?

 (15) �னைரும் ைபNைபரகளுககு x x= 0 -ல எáைோ² ்தோ்டர்ச்சியற² 6ள்Nது எனககூ²க"

பயிற்சி 9.6
ச�யோன அலைது �கவும் 9றபுப்டய விப்டயிபனக ்கோடுககப்ைட்ட  
Fோனகு மோற² விப்டக��ருÛது ்தர்Û்தடுககவும்.

 (1) lim sin
x

x
x→∞

 

  (1) 1 (2) 0 (3) ¥   (4) −∞  

  ை்டம் 9.38 ை்டம் 9.39

x

y

O
x

y(a) (b)

0
x

0
xO

x

y
(c) (d)

0
xO

-2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

y

0
x x�

x

  ை்டம் 9.40 ை்டம் 9.41
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 (2) lim
cos/x

x
x→

−
π

π
2

2
 

  (1) 2 (2) 1 (3) −2   (4) 0

 (3) lim cos
x

x
x→

−
0

1 2
 

  (1) 0 (2) 1 (3) 2   (4) இைறறில 9து�லபை

 (4) lim sin
sinθ

θ
θ→0

 

  (1) 1 (2) − 1 (3) 0 (4) 2

 (5) lim
x

x
x x
x x→∞

+ +
+ +











2

2

5 3
3

  (1) e4  (2) e2  (3) e3  (4) 1

 (6) lim
x

x
x→∞

−
+

=
2 1

2 1
 

  (1) 1 (2) 0 (3) − 1 (4) 
1
2

 

 (7) lim
x

x xa b
x→∞

−
=  

  (1) log ab  (2) log a
b






   (3) log b

a






   (4) a

b
 

 (8) lim
x

x x x x

x→

− − +
=

0 2

8 4 2 1
 

  (1) 2 log 2 (2) 2 2 2(log )   (3) log 2 (4) 3 log 2

 (9) f x x xx( ) ( ) ,= − ≤



1 0

1

, இஙகு x எனைது x-ககுச் சமமோன அலைது குபைைோன மீப்்ைரு முµ 
எÙ, எனில, lim ( )

x
f x

o0
-ன மதிப்பு

  (1) − 1 (2) 0 (3) 2 (4) 4

 (10) lim
x

x
→
  =3

  (1) 2 (2) 3 (3) மதிப்பு இலபை (4) 0

 (11)   f x
x

x x
x

( )
,
,

=
− + < ≤




≤ ≤3 0
3 5 1 2

1
எனில

  (1) lim ( )
x

f x
→

=
1

1    (2) lim ( )
x

f x
→

=
1

3  

  (3) lim ( )
x

f x
→

=
1

2    (4) lim ( )
x

f x
o1

 இலபை
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 (12) f :  o  எனைது f x x x x( ) | |= −  + − ∈3 4 ,   , என ைபரய²ககப்ைட்டோல lim ( )
x

f x
→ −3

 -ன 

மதிப்பு

  (1) − 2 (2) − 1 (3) 0 (4) 1

 (13) lim sin
x

xxe x
x→

−
0

 -ன மதிப்பு

  (1) 1 (2) 2 (3) 3 (4) 0

 (14) If  lim sin
tanx

px
x→
=

0 3
4  எனில p -ன மதிப்பு

  (1) 6 (2) 9 (3) 12 (4) 4

 (15) lim sin cos
/x→

−

−
π

α α

α π4

4

 -ன மதிப்பு

  (1) 2   (2) 
1
2

  (3) 1 (4) 2

 (16) lim
n n n n

n
n→∞

+ + + +







1 2 3
2 2 2 2"  is

  (1) 
1
2

  (2) 0 (3) 1 (4) ¥  

 (17) lim
sin

x

xe
x→

−
=

0

1
 

  (1) 1 (2) e (3) 
1
e

  (4) 0

 (18) lim
tan

tan

x

x xe e
x x→

−
−

=
0

 

  (1) 1 (2) e (3) 
1
2

  (4) 0

 (19) lim sin
x

x
xo0 2

 -ன மதிப்பு

  (1) 1 (2) − 1 (3) 0 (4) ¥

 (20) lim
x k

x x
→ −

−   -ன மதிப்பு இஙகு k
  (1) − 1 (2) 1 (3) 0 (4) 2

 (21) x = 3
2

-ல f x x
x

( ) | |
=

−
−

2 3
2 3

 எனைது

  (1) ்தோ்டர்ச்சியோனது  (2) ்தோ்டர்ச்சியறைது

  (3) ைபகயி்டத்தககது  (4) பூஜ்ஜியமறைது
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 (22) f :  o   எனைது   f x
x x

x x
( )

;
;

=
−





  xU tpfpjKwh vz;

 xU tpfpjKW vz;1  எனில f  எனைது

  (1) x = 1
2

 -ல ்தோ்டர்ச்சியறைது (2) x = 1
2

 -ல ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (3) எலைோ இ்டஙக�³ம் ்தோ்டர்ச்சியோனது (4) எலைோ இ்டஙக�³ம் ்தோ்டர்ச்சியறைது

 (23) சோர்பு f x x
x

( ) = −
+

2

3

1
1

, x = −1 ஆல ைபரய²ககப்ை்டவிலபை. f ( )−1 -ன எம்மதிப்�றகு இÛத 

சோர்பு ்தோ்டர்ச்சியோனதோக இருககும்.

  (1) 
2
3

  (2) −
2
3

  (3) 1 (4) 0

 (24) f  எனை சோர்பு [ 2, 5] -இல ்தோ்டர்ச்சியோனது எனக. x-ன எலைோ மதிப்புகளுககும்  f விகிதமு² 
மதிப்புகபN மடடு்ம ்ை²ம். ்ம³ம் f ( )3 12=  எனில f ( . )4 5 -ன மதிப்பு

  (1) 
f f( ) ( . )

.
3 4 5

7 5
+

  (2) 12 (3) 17.5 (4) 
f f( . ) ( )

.
4 5 3

1 5
−

 

 (25) f  எனை சோர்பு f x x x
x

x( ) | | ,=
−

≠ 0  என ைபரய²ககப்ைடடு f ( )0 2= எனில f எனைது

  (1) எஙகும் ்தோ்டர்ச்சியோனது அலை

  (2) எலைோ இ்டஙக�³ம் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (3) x =  1-: தவிர எலைோ x மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (4) x =  0 -: தவிர எலைோ x மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

்ா்டத் வதா�º�

   இப்ைோ்டப்ைகுதியில Fோம் கற²த் ்த�Ûதபை

 x x-ன மதிப்பு x0 -ககு குபைைோன மதிப்��ருÛது  x0 -: ்Fருஙகும்்ைோது y f x= ( )  எனை 

சோர்�ன எலபை மதிப்பு
 x x-ன மதிப்பு x0 -ககு அதிகமோன மதிப்��ருÛது x0 -: ்Fருஙகும்்ைோது y f x= ( )  எனை 

சோர்�ன எலபை மதிப்பு.
 x x0

-: நீககிய  x0 -ன அÙபமப்ைகுதியில x-ன மதிப்பு x0 -: ்Fருஙகும்்ைோது சோர்பு  

f-ன எலபைமதிப்பு இருககுமோனோல lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x L f x f x L
→ → →− +

= = = =
0 0 0

 என 

இருககும். இதன ம²தபை°ம் 6Ùபம.
 x lim ( )

x x
f x L

→
=

0
  எனைது x x= 0 -: தவிர  x-ன மதிப்பு  x0 -ககு இருபுை�ருÛதும் x0 -: 

்Fருஙகும்்ைோது f(x) -ன மதிப்பு L  -ககு ்Fருஙகுகினைது.

 x lim ( )
x x

f x
o 0

மற²ம் lim ( )
x x

g x
o 0

 இருககுமோனோல
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142X I  -  க~்த�Jà

  (i) lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

±[ ] = ±
0 0 0

, 

  (ii) lim ( ). ( ) lim ( ). lim ( )
x x x x x x

f x g x f x f x
→ → →

[ ] =
0 0 0

 

  (iii) lim ( )
( )

lim ( )

lim ( )x x

x x

x x

f x
g x

f x

g x→

→

→









 =

0

0

0

  எனில g x( ) v 0 ,  lim ( )
x x

g x
→

≠
0

0 .

 x x x→ −
0  எ­ம்்ைோது f x( ) →±∞  அலைது  x x→ +

0  எ­ம்்ைோது f x( ) →±∞  அலைது 

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x l l f x
→ →− +

= ≠ =
0 0

1 2   என இருககுமோனோல, x-ன மதிப்பு x0 -: ் Fருஙகும்்ைோது 

f(x)-ன எலபை மதிப்பு இலபை. 

 x ( , )M ¥  எனைது +∞ -ன அÙபமப்ைகுதி,  M  > 0

  ( , )−∞ K  எனைது  −∞ -ன அÙபமப்ைகுதி K � 0.

 x x x= 0  எ­ம்்ைோது f x( ) →±∞எனில x xo 0 என² ் சஙகுத்துத் ் தோபைத் ் தோடு்கோடு 

ஆகும்.
 x x →∞  எ­ம்்ைோது f x l( ) o 1 அலைது x →−∞  எ­ம்்ைோது  f x l( ) o 2  ஆகியைறறில 

;ன² 6Ùபம எனில y  =  f(x)  எனை ைபNைபரககு y l= 1  (அ) l 2  எனை ்கோடு 
கிப்டமட்டத் ்தோபைத் ்தோடு்கோடு ஆகும்.

 x f x( )  ்தோ்டர்ச்சியோனது எனில

  (i) lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

=
0

0  

  (ii) lim[ ( ) ( )]
∆ →

+ ∆ − =
x

f x x f x
0 0 0 0  

  (iii) lim ( ) lim
x x x x

f x f x
→ →

= ( )
0 0

 இதன ம²தபை°ம் 6Ùபம.

 x துள்Nல மற²ம் நீககககூடிய ்தோ்டர்ச்சியறை தனபம.
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ெ்்க �ண்்கணி்தம்-எல்்்கள 
�ற்றும் வ்தகாடர்²சித் ்தன்்�

்சயலைோடடின இ²தியில

கிப்டககப் ்ை²ைது

்} - �
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி ĊĢĬĊĢğįĞ-வின sěČ İıĞīġĞįġ 
ďĦĪĦıİt ைககத்திறகுச்  ் சலக.  6ஙகள்  ைோ்டம் சோர்Ûத ைை ையிறசித்தோள்கள் இப்ைககத்தில 
்கோடுககப்ைடடிருககும்.. 

்} -�
sďĦĪĦıİ ğĞİĦĠt எனை ையிறசித் தோபNத் ்தர்வு ்சயக. ்தோ்டர் சோர்பு 
்கோடுககப்ைடடிருககும்.6ஙகளுககு ்ைÙடிய புள்�பய Fµைல qĞr Fகர்த்தி 
்தர்வு ்சயது ்கோள்Nைோம்.்கோடு ĵ   ĥ -:  Fகர்த்தவும் (;ரு புள்�ககு 
அருகில) இ்டது மற²ம்  ைைது ைககம் இரு புைமும் f ( h ) -: ச�ைோர்கக Fµைல 
sĥt-: Fகர்த்தவும். புத்தகத்தில 6ள்N ைபரயபை°்டன ;ப்�டடு ச� ைோர்ககவும்..

்ம³ம் புது வினோககளுககு sđĢĴ ēįĬğĩĢĪt எனைபதத் ்தர்வு ்சயயவும்.

6K� �
https://ggbm.at/ycgpqqv9


ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.

�ற்றும் வ்தகாடர்²சித் ்தன்்�

இவ�யச் வ�யல்ாடு 9 ( a)

்} - � ்} - �
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்சயலைோடடின இ²தியில

கிப்டககப் ்ை²ைது

்} - � 
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி ĊĢĬĊĢğįĞ-வின ěČ s İıĞīġĞįġ 
ďĦĪĦıİt ைககத்திறகுச்  ் சலக.  6ஙகள்  ைோ்டம் சோர்Ûத ைை ையிறசித்தோள்கள் இப்ைககத்தில 
்கோடுககப்ைடடிருககும்.

்} - �
sēĦĢĠĢ-ĴĦİĢ ĩĦĪĦıt எனை ையிறசித் தோபNத் ்தர்வு்சயக.்கோடு ĵ   ĥ -: Fகர்த்தவும் (;ரு 
புள்�ககு அருகில) இ்டது மற²ம் ைைதுைககம் இருபுைமும் f (h)  -: ச�ைோர்கக Fµைல 
sĥt-: Fகர்த்தவும். புத்தகத்தில 6ள்N ைபரயபை°்டன ;ப்�டடுச் ச�ைோர்ககவும்.

6K� �
https://ggbm.at/ycgpqqv9

ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.

்} - � ்} - �

ெ்்க �ண்்கணி்தம்-எல்்்கள 
�ற்றும் வ்தகாடர்²சித் ்தன்்�

இவ�யச் வ�யல்ாடு 9 ( b )
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10.1  அறிமுகம் ( I nt rod u c t i on )
 இப்ைோ்டப்ைகுதியில ைபகக்கµக கருத்தியபைப் ைறறி°ம், அதன ்தோ்டர்ைோன இதர 
கருத்துகபN°ம் ஆரோயைதன மூைம் அனைோ்ட ைோâகபகயில சÛதிககும் சைோலகளுககுத் �ர்வுக 
கோD இய³ம். இதன ்தோ்டர்ச்சியோக திபச்ைகத்தின சரோச�பயக �âககோªம் 6தோரDத்தின 
மூைம் கோÙ்ைோம்.

 ;ரு குறிப்�ட்ட ¾ரத்திபனக க்டகக 6ள்ளுDர்வு மூைம் திபச்ைகம் அலைது ் ைக  தத்திபனப் 
ையனைடுத்தும் இயலபு ்ைோதுைோக அபனை�்டமும் 6ள்Nது. சோனைோக ;ரு ம~ ்Fரத்தில ;ரு 
்ைருÛது �� கி.மீ. ¾ரத்திபனக க்டÛதோல அப்்ைருÛதின சரோச�த் திபச்ைகம் ம~ககு �� கி.மீ. என 
அபம°ம். ஆனோல ையDத் ¾ரம் முµைதும் �� கி.மீ. எனச் சீரோன ்ைகத்தி்ை்ய ்ைருÛதிபன 
இயகக இயைோது. 9்னனில Fகர்ப்புைஙக�ல சற்ை ்ைகத்திபன குபைககவும் �ை ைோகனஙகபNக 
க்டககும்்ைோது ்ைகத்திபனக கூட்டவும் ்ைÙடும். ்ை² ்சோறக�ல ்சோலை்தனைோல, 
்Fரத்திபனப் ் ைோ²த்துத் திபச்ைகம் 
மோ²ம் எனைோம்.
      ;ரு ் ைோககுைரத்து �²ைனத்தின 
அட்டைபDப்ைடி ;ரு ்ைருÛது <ர் 
7��ருÛது மற்ைோர் 7ருககுச் 
்சலை ;ரு ம~ ் Fரத்தில �� கி.மீ. 
க்டகக ்ைÙடு்மனில ்ைருÛதின 
ையDப்ைோபதயில ஆஙகோங்க 
9றைடும் ்Fர விரயத்திபன°ம், 
்ைகக குபைவிபன°ம் 9பனய 
இ்டஙக�ல 5டு்சயய ்ைÙடும் 
எனைதபன <டடுFர் 6Dர்Û்த 
்ைருÛதிபன இயககுகிைோர். 
சரோச�த் திபச்ைகம் ம~ககு
�� கி.மீ.  என²  அறிÛதிருÛதோ³ம், 
;ரு குறிப்�ட்ட தருDத்தில 
்ைருÛதின திபச்ைகம் 
எனன்ைனைதறகு விப்டயோக 
அபமயோது. 
 ்ைோதுைோக, சரோச�த் திபச்ைகம் அலைது Fகரும் ்ைோரு�ன சரோச� ்ைகம் எனைது 
இ்டப்்ையர்ச்சியின ்Fர  தம் எனைது �âககோªமோ² ைபரய²ககப்ைடுகிைது.

vave =
gaz J}uk;

gaz neuk;

ைவக நுணகணிதம்
ைவகவம மறறும் ைவகயி்டல முவைகள்

DIF F ERENTIABILITY AND M ETHODS  OF  DIF F ERENTIATION 10அத்தியாயம்

“ ப்த்ெ�கா�்்த எடுத்துக வ்ககாளŰ வ�¼ெ� வ�¼Ű
அ்ட�பெண்டி�்்த அ்டெகா¼”

- idcட்ஸ்

6்சன ்ைோலடடின சரோச� ்ைகம்

100 10. 4
9. 58

y
x

∆ = =
∆

kP

tp
மீ�வி

6்சன ்ைோலடடின தற்ைோபதய ்ைகம் எனன" → ¬Ùக~தம்
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146X I  -  க~்த�Jà

 ;ரு 10 கி.மீ ைÛதயத் ¾ரத்திபன <ர் <ட்டப் ைÛதய  ரர் �பைவு 
்சயய எடுத்துக ்கோÙ்ட ்Fரம் 1 ம~ 15 ��்டஙகள் (1.25 ம~) எனக 
கருது்ைோம். 
 இÛத <ட்டப் ைÛதயத்தில அைருப்டய சரோச�த் திபச்ைகம் அலைது 
சரோச� ்ைகம்

vave = =
10

1 25
8

.
 கி.மீ. � ம~ எனைதோகும்.

 ைÛதயத் ¾ரத்தின ைோதித் ¾ரத்திபனக க்டககும் தருDத்தில <டுைை�ன 

்ைகம் v - யிபனத் துல�யமோகக கDககி்ட ்ைÙடும் எனக கருது்ைோம்.   
0 ம~யி�ருÛது 0.5 ம~ககுள் 6ள்N ்Fர இப்ட்ை�யில 6ள்N ¾ரம்  

5 கி.மீ. எனில,  vave = =
5

0 5
10

.
 கி.மீ�ம~ ஆகும்.

 அ்த சமயம், அபர ம~ ்Fரத்தில <டுைை�ன ்ைக  தத்திறகோன கD்Fர  தம் v -: சிைÛத 
குறி�்டோக ்மறகÙ்ட விப்டபய எடுத்துக ்கோள்N இயைோது. ்தோ்டகக இ்டத்தி�ருÛது 5.7 கி.மீ 
¾ரத்தில 0.6 ம~யில இருககிைோர் எனத் �ர்மோனித்தோல,  0 ம~யி�ருÛது 0.6 ம~ ைபர°ள்N 

சரோச� ்ைகம் vave =
−
−

=
5 7 5

0 6 0 5
7.

. .
கி.மீ.�ம~ ஆகும்.

 கப்டசியோகப் ்ைைப்ைட்ட v -ன மதிப்பை சற்ைைககுபையச் ச�யோன மதிப்�்டோகக கருதைோம். 
இககோை இப்ட்ை�பய  0.5 ம~ககுள் ‘ குபைப்ைதன மூைமும்’  அதற்கறை  5 கி.மீ. ¾ரத்திறகு ;ப்ை 
்Fர அN டப்ட°ம் கDககிடும்்ைோது <டுைை�ன ்ைகத்திபன அபரம~யில ்ம³ம் சிைப்ைோன 
்தோரோய மதிப்�டுகபNத் தர இய³ம்.
 திபச்ைகத்திபனக கDககிடுைது எனைது y f x= ( )  எ­ம் ் ைோதுைோன ைகுமுபைச் சோர்�னது 
க~த மோதி�யின ைபகயிடுதபைக கDககிடுைதறகு இடடுச் ்சலகிைது. அதன விபNைோக 
�âககோªம் குறிக்கோள்கபN°ம், ்தோ்டர்ச்சியோக ைபகயிடுத�ன ைகுப்ைோயவிபனப் ைறறி°ம் 
கோÙ்ைோம்.

கäL�å கFோÔகÕகã

இப்ைோ்டப்ைகுதி �பைவு²ம்்ைோது மோDைர்கள் அறிÛதிருகக ்ைÙடியபைகNோக
•  �னனஙக�ன எலபையோக ைபக�டடிபன அறிதல
•  ைடிவியல �தியோக ைபக�டடிபனக கோªதல
•  மோறைஙக�ன  அN டடுச் ்சயைோக ைபக�டடிபனப் பு�Ûது ்கோள்ளுதல
•  ைபNைபரக�ன மீதோன ் தோடு்கோடுக�ன சோயைோகவும்�மோ² தம் ஆகவும் ைபக�டடிபன 

6Dர்Ûது ்கோள்ளுதல
•  ைபகயிடுத�ன ைல்ை² முபைகபN அறிÛது ்கோள்ளுதல
•  அனைோ்ட �கâவுக�ன �ர்வுகளுககுக கருவியோக ைபக ¬Ùக~தத்பதப் ையனைடுத்துதல.
ஆகியபை எதிர்ைோர்ககப்ைடுகினைன.

10.2  ைவகயிடுதiன க�த்தாககம் ( T h e c on c ep t  of  d eri vat i ve )
 ைதி்னOோம் ¿றைோÙடில க~தவியைோNர்கள் �ர்வு கோD முயனை Fோனகு முககியமோன 
கDககுக��ருÛது ைபக¬Ù க~தம் ்தோனறி ைNர்ச்சி ்ைறைது. அபை
 (1) ்தோடு்கோடுக கDககு
 (2) திபச்ைகம் மற²ம் முடுககக கDககு
 (3) சி²மம் மற²ம் ்ைருமக கDககு
 (4) ைரப்ைNவுக கDககு.

 முத�ரÙடு கDககுகபNப் ைறறி இப்ைோ்டப்ைகுதியில கோÙ்ைோம். 9பனய இரÙடிபனப் 
�னனர் ைரும் ைோ்டப்ைகுதியில கோDைோம்.

்ககாட்�d்�ட் விலவ&லம் 
idcட்ஸ் (1646 - 1716)
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10.2.1. வதாடு்காடுக க�க�ŬTh e  t a n g e n t  l i n e  p r o b l e m ŭ
 ;ரு ைபNைபரயில குறிப்�ட்ட ;ரு புள்�யில ;ரு 
்Fர்க்கோடு ்தோடு்கோ்டோக அபமகினைது எனைதன ்ைோருள் 
எனன" ;ரு ைட்டத்தில ‘ P ’  எ­ம் புள்�யின மீது ்தோடடுச் 
்சல³ம் ்தோடு்கோடு எனைது ை்டம் 10.1-ல கÙடுள்Nைோ² 
‘ P ’  எ­ம் புள்�பயச் சÛதிககும் ஆரக்கோடடிறகுச் ்சஙகுத்துக 
்கோ்டோக (r a di a l line ) அபம°ம்.
   ஆனோல ்ைோதுைோன ைபNைபரயோக இருÛதோல ்தோடு்கோடப்டக 
கÙ்டறிைது �கக கடினமோன ்சயைோகும். எடுத்துககோட்டோக 
�âககோªம் 10.2-�ருÛது 10.4 ைபரயிைோன ை்டஙக�ல 
6ள்Nைறறிறகுத் ்தோடு்கோடுகபN எáைோ² ைபரய²கக இய³ம்"

 ‘ P ’  எ­ம் புள்�யில ைபNைபரபய ்ைடடிச் ்சலைோமல ்தோடடுச் ்சல³ம் ்கோடுதோன 
்தோடு்கோ்டோக அபம°ம் எனக கூை முபனயைோம். இÛத ைபரயபை ை்டம் 10.2-ல 6ள்Nது ்ைோனை 
ைபNைபரககுப் ்ைோருÛதும், ஆனோல 10.3-ல 6ள்N ைபNைபரககுப் ்ைோருÛதோது,  அலைது ;ரு 
ைபNைபரககு ;ரு ்கோடு ்தோடு்கோ்டோக அபமய ்ைÙடு்மனில, ்கோடும் ைபNைபர°ம் 
;்ர ;ரு புள்�யில ்தோடடுச் ்சலை்ைோ அலைது சÛதிகக்ைோ ்ைÙடும். ஆனோல இÛத 
ைபரயபை ைட்டத்திறகுப் ்ைோருÛதக கூடும். ஆனோல ை்டம் 10.4-ல 6ள்Nது ்ைோனை ்ைோதுைோன 
ைபNைபரகளுககு இÛத ைபரயபை ்ைோருÛதோது.
 அடிப்ைப்டயில ‘ P ’   எ­ம் புள்�யில 6ள்N ்தோடு்கோடப்டக கÙ்டறிய முயலைது ‘ P ’  எ­ம் 
புள்�யில ்தோடு்கோடடின சோயவிபனக கÙ்டறிைதோக மோ²கிைது.
 இச்சோயவிபன, ்தோடுைபரப்புள்�   (poi nt of  ta nge ncy)  மற²ம் ைபNைபரயின மீதோன 
மற்ைோரு புள்� ை�யோகச் ்சல³ம் ்ைடடுக ்கோடடின சோயவுககுத் ்தோரோயமோகப் ை்டம் 10.5ல 
கோÙைது்ைோல கோDைோம்.
 ்தோடுைபரப்புள்�யோக P (x0, f(x0)) எனவும் இரÙ்டோைது புள்�யோக Q (x0 + 'x, f(x0 + 'x)) 
எனவும் கருது்ைோம். 

 m =   
y y
x x

2 1

2 1

−
−

எ­ம் சோயவு விதியில �ரதியிடுைதன மூைம் இரு புள்�கள் ை�யோகச் ்சல³ம் 

்ைடடுக ்கோடடின சோயபைப் ்ைை இய³ம்.

 ms ec  =  
f x x f x

x x x
( ) ( )
( )

0 0

0 0

+ ∆ −
+ ∆ −

 =  
y
x

y
x

?d;; khw;wk;

?d; khw;wk;
=
∆
∆

 அதோைது, mse c =  
f x x f x

x
( ) ( )0 0+ ∆ −

∆
 எனைது 

்ைடடுக்கோடடின சோயைோக அபம°ம்.
 இÛதச் சமனைோடடின ைைப்ைககம் இருப்ைது ்ை²ைோடடுப் 
�னனம்  (D if f e r e nce  quot ie nt) ஆகும். 

 ைகுதி 'x எனைது x-å IோäLம் (x-ன அதிக�ப்பு) மற²ம் 
்தோகுதி 'y  =  f(x0 + 'x) − f(x0) எனைது y -å IோäLம் ஆகும்.

 ்தோடுைபரப்புள்�ககு �க அரு்க புள்�கபNத் ்தர்Û்தடுப்ைதன மூைம் ்தோடு்கோடடின 
சோயவிறகோன சிைÛத ்தோரோய மதிப்�பனப் ்ைை இய³ம் எனை்த இம்முபையின சிைப்ைம்சம் ஆகும்.

x

y

P

x

y

P

x

y

P

x

y

P

( )y f x=
(

)

y
f

x
=( )y f x=

ை்டம் 10.1

ை்டம் 10.5

 ை்டம் 10.2 ை்டம் 10.3 ை்டம் 10.4

x

y

  

  

∆x

( )
y f x=

0 0
( , ( ))P x f x

0 0
( , ( ))Q x x f x x+ ∆ + ∆

0 0
( ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ −

bt
l;L

f;n
fh
L
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வதாடு்காட_ன ்தா�ாயம்

ை்டம் 10.6 முதல 10.13 ைபர

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

y∆

x∆

0x∆ → 0x∆ →

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x

0 0
( , ( ))x f x
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விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 10.1
 f(x) =  x2  எ­ம் ைபNைபரககு (1, 1) 
எனை புள்�யில ்தோடு்கோடடின சோயவிபனக 
கÙ்டறி்ைோம்.

 முத�ல 'x =  0.1 எனக கருது்ைோம்.  
(1, 1) மற²ம் (1.1, (1.1)2) புள்�கள் ை�யோகச் 
்சல³ம் ்ைடடுக்கோடடின சோயவிபனக 
கÙ்டறி்ைோம்.
 (i) f(1.1) =  (1.1)2 =  1.21

 (ii) 'y  =  f(1.1) − f(1)

   =  1.21 − 1 =  0.21

 (iii) 
%
%

y
x   =  

0 21
0 1
.
.

  =  2.1

 1-ககு ைைப்ைககமும் இ்டப்ைககமும் அபம°ம் அடுத்தடுத்த மதிப்புகபNக �âககோªம் 
ைபகயில அட்டைபDப்ைடுத்து்ைோம்.

'x 1 + 'x f(1) f(1 + 'x) 'y 'y  / 'x

0.1 1.1 1 1.21 0.21 2.1

0.01 1.01 1 1.0201 1.0201 2.01

0.001 1.001 1 1.002001 0.002001 2.001

− 0.1 0.9 1 0.81 − 0.19 1.9

− 0.01 0.99 1 0.9801 − 0.0199 1.99

− 0.001 0.999 1 0.998001 − 0.001999 1.999

 ்த�ைோக,  lim
∆x

y
x→ −

∆
∆0

 =  2 ;   lim
∆x

y
x→ +

∆
∆0

 =  2

 இைறறின மூைம் lim
∆x

y
x→

∆
∆

=
0

2 எனக கோDைோம்.

 என்ை, y  =  x2  எ­ம் ைபNைபரயின ்தோடு்கோடடின சோயவு (1, 1) எ­ம் புள்�யில mta n =  2 
என அபம°ம்.

 ை்டஙகள் 10.6 முதல 10.13, விNகக எடுத்துககோடடு  10.1 மற²ம் Fமது 6ள்ளுDர்வின 
ைோயிைோக,  “ P  எ­ம் புள்�யில y  =  f(x) எ­ம் ைபNைபரயின ‘ L ’  எ­ம் ்தோடு்கோடு,  
Q  o P  ('x o 0) எ­மோ² P  மற²ம் Q -ன ை�யோகச் ்சல³ம் ்ைடடுக்கோடு P Q  -ன எலபை என 
எடுத்துபரகக இய³ம்’ . ்ம³ம்  L -ன சோயவு mta n எனைது 'x o 0 எ­ம்்ைோது msec -ன 8à[M 
I�Ü்ோக அபம°ம். இதபன்ய �னைருமோ² ்தோகுத்துக கூைைோம்:

ைவ�யவை 10.1  Ŭ�ா¼வு m  	ள்! வதாடு்காடுŭ ( T an ge nt  l i ne w i t h  s l op e m)  
 x0 எனை புள்� அபமÛதுள்N திைÛத இப்ட்ை�யில f  எனை சோர்�பன ைபரய²ப்்ைோம்.

 ்ம³ம், lim lim ( ) ( )
tan∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆

=
x x

y
x

f x x f x
x

m
0 0

0 0   கிப்டககப்்ைறைோல, m எ­ம் சோயவு்டன 

(x0, f(x0)) புள்� ை�யோகச் ்சல³ம் ்கோடு, (x0, f(x0)) எ­ம் புள்�யில f எ­ம் ைபNைபரயின 
Y்தோடுககோCோக அபம°ம்.

2y x=

tan
2m =

x

y

ை்டம் 10.14
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 x f x0 0, ( )( )  எனை புள்�யில ைபரயப்ைட்ட Y்தோடுககோட}å @ோÞவு, அப்புள்�யில 
ைபNைபரயின சோயவு எனவும் அபOககப்ைடுகிைது,

 ைபரயபையின மூைம் ;ரு ைபNைபர (x0, f(x0)) எனை புள்�யில ;ரு ்தோடு்கோடடிபனத் 
தருமோயின அது தனித்ததோக இருககும். 9்னனில ் கோடுககப்ைட்ட ;ரு புள்� மற²ம் சோயவு ை�யோக 
;்ர ;ரு ்கோடடிபன்ய ைபரய இய³ம்.

 ைபNைபரயின சோயபைக கோÙைதறகோன �ைÛதபனகபN 4 ைடி �பைகNோக எµதைோம்.

 (i) x0 மற²ம் x0 + 'x எனை புள்�க�ல f-ன மதிப்புகபNக கோÙக. அதோைது, f(x0) மற²ம்  
f(x0 + 'x) ஆகியைறபைக கோÙக.

 (ii) 'y  கDககிடுக:  அதோைது 'y  =  f(x0 + 'x) − f(x0)-: கோÙக.

 (iii) 'y -:  'x ≠ 0ஆல ைகுகக :  அதோைது,   
%
%

y
x  =  

f x x f x
x

( ) ( )0 0+ ∆ −
∆

-: கோÙக.

 (iv) 'x o 0 ('x ≠ 0) எ­ம்்ைோது :  
%
%

y
x -ன எலபைபயக கோÙக. அதோைது,  mta n =  lim

x

y
x→

∆
∆0

 விNகக எடுத்துககோடடு 10.1-ல 6ள்N ைபNைபரயின சோயவிபனக கோÙைபத எ�பமப்ைடுத்த 
ைபரயபைகள் ையனைடுைபதக கோDைோம்.
 (i) f(1) =  1 12 = .  

 எÛத்ைோரு 'x z 0-ககும்    f(1 + 'x) =  (1 + 'x)2 =  1 + 2'x + ('x)2

 (ii) 'y  =  f(1 + 'x) − f(1) =  2'x + ('x)2 =  'x (2 + 'x)

 (iii) 
%
%

y
x   =  

∆ + ∆
∆

x x
x

( )2
 

   =  2 + 'x .

 (iv) mta n =  lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

   =  lim( )
x

x
0

0 2 .

எடுத்�ககாடடு 10.1
 f(x) =  7x + 5 எ­ம் ைபNைபரககு (x0, f(x0)) எ­ம் புள்�யில ்தோடு்கோடடின சோயவிபனக 
கோÙக.
தீர்வு 

    ைடி�பை (i)  f(x0) =  7x0 + 5. 

  எÛத்ைோரு 'x z 0-ககும்,
  f(x0 + 'x) =  7(x0 + 'x) + 5
   =  7x0 + 7'x + 5

    ைடி�பை (ii) 'y  =  f(x0 + 'x) − f(x0)
   =  ( ) ( )7 7 5 7 50 0x x x+ ∆ + − +  

   =  7'x

    ைடி�பை (iii) 
%
%

y
x   =  7

    என்ை, f(x) =  7x + 5 எ­ம் ைபNைபரயில 6ள்N எÛத்ைோரு புள்�ககும், 
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  ைடி�பை (iv) mta n =  lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 

   =  lim ( )
∆ →x 0

7  

   =  7

 ;ரு ் F�ய ைபNைபரககு, 
%
%

y
x  எனைது x0 மற²ம் 9றை மதிப்ைோன 'x ஆகியைறபை சோரோமல 

;ரு மோறி�யோக இருககும் எனைதபனக கைனத்தில ்கோள்Nவும்.

எடுத்�ககாடடு 10.2
 f(x) =  − 5x2 + 7x எ­ம் ைபNைபரககு (5, f(5)) எனை புள்�யில ் தோடு்கோடடின சோயவிபனக 
கோÙக.
தீர்வு

 ைடி�பை (i)  f(5) =  − 5(5)2 + 7 × 5 =  − 125 + 35 =  − 90.

  எÛத்ைோரு 'x z 0-ககும்
   f(5 + 'x) =  − 5(5 + 'x)2 + 7(5 + 'x) =  − 90 − 43'x − 5('x)2.

 ைடி�பை (ii) 'y  =  f(5 + 'x) − f(5)

    =  − 90 − 43'x − 5('x)2 + 90 =  − 43'x − 5('x)2

    =   'x [ - 43 - 5'x] .

 ைடி�பை (iii) 
%
%

y
x  =  − 43 − 5'x

 ைடி�பை (iv) mta n =  lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 =  − 43.

10.2.2 ்�ர்க்காட_யககத்தில திவ�்ைகம் ( V el oc i t y of  R ec t i l i near  m ot i on )
 ஆதியி�ருÛது ‘ t’  ் Fரத்தில ;ரு ் ைோரு�ன Fகர்வு (இயககப்ைட்ட ¾ரம்) s  எனக. s  =  f(t) எ­ம் இயககச் 
சமனைோடடினைடி அப்்ைோருள் ் Fர்க்கோடடில Fகர்ைதோகக ் கோள்்ைோம். இஙகு இயககத்பத விை�ககும்  
‘ f’  எ­ம் சோர்புப் ்ைோரு�ன ‘ நி[MÖ@ோர்®’  (pos ition f unc tion) என அபOககப்ைடுகிைது. t =  t0-�ருÛது   
t =  t0 + 't எ­ம் ்Fர இப்ட்ை�யில �பை மோறைம்  f(t0 + 't) − f(t0) ஆகும். இÛத ்Fர இப்ட்ை�யில 
சரோச� திபச்ைகம் 

 ை்டம் 10.15 ை்டம் 10.16

o  

 T

S

O

 

0 0
( ) ( )f t t f t+ ∆ −

0
( )f t t+ ∆

0
( )f t

0 0
( , ( ))P t f t

0 0
( , ( ))Q t t f t t+ ∆ + ∆

0
t t+ ∆0

t

0 0
( ) ( )

PQ
f t t f t         m

t
+ ∆ −

= =
∆

    vDk;
epiyapy;
t t=

0
       vDk;
epiyapy;

t t t= +
0

∆

PQ?d; rha;t[

10 Differential Calculus 2.indd   151 03-09-2018   15:50:21

www.tntextbooks.in



152X I  -  க~்த�Jà

 va vg =  
epiy khw;wj; bjhiyt[

neuk;

?y; cs;s khw;w
=

+ ∆ −
∆

=
f t t f t

t
s( ) ( )0 0 kk;

?y; cs;s khw;wk;t
s
t

=
∆
∆

 இது ை்டம் 10.16-ல 6ள்Nைடி P Q  எ­ம் ்ைடடுக்கோடடின சோயவு ஆகும்.

 ்Fர இப்ட்ை� 't -ல (t0-�ருÛது t0 + 't ைபர) ¾ரத்பத 
�பைவு ்சயதல (்சல³ம் ¾ரம்) ;னைோக இருÛதோ³ம் இயககம் 
ைை ைபகயோக அபமயைோம். இது ;ரு தNத்தி³ள்N P  மற²ம் Q  
புள்�களுககிப்ட்ய முறறி³ம் ்ைá்ைைோன  C 1, C 2, C 3 } 
ைபNைபரகள் மூைம் விNககப்ைடடுள்Nது. (ை்டம் 10.17) இÛத 
ைபரை்டத்தில 6ள்N ைபNைபரகள் ்கோடுககப்ைட்ட ்Fர 

இப்ட்ை�க�ல, அபனத்து இயககஙகளுககும் 
%
%

s
t  எ­ம் ;்ர 

சரோச�த் திபச்ைகம் ்கோÙ்டதோகவும் ஆனோல, முறறி³ம் 
்ைá்ைைோன இயககஙகNோகவும் அபமகினைது.
 [ t0, t0 + 't]  எ­ம் கு²கிய மற²ம் ்ம³ம் ்தோ்டர்Ûது கு²கிய ்Fர இப்ட்ை�க�ல சரோச�த் 
திபச்ைகஙகபN இப்்ைோது கDககிடு்ைோம். ்ை² விதமோகக கூ²ை்தனைோல, 't எனைது 0-பை 
அªகுைதோக ்கோள்்ைோம். இப்்ைோது t =  t0 எனை ்Fரத்தில திபச்ைகத்திபன v (t0) (கD்Fர 
திபச்ைகம்) சரோச�த் திபச்ைகஙக�ன எலபையோகக கோDைோம்.

   v (t0) =  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆t

f t t f t
t0

0 0  =  lim
∆ →

∆
∆t

s
t0

.

 இதி�ருÛது t =  t0 எனை ்Fரத்தில திபச்ைகம் எனைதும் P  எனை புள்�யில ்தோடு்கோடடின 
சோயவும் சமமோக இருககிைது எனைது ்த�ைோகிைது.
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 10.2
 ்ைறறி்ட ்ை�யில தப்டயினறி விµம் ;ரு ்ைோருள் க்டÛத ¾ரம்  s   எனக.  அதறகு 
எடுத்துக்கோள்ளும் ் Fரம் t  எனக. இபை இரÙடும் மோறிகNோகவும் ;னபை்யோன² சோர்Ûததோகவும் 
இருககும். தப்டயற² விµம் விதிப்ைடி ்மறகÙ்ட சோர்Ûத தனபமபயக �âககோªமோ² 
விை�ககைோம்:

   s  =  
1
2

2gt  (்தோ்டககத் திபச்ைகம் இலைோத்ைோது), 

         இஙகு g புவி�ர்ப்பு மோறி�யோகும்.

 ைடி�பை (i) f(t0 + 't) =  
1
2

1
2

20
2

0
2

0
2g t t g t t t t( ) ( )+ ∆ = + ∆ + ∆( )  

 ைடி�பை (ii) 's  =  f(t0 + 't) − f(t0)

    =  
1
2

2 1
20

2
0

2
0
2g t t t t gt( ( )+ ∆ + ∆  −

    =  g t t t∆ + ∆





0
1
2

 

 ைடி�பை (iii) 
%
%

s
t  =  

g t t t

t
g t t

∆ + ∆





∆
= + ∆





0

0

1
2 1

2
 

 ைடி�பை (iv) v (t0) =  lim
∆ →

∆
∆

=
t

s
t

gt
0 0 .

 இதி�ருÛது, t0  கD்Fரத்தில முµபமயோகத் திபச்ைகம் ைபரய²ககப்ைடடுள்Nது எனைது 
்த�ைோகிைது. ்ம³ம் இது இயகக ்Fரத்திறகு விகித சமமோக அபமகினைது.

P

Q
1

C

2
C

3
C

0
t 0

t t+ ∆ T

S

ை்டம் 10.17
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153 P[க[I Iä²ம் P[க�Cà மு[Lகã

10Ų2-ŷŲ �ார்dன ைவககவக� அலலை� ைவகயி்டல ( T h e d eri vat i ve  of  a F u nc t i on )
 இப்்ைோது Fோம் ¬Ù க~தத்தின �க முககியமோன தருDத்திறகு ைÛதுள்்Nோம். எலபை 
மூைமோகத் ்தோடு்கோடடின சோயபை ைபரய²த்தல அலைது எலபை மூைமோகத் தப்டயினறி விµம் 
்ைோரு�ன கD்Fரத் திபச்ைகத்திபனக கோªதல, எனைது ைபக ¬Ùக~தத்தில 6ள்N இரு 
அடிப்ைப்டச் ்சயலைோடுக�ல ;னைோன P[க�Cà ஆகும்.

ைவ�யவை 10Ų2 
 x0 எனை புள்� அபமÛதுள்N ;ரு திைÛத இப்ட்ை�யோன  I �  -ல  f எனை சோர்பு 

ைபரய²ககப்ைடுகிைது. ்ம³ம்  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0   எனைது கிப்டககப்்ை²ம் எனக. 

இப்்ைோது f  எனைது x0-ல P[க�CÚ்தÔக« எனவும்,   x0-ல f -ன P[கÔYகµ எனைது cf x( )0

எனக குறிககப்ைடடு �னைருமோ² அபமகிைது.

   cf x( )0  = lim lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆x x

y
x

f x x f x
x0 0

0 0  . 

 இÛத எலபையோனது கிப்டககப்்ை²ம் அபனத்து x-ன மதிப்புகளுககும்

 cf x( )  =   lim lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

∆
∆

=
+ ∆ −
∆x x

y
x

f x x f x
x0 0

எனைது x-ன சோர்ைோக அபம°ம்.

 x-ஆல ஆன சோர்�ன ைபகக்கµவும் x-ஆல ஆன சோர்ைோக அபமைபத 6²தி ்சயய முடி°ம். 
இÛதப் “ புதிய சோர்பு”   (x, f(x)), எ­ம் புள்�யில f  எனை ைபNைபரயின ் தோடு்கோடடின சோயவிபனக 
்கோடுப்ைதோக அறியைோம். (அÛதப் புள்�யில ்தோடு்கோடப்ட ைபரய முடி°்மனில)

 ;ரு சோர்�ன ைபகக்கµபைக கோªம் முபையிபன P[க�Cà என அபOககி்ைோம். ;ரு 
சோர்பு x-ல ைபகயி்டத்தககதோக (ைபகபமயோக) இருகக,  x-ல அதன ைபகக்கµ இருத்தல ் ைÙடும். 
்ம³ம் �LÛ்த 4[CYP�JோG ( a , b ) -à  P[க[IJோக 4±Ôக கPÙடுIோ�å ( a , b ) -à 6ãN 
;áYPோ± ®ã��³ம் P[க[IJோக 4±Ú்தà கPÙடும்�

 y  =  f(x)-ன ைபகக்கµபைக குறிகக, cf x( ) “ f pr im e  of  x”  அலைது  “ f da sh of  x”  எனைது 

மடடுமனறி �ை குறி�டுகளும் ையனைடுத்தப்ைடுகினைன. அைறறில சிை, 

 ′ ′ [ ]f x dy
dx

y d
dx

f x D yx( ), , , ( ) , [ ]  அலைது  D y  அலைது y 1 . இஙகு 
d
dx

அலைது D  எனைது 

ைபகயி்டல ்சய� ஆகும். 

 இஙகு 
dy
dx

 எனைபத  “ dy  − dx ” , அலைது  “ D ee y  D ee x”  அலைது “ D ee D ee x of  y ”  எனவும் 

ைடிககைோம். இககுறி�டு ;ரு �னனத்பத குறிககோது எனைபத �பனவில �²த்தவும். 

 
dy
dx

 எனை குறி�டடிபன ���டæ ¤றி�டு எனைர்.

10Ų2ŲŸ �� ்கக ைவககவக�ககள் Ŭஇ்டº்கக மறறும் ைலைº்கக ைவககவக�ŭ
O ne s i d ed  d eri vat i ve s ( l ef t  h an d  an d  r i gh t  h an d  d eri vat i ve s)

 x0 எ­ம் புள்�யிபன 6ப்டய திைÛத இப்ட்ை�யோன (a, b)-ல  y  =  f(x) எ­ம் சோர்பு 
ைபரய²ககப்ைடுகிைது. x =  x0-ல f-ன 4CÜ்Ôக P[கÔYகµவும் PMÜ்Ôக P[கÔYகµவும் முபை்ய 
′ −f x( )0  மற²ம் ′ +f x( ),0 எனக குறிககப்ைடடுக �âககோªமோ² ைபரய²ககப்ைடுகிைது. 
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154X I  -  க~்த�Jà

எலபைகள் கிப்டககும் ைடசத்தில

   ′ −f x( )0  =  lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  எனவும்

   ′ +f x( )0  =  lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  எனவும் ைபரய²ககப்ைடுகினைன.

 அதோைது, ைைப்ைககமோகவும் இ்டப்ைககமோகவும் சோர்பு ைபகபமயோனதோக அபமகிைது,  

x0-ல சோர்�ன எலபை ைபரயபையில கÙ்டது ்ைோல, ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  எனை 

ைபகக்கµ கிப்டககத் ்தபையோனதும் மற²ம் ்ைோதுமோனதுமோன �ைÛதபன எனன்ைனில, 

 ′ −f x( )0 = lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  மற²ம் ′ +f x( )0 =  lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

0 0  ஆகியபை 

கிப்டககப்்ைற², ்ம³ம் ′ −f x( )0 =  ′ +f x( )0  ஆக இருத்தல ்ைÙடும் எனைதோகும்.

 என்ை, ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  � ′ −f x( )0 =  ′ +f x( )0 .

 இைறறில 9்த­ம் ;ரு �ைÛதபன மீைப்ைட்டோ³ம்  f  ஆனது x0 -ல ைபகபமயோகோது. 

 இதபன்ய  h  =   'x >  0 எனை ைபகயில, 

   ′ +f x( )0  =  lim ( ) ( )
h

f x h f x
h→

+ −
0

0 0   மற²ம்

   ′ −f x( )0  =  lim
h o0

 
f x h f x

h
( ) ( )0 0− −

 ஆகும்.

ைவ�யவை 10.3
 [ a, b]  எனை மூடிய இப்ட்ை�யில சோர்பு f  ைபகபமயோனது எனககூை ்ைÙடுமோனோல,   
சோர்பு f  ஆனது (a, b) எ­ம் திைÛத இப்ட்ை�யில ைபகபமயோனதோகவும், ்ம³ம் 
இ²திப்புள்�யோன a மற²ம் b-ல

   cf a( )  =  lim ( ) ( )
∆ → +

+ ∆ −
∆x

f a x f a
x0

 =  lim
( ) ( ) ,

h

f a h f a
h

h
→

+ −
>

0
0  

   cf b( )  =  lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f b x f b
x0

 =  lim
( ) ( ) , .

h

f b h f b
h

h
→

− −
>

0
0  

 x =  x0 எனை புள்�யில  f  ைபகயி்டத்தககதோக இருப்�ன ′ =
−
−→

f x f x f x
x xx x

( ) lim ( ) ( )
0

0

00
, இஙகு  

x =  x0 + 'x மற²ம் 'x o 0 எனைது x o x0-ககு சமோனம் ஆகும். இத்தபகய மோற² முபை சிை ் Fரஙக�ல 
ைபகபமபயக கDககி்ட எ�தோக அபம°ம்.

 ைசதிக்கறை, h x= ∆ ,  என எடுத்துக்கோÙ்டோல எலபை கிப்டககப்்ைறின, 

′ =
+ −

→
f x f x h f x

hh
( ) lim ( ) ( )

0
 ஆகும்.
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10Ųŷ ைவகவம Ŭைவகயி்டல தனவமŭ மறறும் வதா்டர்ச்சி ( D i f f erent i a b i l i t y  a nd  C o nt i nu i t y )

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 10.3
 x =  2 எனை புள்�யில f(x) =  | x − 2|  எ­ம் சோர்�ன ைபகபமத் தனபமபயச் ்சோதிகக.
தீர்வு

 இச்சோர்பு x =  2-ல ்தோ்டர்ச்சியோனது எனைபத அறி்ைோம்.

 ஆனோல, ′ −f ( )2  =  lim ( ) ( )
x

f x f
x→ −

−
−2

2
2

  

    =  lim | |
x

x
x→ −

− −
−2

2 0
2

    =  lim | |
x

x
x→ −

−
−2

2
2

 =  lim ( )
( )x

x
x→ −

− −
−

= −
2

2
2

1   மற²ம்

   ′ +f ( )2  =  lim ( ) ( )
x

f x f
x→ +

−
−2

2
2

    =  lim | |
x

x
x→ +

− −
−2

2 0
2

 =  lim ( )
( )x

x
x→ +

−
−

=
2

2
2

1 ஆகும்.

 இஙகு இ்டப்ைகக மற²ம் ைைப்ைகக ைபகக்கµககNோன ′ −f ( )2  மற²ம் ′ +f ( )2  ஆகியபை 

சமமறைபை எனைதோல, cf (2) கிப்டககப்்ைைோது. அதோைது, x =  2-ல f எனை சோர்பு ைபகயி்டத் தககதலை. 

9பனய புள்�க�ல சோர்பு ைபகபமயோனது (ைபகயி்டத்தககது) ஆகும்.

 ்ம³ம்  x0 z 2 எ­ம் மறை புள்�க�ல

   cf x( )0  =  lim | |
x x

x x
x x→

−
−

=
0

0

0

 
1

1
0

0

x x
x x
>

− <




vdpy;

vdpy;

   T hus    cf ( )2  =  
1 2

1 2
   vdpy;

  vdpy;

x
x
>

− <




 6Ùபமயில, cf (2) கிப்டககப் ்ைைோது எ­ம் கருத்து ைடிவியல �தியோக ைபNைபர  

y  =  |  x − 2 | -ககு  (2, 0) எனை புள்�யில ்தோடு்கோடு இலபை எனைதன மூைம் புைனோகிைது. ்ம³ம்  
(2, 0) புள்�யில ைபNைபர கூர்முபன ்கோÙடுள்Nபதக கைனிகக.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 10.4

 x =  0 எனை புள்�யில f x x( ) =
1
3  -ன ைபகபமத் 

தனபமபயக கோÙக.

தீர்வு

 f x x( ) =
1
3  எனக. இச்சோர்�ன ைபNைபரயில எáவித 

துைோர்மோ (அலைது) 6ப்டப்்ைோ இலபை எனைதோல 
சோர்ைகத்தில 6ள்N அபனத்துப் புள்�க�³ம் சோர்பு 
்தோ்டர்ச்சியோக இருககும்.

 cf ( )0  கிப்டககப் ்ை²மோ எனச் ்சோதித்துப் ைோர்ப்்ைோம்.

x

y

-3 -2 -1 1 2 3

1

2

3

  y =|x-2|

ை்டம் 10.18

ை்டம் 10.19

x
-3 -2 -1

1

2

3

1/3

( )f x
x=

y
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156X I  -  க~்த�Jà

  cf ( )0  =  lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →

−
−

=
−

0 0

1
30

0
0

   =  lim
x

x
→

−

0

2
3  =  lim

x
x

→
→∞

0 2
3

1

 என்ை, x =  0-ல,  f(x)-ககு ைபகபம இலபை, ் ம³ம் x =  0-ல ் தோடு்கோடு ் சஙகுத்துக ் கோ்டோக 
6ள்Nது  (ை்டம் 10.19). என்ை,  x =  0-ல f-ககு ைபகபம இலபை.

 ;ரு சோர்புககு ;ரு புள்�யில  ் தோ்டர்ச்சித் தனபம 6ள்Nதோ்ை்ய அச்சோர்பு அப்புள்�யில 
ைபகபமயோக இருககும் எனக கூை இயைோது.

எடுத்�ககாடடு 10.3
 மீப்்ைரு முµ எÙ சோர்ைோன f x x( ) =    எனைது எÛத ;ரு முµ எÙ~றககும் ;ரு 
ைபகபமயோகோது என �Ä�ககவும்.
தீர்வு

 மீப்்ைரு முµ எÙ சோர்ைோன  f x x( ) =     ஆனது ;á்ைோரு முµ எÙ  n-ககும் 

்தோ்டர்ச்சியறைது. 9்னனில  lim
x n

x n
→ −

  = −1 மற²ம் lim
x n

x n
→ +

  = . என்ை, cf n( )  

கிப்டககப்்ைைோது. 

 9பனய புள்�க�ல சோர்�ன ைபகபமபயப் ைறறி எனன கூை இய³ம்"

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 10.5

 f(x) =  
x x

x x
≤

+ >




0
1 0

  எனக.

 cf ( )0  கிப்டககப்்ைறின அதபனக கோÙக.

தீர்வு

   ′ −f ( )0  =  lim ( ) ( )
∆ → −

+ ∆ −
∆x

f x f
x0

0 0

    =  lim ( )
∆

∆
∆x

f x
x→ −0

   ′ −f ( )0  =  lim
∆ → −

∆
∆

=
x

x
x0

1

   ′ +f ( )0  =  lim
∆ → +

+ ∆
∆x

x
x0

1

    =  lim
∆ → +

+
∆







 →∞

x x0
1 1

 என்ை cf (0) கிப்டககப்்ைைோது.

 இஙகு x =  0-ல f -ககு ;ரு துள்Nல (j um p)  6ள்Nது. அதோைது x =  0 எனைது ;ரு துள்Nல 
்தோ்டர்ச்சியினபமயோகும்.

x

y

O

, 0
( )

1 , 0

x
f x

x x
≤

=  + >

ை்டம் 10.20
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157 P[க[I Iä²ம் P[க�Cà மு[Lகã

 ்மறகÙ்ட விNகக எடுத்துககோடடுகள் மற²ம் 6தோரDஙகள் ஆகியைறறி�ருÛது �னைரும் 
முடிைகபNத் ்தோகுககைோம்.

 ;ரு சோர்பு f ஆனது சோர்ைகத்தி³ள்N ;ரு புள்� x0-ல �âககோªம் 9தோைது ;ரு �கâவு ்மய 
எனில,  f அப்புள்�யில ைபகபமயோகோது.

 (i) x =  x0 எனை புள்�யில f -ககு ்சஙகுத்துத் ்தோடு்கோடு அபமகிைது.

 (ii) x =  x0  எனை ;ரு கூர்முபனப்புள்�யில சÛதிககிைது. (கூர்பமயோன � ைடிைம் அலைது 
கூர்பமயோன 6ச்சி �)

 (iii) x =  x0 எனை புள்�யில f  ஆனது ்தோ்டர்ச்சியறைது.

 �âககோªம் �கâவுக�ல ;ரு சோர்பு ைபகபம ஆகோது :

 விNகக எடுத்துககோடடு 10.3 மற²ம் 10.4-ல சோர்பு f x x f x x( ) | | ( )= − =2
1
3 kw;Wk;  முபை்ய 

x =  2 மற²ம் x =  0-ல ்தோ்டர்ச்சியோகவும் ஆனோல அÛத இ்டஙக�ல f ைபகபமயறைதோகவும் 6ள்Nது.

 அ்த ்Fரத்தில 10.3 6தோரDத்தி³ம் 10.5 விNகக எடுத்துககோடடி³ம் 6ள்N சோர்புகள் 

f x x f x
x x

x x
( ) ( )=   =

≤
+ >





 kw;Wk; 
0

1 0
 ஆகும். முபை்ய எÛத்ைோரு முµ எÙ x =  n-ககும் மற²ம்  

x =  0 -ல ்தோ்டர்ச்சியற²ம் ைபகபமயிலைோம³ம் அபமகினைது. ்மறகÙ்ட ஆயபைப் �னைரும் 
ைபகயில ¦ருககமோகக கூைைோம் � ்தோ்டர்ச்சியினபம ைபகபமயினபமபய ்கோடுககிைது.

்தறைம் 10.1 Ŭைவகவமத் வதா்டர்ச்சிவய வகாடுகZை�ŭ  
   ( D i f f erent i ab i l i t y i m p l i es c on t i nu i t y)  
 x =  x0 எனை புள்�யில f  ைபகபமயோனோல அப்புள்�யில f  ்தோ்டர்ச்சியோனதோக இருககும்.
நி¦்�ம்

 x0 எ­ம் புள்�பயக ் கோÙ்ட (a, b) எனை இப்ட்ை�யில f(x) ைபகபமயோனது எனக. என்ை, 

′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0 0

0 0  கிப்டககப்்ைற² cf x( )0  எனைது ;ரு முடிவு² எÙ எனைது 

புைனோகிைது.

  இப்்ைோது lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −[ ]
x

f x x f x
0 0 0  =  lim ( ) ( )

∆ →

+ ∆ −
∆

×∆
x

f x x f x
x

x
0

0 0

   =  lim ( ) ( ) lim ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆






× ∆

x x

f x x f x
x

x
0

0 0

0

    =  ′ × =f x( )0 0 0 .

 இதி�ருÛது  x =  x0-ல f ்தோ்டர்ச்சியோக இருககிைது எனைது 6Ùபமயோகிைது.

 ை்டம் 10.21 ை்டம் 10.22 ை்டம் 10.23

x

y

O x0

x

y

O x0

x

y

O x0

O

br’;Fj;Jj;
bjhLnfhL bjhlu;r;rpapd;ik

br’;Fj;Jj;
bjhLnfhL
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158X I  -  க~்த�Jà

முதல வகாள்வகயிi�¸� ைவககவக� கா�ல  (Derivatives from first principle)
 ைபகக்கµ ைபரயபைக�ல எடுத்துபரககப்ைட்ட �ைÛதபனகபNப் ையனைடுத்தி ;ரு 
சோர்�ன ைபகக்கµ கோªம் ை�முபை்ய முதல ்கோள்பகயி�ருÛது ைபகக்கµ கோDல என 
அபOககப்ைடுகிைது.

பயிற்சி 10.1
 (1) முதல ்கோள்பகயிபனப் ையனைடுத்திப் �னைரும் சோர்புக�ன ைபகக்கµககபNக கோÙக.

  (i) f x( ) = 6   (ii) f(x) =  − 4x + 7   (iii) f(x) =  − x2 + 2

 (2) �âககோªம் சோர்புகளுககு  x =  1ல இ்டப்ைகக மற²ம் ைைப்ைகக ைபகக்கµ (கிப்டககப்்ைறின) 
கோÙக. x =  1-ல சோர்புகளுககு ைபகபமத்தனபம 6ள்Nதோ எனைதபன°ம் கோÙக.

  (i) f(x) =  | x − 1|  (ii) f x x( ) = −1 2   (iii)  f(x) =  
2

, 1
, 1

x x
x x

≤


>
 

 (3) ்கோடுககப்ைடடுள்N புள்�க�ல �âககோªம் சோர்புகள் ைபகபமயோனதோ எனைபதத் 
�ர்மோனிககவும். 

  (i) f(x) =  x |  x |  ;  x =  0           (ii) f(x) =  | |;x x2 1 1− =     

  (iii) f(x) =  |  x |  + |  x − 1 |   ;   x =  0, 1 (iv) f x x x( ) sin | |= = ;  0

 (4) �âககோªம் சோர்புகளுககுக குறிப்�்டப்ைடடுள்N புள்�க�ல ைபகபம இலபை எனைபத 
�²வுக.

  (i) f(x) =  
− + ≤
− >





=
x x
x x

x
2 2

2 4 2
2

,
,

;           (ii) f(x) =  
3 0

4 0
0

x x
x x

x
,

,
'

<
− ≥




=  

 (5) தரப்ைடடுள்N f-ன ைபரை்டத்தில எÛ்தÛத  x-ன மதிப்புகளுககு (எÙகளுககு)  f  ைபகபம 
இலபை எனைதபன°ம் அதறகோன கோரDஙகபN°ம் கூ²க.

 (6) f(x) =  | x + 100|  + x2 எனில,  ′ −f ( )100  கிப்டககப்்ை²மோ எனச் ்சோதித்துப் ைோர்ககவும்.

 (7) �âககோªம் சோர்புக�ன ைபகபமத் தனபமபயப் ை்டஙகள் ைபரÛது  -ல ை�்சோதிககவும்.

  (i) | sin |x            (ii) | cos |x   

10.4 ைவகயி்டல lதிகள்  ( D i f f erent i at i on  R u l es)
 I எ­ம் திைÛத இப்ட்ை�யில ்மயமோறிககு ைபரய²ககப்ைடும் ்மய மதிப்புப்டய சோர்பு f  

மற²ம் y  =  f(x) எனைது x-ன ைபகபமச் சோர்பு எனில, 
dy
dx

f x f x x f x
xx

= ′ =
+ ∆ −
∆∆ →

( ) lim ( ) ( )
0

 ஆகும். 

x

y

0 2 4 6 8 10 12 14-4 11

ை்டம் 10.24
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159 P[க[I Iä²ம் P[க�Cà மு[Lகã

 ்ைோதுைோக முதல ்கோள்பகபயப் ையனைடுத்தி ைபகயி்டல கோªம் முபை ைை இ்டஙக�ல 
கடினமோகவும் ்Fர விரயத்பத 9றைடுத்துைதோகவும் 6ள்Nது. ஆனோல அபனத்து அடிப்ைப்டயோன 
மூைச்சோர்புகளுககோன ைபகயி்டபை அறிÛது, ்ம³ம் சோர்புக�ன க~தச் ்சயலைோடுகபNக 
்கோÙடு ைபகயி்டல முபைபய°ம், சோர்�ன மீதோன சோர்புகள் முபைபய°ம் அறிÛதிருÛதோல 
;á்ைோரு முபை°ம் எலபைச் ்சயபைப் ையனைடுத்தோமல அபனத்திறகும் ைபகயி்டல கÙ்டறிய 
இய³ம். என்ை ைபகயி்டல மீதோன ்சயலைோடுகபN ்Fரடியோக்ை ்சயது வி்டைோம். இப்்ைோது 
சோர்புக�ன கூடுதல, ்ைருககல மற²ம் ைகுத்த³ககோன ைபகயி்டல விதிக�ன மீது கைனத்பதச் 
்ச³த்து்ைோம்.

்தறைம் 10Ų2

 இரÙடு (அலைது இரÙடிறகு ் மறைட்ட) ைபகபமயோன சோர்புக�ன கூடுத�ன ைபகயி்ட³ம் 
அச்சோர்புக�ன தனித்தனியோன ைபகயி்ட�ன கூடுத³ம் சமமோக இருககும். அதோைது u  மற²ம் v  

எனைபை இரு ைபகயி்டத்தகக சோர்புகள் எனில 
d
dx

u v d
dx

u d
dx

v( ) .+ = +

நி¦்�ம்

 I �   எ­ம் திைÛத இப்ட்ை�யில ைபரய²ககப்ைட்ட ைபகபமயோன இரு ்மய மதிப்புப்டய 

சோர்புகள் u  மற²ம் v  எனக.  y  =  u  + v   எனில  y  =  f(x) எனைது I-ல ைபரய²ககப்ைட்ட சோர்ைோகும். 
அ­மோனத்தினைடி, 

   cu x( )  =  
du
dx

u x x u x
xx

=
+ ∆ −
∆∆ →

lim ( ) ( )
0

   cv x( )  =  
dv
dx

v x x v x
xx

=
+ ∆ −
∆∆ →

lim ( ) ( )
0

 இருத்தைோகும்.

 இப்்ைோது,  f x x( )+ ∆  =  u x x v x x( ) ( )+ ∆ + + ∆

   f x x f x( ) ( )+ ∆ −  =  u x x u x v x x v x( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ − + + ∆ − .

   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 =  

u x x u x
x

v x x v x
x

( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ −
∆

+
+ ∆ −
∆

.

 இதி�ருÛது,  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 =  lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

+
+ ∆ −

∆x x

u x x u x
x

x x v x
x0 0

.

 அதோைது,    lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 =  ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   அதோைது,    cf x( )  =  ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   அலைது u v x+( )′ ( )  =  ′ + ′u x v x( ) ( ) .

   என்ை,    
d
dx

u v d
dx

u d
dx

v( )+ = +  .

 இதபன முடிவு² எÙ~கபகயிைோன ைபகபமயோன u u un1 2, , ...,  ஆகிய சோர்புகளுககும் 

வி�வுைடுத்தைோம். ( )u u u u u un n1 2 1 2+ + + ′ = ′ + ′ + + ′
" "  .

்தறைம் 10.3
 u  மற²ம் v  எனைபை இரு ைபகயி்டத்தகக சோர்புகள் எனில 

d
dx

uv u dv
dx

v du
dx

( ) = +
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160X I  -  க~்த�Jà

நி¦்�ம்

 u  மற²ம் v  எனைன ்கோடுககப்ைட்ட இரு ைபகபமயோன சோர்புகள் ஆதைோல,

  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

u x x u x
x0

 =  
du
dx

 மற²ம்  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

v x x v x
x0

  =  
dv
dx

 .

     y  =  f(x) =  u.v  எனக.

  என்ை, f(x + 'x) =  u (x + 'x) v (x + 'x), மற²ம்

  f(x + 'x) − f(x) =  u (x + 'x) v (x + 'x) − u (x).v (x)

   =  v (x + 'x) u x x u x u x v x x v x( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ∆ −[ ]+ + ∆ −[ ] .

இதி�ருÛது ,   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 =  u x

v x x v x
x

v x x
u x x u x

x
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )+ ∆ −[ ]
∆

+ + ∆
+ ∆ −[ ]
∆

 .

  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 =  u x v x x v x
x

v x x u x x u x
x x x

( ) lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) (
∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

+ + ∆
+ ∆ −

0 0 0

))
∆x

 

   =  u x v x v x u x( ) ( ) ( ) ( )′ + ′  (v  ்தோ்டர்ச்சியோனது, lim ( ) ( ))
∆ →

+ ∆ =
x

v x x v x
0

  அதோைது,   cf x( )  =  u x dv
dx

v x du
dx

( ) ( )+  அலைது 

d
dx

uv u dv
dx

v du
dx

( ) = +

                      அலைது   ( )uv uv vu′= ′ + ′       

 இ்த்ைோன²             ( )uvw uvw uv w u vw′ = ′ + ′ + ′  .

 ்ம³ம் இதபன முடிவு² எÙ~கபகயிைோன ைபகபமயோன u 1, u 2 } u n சோர்புகளுககு 
நீடடித்து, க~தத் ்தோகுத்தறிதல மூைம் �âைருமோ² ்ைைைோம் :

 ( . ,..., ) ... ... ... ...u u u u u u u u u u u u un n n n n1 2 1 2 1 1 2 1 1 2′ = ′ + ′ + + ′− − uun .

்தறைம் 10.4 Ŭை�த்தல lதிŭ ( Q u ot i ent  R u l e)  
 u  மற²ம் v  ைபகபமயோன இரு சோர்புகள், v x( ) v 0  எனில 

d
dx

u
v

v du
dx

u dv
dx

v






 =

−
2 .

நி¦்�ம்

 y f x u
v

= =( )  எனக. ்ம³ம் v x( ) v 0 .

  இப்்ைோது    f x x( )+ ∆  =  u x x
v x x

( )
( )
+ ∆
+ ∆

  இதி�ருÛது, f x x f x( ) ( )+ ∆ −   =  u x x
v x x

u x
v x

( )
( )

( )
( )

+ ∆
+ ∆

−  
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161 P[க[I Iä²ம் P[க�Cà மு[Lகã

   =  v x u x x u x v x x
v x x v x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
+ ∆ − + ∆

+ ∆
 .

  இதி�ருÛது,   f x x f x
x

( ) ( )+ ∆ −
∆

 =  

v x u x x u x
x

u x v x x v x
x

v x x v x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )

( ) ( )

+ ∆ −[ ]
∆

−
+ ∆ −[ ]
∆

+ ∆
 

  இதி�ருÛது   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 =  
v x u x x u x

x
u x v x x v x

x
v x

x x
( ) lim ( ) ( ) ( ) lim ( ) ( )

( ) lim
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

−
+ ∆ −
∆0 0

∆∆ →
+ ∆

x
v x x

0
( )

 

   =  v x u x u x v x
v x v x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

′ − ′
       ' lim ( ) ( )

∆ →
+ ∆ =( )x

v x x v x
0

 

  இதி�ருÛது,       cf x( )  =  v x u x u x v x
v x

( ) ( ) ( ) ( )
( )

′ − ′

[ ]2
 .

  அதோைது,   d
dx

f( )  =  vu uv
v
′ − ′

2

அலைது  d
dx

u
v

v du
dx

u dv
dx

v






 =

−
2

 .

்தறைம் 10ŲŹ Ŭஇவ�º� lதி ų �ார்�கjன ்�ர்ºdன lதி ų �ார்dன �ார்� lதிŭ

                           ( C h ai n R u l e /  C om p os i t e F u nc t i on  R u l e or  F u nc t i on  of  a F u nc t i on  R u l e)  
 y  =  f(u ) எனைது  u -ன சோர்ைோகவும் ்ம³ம்  u  =  g (x) எனைது x-ன சோர்ைோகவும் இருப்�ன   

 y f g x fog x= ( ) =( ) ( )( )   . இப்்ைோது d
dx

f g x f g x g x( ( ( )) ( ( )) ( ).= ′ ′

நி¦்�ம்

 y f g x fog x= ( ) =( ) ( )( )  
 ்மறகÙ்ட சோர்�ல u =  g (x) எனைது 6டசோர்பு எனவும், f எனைது ்ை�ப்புைச் சோர்பு எனவும் 
அபOககப்ைடுகிைது.

 முத்தோயப்ைோக y  எனைது x-ன சோர்ைோகும்.

 இப்்ைோது  ∆ = + ∆ −u g x x g x( ) ( )  

 என்ை 
∆
∆

=
∆
∆

×
∆
∆

=
+ ∆ −
∆

×
+ ∆ −
∆

y
x

y
u

u
x

f u u f u
u

g x x g x
x

( ) ( ) ( ) ( )

 ∆x → 0 எனில ∆u → 0  ஆகும்.

  என்ை,   lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 =  lim
∆ →

∆
∆

×
∆
∆







x

y
u

y
x0

 

   =  lim . lim
∆ → ∆ →

∆
∆








∆
∆







u x

y
u

y
x0 0
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162X I  -  க~்த�Jà

   =  lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
∆ → ∆ →

+ ∆ −
∆

×
+ ∆ −
∆u x

f u u f u
u

g x x g x
x0 0

 

   =  ′ × ′f u u x( ) ( )

   =  ′( ) ′f g x g x( ) ( )   அலைது  
d
dx

f g x f g x g x( ( ) ( ) ( )( ) = ′( ) ′

 என்ை y f g x= ( )( )  எ­ம் சோர்�பன ைபகயி்ட  g (x) =  u  எனைபதப் ் ைோ²த்து ் ை�ப்புைச்சோர்பு 
f-ன ைபகயி்டபைச் சோரோ மோறி x-: ்ைோ²த்து 6டபுைச் சோர்�ன ைபகயி்ட³்டன ்ைருகக ்ைÙடும். 
இஙகு u  எனைது இப்டப்ைட்ட மோறி என அபOககப்ைடுகிைது.

்தறைம் 10.6

  f(x) எனை  சோர்பு ைபகபமயோனதோகவும், y kf x k= ≠( ), 0 எனில  
d
dx

kf x k d
dx

f x( ) ( )( ) =

நி¦்�ம்

 f(x) எனைது ைபகபமயோன சோர்பு எனக. y  =  kf(x), k z 0 எனக.

 f  எனைது ைபகபமயோனதோல  lim ( ) ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆

= ′
x

f x x f x
x

f x
0

  y  =  h (x) =  kf(x) எனக.

  h (x + 'x) =  kf(x + 'x)

  h (x + 'x) − h (x) =  kf(x + 'x) − kf(x)

   =  k f x x f x( ) ( )+ ∆ −[ ]  

  
h x x h x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 =  k

f x x f x
x

( ) ( )+ ∆ −[ ]
∆

 

இதி�ருÛது,    lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

h x x h x
x0

 =  lim
( ) ( )

∆→

+ ∆ −[ ]
∆0

k
f x x f x

x

   =  k lim
( ) ( )

∆ →

+ ∆ −[ ]
∆x

f x x f x
x0

 

   =  kf x k d
dx

f x′ =( ) ( )   

    
d
dx

h x( )( )  =  k d
dx

f x( )

அதோைது,   
d
dx

kf x k d
dx

f x( ) ( )( ) =

10ŲŸŲ1 அ_º்வ்டச் �ார்�கjன ைவககவக� 

           ( D eri vat i ve s of  b as i c  e l em ent ar y f u nc t i on s)
 அபனத்து அடிப்ைப்டச் சோர்புக�ன ைபகயி்டல முபைபய கோÙ்ைோம். முத�ல மோறி�ச் 
சோர்�பன எடுத்துக ்கோள்்ைோம்.
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163 P[க[I Iä²ம் P[க�Cà மு[Lகã

Ŭ1ŭ மாறிiச் �ார்dன ைவகயி்டல £³]யமா�ம்

   y  =  f(x) =  k எனக, k ;ரு மோறி�

   என்ை  f(x +'x) =  k மற²ம்

   f(x + 'x) − f(x) =  k − k =  0

   இதி�ருÛது,   
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 =  0

   என்ை,   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 =  0

   T ha t is,  cf x( )  =  0

   or    d
dx

k( ) = 0

Ŭ2ŭ y  =  xn   எ�ம் அடுக�ச் �ார்�Ű  n  >  0 என்� �� மு� எண

   f(x) =  xn எனக.

   என்ை,  f(x+ 'x) =  (x + 'x)n மற²ம்

   f(x + 'x) − f(x) =  (x + 'x)n − xn

 இதி�ருÛது,    
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 =  

( )
( )
x x x
x x x

n n+ ∆ −
+ ∆ −

� ஆபகயோல� � lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

�=� lim ( )
( )∆ →

+ ∆ −
+ ∆ −x

n nx x x
x x x0

�

 =  lim
y x

n ny x
y x→

−
−

=  nxn−1 இஙகு y  = x +  %x எனக மற²ம்  

  %x ® 0  எனில y  ® x 

   அதோைது   
d
dx

f x( )  =  nxn−1    அலைது d
dx

x nxn n( ) = −1  

Zவ!த்்தறைம் 10.1

 n p
q

p q= =, ( , ) 1  எனில, 
d
dx

x p
q

x
p
q

p
q









 =

−1
 

Zவ!த்்தறைம் 10.2
 α  எனைது 9்த­ம் ;ரு ்மய்யÙ  எனில,  

d
dx

x x( )α αα= −1  

சிலை 	தா��±கள்

 (1)  
d
dx

( )5  =  0 9்னனில 5 ;ரு மோறி�யோகும்

 (2)  
d
dx

x( )3  =  3 2x ,   அடுககுச் சோர்பு விதியினைடி
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164X I  -  க~்த�Jà

 (3)  
d
dx

x
3
2









  =  

3
2

3
2

3
2

1 1
2x x

−
= ,    அடுககுச் சோர்பு விதியினைடி

 (4)  
d
dx

x 2( )  =  2 2 1x − ,  அடுககுச் சோர்பு விதியினைடி

 (5)  
d
dx

x
2
3









  =  

2
3

2
3

0
2
3

1 1
3x x x

−
−

= ≠, ( ),  அடுககுச் சோர்பு விதியினைடி

 (6)  
d
dx

x( )100 9  =  100 100 9 9009 9 1 8d
dx

x x x( ) = × =−  ்தறைம் 10.6-ன ைடி

Ŭŷŭ ம்டகவகச் �ார்dன ைவககவக�  
x-ன இயறவக ம்டகவகவய  loge x  அலலை� l og x அலலை� l n  x எ� எ�தலைாம்

   y  =  f x( ) =  log x  எனக.

 இப்்ைோது   f x x( )+ ∆  =  log (x + 'x) 

 f(x + 'x) − f(x) =  log (x + 'x) − log x

  =  log 
x x

x
+ ∆






  

  =  log 1+ ∆







x
x

 

 
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 =  

log 1+ ∆







∆

x
x

x
 

    lim log( )
α

α
α→

+
0

1 k
 =  k lim log( )

α

α
α→

+
=

0

1 k
k

k  என Fோம் அறி்ைோம்

  என்ை, lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 =  lim
log

∆ →

+
∆








∆x

x
x

x0

1
 =

1

x  

   அதோைது,  d
dx

x
x

(log ) = 1

Zவ!த்்தறைம் 10.3

  y  =  f x xa( ) log=   எனில, ′ =f x
a x

( )
(log )

1
 ஆகும்.

  f(x) =  log log log (log ) loga a e ax e x e x= × =    

  என்ை, 
d
dx

f x( )( )  =  
d
dx

e xa(log log )×  
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165 P[க[I Iä²ம் P[க�Cà மு[Lகã

   =  (log ) (log )a e d
dx

x   (மோறி�ப் ்ைருககல விதிப்ைடி)

   =  log .a e
x
1

  (அலைது)  
1

(log )a x
 

( 4)  ்_க�றிச் �ார்� Ŭஅடுக�ச் �ார்dன ைவககவக�ŭ

  y  =  ax
.  எனக.

  என்ை, f x x( )+ ∆  − f x a ax x x( ) = −+∆

   =  a ax x( )∆ −1  மற²ம்

  
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 =  a a

x
x

x∆ −
∆











1

  lim
∆ →

∆ −
∆x

xa
x0

1
  =  log a  என அறி்ைோம்

  என்ை,   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0   =  a a

x
x

x

x

lim
∆ →

∆ −
∆









0

1
 

   =  a ax × log  

                 அலைது   
d
dx

a a ax x( ) log�

  குறிப்ைோக,   
d
dx

ex( )  =  e ex log  

    

d
dx

e ex x( ) .=

( 5)  முக்கா�lயல �ார்�கjன ைவககவக�

 ( i )  s i ne �ார்� si n x

  y  =  f x x( ) sin=  எனக.

  என்ை f x x( )+ ∆  =  sin( )x x+ ∆  மற²ம்

  f x x f x( ) ( )+ ∆ −  =  sin( ) sin sin cosx x x x x x
2

2 2

 என்ை  
f x x f x

x
( ) ( )+ ∆ −

∆
 =  

sin
cos

∆







∆







+
∆








x

x
x x2

2
2

 

 இதனோல,   lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆x

f x x f x
x0

 =   lim
sin

. lim cos
∆ → ∆ →

∆







∆







+
∆






x x

x

x
x x

0 0

2

2
2
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  =  1 × cosx   
cos
lim cos( ) cos

x
x x x

x

 bjhlu;r;rpahdJ vd;gjhy;

∆ →
+ ∆ =





 0  
  =  cos x

 
அதோைது,

 

d
dx

x x(sin ) cos�

( i i )  c os i ne �ார்�Ű c os  x
    y  =  cosx =  sin x +








π
2

எனக.

  என்ை,  
dy
dx

 =  
d
dx

xsin +







π
2

 

  u  =  x + π
2

 எனக.

  
du
dx

 =  1 + 0 =  1

  என்ை,  
dy
dx  =  

d
dx

u d
dx

u du
dx

(sin ) (sin )=  (இபDப்பு விதிப்ைடி)

   =  cos u ×1 =  cos u   =  cos x +







π
2

 =  −sin x  

   அதோைது,  d
dx

x x(cos ) sin

 
( i i i )  t an ge nt  �ார்�Ű t an  x
  y  =  f x x( ) tan=  எனக.

   =  
sin
cos

x
x

 

  என்ை 
d
dx

x(tan )  =  
d
dx

x
x

sin
cos








   =  
cos (sin ) sin (cos )

cos

x d
dx

x x d
dx

x

x

−
2      (ைகுத்தல விதிப்ைடி)

   =  
cos (cos ) sin ( sin )

cos
x x x x

x
− −

2

   =  
cos sin

cos

2 2

2

x x
x

+
 

   =  
1

2cos x
 

 அதோைது,   
d
dx

x x(tan ) sec .= 2

( i v)  S ec an t  �ார்�Ű sec  x

   y  =  sec
cos

(cos )x
x

x= = −1 1  எனக.
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dy
dx

  =  ( )(cos ) ( sin )− −−1 2x x     (இபDப்பு விதிப்ைடி)

   =   
sin

cos cos
. sin
cos

sec . tanx
x x

x
x

x x2

1
= =  

அதோைது,  d
dx

x x x(sec ) sec tan .=

( v)  C os ec an t  �ார்�Ű c os ec  x

    y  =  cos
sin

(sin )ecx
x

x= = −1 1  எனக.

  
dy
dx

 =  ( )(sin ) (cos )− −1 2x x      (இபDப்பு விதிப்ைடி)

  =  −
cos
sin

x
x2  =  −

1
sin

. cos
sinx

x
x

  =  −cosec x xcot

   அதோைது,   cosec cosecd
dx

x x x( ) cot .= −

( vi )  C ot a nge nt  �ார்�Ű c ot  x
  y  =  cot cos

sin
x x

x
=  எனக.

  
dy
dx

 =  
d
dx

x
x

cos
sin







  

   =  
sin (cos ) cos (sin )

sin

x d
dx

x x d
dx

x

x

−
2  

   =  
sin ( sin ) cos (cos )

sin
x x x x

x
− −

2  

   =  
− −sin cos

sin

2 2

2

x x
x

  =  − = −
1

2
2

sin x
xcosec  

   அதோைது,  
d
dx

x x(cot ) .= −cosec2

( 6)  ்�ர்மாறு முக்கா�lயல �ார்�கjன வக�ககள்

     T h e d eri v at i ve s of  t h e i nve rse t ri go nom et ri c  f u nc t i on s 

( i )  ar c  s i n x  அ்தோP« sin−1 x   

  y  =  f x x( ) �sin= −1  எனக.

  என்ை y y+ ∆  =  f x x x x( ) sin ( )+ ∆ = + ∆−1  
  இதி�ருÛது,   x =  sin y    மற²ம்

  x + 'x =  sin ( y  + 'y ).

  என்ை,  
%
%

y
x

 =  
∆

+ ∆ −
= + ∆ −

∆
y

y y y
y y y

ysin( ) sin
sin( ) sin

1
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 'x o 0 எ­ம்்ைோது  'y  o 0 ஆதைோல

  
dy
dx

 =  lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

   =  lim sin( ) sin
∆ →

+ ∆ −
∆y

y y y
y0

1

 

   =  
1

cos y

   =  
1

1
1

12 2−
=

−sin y x
 

அதோைது,   
d
dx

x
x

(sin )
1

2

1

1

( i i )  ar c c os  x  அ்தோP« cos−1 x  

  sin−1 x  + cos−1 x  =  
p
�  எனை முற்ைோருபமபய அறி்ைோம்

 இதி�ருÛது,  
d
dx

x x(sin cos )− −+1 1  =  
d
dx

π
2

0





 =  

 இதனோல,  
d
dx

x d
dx

x(sin ) (cos )− −+1 1  =  0

  என்ை,  
1

1 2

1

−
+ −

x
d
dx

x(cos )  =  0

  அலைது    
d
dx

x
x

(cos ) .− = −
−

1

2

1
1

( i i i )  ar c  t an  x  அ்தோP« tan−1 x

  y  =  f x x( ) tan= −1  எனக. } (1)

  இதி�ருÛது,  y  + 'y  =  f(x + 'x) =  tan−1  (x + 'x) } (2)

  x =  ta n y  மற²ம்

  x + 'x =  ta n (y  + 'y )

  இதி�ருÛது,   'x =  ta n (y  + 'y ) − ta n y

  
%
%

y
x  =  

∆
+ ∆ −

y
y y ytan( ) tan

   
=

+ ∆ −
∆

1
tan( ) tany y y

y
 

 'x o 0 எ­ம்்ைோது    'y  o 0  ஆதைோல
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  lim
∆ →

∆
∆x

y
x0

 =  

1

10
lim tan( ) tan

(tan )

∆ →
+ ∆ −

∆
=y

y y y

y d
dy

y
 

   =  
1

2sec y
 

   =  
1

1
1

12 2+
=

+tan y x

அதோைது,  
d
dx

x
x

(tan ) .
1

2

1

1

( i v)  ar c c o t  x  அ்தோP« cot−1 x  

  tan−1 x  + cot−1 x   =  
p
�  எனை முற்ைோருபமபய அறி்ைோம்

 இதி�ருÛது,  
d
dx

x x(tan cot )− −+1 1  =  
d
dx

π
2

0





 =  

 இதி�ருÛது,   
d
dx

x d
dx

x(tan ) (cot )− −+1 1  =  0

  அதோைது,   
d
dx

x(cot )−1  =  − =−d
dx

x(tan )1 −
+
1

1 2x
 

  அதோைது,  d
dx

x
x

(cot ) .− = −
+

1
2

1
1

( v)  ar c sec  x  அ்தோP« sec−1 x -å P[கÔYகµ 
1

12x x −
 3¤ம்

( vi )  ar c  c o sec  x  அ்தோP« cosec−1x -å P[கÔYகµ 
−

−

1
12x x

  3¤ம்

 (v) மற²ம் (vi) �ÄைDஙகள் ையிறசிககோக ;துககப்ைடடுள்Nன.

எடுத்�ககாடடு 10.7

 x-: ்ைோ²த்து ைபகக்கµபைக கோÙக. :
 (i) y x x x= + + +3 25 3 7   (ii) y e xx= + +sin 2  

 (iii) y x x ex= − −4 2cosec log   (iv) y x
x

= −







1 2

 (v) y xe xx= log

  (vi) y x
x

=
cos

3    (vii) y x
ex=

log
  

 (viii) f x x f f( ) | - | '( ) '( )= 4 3 5vdpy;  kw;Wk; : கோÙக.
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தீர்வு

 (i) 
dy
dx

x x= + +3 10 32   (ii) 
dy
dx

e xx= + cos  

 (iii) 
dy
dx

x x
x

ex= − − −4 1 2cosec .cot  

 (iv) y x
x

x x= + − = + −−2
2

2 21 2 2  

  
dy
dx

x x x
x

= − = −− −2 2 2 22 1
3  

 (v) 
dy
dx

xe
x

e x x x ex x x= 





 + +

1 1.log ( ) log ( )  

  = + + = + +e e x xe x e x x xx x x xlog log ( log log )1  

 (vi) y x
x

=
cos

3  

  
dy
dx

x x x x
x

x x x x
x

=
− −

=
− +3 2

6

2

6

3 3( sin ) cos ( ) ( sin cos )
 

         = −
+( sin cos )x x x
x

3
4  

 (vii) y x
e

e xx
x= = −log .log  

  
dy
dx

e
x

x ex x= 





 + −− −1 1log ( )( )  

        = −





−e
x

xx 1 log  

 (viii) f x x
x x

x x
( ) | |

( ) ;
( ) ;

= − =
− − <
−



 ≥

4
4 4

4 4  

   ′ =
− <
+ ≥




f x
x
x

( )
,1 4

1 4,

        என்ை, ′ = −f ( )3 1

                     ′ =f ( )5 1 

பயிற்சி 10.2
�னைரும் சோர்புகபNத் ்தோ்டர்புப்டய சோரோமோறிகபNப் ்ைோ²த்து ைபகயிடுக.

 (1) f(x) =  x − 3 sinx (2) y  =  sin x + cos x
 (3) f(x) =  x sin x (4) y  =  cos x − 2 ta n x
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171 P[க[I Iä²ம் P[க�Cà மு[Lகã

 (5) g (t) =  t3cos t (6) g (t) =  4 se c t + ta n t
 (7) y  =  ex sin x

 (8) y x
x

=
tan

  (9) y x
x

=
+
sin

cos1
 

 (10) y x
x x

=
+sin cos

 (11) y x
x

=
−tan

sec
1

 

 (12) y x
x

=
sin

2   (13) y  =  ta n T(sin T + cos T)

 (14) y  =  cose c x . cot x (15) y  =  x sin x cos x

 (16) y  =  e−x. log x (17) y x x e x= + + −( ) ln( )2 35 1  

 (18) y x= °sin   (19) y x= log10  

 (20)  f x x x( ) = − +2 5 32  எனில f x'( )  எனை சோர்�ன ைபரை்டம் ைபரக.

10.4.2 �ார்dன �ார்d�� ைவககவக� Ŭஇவ�º� lதிŭ எடுத்�ககாடடுகள்

எடுத்�ககாடடு 10.8

 F x x F x( ) ( )= + ′2 1 vdpy; fhz;f .
தீர்வு

   u  =  g x x f u u( ) ( )= + =2 1 kw;Wk; 

   F x( )  =  ( )( ) ( ( ))fog x f g x=

   cf u( )  =  
1
2

1
2

1
2u

u
−
=  மற²ம்

   cg x( )  =  2x,  எனைதனோல

   cF x( )  =  c cf g x g x( ( )) ( )

    =  
1

2 1
2

12 2x
x x

x+
=

+
.  .

எடுத்�ககாடடு 10.9
  ைபகயிடுக :  (i) y  =  sin(x2) (ii) y  =  sin2x

தீர்வு

  (i) இஙகு sine  சோர்பு ்ை�ப்புைச் சோர்ைோகவும் ைர்கக சோர்பு 6டசோர்ைோகவும் 6ள்Nது.

   u  =  x2  எனக.

   அதோைது,  y  =  sin u .

   என்ை,   
dy
dx

 =  
dy
du

du
dx

×  

    =  cos u  × (2x)
    =  cos(x2).2x
    =  2x cos(x2).
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  (ii) u  =  sin x 
   என்ை,    y  =  u 2

   மற²ம்  
dy
dx

 =  
dy
du

du
dx

×  

    =  2 u  × cos x
    =  2 sin x . cos x
    =  sin 2x.

எடுத்�ககாடடு 10.10
 ைபகயிடுக :  y x= −( )3 1001  

தீர்வு
   u  =  x3−1  எனக.
   y  =  u 100

   மற²ம்  
dy
dx

 =  
dy
du

du
dx

×  

    =  100 3 0100 1 2u x− × −( )

    =  100 1 33 99 2( )x x− ×

    =  300 12 3 99x x( )− .

எடுத்�ககாடடு 10.1 1

  f x
x x

( ) =
+ +

1
123

 எனில, cf x( ) -: கோÙக.

தீர்வு
   முத�ல f(x) =  ( )x x2

1
31+ +
−

என எµது்ைோம்.

   என்ை,  cf x( )  =  − + + + +
−
−1

3
1 12

1
3

1 2( ) ( )x x d
dx

x x

    =  − + + × +
−1

3
1 2 12

4
3( ) ( )x x x  

    =  − + + +
−1

3
2 1 12

4
3( )( )x x x  .

எடுத்�ககாடடு 10.12

      g t t
t

( ) = −
+









2
2 1

9

 எனை சோர்�ன ைபகக்கµபைக கோÙக.

தீர்வு

   cg t( )  =  9 2
2 1

2
2 1

9 1t
t

d
dt

t
t

−
+









−
+









−
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    =  9 2
2 1

2 1 2 2 2 1

2 1

8

2

t
t

t d
dt

t t d
dt

t

t
−
+









+ − − − +

+













( ) ( ) ( ) ( )

( )




 

    =  9 2
2 1

2 1 1 2 2
2 1

8

2

t
t

t t
t

−
+









+ × − − ×
+











( ) ( )
( )

 

    =  9 2
2 1

2 1 2 4
2 1

8

2

t
t

t t
t

−
+









+ − +
+









( )

 

    =  
45 2

2 1

8

10

( )
( )

t
t
−
+

எடுத்�ககாடடு 10.13
 (2x + 1)5  (x3 − x + 1)4.-: ைபகயிடுக.

தீர்வு

   y  =  (2x + 1)5  (x3 − x + 1)4 எனக.

   u  =  2x + 1 ;  v  =  x3 − x + 1   என எடுத்துக்கோÙ்டோல

   y  =  u 5 . v 4

   dy
dx

 =  u d
dx

v v d
dx

u5 4 4 5. ( ) ( )+       (்ைருககல விதிப்ைடி)

    =  u v dv
dx

v u du
dx

5 4 1 4 5 14 5. .− −+   (இபDப்பு விதிப்ைடி)

    =  4 3 1 5 25 3 2 4 4u v x v u. ( )× − + ×

    =  4 2 1 1 3 1 10 1 2 15 3 3 2 3 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x+ − + − + − + +  

    =  ( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 1 4 2 1 3 1 10 14 3 3 2 3x x x x x x x+ − + + − + − + 

    =  2 2 1 1 17 6 9 34 3 3 3 2( ) ( ) ( )x x x x x x+ − + + − + .

எடுத்�ககாடடு 10.14
 ைபகயிடுக :  y  =  esin x

.

தீர்வு

   u  =  sin x என எடுத்துக்கோÙ்டோல

   y  =  eu

   
dy
dx

 =  
d e

du
du
dx

u( )
×  =  eu  × cos x =  cos x esin x

.
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எடுத்�ககாடடு 10.15
 ைபகயிடுக �  2x

 .

தீர்வு

   y  =  2 2x xe= log எனக

   u  =  x (log 2)     என எடுத்துக்கோÙ்டோல

   y  =  eu  ஆகும்.

   
dy
dx

 =  
dy
du

du
dx

×  =  e eu x× =log log log2 2 2

    =   (log2)2x
.

 ax -ன ைபகக்கµபைச் ¹த்திரத்பதப் ையனைடுத்தி ்Fரடியோகவும் எµதைோம்

எடுத்�ககாடடு 10.16

 y  =  ta n−1 
1
1
+
−









x
x

 எனில cy கோÙக.

தீர்வு

   y  =  ta n−1 
1
1
+
−









x
x

   
1
1
+
−

x
x

 =  t எனக.

   என்ை,   y  =  ta n−1t

   
dy
dx

 =  
d
dt

t dt
dx

(tan ).−1

    =  
1

1
1 1 1 1

12 2+
− − + −

−t
x x

x
. ( ). ( )( )

( )
 

    =  
1

1 1
1

1 1
1

1
12 2 2

+
+
−









− + +
−

=
+x

x

x x
x x

. ( ) ( )
( )

 .

பயிற்சி ŵŴŲŷ
�âககோªம் சோர்புகளுககு ைபகக்கµககபNக கோÙக :

 (1) y x x= + +( )2 54 6   (2) y  =  ta n3x (3) y  =  cos (ta nx)

 (4) y = 1 33 + x   (5) y e x=   (6) y ex= sin( )

 (7) F x x x( ) ( )= +3 74   (8)  h t t
t

( ) = −







1
3
2

  (9) f t t( ) tan= +13  

 (10) y a x= +cos( )3 3   (11) y e mx= −  (12) y  =  4 se c 5x
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 (13)  y x x= − − −( ) ( )2 5 8 54 2 3  (14)  y x x= + +( )2 231 2  (15)  y xe x= − 2

 (16) s t t
t

( ) = +
−

3

3
4

1
1

 (17) f x x
x

( ) =
−7 3

  (18) y x= tan(cos )

  (19) y x
x

=
sin
cos

2

  (20) y x=
−

5
1

  (21) y x= +1 2 tan

  (22) y x x= +sin cos3 3   (23) y kx= sin (cos )2   (24) y x= +( cos )1 2 6

  (25) y e
e

x

x=
+

3

1
  (26) y x x= +   (27) y ex x= cos  

 (28) y x x x= + +   (29) y x= ( )( )sin tan sin   (30) sin− −
+











1
2

2

1
1

x
x

 

10ŲŸŲŷ 	ட்டு �ார்�கவ! ைவகயி்டல ( I m p l i c i t  D i f f erent i at i on )

� ;ரு�சோர்�ன�சோர்Ûத�மோறியின�மூைம்�்ை�ப்ைப்டயோகத்�தரப்ைடடு�  y =  f (x)�எனை�ைடிவில�

இருÛதோல��அதபன�YP�Ü்டு�@ோர்®�	e xpl icit f unc tion
�எனக�கூைைோம்��எடுத்துககோட்டோக� y x= −
1
2

13 �

எனைது� ;ரு� ்ை�ப்ைடு� சோர்ைோகும்�� அ்த� சமயம்� அதறகுச்� சமோனமோன� சமனைோ்டோக�

2 2 03y x− + = �என²�x, y �ஆகிய�மோறிகபN�6டைடுத்தி�ைபரயபை�்சயதோல�அதபன�6ட்டு�@ோர்®�

எனைோம்�அலைது�y �ஆனது�x-ஆல�ஆன�6டைடு�சோர்பு�எனைோம்�

   x y2 2+  =  4  } (1)

 எனை சமனைோடு ஆதிப்புள்�பய பமயமோகவும் ஆரம் 2 ஆகவும் 6ப்டய ;ரு ைட்டத்பதக 
குறிககிைது எனைபத அறி்ைோம். சமனைோடு  (1) சோர்பு அலை. 9்னனில − 2 <  x <  2  எனை 
இப்ட்ை�யில 6ள்N ;á்ைோரு x மதிப்�றகும் y -ககு இருமதிப்புகள் இருககும். அபை 

   f x( )  =  4 2 22− −x x, ≤ ≤   } (2)

   g x( )  =   − − −4 2 22x x, ≤ ≤  } (3)

 இரு மதிப்புகள் இருககும். (1)-ல குறிப்�டடுள்N ைட்டத்தின ்மல ைோதிபய  (2)-ம், �âப்ைோதிபய 
(3)-ம் குறிககினைது. ைட்டத்தின ்மலைோதிபய அலைது �âப்ைோதிபயச் சோர்ைோகக கருதைோம். என்ை,   
− 2 d x d 2 எனை இப்ட்ை�யில சமனைோடு (1)-ஆனது குபைÛதது இரு 6டைடு சோர்புகபN ் கோடுககிைது.

 x f x2 2 4+[ ] =( )  மற²ம் x g x2 2 4+[ ] =( )  ஆகிய இரு சமனைோடுகளும் 

 −2 2≤ ≤x  இப்ட்ை�யில முற்ைோருபமயோகிைது எனைது குறிப்�்டத்தககது.

x

y

x

y

–1–2 1 2

–1–2 1 2

2 2
4, 0x y y+ = ≥

2 2
4, 0x y y+ = ≤

 ை்டம் 10.25 ை்டம் 10.26
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176X I  -  க~்த�Jà

 ்ைோதுைோக, 9்தோ ;ரு இப்ட்ை�யில F x y( , ) = 0  எனை சமனைோடு f சோர்�பன ;ரு 6டைடு 

சோர்ைோக ைபரயபை ்சயதோல F x f x( , ( )) = 0  ஆனது அÛத இப்ட்ை�யில முற்ைோருபமயோக  

அபம°ம். f எனை சோர்�ன ைபரை்டம் F x y( , ) = 0  சமனைோடடின ைபரை்டத்தின ;ரு ைகுதிபய 

அலைது அபனத்பத°ம் குறிககினைது.

 x x y y x4 2 3 5 2 1+ − = +  ் ைோனை �கச் சிககைோன சமனைோடு x-அச்சில குறிப்�ட்ட இப்ட்ை�யில 

6டைடு சோர்புகபNத் �ர்மோனிககும். ்ம³ம் y -:  x-ஆல ஆன ்கோபையில எµத இயைோமல 

இருககைோம். எனி­ம், சிை சமயஙக�ல 
dy
dx

 -: கோD  ையனைடுத்தும் முபையிபன 6டைடு 

ைபகயி்டல எனைோம். இம்முபையினைடி சமனைோடடின இருபுைமும் ைபகயி்டல விதிகபNப் 

ையனைடுத்தி x-: ்ைோ²த்து ைபகக்கµ கÙடு 
dy
dx

 ்ைைைோம். சமனைோடடில �ர்மோனிககப்ைடும்  

y   ;ரு ைபகபமச் சோர்ைோக அபம°ம்்ைோது சோர்�ன சோர்புகளுககோன இபDப்பு விதியிபனப் 
ையனைடுத்திக �âககோªமோ² கோDைோம்.

   
d
dy

yn  =  ny dy
dx

n−1   

 இஙகு n ;ரு முµ எÙDோகும்.

எடுத்�ககாடடு 10.17

 x y2 2 1+ =  எனில, 
dy
dx

 கோÙக. 

தீர்வு

 சமனைோடடின இருமருஙகும் ைபகயிடுக.

   
d
dx

x d
dx

y2 2+  =  
d
dx

( )1

   2 2x y dy
dx

+  =  0

   
dy
dx

 =  −
x
y

 ஆகும்.

எடுத்�ககாடடு 10.18
 x =  1 எனை மதிப்�ல அபம°ம் புள்�க�ல, ைபNைபர x y2 2 4+ = -ககு ைபரயப்ைடும் 

்தோடு்கோடுக�ன சோயவுகபNக கோÙக.
தீர்வு

 ்கோடுககப்ைட்ட சமனைோடடில x =  1 எனப் �ரதியி்ட y 2 3=  அலைது y = ± 3   எனப் 

்ைைைோம். என்ை, 1 3,( )  மற²ம் 1 3,−( ) -ல ்தோடு்கோடுகள் அபம°ம். இரÙடு ்ைá்ை² 

6டைடு சோர்புகளுககோன ைபரை்டஙக�ல 6ள்N புள்�கNோக 1 3,( )  மற²ம் 1 3,−( )  
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அபமÛதோ³ம் ;á்ைோரு புள்�யி³ம் ச�யோன  சோயவு கிப்டககும். என்ை, 

   1 3,( )y;
dy
dx  =  − −( ) =

−
−

=
1
3

1 3 1
3

1
3

kw;Wk; y;, dy
dx

எடுத்�ககாடடு 10.19
 x x y y x4 2 3 5 2 1+ − = + எனில, 

dy
dx

 கோÙக.
தீர்வு
 6டைடு ைபகயி்ட�னைடி

   
d
dx

x d
dx

x y d
dx

y( ) ( ) ( )4 2 3 5+ −  =  
d
dx

x( )2 1+  

 இதி�ருÛது,   4 3 2 53 2 2 3 4x x y dy
dx

x y y dy
dx

+ 





 + −( )  =  2 + 0

  அதோைது,    4 3 2 53 2 2 3 4x x y dy
dx

xy y dy
dx

+ + −  =  2 

  என்ை,    3 52 2 4x y y dy
dx

−( )  =  2 4 23 3− x xy−  

   அலைது    
dy
dx

 =  
2 4 2
3 5

3 3

2 2 4

− −
−

x xy
x y y

 

எடுத்�ககாடடு 10.20

  sin cosy y x= 2 எனில 
dy
dx

 கோÙக.

தீர்வு
 sin cosy y x= 2 .

   ைபக�டு ்சயய, 
d
dx

ysin  =  
d
dx

y x( cos )2

   அதோைது, cos y dy
dx

 =  y x x dy
dx

( sin ) cos− +2 2 2  

   இதி�ருÛது,   2 (cos cos )y x dy
dx

− 2  =  −2 2y xsin

   அலைது   
dy
dx

 =  
−

−
2 2

2
y x
y x

sin
cos cos

 

10ŲŸŲŸ ம்டகவக ைவகயி்டல ( L ogar i t h m i c  D i f f erent i at i on )
 y  =  xx  ்ைோனை  சோர்�பனத் தவிர, ைபகயி்டல விதிகபN°ம், அடிப்ைப்டச் சோர்புக�ன ைபகயி்டல 
அட்டைபDபய°ம் ையனைடுத்துைதன மூைம் ்தோ்டககத்தில ையனைடுத்தப்ைடும் எÛத்ைோரு 
சோர்�றகும் எ�தோக ைபகயி்டல கோD இய³ம். இத்தபகய சோர்புகள் அடுககு�ைடிககுறி சோர்புகNோக 
குறிப்�்டப்ைடுகினைன. இைறறில ்ைோதுைோக அÛத சோர்�ன அடிமோனமும், ைடி°ம் சோரோ மோறிபயப் 
்ைோ²த்ததோக அபம°ம். 

10 Differential Calculus 2.indd   177 03-09-2018   15:54:04

www.tntextbooks.in



178X I  -  க~்த�Jà

 அடுககுப் ைடிககுறிச் சோர்ைோன y  =  xx -ககு ைபகயி்டல கோD இரு ைககமும் ம்டகபகயிபன 
ையனைடுத்த ்ைÙடும்.

 log y  =  x log x , x >  0 எனக கிப்டககும்.

 இது ;ரு முற்ைோருபமயோதைோல இ்டப்ைகக ைபகக்கµவும் ைைப்ைகக ைபகக்கµவும் சமமோக 
இருத்தல ்ைÙடும். x-:ப் ்ைோ²த்து ைபகயி்ட�ன்ைோது (இ்டப்ைககத்தில 6ள்N சோர்பு, சோர்�ன 
சோர்பு எனைபத �பனவில ்கோள்க) 

  
1
y

dy
dx

 =  log x +1

  என்ை,      
dy
dx

 =  y x x xx(log ) (log )+ = +1 1  

 f(x) எனை சோர்�­ககு ம்டகபக கÙடு (e அடிமோனம்) �னனர் ைபகயி்டபைப் ையனைடுத்தும் 
முபை ம்டகபக ைபகயி்டல என² அபOககப்ைடுகிைது.

d
dx

f x f x
f x

(log ( )) ( )
( )

=
′

 இம்முபையின மூைம் ் ைருககல, ைகுத்தல அலைது அடுககுகள் ் கோÙ்ட கடினமோன சோர்புக�ன 
ைபக�டுகபN ம்டகபக ைபகயி்டபைப் ையனைடுத்தி எ�தோகக கோDைோம்.

எடுத்�ககாடடு 10.21

 y x x x= +2 24 2. sin .  எனில, y -ன ைபகக்கµபைக கோÙக.

தீர்வு

 இருைககமும் ம்டகபகபய எடுகக,

 log log( ) log(sin ) log( )y x x x= + + +
1
2

4 2 22  எனக கிப்டககிைது.

  இதி�ருÛது   
cy

y
 =  

1
2

2
4

2 22

x
x

x
x+

+ +. cos
sin

log  

   =  
x

x
x2 4

2 2
+

+ +cot log  

  என்ை,  cy  =  
dy
dx

y x
x

x=
+

+ +





2 4

2 2cot log  .

எடுத்�ககாடடு 10.22

 ைபகயிடுக :  y x x
x

=
+

+

3
4 2

5

1
3 2( )

 .

தீர்வு

 இருைககமும் ம்டகபகபய எடுகக, 

 log log log( ) log ( )y x x x= + + − +
3
4

1
2

1 5 3 22  

6டைடு ைபகயி்ட�னைடி.
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cy

y
 =   

3
4

1
2

2
1

5
3 2

32x
x

x x
+

+
−

+( )
( )

   =  
3

4 1
15

3 22x
x

x x
+

+
−

+( )

  என்ை,  
dy
dx

 =  ′ =
+

+
+

+
−

+






y x x
x x

x
x x

3
4 2

5 2

1
3 2

3
4 1

15
3 2( )

ம்டகவக ைவகயி்டiல ்_நிவலைகள் ( S t ep s i n L ogar i t h m i c  D i f f erent i at i on )  
 (1) y  =  f(x) எனை சமனைோடடின இருமருஙகும் இயறபக ம்டகபக எடுத்து  ம்டகபக விதிகபNப் 

ையனைடுத்தி எ�பமயோககுதல ்ைÙடும்.

 (2) x-:ப் ்ைோ²த்து 6டைடு ைபகயி்டல கோD்ைÙடும்.

 (3) y c-ககோகத் �ர்வு கோªதல ்ைÙடும்.

 ்ைோதுைோக, ைடிககுறி மற²ம் அடிமோனம் ்ைோ²த்து Fோனகு ைபககள் 6ள்Nன.

 (1) 
d
dx

ab( ) = 0  (a, b ஆகியபை மோறி�கள்).

 (2) 
d
dx

f x b f x f xb b( ) ( ) ( )[ ] = [ ] ′−1
 

 (3) 
d
dx

a a a g xg x g x[ ] (log ) ( )( ) ( )= ′  

 (4) 
d
dx

f x g x( ) ( )[ ] =  [ ( )] ( ) ( )
( )

log ( ). ( )( )f x g x f x
f x

f x g xg x ′
+ ′









எடுத்�ககாடடு 10.23

 ைபகயிடுக �  y x x=  

தீர்வு

 இருபுைமும் ம்டகபக எடுகக :

   log y  =  x xlog  
 6டைடு ைபகயி்ட�னைடி,

   
cy

y
 =  x

x x
x. .log1 1

2
+  

    =  
log x

x
+ 2

2
 

   என்ை,   
d
dx

x x( )  =  ′ =
+







y x x

x
x log 2

2
 

10 Differential Calculus 2.indd   179 03-09-2018   15:54:22

www.tntextbooks.in



180X I  -  க~்த�Jà

10.4.5. d�தியி்டல முவை ( S u b st i t u t i on  m et h od )
 �ரதியி்டல முபையோனது, சிை விதமோன ைபகயி்ட�ன ்ைோது குறிப்ைோக ்Fர்மோ² 
முக்கோDவியல சோர்புக�ன ைபகயி்ட�ன்ைோது �கவும் ைய­ள்Nதோக அபம°ம்.

 f(x) =  ta n−1  1
1

2

2

+
−











x
x

எனை சோர்�பனக கருதுக.

 இÛதச் சோர்�றகு, சோர்�ன சோர்பு விதிபயப் ையனைடுத்தி cf x( )  கோDைோம். ஆனோல, அது சற²க 
கடினமோனது. அதறகுப் ைதிைோகப் �ரதியி்டல முபையிபனப் ையனைடுத்தினோல எ�தோக அபம°ம். 
அதோைது, 

  x =  ta n θ எனக.

  என்ை, 
1
1

2

2

+
−

x
x

 =  
1
1

2
2

2

+
−

=
tan
tan

tanθ
θ

θ  மற²ம்

  f x( )   =  tan (tan )− =1 2 2θ θ

   =  2 ta n−1x

  cf x( )  =  
2

1 2+ x
 என எ�தோகக கோDைோம்.

எடுத்�ககாடடு 10.24

 y  =  ta n−1 
1
1
+
−









x
x

 எனில,  cy கோÙக.

தீர்வு

 x =  ta n T எனக.

   என்ை,  
1
1
+
−

x
x

  =  
1
1 4
+
−

= +







tan
tan

tanθ
θ

θ
π

 .

   ta n−1 
1
1
+
−









x
x

 =  tan tan tan− −+















 = + = +1 1

4 4 4
π π π

θ θ x  

   y  =  
π
4

1+ −tan x

   cy  =  
1

1 2+ x
 .

எடுத்�ககாடடு 10.25
  f x x x( ) cos ( )= −−1 34 3 எனில cf x( ) -:க கோÙக.

தீர்வு

  x =  cos θ எனக.

  என்ை,  4 33x x−  =  4 3 33cos cos cosθ θ θ− =  மற²ம்

  f(x) =  cos (cos ) cos− −= =1 13 3 3θ θ x  

  ஆபகயோல,  cf x( )  =  3 1
1

3
12 2

−

−









 =

−

−x x
 .
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10.4.6 �வ�யலை�ச் �மன்ாடுக!ால ைவ�யறுககº்ட்ட மாறிகவ! ைவகயி்டல

           ( Derivatives of variables defined by parametric equations )

 x =  f(t), y  =  g (t) எனை சமனைோடுகபNக கருது்ைோம். 

 இச்சமனைோடுகள் x மற²ம் y   மோறிகளுககிப்ட்ய 6ள்N சோர்பு 6ைபைத் தருகினைன.  [ a, b]  
எ­ம் 9்த­ம் ;ரு சோர்ைகத்தில 6ள்N ‘ t’   மதிப்�றகு x மற²ம் y  கÙ்டறியைோம்.

 x மற²ம் y  என இரு சோர்புகள் தனித்தனியோக qt’  எ­ம் �றி்தோரு மோறி மூைம் 
ைபரய²ககப்ைட்டோல x மற²ம் y  -ககு 6ள்N சோர்புத் ்தோ்டர்பு «[DJM¤Ú Y்தோCர்® என²ம் 
�றி்தோரு மோறி  «[DJM¤  எனவும் அபOககப்ைடுகிைது.

 x மற²ம் y  ககு 6ள்N ்Fரடித் ்தோ்டர்பைத் துபDயைகு  ‘ t’  இனறிக கோÙைது «[DJM¤ 
�Ôகà எனைதோகும்.

 எடுத்துககோட்டோக, பமயம்  (0, 0) எனவும். ஆரம் r  எனவும் 6ள்N ைட்டத்தின சமனைோடு 
x y r2 2 2+ =   ஆகும். இÛதச் சமனைோடு x மற²ம் y  இரÙடிறகு�ப்ட்ய 6ள்N ் தோ்டர்பை விை�ககிைது. 
மற²ம் இதன துபDயைகுச் சமனைோடுகள் x =  r  cos t  ;   y  =  r  sin t   எனக கிப்டககும்.  ம²தபையோக 

t-: நீககும்்ைோது x y r2 2 2+ =  எனப்்ைைைோம்.

 y  -:  x -இன சோர்ைோகக கருதினோல,  
dy
dx

dy
dt
dx
dt

f t
g t

= =
′
′
( )
( )

. 

 x-:  y -இன சோர்ைோகக ்கோÙ்டோல y -: ்ைோ²த்து  x-இன ைபகயி்டல 

   dx
dy

dx
dt
dy
dt

g t
f t

= =
′
′
( )
( )

  ஆகும்.

 ைட்டத்பதப் ்ைோ²த்தைபர 
dy
dx

 எனைது ைட்டத்தின ்தோடு்கோடடின சோயைோக,

   
dy
dx

dy
dt
dx
dt

r t
r t

t= =
−

= −
cos
sin

cot  ஆக அபம°ம்.

எடுத்�ககாடடு 10.26

 x at= 2  ;   y  =  2at,    t z 0 எனில, 
dy
dx

 கோÙக.

தீர்வு

   x =  at 2    ;   y  =  2at  எனைதோல

   
dy
dx

  =  
′
′

= =
y t
x t

a
at t

( )
( )

.2
2

1

எடுத்�ககாடடு 10.27

 x =  a(t − sin t), y  =  a(1 − cos t) எனில, 
dy
dx

 கோÙக.
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தீர்வு

   x =  a(t − sin t), y  =  a(1 − cos t).

   இப்்ைோது  
dx
dt

 =  a(1 − cos t) ;  
dy
dt

 =  a sin t

   என்ை,  
dy
dx

 =  

dy
dt
dx
dt

a t
a t

t
t

=
−

=
−

sin
( cos )

sin
( cos )1 1

 

10.4.7 �� �ார்dவ�º வ்ாறுத்� மறவைா� �ார்dவ� ைவகயி்டல

( D i f f erent i at i on  of  on e f u nc t i on  w i t h  r esp ec t  of  an ot h er f u nc t i on )
 y f x= ( )  எனை சோர்பு ைபகபமயோனோல, x-:ப் ்ைோ²த்து y -ன ைபகக்கµ

   
dy
dx

f x h f x
hh

=
+ −

→
lim ( ) ( )

0
 .

 f  மற²ம் g  ஆகியபை x-ன ைபகபமயோன சோர்புகள் மற²ம்  dg
dx

g x= ≠'( ) 0 எனில

   
df
dg

df
dx
dg
dx

f x
g x

= =
'( )
'( )

எடுத்�ககாடடு 10.28
 x xlog -: ்ைோ²த்து xx -ன ைபக�டு கோÙக. 

தீர்வு

   u  = x v x xx , log=

   log u  =  x xlog  

   
1
u

du
dx

  =  x
x

x x. .log log1 1 1+ = +  

   
du
dx

 =  u x x xx( log ) ( log )1 1+ = +  

   
dv
dx

  =  1+ log x  

   
d x

d x x

x( )
( log )

 =  
du
dv

du
dx
dv
dx

xx= =  

 இஙகு ;ரு சமனிச் சோர்ைோக இருÛதோல g x x( ) =  என்ை 
df
dg

 எனைது 
df
dx

f x= ′( )  என மோ²ம்.

எடுத்�ககாடடு 10.29
 x x2 1+ + -:ப் ்ைோ²த்து tan ( )− +1 21 x -: ைபகயிடுக.
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தீர்வு

   f x( )   =  tan ( )− +1 21 x  எனக

   g x( )   =  x x2 1+ +  

   
df
dg

 =  
f x
g x

'( )
'( )

 

   f x'( )   =  
2

1 2

x
x+

 

   g x'( )   =  2 1x +  

   
df
dg

  =  

2
1
2 1

2
2 1 1

2

2

x
x

x
x

x x
+
+

=
+ +( )( )

 

எடுத்�ககாடடு 10.30
  cos( )lx mx n2 + + -: ்ைோ²த்து  sin( )ax bx c2 + +  ைபகயிடுக. 

தீர்வு

       u  =  sin( )ax bx c2 + +  மற²ம்

   v  =  cos( )lx mx n2 + +  எனக.

   
du
dv

 =  
u x
v x

'( )
'( )

 

   u x'( )   =  cos( )( )ax bx c ax b2 2+ + +  

   v x'( )   =  − + + +sin( )( )lx mx n lx m2 2  

   
du
dv

  =  
u x
v x

ax b ax bx c
lx m lx mx n

'( )
'( )

( ) cos( )
( ) sin( )

=
+ + +

− + + +
2
2

2

2  

10ŲŸŲ8 	யர் ைgவ� ைவககவக�ககள் ( H i gh er or d er D eri vat i ve s)
 ;ரு ்Fர்க்கோடடில Fகரும் ்ைோரு�ன �பைச்சோர்பு (இ்டப்்ையர்ச்சி) s  =  s (t) எனக.  அதன 
முதல ைபகக்கµ, ்ைோரு�ன திபச்ைகம் ்Fரத்தின சோர்ைோக v (t) அபம°ம் எனைது இயற�ய�ல 
எ�பமயோக அறிÛதுள்்Nோம்.

 v t s t f t t f t
t

ds
dtt

( ) = ′ =
+ ∆ −
∆

=
∆ →

( ) lim ( ) ( )
0

 .

 ்ம³ம், ்Fரத்திபனப் ்ைோ²த்துத் திபச்ைகத்தின கD்Fர  த மோறைம் அப்்ைோரு�ன 
முடுககம் a(t) ஆகும். என்ை முடுககச் சோர்பு ஆனது திபச்ைகத்தின முதல ைபகக்கµைோகும் 
எனைதனோல முடுககச் சோர்பு, �பைச்சோர்�ன இரÙ்டோைது ைபகக்கµைோகும்.

   a t v t( ) ( )= ′  =  lim ( ) ( )
∆ →

+ ∆ −
∆t

v t t v t
t0

    =  
d
dt

v t( ( ))  

    =  
d
dt

ds
dt

d s
dt

s t





 = = ′′

2

2 ( )  
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184X I  -  க~்த�Jà

 இáைோைோக,  f எனைது x-ன ைபகபமயோன சோர்பு எனில, அதன முதல ைபகயி்டல 

′ =
+ ∆ −
∆∆ →

f x f x x f x
xx

( ) lim ( ) ( )
0

 எனைது y  =  f(x) எனை சோர்�ன ைபரை்டத்தின ்தோடு்கோடடின சோயவு 

என �க எ�ய ைடிவியல விNககமோக அபமகிைது. cf  எனைது x-ன சோர்ைோகவும் இருப்ைதோல, 

cf -ககும் ைபகபம இருகக முடி°ம். அáைோ² இருÛதோல, ( )′ ′ = ′′f f  எனக குறிப்�்டப்ைடடு

   ccf x( )  =  lim ( ) ( )
∆ →

′ + ∆ − ′
∆x

f x x f x
x0

 

    =  
d
dx

f x d
dx

d
dx

f x′( ) = 





( ) ( )  

    =  
d f
dx

d y
dx

2

2

2

2=   என அபமகினைது

     இதபன மற்ைோரு குறி�்டோக D f x D y y y2 2
2( ) = = = ′′  என எµதைோம்.

 இரÙ்டோம் ைபகக்கµ எனைது மோ²  தத்தின மோ²  தமோகக கருதினோ³ம் ைடிவியல 
விNககம் எ�தோக இலபை. இருப்�­ம் y f x= ( )  எனை சோர்�ன ைபரை்டத்தின ைபN ஆரத்திறகும். 
இரÙ்டோம் ைபகயி்ட³ககும் ்Fருஙகியத் ்தோ்டர்பு 6ள்Nது எனைதபன 6யர் ைகுப்புக�ல 
கோDைோம்.

 அ்த ் ைோன² ccf x( )  கிப்டககப் ் ைறி­ம், அது ைபகபமயோக்ைோ அலைது ைபகபமயினறி்யோ 

அபமயைோம். ைபகபமயோக அபமÛதோல cccf ÂåLோம் P[க�Cà என²ம்

   cccf x( )  =  d y
dx

y y
3

3 3= ′′′ =  எனவும் குறிப்�்டப்ைடுகிைது

 மூனைோம் ைபக�டடிபன இயற�யல �தியோக, ;ரு ்Fர்க்கோடடில Fகரும் ்ைோரு�ன 
�பைச்சோர்�ன மூைம் விNககைோம்.  ′′′ = ′′ ′ = ′s s a t( ) ( ) எனைதோல, �பைச்சோர்�ன மூனைோம் 
ைபகயி்டல எனைது முடுககச் சோர்�ன ைபகக்கµ ஆகும். மற²ம் அதபன  ‘ கு³ககம்’  (j e r k)  என²ம்

   j  =  
da
dt

d s
dt

=
3

3  எனவும் எµதைோம்.

 என்ை,  ‘ கு³ககம்’  எனைது  முடுககத்தில தி�்ரன 9றைடும் மோறைம் எனைதோல �கச் 
ச�யோக்ை முடுககத்தின மோ²  தத்திறகு கு³ககம் எனப் ்ைய�்டப்ைடடுள்Nது. ்ை�ய கு³ககம் 
9றைட்டோல ைோகனத்தின Fகர்வில அதிர்வு 9றைடும்.

எடுத்�ககாடடு 10.31
 y  =  x x x3 26 5 3− − + எனில, c ccy y, மற²ம் cccy ஆகியைறபைக கோÙக.

தீர்வு

     y  =  x x x3 26 5 3− − +  மற²ம்

   cy  =  3 12 52x x− −  
   ccy  =  6x − 12
   cccy  =  6
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எடுத்�ககாடடு 10.32

  y  =  
1
x

 எனில, cccy  கோÙக.

தீர்வு

     y  =  
1 1

x
x= −   

   cy  =  − = −−1 12
2x

x
  

   ccy  =  ( )( ) ( ) !
− − =

−−
31 2 1 23
2

x
x

 

   மற²ம்  cccy  =  ( )( )( ) ( ) !
− − − =

−−1 2 3 1 34
3

4x
x

எடுத்�ககாடடு 10.33
  f(x) =  x cos x எனில, ccf  கோÙக.

தீர்வு

     f(x) =  x cos x.
   இப்்ைோது cf x( )  =  − x sin x + cos x, மற²ம்

   ccf x( )  =  − (x cos x + sin x) − sin x
    =  − x cos x − 2 sin x

எடுத்�ககாடடு 10.34
  x y4 4 16+ =  எனில,  ccy  கோÙக.

தீர்வு
       x y4 4 16+ =  

 6டைடு ைபகக்கµவினைடி   4 43 3x y y+ ′  =  0

   cy  =  −
3x

y3  

 ccy கÙ்டறிய cy மீது ைகுத்தல விதியிபனப் ையனைடுத்த ் ைÙடும். x-ன சோர்ைோக  y  6ள்Nது 

எனைது கைனத்தில ்கோள்Nத்தககது.

   ′′ =
−







y d

dx
x
y

3

3  =  
− −





y d
dx

x x d
dx

y

y

3 3 3 3

3 2

( ) ( )

( )

    =  −
− ′ y x x y y
y

3 2 3 2

6

3 3. ( )
 =  −

− −








3 32 3 3 2

3

3

6

x y x y x
y

y
 

    =  −
+3 2 4 6

7

( )x y x
y

 =  
− +3 2 4 4

7

x x y
y

[ ]
 

    =  
−

=
−3 16 482

7

2

7

x
y

x
y

( )
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186X I  -  க~்த�Jà

எடுத்�ககாடடு 10.35
   x =  a cos t
   y  =  a sin t எனில இரÙ்டோம் ைபக�டப்டக கோÙக.

தீர்வு
 x-:ப் ்ைோ²த்து 6டைடு ைபகக்கµவினைடி, 

   
dy
dx

 =  

dy
dt
dx
dt

a t
a t

t
t

=
−

= −
cos
sin

cos
sin

   
d y
dx

2

2   =  
d
dx

dy
dx







  

    =  
d
dx

t
t

−







cos
sin

 

    =  
d
dt

t
t

dt
dx

−







cos
sin

 =  − − ×
′

[ ]
( )

cosec2 1t
x t

 

    =  cosec2 1t
a t

×
− sin

    =  −
cosec t

a

3

எடுத்�ககாடடு 10.36

 x y2 2 4+ =  எனில, 
d y
dx

2

2  கோÙக.

தீர்வு

      x y2 2+  =  4

       
dy
dx

 =  −
x
y

 

   
d y
dx

2

2  =  −










d
dx

x
y

    =  − 
y x dy

dx
y

. .1
2

−
 (ைகுத்தல விதிப்ைடி)

    =  −
− −









y x x

y
y2  

    =  −
+

= −
x y

y y

2 2

3 3

4
 

10 Differential Calculus 2.indd   186 03-09-2018   15:55:54

www.tntextbooks.in



187 P[க[I Iä²ம் P[க�Cà மு[Lகã

பயிற்சி 10.4
�âககோÙைைறபை ைபகயிடுக (1 − 18) :

 (1) y  =  xcos x (2) y  =  xlogx + (log x)x

 (3) xy  =  e(x − y ) (4) xy  =  y x

 (5) (cos )logx x   (6)  
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  

 (7) x y y
x

2 2 1+ = 







−tan    (8) ta n (x + y ) + ta n (x − y ) =  x

 (9) cos (xy ) =  x எனில,  
dy
dx

y xy
x xy

=
− +( )1 sin( )

sin
 எனககோடடுக.

  (10) ta n−1 
1
1
−
+

cos
cos

x
x

  (11) ta n−1 
6

1 9 2

x
x−







   

  (12) cos 2 1
1

1tan− −
+











x
x

  (13) x =  a cos3t  ;   y  =  a sin3t

 (14) x =  a (cos t + t sin t) ;  y  =  a (sin t − t cos t)

 (15) x =  
1
1

2
1

2

2 2

−
+

=
+

t
t

y t
t

,   (16) cos− 2

−
+











1
21

1
x
x

 

 (17) sin ( )− −1 33 4x x   (18) tan cos sin
cos sin

− +
−









1 x x
x x

 

 (19) x2 -: ்ைோ²த்து sin x2 -ன ைபகக்கµபைக கோÙக.

 (20) tan-1 x -: ்ைோ²த்து sin−1 2
1 2

x
x+







-ன ைபகக்கµபைக கோÙக.

 (21) u x
x

v x= + − =− −tan , tan1
2

11 1 எனில 
du
dv

கோÙக.

 (22) tan cos
sin

−

+








1

1
x

x
-: ்ைோ²த்து tan sin

cos
−

+








1

1
x

x
-ன ைபகக்கµபைக கோÙக.

 (23) y  =  sin−1x எனில, ccy கோÙக.

 (24) y e x=
−tan 1

 எனில, ( ) ( )1 2 1 02+ ′′ + − ′ =x y x y  எனககோடடுக.

 (25)  y x
x

=
−

−sin 1

21
 எனில, ( )1 3 02

2 1− − − =x y xy y  எனககோடடுக. 

 (26) x =  a (θ + sin θ), y  =  a (1 − cos θ) எனில,  θ = π
2

 எ­ம்்ைோது ′′ =y
a
1  என �Ä�கக.
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188X I  -  க~்த�Jà

 (27) sin sin( )y x a y= + எனில, 
dy
dx

a y
a

=
+sin ( )

sin

2

என �Ä�கக. இஙகு a n≠ π .

 (28) y  =  (cos )−1 2x எனில,  ( )1 2 02
2

2− − − =x d y
dx

x dy
dx

 என �Ä�கக. ்ம³ம்,   x = 0 -ன்ைோது y 2  

மதிப்பைக கோÙக.

பயிற்சி 10.5
ச�யோன அலைது �கவும் 9றபுப்டய விப்டயிபனக ்கோடுககப்ைட்ட Fோனகு மோற² விப்டக��ருÛது 
்தர்Û்தடுககவும்.

 (1) 
d
dx

x2
π

sin °







  (1) 
π

180
cos x°   (2) 

1

90
cos x   (3) 

π
90

cos x°   (4) 
2
π

cos x°  

 (2) y f x= +( )2 2 மற²ம் f '( )3 5= எனில, x =1-ல dy
dx

எனைது

  (1) 5 (2) 25 (3) 15 (4) 10

 (3) y u=
1
4

4 , u x= +
2
3

53 எனில, 
dy
dx

எனைது

  (1) 
1
27

2 152 3 3x x( )+    (2) 
2

27
2 53 3x x( )+  

  (3) 
2

27
2 152 3 3x x( )+    (4) − +

2
27

2 53 3x x( )

 (4) f x x x( ) = −2 3 எனில,  f x f x( ) '( )=  என அபம°ம் புள்�கள்

  (1) இரÙடும் �பக முµ எÙகNோகும்

  (2) இரÙடும் குபை முµ எÙகNோகும்

  (3) இரÙடு்ம விகிதமுைோ எÙகNோகும்

  (4) ;ன² விகிதமு² எÙDோகவும் மற்ைோன² விகிதமுைோ எÙDோகவும் இருககும்

 (5) y
a z

=
−
1

 எனில, 
dz
dy

-ன மதிப்பு

  (1) ( )a z− 2   (2) − −( )z a 2   (3) ( )z a+ 2  `  (4) − +( )z a 2  

 (6) y x= cos(sin )2 எனில, x = π
2

 -ல dy
dx

 -ன மதிப்பு

  (1) − 2 (2) 2 (3) −2
2
π

  (4) 0

 (7) y mx c= +  மற²ம் f f( ) '( )0 0 1= = எனில, f ( )2  எனைது
  (1) 1 (2) 2 (3) 3 (4) − 3

 (8) f x x x( ) tan= −1  எனில, f '( )1  எனைது

  (1) 1
4

+
π

  (2) 
1
2 4
+
π

  (3) 
1
2 4
−
π

  (4) 2
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189 P[க[I Iä²ம் P[க�Cà மு[Lகã

 (9) 
d
dx

ex x( )log+5  எனைது

  (1) e x xx . ( )4 5+   (2) e x xx . ( )+ 5   (3) e
x

x +
5

  (4) e
x

x −
5

 (10) x = 0 -ல,  ( )ax e x−5 3 -ன ைபகக்கµ − 13 எனில, ‘ a’ -ன மதிப்பு 

  (1) 8 (2) − 2 (3) 5 (4) 2

 (11) x t
t

y t
t

=
−
+

=
+

1
1

2
1

2

2 2, எனில, 
dy
dx

எனைது

  (1) −
y
x

  (2) 
y
x

  (3) −
x
y

  (4) 
x
y

 

 (12) x a= sinθ  மற²ம் y b= cosθ எனில, 
d y
dx

2

2 எனைது

  (1) 
a
b2

2sec T   (2) −
b
a

sec2θ   (3) −
b
a2

3sec θ   (4) −
b
a

2

2
3sec θ  

 (13) log x 10 -: ்ைோ²த்து  log10 x -ன ைபகக்கµ

  (1) 1 (2) −(log )10
2x   (3) (log )x 10 2  `  (4) 

x2

100
 

 (14) f x x( ) = + 2 எனில, x = 4 -ல af f x( ( )) -ன மதிப்பு

  (1) 8 (2) 1 (3) 4`  (4) 5

 (15) y x
x

=
−( )1 2

2  எனில, 
dy
dx

-ன மதிப்பு

  (1) 
2 2

2 3x x
+   (2) − +

2 2
2 3x x

  (3) − −
2 2

2 3x x
 (4) − +

2 2
3 2x x

 

 (16) pv = 81எனில, v = 9 -ல 
dp
dv

-ன மதிப்பு

  (1) 1 (2) − 1 (3) 2 (4) -2

 (17) f x
x x
x x
x x

( ) =
− ≤

− < <
+ ≥









5 1
4 9 1 2
3 4 2

2

,  
,  
,  

 எனில, x =  2-ல f(x)-ன ைைப்ைகக ைபகக்கµ

  (1) 0 (2) 2 (3) 3 (4) 4

 (18) f a'( )  6ள்Nது எனில,  lim
( ) ( )

x a

xf a af x
x a→

−
−

 எனைது 

  (1) f a af a( ) '( )−   (2) f a'( )   (3) − f a'( )   (4) f a af a( ) '( )+  

 (19) f x
x x

x x
( )

2 1 2

1 2
vdpy;,   f '( )2  எனைது

  (1) 0 (2) 1 (3) 2 (4) கிப்டககப்்ைைோது
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190X I  -  க~்த�Jà

 (20) g x x x f x( ) ( ) ( )= + +2 2 3 , f ( )0 5=  மற²ம் lim
( )

x

f x
x→

−
0

5 =4  எனில, g '( )0 எனைது

  (1) 20 (2) 14 (3) 18 (4) 12

 (21) f x
x x

x
x x

( )

,

,

2 1 3

5 3

8 3

,

,

  x = 3ல f x'( ) எனைது

  (1) 1 (2) − 1 (3) 0 (4) கிப்டககப்்ைைோது

 (22) x = −3 -ல f x x x( ) | |= -ன ைபகயி்ட�ன மதிப்பு

  (1) 6 (2) − 6 (3) கிப்டககப்்ைைோது (4) 0

 (23) f x
a x a x a
x a x a

( )
, ,

=
− − < <
− ≥





2
3 2 ,

எனில �âககோªம் கூற²க�ல எது ்மயயோனது"

  (1) x =  a-ல  f(x) ைபகபம இலபை

  (2) x =  a-ல f(x) ்தோ்டர்ச்சியற² 6ள்Nது

  (3)  -ல 6ள்N அபனத்து  x-ககும் f(x) ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (4) அபனத்து x at -ககும் f(x) ைபகபமயோகிைது

 (24)  f x
ax b x

x
( )

,

| |
,

=
− − < <







2 1 1
1

gpw
 , x =  1-ல ைபகபமயோனது எனில

  (1) a b= =
−1

2
3

2
,   (2) a b=

−
=

1
2

3
2

,   (3) a b= − = −
1
2

3
2

,   (4) a b= =
1
2

3
2

,  

 (25) f x x x x( ) | | | | sin= − + − +1 3   எ­ம் சோர்பு  -ல ைபகபமயோகோத புள்�க�ன எÙ~கபக
  (1) 3 (2) 2 (3) 1 (4) 4

்ா்டத் வதா�º�

  இப்ைோ்டத்தில Fோம் கற²த் ்த�Ûதபை

 x ைபகயி்டல எனைது மோ²  தம் ஆகும் எலபை கிப்டககப்்ைறின, y f x= ( ) எனில,  x0 -ல  

x-: ்ைோ²த்து  y -ன ைபகயி்டல எனைது lim
∆ →x 0

f x x f x
x

( ) ( )0 0+ ∆ −
∆

. இஙகு எலபை இருகக 

்ைÙடும் எனைோல,  f x f x x f x
x

f x x f x
xx x

'( ) lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
0

0

0 0

0

0 0+

∆ → ∆ →
=

+ ∆ −
∆

=
+ ∆ −
∆

=
+ −

ff x'( )0
−  

எனைது ;ரு தனித்த ்மய்யÙDோக இருகக ்ைÙடும். 

 x x x= 0 எனை புள்�யில y f x= ( ) எனை சோர்�ன ைபகக்கµ 

  

dy
dx

f x f x f x
x xx x

x x







 = =

−
−=

→
0

0
0

0

0

'( ) lim ( ) ( )
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 x ( , ( ))x f x எனை புள்�யில y f x= ( ) -ன ைபகக்கµ y f x= ( ) எனை ைபNைபரயில 
்தோடு்கோடடின சோயவு எனைதன ைடிவியல விNககமோகும்.

 x s f t= ( ) -ன முதல ைபகக்கµ t-: ்ைோ²த்து இ்டமோறைத்தின மோ²  தமோகும். அது 

திபச்ைகம் ஆகும். இரÙ்டோம் ைபகக்கµ முடுககமோகும். மூனைோைது ைபகக்கµ 
கு³ககமோகும்.

 x x x= 0  -ல y f x= ( ) ்தோ்டர்ச்சியற² இருÛதோல x x= 0 -ல f x( ) ைபகபமயறைது.

 x x x= 0 -ல y f x= ( ) ைபகபம இலபை்யனில ( , ( ))x f x0 0 -ல y f x= ( ) எனை ைபNைபரககுத் 

்தோடு்கோடு இலபை எனைதோக ்ைோருள். 

 x y f x= ( )  எனை ைபNைபரககு x x= 0 -ல ைபNைபர ைடிைம் (�) அலைது (�) ைடிவில 

இருÛதோல x x= 0 -ல ைபகபம இலபை.

 x ைபகயி்டல எனைது ;ரு ்சய்ை அனறி விதிக�ன ்தோகுப்பு எனப் பு�Ûது ்கோள்Nல.

 x ைபகபமத் தனபமயோனது ்தோ்டர்ச்சித் தனபமபயக ்கோடுககும். ஆனோல 
்தோ்டர்ச்சித்தனபமயோனது ைபகபமத்தனபமபயக ்கோடுகக ்ைÙடிய அைசிய�லபை.

 x ைபகபமத்தனபம ைோயÛத சோர்புக�ன ்ை²ைோடு, ்ைருககல, ைகுத்தல 

  (i) 
d
dx

f x g x d
dx

f x d
dx

g x( ( ) ( )) ( ) ( )± = ±  

  (ii) 
d
dx

f x g x f x dg
dx

g x df
dx

( ( ) ( )) ( ) ( )= +  

  (iii) 
d
dx

fog x f g x g x(( )( )) ( ( )) ( )= ′ ′  

  (iv) d
dx

f x
g x

g x f x f x g x
g x

( )
( )

( ) ( ) ( ) '( )
( )









 =

′ −
2  இஙகு g x( ) v 0 ஆகும்.
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இவ�யச் வ�யல்ாடு 10  ( a)

்} - � 
்} - � 

்சயலைோடடின இ²தியில

கிப்டககப் ்ை²ைது

்சயலைோடடின இ²தியில

ெ்்க �ண்்கணி்தம்-ெ்்க்� 
�ற்றும் ெ்்கயிடல மு்ற்கள

்} - � 
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி ĊĢĬĊĢğįĞ -வின sćĢįĦĳĞıĦĳĢİt 
ைககத்திறகுச்  ்சலக. 6ஙகள் ைோ்டம்  சோர்Ûத  ைை  ையறசித்தோள்கள் இப்ைககத்தில 
்கோடுககப்ைடடிருககும்.

்} - �
sėįĞĠĦīĤ ıĥĢ ġĢįĦĳĞıĦĳĢ Ĭģ Ğ ģĲīĠıĦĬīt எனை ையிறசித் தோபNத் ் தர்வு ் சயக. நீஙகள் 9்த­ம் சோர்பு 
மதிப்�பன f (x) ் ைடடியில ைதியவும். சோர்பு நீை �ைத்தி³ம்,  ைபக்கµ ஆர×¦ �ைத்தி³ம் 
நீஙகள் கோDைோம். ēĩĞĶ ıįĞĠĢ ğĲııĬī-:ச் ்சோடுககி ைபகக்கµவின �யமைோபதயின 
அபசÉட்டத்பதப் ்ைைைோம் (ĵ, ĵ-ல சோயவு). f (x)-ன ;á்ைோரு புள்�யி³ம் ைபக்கµ  
சறிவின ைோபத எனைபத கோDைோம்.

6K� �
ht tps : //ggbm .a t/f k3w 5g8y

ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.
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193 P[க[I Iä²ம் P[க�Cà மு[Lகã

்சயலைோடடின இ²தியில

கிப்டககப் ்ை²ைது

்} - � 
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி ĊĢĬĊĢğįĞ -வின sćĢįĦĳĞıĦĳĢİt  
ைககத்திறகுச் ்சலக.  6ஙகள் ைோ்டம் சோர்Ûத ைை ை~த்தோள்கள் இப்ைககத்தில 
்கோடுககப்ைடடிருககும்.

்} - � 
sćĢįĦĳĞıĦĳĢİ Ħī ĤįĞĭĥt எனைபதத் ்தர்வு ்சயக. சிை அடிப்ைப்ட ்சயலைோடுகளும் 
ைஙகுகளும் ்கோடுககப்ைடடிருககும். Fµைபை Fகர்த்தி sĞt-ன மதிப்புகபN மோறை 
முடி°ம்.்ம³ம் ;á்ைோரு ்சயலைோடு மற²ம் ைஙகுக�ல 9றைடும் மோறைஙகபN 
6ற²்Fோககுக. 

6K� �
ht tps : //ggbm .a t/f k3w 5g8y

ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.

்} - � ்} - �

  

 

இவ�யச் வ�யல்ாடு 10  ( b )

ெ்்க �ண்்கணி்தம்-ெ்்க்� 
�ற்றும் ெ்்கயிடல மு்ற்கள
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194X I  -  க~்த�Jà

வதாவக நுணகணிதம்

INTEG RAL CALCULUS11அத்தியாயம்

“ குறியீடு்கள புa� ்கண்டுdடிப்பு்க்ள எளி்��காககுZன்ற�Ų
வி�த்்தகு ெ்்கயில �்ெ சிந்்த்�்� எளி்��காககுZன்ற�”

- idcட்ஸ்

1 1.1 அறிமுகம் ( I nt rod u c t i on )
 கோட1�பரட வில்Sலம் ��னிடæ (����-����) 
மற²ம்  சர் :சக �Ãட்டன  (����-����) ஆகி்யோர்  
��-ஆம் ¿றைோÙடின மத்தியில தனித்தனியோக 
¬Ùக~தத்பத  கÙடு�டித்தனர். தத்துைBோனி,  
க~தவியைோNர், அரசியல ஆ்ைோசகர், மற²ம் 
தர்ககவியைோNர் எனப் ்ைோறைப்ைட்ட ்Aர்மோனிய  
Fோட்டைரோன ��னிடæ,  ைபகயி்டல மற²ம் 
்தோபகயி்டல  ¬Ùக~தத்பதத் தனித்துைமோக 
கÙடு�டித்தோர்.  இ்த கோைககட்டத்தில இஙகிைோÛது 

Fோடப்டச்  சோர்Ûத  சர் :சக �Ãட்டன ;ரு ைபNைபரயின 
�â 6ள்N  ைரப்�பனக கோD  ¬Ùக~தத்தின  

அடிப்ைப்டத் ்தறைத்பத 6ருைோககினோர்.  �Ãட்டன க~தத்்தோடு �றகோமல,  ;�யியல மற²ம் 
புவி5ர்ப்பு  ஆகியைறறின ்கோடடுைோடுகபN°ம் 6ருைோககினோர்.
 ைபகயி்டல மற²ம் ்தோபகயி்டல இலைோமல இáவுைகத்பத Fம்மோல கறைபன கூ்டச் ்சயய 
இயைோது. க~தத்தின ைபகயி்டல மற²ம் ்தோபகயி்டல ஆகிய இரÙடு அடிப்ைப்டக கூ²க�ன 
ையனைோடுகNோல இÛத ¿றைோÙடில அறிவியல ைNர்ச்சி குறிப்�்டத்தகக  அNவில ்மம்ைடடு 
இருப்ைபதக கோDைோம்.  இயற�யல, ்ைதியியல, ்ைோறியியல, ைோனியல, கனிமவியல, 6யி�யல 
மற²ம் சமூக அறிவிய�ல  9றைடும் ைல்ை² ைபகயோன �ரச்சபனக�ன  �ர்வுகபNக கோÙைதறகு 
்மறகூறிய இரÙடு அடிப்ைப்டக கூ²க�ன ையனைோடுகள் தவிர்கக முடியோத ;னைோகும்.
 ¬Ùக~தம் ்கோள்பக அNவில இருைபக ைடிவியல கDககுகபNப்  ைறறியது.
 (i) ;ரு ைபNைபரயின ்தோடு்கோடடின @ோÞ�[G எலபை கோªம் முபையில கறைபத 

P[க�Cà எனகி்ைோம்.
 (ii) ;ரு ைபNைபரயின �â அபமÛதுள்N ைகுதியின ்KÜ்N�[G எலபை கோªம் 

முபையில  கறைபதத் Y்தோ[க�Cà எனகி்ைோம்.
 Fோம் 9 மற²ம் 10 ஆகிய அத்தியோயஙக�ல  ைபக ¬Ùக~தத்பதப் ைடித்துள்்Nோம். இÛத 
அத்தியோயத்தில  ்தோபகயி்ட³ககோன சிை அடிப்ைப்ட ை�முபைகபNக கோÙ்ைோம்.

�்O விை�ககப்ைடடுள்N சிை எ�பமயோன  Fப்டமுபைச் ¹â�பைகபNக ்கோள்்ைோம்

¹ழநி[M 1

 Ą மற²ம் ą எனை புள்�களுககிப்ட்யயோன (ை்டம் 11.1(a )), மீச்சி²  ¾ரம்  அáவிரு புள்�கபN 
இபDககும் ்Fர்க்கோடடுத் துÙ்டோகும்.  ;ரு துகNோனது Ą யி�ருÛது ą-ககு (்சஙகுத்தோக 
அபமயோத)  ைµககிச் ்சல³ம்்ைோது எடுத்துக்கோள்ளும் �கககுபைÛத ்Fரம்  ்கோÙ்ட   
ைோபதபயக கோD முறைடுைதோகக ்கோள்்ைோம்.  ்ைரும்ைோைோ்னோர்  மீச்சி² ¾ரம் ்கோÙ்ட Ąą  
எனை ்Fர்க்கோடடு ை�யோக ைÛதோல (ை்டம் ��.�( a )) எடுத்துக்கோள்ளும் ்Fரம்  மீச்சி² ்Fரம் என 
Fம்புகினைனர். 

நிÃடCå ���டæ
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195 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

 ஆனோல, Ą  பய°ம் ą பய°ம் இபDககும் ்Fர்க்கோடு மீச்சி² ்Fரம் ்கோÙ்ட   ைோபதயோக 
இருககோது. 9்னனில  Ą ககு அருகில  அதிக சோயவு   ்கோÙ்ட ைபNைபரயில (ை்டம் ��.� (b )) 
இயஙகும் திபச்ைகமோனது ்Fர்க ்கோடடில (ை்டம் ��.� (a )) இயஙகும் திபச்ைகத்பத வி்ட 
அதிகமோக இருககும்.  இÛத ைபNைபரயின  ைோபத �க நீNமோனதோக இருÛத்ைோதி³ம், இÛதப் 
ைோபதபய அதி்ைகமோக    �கககுபைÛத ்Fரத்தில க்டககைோம். ¬Ùக~தத்பதப் ையனைடுத்தித் 
இககDககிறகோன �ர்வு கோDைோம் இது  ‘ �ரோகிæடæ்்டோக்ரோன (B r a chi stochr one )’  கDககு என² 
அபOககப்ைடுகிைது.   
¹ழநி[M 2 
 ஆரம்ை ைடிவிய�ல அறியப்ைட்ட ¹த்திரஙகபNப் ையனைடுத்திப் �னைரும் ;µஙகோன 
ைடிைஙக�ன அN டுகபNக கோÙைபதப் ைறறி 9றகன்ை Fோம் ைடித்துள்்Nோம்.

ை்டம் 11.2 (a )
 �னைரும் ைபரை்டஙக�னோல  குறிப்�்டப்ைட்ட அN டுகபN, சோர்புகபNக ்கோÙடு எáைோ² 
கDககி்ட முடி°ம் "

ை்டம் 11.2 (b)
 இÛதக கDககுகள் கோÙைதறகு கடினமோக இருÛத ்ைோதி³ம் ¬Ùக~தத் ்தோபகயி்டல மூைம் 
இைறபை எ�தோக �ர்ககைோம்.

¹ழநி[M 3

 மோDைர் ;ருைர் தன ்மோட்டோர் பசககி�ல �� மீ�
வினோடி ்ைகத்தில ்சன² ்கோÙடிருககும்்ைோது, குறிப்�ட்ட 
தருDத்தில தனககு முனைோக �� மீட்டர் ்தோபைவில இருககும் 
தடுப்�ன மீது ்மோதபைத் தவிர்கக   ைோகனத்பத �²த்த 
்ைÙடி°ள்Nது.  6்டனடியோகத் தன­ப்டய ைோகனத்பத   
8  kP tpdho/ 2  எதிர் முடுககத்தில ்ைகத்பதக குபைககிைோர் 
எனில ைோகனம் தடுப்�ன மீது ்மோதுைதறகு முன  �றகுமோ " ை்டம் 11.3

ை்டம் 11.1 (a ) ை்டம் 11.1 (b)

A

B

A

B

A?f;Fk; B?f;Fk;
Fiwe;j J}uk; cila ghij

A?f;Fk; B?f;Fk;
Fiwe;j neuk; cila ghij

gug;gst[
(1/2)bh

l

b

b

h

tisgug;g[
rlπ

l

r

fd mst[
3

(4 / 3) rπ

r

Rw;wst[
2(l+b)

f

g

f f

f

tistiuapd;
ePsk; gug;gst[ tisgug;g[ fd mst[
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196X I  -  க~்த�Jà

Fம் அனைோ்ட ைோâபகயில இயறபகயோக்ை �கµம் ைல்ை² �கâவுகபN  Fோம் ைோர்ப்்ைோம்.
 ♦  எÛத ்ைகத்தில ்மல ்Fோககி 6Ûதப்ைடும் ;ரு ்சயறபக்கோள் மீÙடும்  பூ�பய   

்Fோககித் திரும்ைோது"
 ♦  ்கோடுககப்ைடடுள்N ¦றைNபைக (P )  ்கோÙ்ட இருசமைகக முக்கோDத்பத 6ள்N்டககிய 

சிறிய ைட்டத்தகடடின ஆரம் எáைNவு"
 ♦  2r  ஆரம் ் கோÙ்ட திÙமக்கோNத்தின, பமயத்தி�ருÛது r  ஆரம் ் கோÙ்ட ;ரு துபNயிபன 

6ருைோககினோல ்ை�்யறைப்ைடும் துக�ன கன அNவு எáைNவு"
 ♦  கிரு�க�ன ைNர்ச்சி விகிதம் அப்்ைோபதய ்தோபகபயப் ்ைோ²த்து மோ²ைடுகிைது 
   மற²ம் அதன ைNர்ச்சி ;ரு ம~ ் Fரத்தில இரு ம்டஙகோகிைது எனில இரÙடு ம~்Fரம் 

க�த்து அதன ைNர்ச்சி எáைNைோக இருககும்"
 ்மறகூறிய �கâவுகளுககுத் ்தோபகயி்டல விப்டய�ககிைது.

1 1.2  நி¥ட்டன-idcடÄ வதாவகயி்டலŬNe w t o n - Le i b n i t z In t e g r a l ŭ
 ்தோபகயி்டல ¬Ùக~தம் முககியமோக அ²தியி்டப்ை்டோத ்தோபக (indefinite inteJral) மற²ம் 
ைபரய²த்த ்தோபக (definite inteJral) எனப்  ��ககப்ைடுகிைது. இப்ைோ்டப்ைகுதியில அ²தியி்டப்ை்டோத 
்தோபகபய அதன ைபகயி்ட�ல இருÛது ்ைைப்ைடும் சோர்புக�ன மூைமோகப் ைடிககி்ைோம். 

 ( , ), ( , ), ( ) ,+ − × ÷ ( )n n  ் ைோனை எதிர்மபைச் ் சயலமுபை ் AோடிகபNப் ைறறி  Fோம் 9றகன்ை 
Fனகு அறிÛதுள்்Nோம். இ்த்ைோல ்தோபகயி்ட³ம் ைபகயி்ட³ம் d ,  ∫( )  கூ்ட ;ன²க்கோன² 
எதிர்மபைச் ்சயலமுபைக�ன ்Aோடியோகும். ைபகயி்ட�ன எதிர்மபைச் ்சயலமுபைபய  ‘ எதிர் 
ைபகயி்டல’  என அபOப்்ைோம்.

ைவ�யவை 1 1.1
 I என­ம் இப்ட்ை�யில ;á்ைோரு x-ககும் ′ =F x f x( ) ( )  என இருÛதோல F x( )  எனைது 
I - ன மீதோன f x( )  -ன 8�ர்I[L P[க�Cà  (�Ãட்டன-��னிடæ ்தோபகயி்டல) எனப்ைடும்.

கäL�å கFோÔகÕகã

இப்ைோ்டப்ைகுதி �பைவு²ம்்ைோது மோDைர்கள் அறிÛதிருகக ்ைÙடியபைகNோக
•   அ²தியி்டப்ை்டோத ்தோபகயி்ட�ன ைபரயபைபய ைபகயி்ட�ன எதிர்ச்்சயைோககமோக 

பு�Ûது்கோள்ளுதல

•   மோறி�யின ம்டஙகுகள், கூட்டல மற²ம் க�த்தல ஆகிய அடிப்ைப்டச் சோர்புக�ன 
அ²தியி்டப்ை்டோத ்தோபகயிபனக கÙ்டறிதல

•   ் சர்ப்புச்  சோர்புக�ன  ்தோபகயிபனக  கோDப்  ்ைோருத்தமோன ை� முபைகபNப்  
ையனைடுத்துதல

•   ;ரு சோர்�ன மோ² தம் ்கோடுககப்ைட்டோல  அச்சோர்�பனத் ்தோபகயி்டல மூைம் கோDல
ஆகியபை எதிர்ைோர்ககப்ைடுகினைன.

ை்டம் 11.4

tifaply;

bjhifaply;
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197 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 1 1.1

 F x x( )= +2 5  எனில, ′ =F x x( ) 2 .                                                              

   f x x( ) ,= 2  என ைபரய²த்தோல, f x( ) எனைது  

 F x( ) -ன ைபகக்கµ எனவும், F x( ) எனைது f x( ) -ன எதிர் 
ைபகக்கµ எனவும் அபOககப்ைடும்.

 �னைரும் அட்டைபDபயக கோÙக.

F x( ) ′ =F x f x( ) ( ) f x x( ) = 2 - ன எதிர் ைபக�டு

P x x( ) = 2 + 0

Q x x( ) = +2 2

H x x( ) = −2 1

 ′ =P x x( ) 2

 ′ =Q x x( ) 2       f x x( ) = 2

 ′ =H x x( ) 2
 F x x( ) ?= +2

 F x( ) , P x( ) ,Q x( ) மற²ம் H x( ) ஆகியைறறின ைபகயி்டல f x( ) எனப் ைோர்த்்தோம்.  ஆனோல 
f x x( ) = 2 -ன எதிர் ைபகயி்டல ;ருபமத்தனபமயறைது. அதோைது f x( ) -ன எதிர்  ைபகயி்டலகள் 

எÙDறை ைை சோர்புக�ன ்தோகுப்ைோகும்.

்தறைம் 1 1.1
 ;ரு இப்ட்ை� Č -ல F x( ) எனைது f x( ) -ன ;ரு குறிப்�ட்ட எதிர் ைபகயி்டல எனில Č-ல, 
f x( ) - ன ;á்ைோரு எதிர் ைபகயி்ட³ம் f x dx F x c( ) ( )= +∫  எனக கிப்டககப்்ை²ம். இஙகு  

c எனைது  தனனிச்பச மோறி� (a r bi tr a r y consta nt) மற²ம் f x( ) -ன அபனத்து எதிர் ைபகயி்டபை°ம் 
c -ன குறிப்�ட்ட மதிப்புகள் மூைம் கோDைோம்.
 சோர்பு f x( ) -: Y்தோ[கÖ @ோர்® (,nteJrand) என அபOககி்ைோம். 
 dx -ல 6ள்N  x-: Y்தோ[க�Cà Iோறி  அலைது Y்தோ[க�டடு Iோறி (,nteJrator) என  
அபOககைோம்.   ்தோபக கோªம் முபைபயத் Y்தோ[க�Cà அலைது 8�ர்  P[க�Cà  என 
அபOககைோம்.
  S um  எனை ்சோல�ன முதல எµத்தோன S  ஆனது ்ம³ம் �µமோக நீட்டப்ைடடு ¨  எனை 
ைடிைம் ்ைற²த் ்தோபக�டடுக குறியோனது.  
       ைபகயி்டபை  6ள்N்டககிய கDககுக�ல  ;ரு  குறிப்�ட்ட  �ைÛதபனபயப் பூர்த்தி ் சயயககூடிய 
எதிர்  ைபக�டடின �ர்பைக கோD விரும்புகி்ைோம். இக குறிப்�ட்ட �ைÛதபனபயத்  ்தோ்டகக 
�ைÛதபன அலைது எலபை �ைÛதபன என அபOககி்ைோம்.

எடுத்துகோட்டோக, dy
dx

-: 6ள்N்டககிய சமனைோடடில ் தோ்டகக �ைÛதபனகNோக x x= 1  மற²ம் y y= 1  

எனக ் கோடுககப்ைடடிருப்�ன, அதன எதிர் ைபகயி்டபைக கÙடு,  அதில அபமÛதுள்N    தனனிச்பச 
மோறி�யோன  c  - :  x x= 1  மற²ம் y y= 1  எனப் �ரதியிடடுக கோDைோம்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 1 1.2

  x = 2  எ­ம்்ைோது y =10  எனை  ஆரம்ை �ைÛதபன°்டன கூடிய 
dy
dx

x= 2  எ­ம் 

சமனைோடப்டப் பூர்த்தி ்சய°ம் ;ரு குறிப்�ட்ட எதிர்  ைபகயி்டபைக கோD விபOகி்ைோம்.

்கோடுககப்ைடடுள்N சமனைோடடினைடி,  

                         
dy
dx

x= 2

ை்டம் 11.5

(
)

2

5

F
x

x=
+

2

(
)

P
x

x=
(

)

2
2

Q x
x=
+

 

2
1

(
)

H
x

x=
−

x

y








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198X I  -  க~்த�Jà

  
y x dx= ∫ 2

  y x c= +2
 

  y =10  மற²ம் x = 2 , என ்ம்ை 6ள்N சமனைோடடில �ரதியிட்டோல

   10 2 62= + ⇒ =c c

 c  =  6 எனப் �ரதியி்ட  y x= +2 6  எனை  ்தபையோன எதிர்ைபகயி்டல சோர்பைப் ்ைைைோம்.

1 1.3 வதாவகயி்டiன அ_º்வ்ட lதிகள்ŬBa s i c  Ru l e s  o f  In t e g r a t i o n ŭ

அ}Ü்[CÖ ¹Ú�KÕகã� 

 ்தோபகயி்டைோனது ைபகயி்ட�ன எதிர்மபைச் ் சயலமுபையோனதோல, �்O ் கோடுககப்ைடடுள்N  
அடிப்ைப்டத் ்தோபகயி்ட�ன ¹த்திரஙகபN அதற்கறை ைபகயி்ட�ன ¹த்திரஙகபNப் ையனைடுத்தி  
ைருவிககைோம்.

ெ்்கயிடல எaர்ெ்்கயிடல

d
dx

c( ) ,= 0    c  ;ரு மோறி� 0dx c∫ = , c  ;ரு மோறி�

d
dx

kx k( ) ,=   k  ;ரு மோறி�
k dx kx c∫ = +  c   ;ரு தனனிச்பச மோறி�

d
dx

x
n

x
n

n
+

+








 =

1

1
x dx x

n
c nn

n

=
+

+ ≠ −
+

∫
1

1
1,

 
(அடுககு விதி )

d
dx

x
x

(log ) = 







1 1
x

dx x c= +∫ log

d
dx

x x−( ) =cos sin sin x x c= − +∫ cos 

d
dx

x xsin cos( ) =
cos sinx dx x c= +∫  

d
dx

x xtan sec( ) = 2 sec tan2 x dx x c= +∫

d
dx

x x−( ) =cot cosec2 cosec2x dx x c= − +∫ cot
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199 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

d
dx

x x xsec sec tan( ) = sec tan secx x dx x c= +∫  

d
dx

x x x−( ) =cosec cosec cot cosec cosecx x dx x ccot = − +∫  

d
dx

e ex x( ) = e dx e cx x= +∫
 

d
dx

a
a

a
x

x

log








 = a dx a

a
cx

x

= +∫ log  

d
dx

x
x

sin−( ) =
−

1

2

1
1

1
1 2

1

−
= +−∫ x

dx x csin  

d
dx

x
x

tan−( ) =
+

1
2

1
1

1
1 2

1

+
= +−∫ x

dx x ctan  

எடுத்�ககாடடு 1 1.1
 ்தோபகயிடுக :

  (i)  x10  (ii) 1
10x

 (iii) x  (iv) 
1
x

 

தீர்வு

   (i)   x dxn¨  =   x
n

c n
n+

+
+ ≠ −

1

1
1, .

    n=10 எனப்�ரதியி்ட,

   x dx10¨  =    x c x c
10 1 11

10 1 11

+

+
+ = +

   (ii) 1
10 1

1
910

10
10 1

9x
dx x dx x c

x
c∫ ∫= =

− +
+ =− +−

− +

  (iii) xdx x dx x c x c x c= =
+
+ = + = +

+

∫∫
1
2

1
2

1 3
2 3

2
1
2

1 3
2

2
3

 

  (iv)  1
1
2

1
2

1
2

1
2

1

x
dx x dx x x c= =

− +
= +

−
− +

∫∫  
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200X I  -  க~்த�Jà

எடுத்�ககாடடு 1 1.2

 ்தோபகயிடுக �

  (i) 1
2cos x

           (ii)  
cot
sin

x
x

              (iii)  
sin

cos
x
x2           (iv) 

1
1 2− x

  

தீர்வு 

  (i) 1
2

2

cos
sec tan

x
dx x dx x c∫ ∫= = +  

  (ii) 
cot
sin

cosec cotx
x

dx x x dx x c∫ ∫= =− +cosec

  (iii) 
sin

cos
sin
cos

.
cos

tan sec secx
x

dx x
x x

dx x x dx x c2

1∫ ∫ ∫= = = +

   (iv) 
1

1 2

1

−
+∫ −

x
dx x c = sin

 
எடுத்�ககாடடு 1 1.3

 ்தோபகயிடுக �

  (i) 1
e x−             (ii) 

x
x

2

3  (iii) 
1

3x
 (iv)  1

1 2+ x
தீர்வு

  (i) 1
e

dx e dx e cx
x x

−∫ ∫= = +   (ii) x
x

dx
x

dx x c
2

3

1
∫ ∫= = +log

  (iii) 1
3 1

1
23

3
3 1

2x
dx x dx x c

x
c∫ ∫= =

− +
+ = − +−

− +

 (iv) 1
1 2

1

+
= +−∫ x

dx x ctan

பயிற்சி 1 1.1
�âககோÙைனைறபைத்  ்தோபகயிடுக � 

 (1) (i)  x11  (ii) 
1

7x
  (iii) x43  (iv) ( )x5

1
8

 (2) (i) 
1

2sin x  (ii) tan
cos

x
x

 (iii) 
cos
sin

x
x2  (iv) 1

2cos x

 (3) (i) 123  (ii) x
x

24

25  (iii) ex  

 (4) (i) ( )1 2 1+ −x   (ii) 1 2
1
2−( )−x

1 1.4  f ax b dx( )+∫  Ŭ்�gய ை_l�ள்! வதாவகச்�ார்�ŭ ை_ைம்

  

d
dx

x a x a x a dx x a c( ) ( ) ( ) ( )−







 = − ⇒ − =

−
+∫

10
9 9

10

10 10

  

d
dx

x k x k x k dx x k c[sin( )] cos( ) cos( ) sin( )+ = + ⇒ + = + +∫
   

 ்மறகÙ்ட எடுத்துககோடடுக��ருÛது ்F�ய ைடிைம் ்கோÙ்ட தனனிச்பச மோறி x  6்டன 
எÛத  ;ரு மோறி�பயக கூடடினோ³ம் அலைது க�த்தோ³ம் அடிப்ைப்டத் ் தோபக�டடுச் ¹த்திரத்தில 
எáவித மோறைமும் 9றைடுைதிலபை எனைது ்த�ைோகிைது.
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201 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

ஆனோல,

   
d
dx l

elx m1( )+





 =  e e dx
l
e clx m lx m lx m+ + +⇒ = +∫

1 ( )

   
d
dx a

ax b1 sin( )]+





 =  cos( ) cos( ) sin( )ax b ax b dx
a

ax b c+ ⇒ + = + +∫
1

 இÛத எடுத்துககோடடுக�ன மூைம் Fோம் அறிைது யோ்தனில மோறி x 6்டன 9்த­ம் ;ரு 
மோறி�பயப் ்ைருககினோல  அடிப்ைப்டத் ்தோபக�டடு ¹த்திரத்பத அ்த மோறி�யோல ைகுத்துத் 
்தபையோன சோர்புககு�ய ்தோபகபயப் ்ைை முடி°ம். 

                                  
f x dx g x c f ax b dx

a
g ax b c( ) ( ) ( ) ( )= + + = + +∫∫  vdpy;;. 

1

 ்ம³ள்N ¹த்திரத்பதப் �ரதியி்டல மூைமும் ைருவிககைோம் எனைதபனப் �னனர் ைோர்ப்்ைோம்.

எடுத்�ககாடடு 1 1.4
 �âகோÙைைறறின மதிப்பைக கோÙக �

  (i) 4 5 6x dx+( )∫  (ii) 15 2−( )∫ x dx  (iii) 
1

3 7 4x
dx

+( )∫
தீர்வு

  (i) 4 5 1
4

4 5
6 1

4 5
28

6
6 1 7

x dx
x x

c+( ) =
+( )
+

=
+( )

+∫
+

  (ii) 15 2 15 2 1
2

15 2
1 2 1

15 21
2

1
2

1

−( ) = −( ) =
−








−( )
( ) +

= −
−(

∫ ∫
+

x dx x dx
x x))

+

3
2

3
c

  (iii) 1
3 7

3 7 1
3

3 7
4 1

1
9 3 74

4
4 1

3x
dx x dx

x
x

c
+( )

= +( ) =
+( )
− +

= −
+( )

+∫ ∫
−

− +

எடுத்�ககாடடு 1 1.5
 �âககோÙைைறபைத் ்தோபகயிடுக.

  (i) sin( )2 4x +   (ii) sec ( )2 3 4+ x  (iii) cosec( )cot( )ax b ax b+ +

தீர்வு

  (i) sin( ) cos( ) cos( )2 4 1
2

2 4 1
2

2 4x dx x c x c+ = 





 − +( ) + = − + +∫

  (ii) sec ( ) tan( )2 3 4 1
4

3 4+ = + +∫ x dx x c

  (iii) cosec  cosec cosec( )cot( ) ( )ax b ax b dx
a

ax b c
a

+ + = 





 − +( ) + = −∫

1 1 (( )ax b c+ +

எடுத்�ககாடடு 1 1.6
 �âககோÙைைறபைத் ்தோபகயிடுக.

  (i) e x3  (ii) e x5 4−   (iii) 
1

3 2( )x −   (iv) 1
5 4( )− x
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202X I  -  க~்த�Jà

தீர்வு

 (i) e dx e cx x3 31
3

= +∫  (ii) e dx e cx
x

5 4
5 4

4
−

−

∫ − + 
 

 =

 (iii) 1
3 2

1
3

3 2
( )

log ( )
x

dx x c
−

= − +∫  (iv) 1
5 4

1
4

5 4
( )

log ( )
−

= − − +∫ x
dx x c

எடுத்�ககாடடு 1 1.7
 �âககோÙைைறபைத் ்தோபகயிடுக.

 (i) 
1

1 2 2+ ( )x
 (ii) 

1

1 9 2− ( )x
 (iii) 

1
1 25 2− x

தீர்வு

  (i) 
1

1 2
1
2

22
1

+ ( )
= ( ) +∫ −

x
dx x ctan  (ii) 

1

1 9

1
9

9
2

1

− ( )
= ( ) +∫ −

x
dx x csin

  (iii) 
1

1 25
1

1 5

1
5

5
2 2

1

−
=

− ( )
= ( ) +∫ ∫ −

x
dx

x
dx x csin

பயிற்சி 1 1.2
x-:ப் ்ைோ²த்து �âககோÙைனைறபைத் ்தோபகயிடுக.

 (1) (i) ( )x + 5 6  (ii) 
1

2 3 4( )− x
 (iii) 3 2x +  

 (2) (i) sin 3x (ii) cos( )5 11− x  (iii) cosec2 5 7( )x −

 (3) (i) e x3 6−   (ii) e x8 7−   (iii) 1
6 4− x

 (4) (i) sec2

5
x   (ii) cose c(5x + 3) cot(5x + 3) (iii) 30 2 15 2 15sec( ) tan( )− −x x

 (5) (i) 
1

1 4 2− ( )x
 (ii) 1

1 81 2− x
 (iii) 1

1 36 2+ x

1 1. 5 வதாவகயி்டiன ்ண�கள்

 (1) Ĩ ;ரு மோறி� எனில, k f x dx k f x dx( ) ( )= ∫∫ ஆகும்.

 (2) ( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x dx f x dx f x dx1 2 1 2± = ± ∫∫∫    

குறிப்பு 1 1.1

 கIகM 6ãN 4KÙடு ்Ù®க[N 4[DÚ«Ü �åP±Iோ² ��வு்டுÚ்தMோம்�   

 
( ( ) ( ) ( ) ( ))k f x k f x k f x k f x dxn n1 1 2 2 3 3± ± ± ±∫ "

 
   =  k f x dx k f x dx k f x dx k f x dxn n1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) .∫ ∫ ∫ ∫± ± ± ±"  

 அதோைது முடிவு² எÙ~கபக°ள்N சோர்புக�ன ்F�யல ்சர்கபகயின ்தோபகயி்டல 

அைறறின ்தோபகயி்ட�ன ்F�யல ்சர்கபகககுச் சமமோக இருககும்.
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203 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

எடுத்�ககாடடு 1 1.8
 �âககோÙைைறபைத் ்தோபகயிடுக.

   (i) 5 4x   (ii) 5 4 7 22x
x x

− + +  (iii) 2 4 5 2 2cos sin secx x x x− + + cosec  

தீர்வு

  (i)           ¨ 5 4x dx  =  5 5
4 1

5
5

4
4 1 5

5∫ =
+
+ =








+ = +

+

x dx x c x c x c

  (ii)  5 4 7 22x
x x

dx− + +






∫  =  5 4 7 1 2 12x dx dx

x
dx

x
dx∫ ∫ ∫ ∫− + +  

    =  5
2 1

4 7 2 1
2

1

2 1
1
2

1
x x x x c
+ − +

+
− + +

− +
+log  

    =  5
3

4 7 43x x x x c− + + +log  

  (iii) ∫ − + +( cos sin sec )2 4 5 2 2x x x x dxcosec  

   =  2 4 5 2 2∫ − ∫ + ∫ +∫cos sin secx dx x dx x dx x dxcosec  

   =  2 4 5sin cos tan cot .x x x x c+ + − +  

எடுத்�ககாடடு 1 1.9
 �âககோÙைைறபைத் ்தோபகயிடுக.

  (i)  
12

4 5 3( )x −
 + 6

3 2x +
+16e x4 3+   (ii) 

15
5 4

8 4 2 4 2
x

x x
−

− + +cot( ) ( )cosec

தீர்வு
 (i) 

12
4 5

6
3 2

163
4 3

( )x x
e dxx

−
+

+
+









+∫
    =  12 1

4 5
6 1

3 2
163

4 3

( )x
dx

x
dx e dxx

−
+

+
+∫∫ ∫ +

    =  12 1
4

1
2 4 5

6 1
3

3 22






 − −






+





 + +

( )
log

x
x 116 1

4
4 3





 ++e cx

    =  −
−

+ + + ++3
2 4 5

2 3 2 42
4 3

( )
log .

x
x e cx

 (ii) 15
5 4

8 4 2 4 2
x

x x dx
−
− + +







∫ cot( ) ( )cosec

    =  15 1
5 4

8 4 2 4 2
x

dx x x dx
−

− + +∫∫ cot( ) ( )cosec

    =  15 1
5

2 5 4 8 1
4

4 2





 − −






 − + +( ) ( ( )x x ccosec

    =  6 5 4 2 4 2x x c− + + +cosec( ) .
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204X I  -  க~்த�Jà

பயிற்சி 1 1.3
x-:ப் ்ைோ²த்து �âககோÙைனைறபைத் ்தோபகயிடுக.

 (1) ( )
( )

( )x
x

x+ +
−

− −4 5
2 5

3 15
4

2cosec  (2) 4 5 2 9 24
6 4

3 6cos( )− + +
−

−x e
x

x  

 (3) sec cos sec( ) tan( )2

5
18 2 10 5 3 5 3x x x x+ + + +  (4) 

8

1 4

27
1 9

15
1 252 2 2

− ( )
+

−
−

+x x x

 (5)  
6

1 3 2
12

1 3 42 2+ +
−

− −( ) ( )x x
  (6) 

1
3 3

4 7
7 9

5
3

cos x
x

e
x

−





 + +

+
+

 

1 1. 6 எjய ்யன்ாடுகள்ŬS i m p l e  a p p l i c a t i o n s ŭ
 இதுைபர Fோம்  x- : ் தோபக�டடு மோறியோகப் ையனைடுத்தி்னோம். ைை ் Fரஙக�ல  ் தோபகயி்ட�ல 
்ை²ைட்ட  மோறிபயப் ையனைடுத்துைது அைசியமோக இருககும். எடுத்துகோட்டோக இயககச் சமனைோடடில 
சோரோமோறியோக 6ள்N கோைம் t ஆனது ்தோபக�டடில ்தோபக�டடு மோறி t  ஆக மோ²ம்.

     ்கோடுககப்ைட்ட ;ரு ்ைோரு�ன முடுககம்  தரப்ைடடிருÛதோல அப் ்ைோரு�ன �பை மற²ம் 
திபச்ைகம் கோD ்தோபகயி்டபை எáைோ² ையனைடுத்தைோம் எனைதபன°ம் மற²ம் இது்ைோனை  
கDககுகபN°ம் விைோதிகக 6ள்்Nோம். க~த �தியோகக கோªம் ் ைோது  ;ரு சோர்�ன ைபகயி்ட�ல 
்தோ்டஙகி அதன அசல சோர்பை கோÙைதோகும்.  தம், ைNர்ச்சி, ்தயமோனம், இ²தி�பை, மோறைம், 
மோ²ைோடுகள், 6யர்த்துதல மற²ம் குபைத்தல ்ைோனை ்ைோதுைோன ்சோறகள் ைபகயிடுதபைக 
குறிககினைன.

எடுத்�ககாடடு 1 1.10
  ′ = − + =f x x x f( ) ( ) ,3 4 5 1 32

 kw;Wk; எனில ( )f x -:க கோÙக.
தீர்வு

   ′ = ( ) = − +f x d
dx

f x x x( ) ( ) 3 4 52  எனக ்கோடுககப்ைடடுள்Nது.

      இருபுைமும் ்தோபக�டு கோD, 
                  ′ = − +∫∫ f x dx x x dx( ) ( )3 4 52

                         f x x x x c( ) = − + +3 22 5

 f ( )1 3=  எ­ம் ்கோடுககப்ைட்ட தகைபைப் ையனைடுத்தி, ்தோபக மோறி�  Ġ  -ன மதிப்பைத் 
�ர்மோனிககைோம்.

                           f c c( ) ( ) ( ) ( )1 3 3 1 2 1 5 1 13 2= ⇒ = − + + ⇒ = −

      என்ை,            f x x x x( ) = − + −3 22 5 1.

எடுத்�ககாடடு 1 1 . 1 1
 ;ரு ்தோ்டர்ைÙடி மதுபர சÛதிப்��ருÛது ்கோயம்புத்¾ர் ்Fோககி �றைகல � 
ம~ககு, v t t( ) = +20 50  கிமீ�ம~ என­ம் திபச ்ைகத்தில புைப்ைடுகிைது, இஙகு ı  ஆனது 
ம~க�ல கDககி்டப்ைடுகிைது எனில, மோபை � ம~ககு அத்்தோ்டர் ைÙடி எáைNவு ¾ரம் 
ைய~த்திருககும்"  
தீர்வு

 ¬Ùக~தப் ையனைோடடில, திபச ்ைகம் v ds
dt

 =  எனைது கோைத்பத ்ைோ²த்து அதன 

�பையில மோ²ம்  தம் ஆகும். இஙகு  s  எனைது ்தோபைவிபனக குறிககிைது. ்தோ்டர்ைÙடியின 

திபச்ைகம்
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205 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

   v t t( ) = +20 50

          
Mfnt 

ds
dt

t= +20 50

 ்தோபைத்¾ரச் சோர்பு  s -: கோÙைதறகு ைபகயி்டல சோர்பைத் ்தோபகயி்ட ்ைÙடும்.  
                   அதோைது,  s t dt= +( )∫ 20 50

                                    s t t c= + +10 502

 கோைம் பூஜ்ஜியமோக இருÛதோல ்தோ்டர்ைÙடி ைய~த்திருககும் ¾ரம் பூஜ்ஜியமோகும்.  
ஆரம்ை கோை �ைÛதபன  t = 0  எ­ம் ்ைோது 0=s  எனப் ையனைடுத்தித் ்தோபக மோறி� Ġ-:க 
கDககி்டைோம்.  

                            ⇒ = + + ⇒ =s t t c c10 50 02

 என்ை, 210 50s t t= +
 2 ம~ ்Fரத்தில ்தோ்டர் ைÙடி ைய~த்த ¾ரம் கோD 2t =  என s t t= +10 502 -ல 
�ரதியி்ட்ைÙடும்.
 ஆக்ை,  s = + =10 2 50 2 1402( ) ( ) கிமீ. மோபை � ம~ககு அத்்தோ்டர் ைÙடி ��� கி.மீ 
¾ரம் ைய~த்திருககும்.

எடுத்�ககாடடு 1 1.12

 ;ரு Fை�ன 6யரம் ĥ ்ச.மீ  மற²ம் எப்ட Ĵ கி.கி. அை�ன எப்டயின மோ²ம்  தம் 

6யரத்பதப் ்ைோ²த்துத் ்தோரயமோக 
dw
dh

h= × −4 364 10 5 2.  எனக ்கோடுககப்ைடடுள்Nது எனில, 

எப்டபய 6யரத்தின சோர்ைோகக கோÙக. ்ம³ம் ;ரு Fை�ன 6யரம்  ��� ்ச.மீ -ஆக இருககும் 
்ைோது எப்டபயக கோÙக.

தீர்வு
 6யரத்பதப் ்ைோ²த்து எப்டயின மோ² தம்

         
dw
dh

h= × −4 364 10 5 2.

        
w h dh= × −∫ 4 364 10 5 2.

     
w h c= ×









 +

−4 364 10
3

5
3

.
 

 6யரம் பூஜ்ஜியம் எ­ம்்ைோது அÛFை�ன எப்ட பூஜ்Aயமோக இருககும்  எனைது ்த�வு. 
்தோ்டகக  �ைÛதபன h = 0   எ­ம்்ைோது w = 0,  எனைபத ்ம்ை 6ள்N சமனைோடடில 
�ரதியிட்டோல, ்தோபக�டடு மோறி�பய Ġ-:க  கDககி்டைோம்.

        w = ×








 + ⇒ =−4 364 10

3
05

3

. h c c

 ;ரு Fை�ன எப்ட மற²ம் 6யரம்  ஆகியைற²ககிப்ட்யயோன ்தோ்டர்ைோனது

     w h
= ×











−4 364 10
3

5
3

. ஆகும்

 h = 150 ்ச.மீ எனில,  w = ×










−4 364 10 150
3

5
3

.

 6யரம் h = 150 ்ச.மீ எ­ம்்ைோது, எப்ட ்தோரயமோக  w = 49fp/fp ஆகும்.
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எடுத்�ககாடடு 1 1.13

 ;ரு மரத்தின ைNர்ச்சி t ஆÙடுக�ல
18

t
 ்ச.மீ�ஆÙடு எ­ம்  தத்தில ைNர்கிைது.  t =  0 

என இருககும்்ைோது 6யரம் 5 ்ச.மீ இருககும் என  எடுத்துக்கோÙ்டோல.
 (அ) Fோனகு ஆÙடிறகுப் �ைகு மரத்தின 6யரத்பதக கோÙக.
 (ஆ) எத்தபன ஆÙடுகளுககுப் �ைகு மரத்தின 6யரம் ��� ்ச.மீ ைNர்Ûது இருககும்.

தீர்வு
 கோைம் ı -:  ் ைோ²த்து 6யரம் ĥ -ன மோ²  தம் எனைது கோைம் ı-:  ் ைோ²த்து ĥ -: ைபக�டு 
்சயைதோகும்.   

   என்ை, dh
dt

 =  
18 18

1
2

t
t=
−

  என்ை 6யரத்திறகோன ்ைோது ைடிைம் ்ை²ைதறகு ்ம்ை 6ள்N சமனைோடப்டத் 

்தோபகயி்ட்ைÙடும்.

   h  =  18 18 2
1
2

1
2t dt t c

−

∫ = +( ) = +36 t c

 ı   � என இருககும்்ைோது 6யரம் 5 ்ச.மீ எனக  ்கோடுககப்ைடடுள்Nது.

   5 =  0 5+ ⇒ =c c

     h  =  36 5t + .

 (i) Fோனகு  ஆÙடிறகுப் �ைகு மரத்தின 6யரத்பத Fோம் கோD ்ைÙடும்.  

   ı   �  எனில,
   h  =  36 5 36 4 5 77t h+ ⇒ = + =

  Fோனகு ஆÙடிறகுப் �ைகு மரத்தின 6யரம் �� ்ச.மீ ஆக இருககும்.

(ii)    h  =  149்ச.மீ எனில, t -: கோD ்ைÙடும்.

   h  =  36 5 149 36 5t t+ ⇒ = +

   t  =  
149 5

36
4 16−

= ⇒ =t

   என்ை 6யரம் ��� ்ச.மீ ைNர, மரம் �� ஆÙடுகள் எடுத்துக்கோள்கிைது.

எடுத்�ககாடடு 1 1.1 4
  மோDைன ;ருைர் தன ்மோட்டோர் பசககி�ல  
24 மீ�வினோடி ்ைகத்தில ்சன²   ்கோÙடிருககும்்ைோது, 
குறிப்�ட்ட தருDத்தில தனககு முனைோக 40 மீட்டர் ் தோபைவில 
இருககும் தடுப்�ன மீது ் மோதபைத் தவிர்கக  ைோகனத்பத �²த்த 
்ைÙடி°ள்Nது. 6்டனடியோகத் தன­ப்டய ைோகனத்பத   
8  kP tpdho/ 2  எதிர் முடுககத்தில ்ைகத்பதக குபைககிைோர் 
எனில ைோகனம் தடுப்�ன மீது ்மோதுைதறகு முன  �றகுமோ " 

தீர்வு
 ்மோட்டோர் பசககி�ன திபச்ைகம் v  எனவும் மற²ம் முடுககம் a எனவும் எடுத்து 

்கோள்்ைோம்,  s  எனைது ¾ரத்பத குறிககிைது. ¬Ùக~தத்தில v -: v ds
dt

 =  எனவும் a-: dva
dt

=  
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207 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

எனவும் குறிப்்ைோம். ்மோட்டோர் பசககி�ன ்ைகத்பதக குபைககும் ்ைோது அதன முடுககம் 

்மோட்டோர் பசககி�ன இயககத்தின எதிர் திபசயில ்சயலைடுகிைது. ஆபகயோல 

முடுககத்பதக குபைக குறி�டு்டன எµது்ைோம்.

்மோட்டோர் பசககி�ன எதிர்முடுககம் � kP tpdho/ 2 எனத் தரப்ைடடுள்Nது.

   என்ை,  a =  
dv
dt

= −8 2
 kP tpdho/  

      v  =  a dt dt t c= − = − +∫∫ 8 8 1

   v  =  − +8 1t c .

 �்ரகபகப் ையனைடுத்தும்்ைோது

   t =   0,  மற²ம் v  =  24 மீ/வி. 

     24 =  − + ⇒ =8 0 241 1( ) c c

 என்ை,              v      − +8 24t .

 அதோைது,        ds
dt

 =  − +8 24t .

 ¾ரம் ் கடகப்ைடடுள்Nதோல அதபனக கோÙைதறகோக ் ம³ம் ;ருமுபை ் தோபக�டு கோD 
்ைÙடியது அைசியமோகிைது. 

   s  =  v dt t dt= − +∫∫ ( )8 24

   s  =  − + +4 242
2t t c

 2c -: �ர்மோனிகக, �்ரகபக எங்க 6ை்யோகிககின்ைோ்மோ, அஙகிருÛது �²த்தும்  
¾ரம் s  அNவி்டப்ைடுகிைது. அதோைது, t s= =0 0,  எனில

    s  =  − + + ⇒ = − + + ⇒ =4 24 0 4 0 24 0 02
2

2
2 2t t c c c( ) ( )

   s  =  − +4 242t t

�்ரகபகப் ையனைடுத்திய �னபு ்மோட்டோர் பசககிள் �றைதறகோன ்Fரம் அறிÛதிருÛதோல, 
�²த்துதல ¾ரத்பத மதிப்�்டைோம். திபச்ைகச் சமனைோடடி�ருÛது ் Fரம் �ர்மோனிககப்ைடுகிைது.

 ைோகனம் �²த்தப்ைடும் ்ைோது,  v = 0   ஆகும். 

 ⇒ = − +v t8 24    ⇒ = − +0 8 24t  ⇒ =t 3.
 t = 3 , எனில,
   s  =  − + ⇒ = − +4 24 4 3 24 32 2t t s ( ) ( )
   s  =  36 மீட்டர் � 40 மீட்டர்
       என்ை ைோகனம் தடுப்�றகு  4 மீட்டர் முன்ை �றகும்.

பயிற்சி 1 1.4

 (1) ′ = − =f x x f( ) ( )4 5 2 1kw;Wk;  எனில, f x( ) கோÙக.

 (2) ′ = − = −f x x x f( ) ( )9 6 0 32
kw;Wk;  எனில f x( ) கோÙக. 

 (3) ′′ = − =f x x f( ) ( )12 6 1 30kw;Wk; ′ =f ( )1 5  எனில f x( ) கோÙக.
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208X I  -  க~்த�Jà

 (4) ;ரு ைÛது 39.2 மீ�வினோடி ஆரம்ை திபச்ைகத்தில தபரயி�ருÛது ் மல்Fோககி எறியப்ைடுகிைது. 
இஙகு முடுககத்பத 5ர்ப்பு விபசபயப் ்ைோ²த்து மடடும் கருதும்்ைோது

             (அ) எáைNவு ்Fரம் க�த்துப் ைÛது தபரபய ைÛது ்மோதும்.

             (ஆ) எÛத ்ைகத்தில ைÛதோனது தபரபய ்மோதும்.
             (இ) ைÛதோனது எáைNவு ¾ரம் ்மல ்Fோககிச் ்சல³ம் எனைதபனக கோÙக.

  (5) ;ருைருககு 9றைட்ட கோயம் ஆனது −
+
3
2 2( )t

 brkP
2 /  Fோள் எனை  தத்தில Bோயிற²ககிOபம 

முதல குDமப்டயத் ்தோ்டஙகுகிைது. திஙகடகிOபம அன² கோயப்ைகுதியின ைரப்பு � brkP
2  

எனில  (இஙகு t எனைது FோடகபNக குறிககிைது)
            (அ)     Bோயிற²ககிOபமயன² கோயப்ைகுதியின ைரப்ைNவு எáைNைோக இருÛதிருககும் "
     (ஆ)  இ்த  தத்தில ்தோ்டர்Ûது குDமோகிக ்கோÙடிருககும் ்ைோது     

 வியோOககிOபமயன² எதிர்ைோர்ககும் கோயப் ைகுதியின ைரப்பு எáைNவு"

1 1.7 வதாவக கா� ைkமுவைகள்ŬM e t h o d s  o f  In t e g r a t i o n ŭ
 ைபகயிடுதபைப் ்ைோன² ்தோபகயி்டல கோÙைது அáைNவு எ�தோனதன². ;ரு  
சோர்�பன ைபகயி்ட்ைÙடு்மனில அதற்கன² விதிமுபைகள் மற²ம் ்சயலைோடுகள் 
ைபகயி்ட�ல திட்டைட்டமோகவும் ்த�ைோகவும் 6ள்Nன.  Fோம் f( x)  -ன ைபகயிடுதபை          

 lim
( )

∆

∆
∆x

f x x f x
x→

+( ) −
0

 எனத் ்த�ைோக ைபரய²ககப்ைடடுள்Nபத அறிÛதுள்்Nோம். 

இáைபரயபைபயப் ையனைடுத்தி  loJx-ன ைபகயிடுதபைக கோD முபையோன ை�முபைகள் Fமககுத் 
்த�°ம். ஆனோல, loJxoன ்தோபகபயக கோD முபையோன ை�முபைகள் இலபை. 

    ைபகயிடுத�ல, அதன விதிகபNப் ையனைடுத்தி ைல்ை² சோர்புக�ன கூட்டல, ் ைருககல, ைகுத்தல, 
சோர்புக�ன ்சர்கபக ஆகியைறறின ைபகயிடுதபைக கோDைோம். 

 சோர்�ன ்தோபகயி்டபைக கோD ;ரு சிை ்தோபக�டடு விதிக்N 6ள்Nன. மற²ம் 
இáவிதிகபNப் ையனைடுத்தப் ைை கடடுப்ைோடுகள் 6ள்Nன.

  ்தோபகயி்ட�ல �கப் ்ைோருத்தமோன முபைபயத் ்தர்வு ்சயது,  அதபன எ�பமயோக 
எáைோ² ையனைடுத்துைது எனைதபனக கÙ்டறி°ம் திைன ைல்ை² �விரப் ையிறசிகளுககுப் �ை்க 
கிப்டககும்.

   ்தோபகயிடுத�ல இரÙடு முககிய ைÙபுகபNப் ைறறி 9றகன்ை Fோம் ைோர்த்துள்்Nோம். 
்தோபகயிடுத�ல �னைரும் Fோனகு முககிய முபைகள்6ள்Nன.

 (1) கூட்டல அலைது க�த்தைோகப் ��த்துத் ்தோபகயிடுதல.

 (2) �ரதியிடுதல முபையில ்தோபகயிடுதல.

 (3) ைகுதித் ்தோபகயிடுதல.

 (4) அடுககுகபNப் ைடிப்ைடியோகச் ¦ருககித் ்தோபகயிடுதல.

இஙகு ்மறகூறிய முதல மூன² முபைகபN Fோம் ைடிப்்ைோம்.  
Fோனகோைது முபைபய ்மல ைகுப்�ல ைடிகக 6ள்்Nோம்.

1 1.7.1 dgத்தல முவை

 சிை சமயஙக�ல ்கோடுககப்ைட்ட சோர்�­ககு, ்Fரடியோகத் ்தோபகயிடுதல கோÙைது �கவும் 

கடினம். ஆனோல அைறபைச் சோர்புக�ன கூடுதல அலைது க�த்தைோக ��த்து 9றகன்ை Fமககுத் 
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209 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

்த�Ûத ்தோபகயிடுதல ைோயிைோகக கோDைோம். எடுத்துகோட்டோக 1 3 2
−( )x ,

x x
x

2

3

1− +
,cos sin5 3x x

cos ,3 x  
e

e

x

x

2 1−
,  ஆகியைறபை ்Fரடியோகத் ்தோபகயிடுைதறகோன ¹த்திரம் கிப்டயோது. அைறபைத் 

கூடுதல அலைது க�த்தைோகப் ��த்து �ைகு கிப்டககப்்ை²ம் தனிப்ைட்ட ்தோபகயிடுதல Fமககு 
்த�Ûதபை்ய. ்ைரும்ைோைோன ்கோடுககப்ைட்ட ்தோபக�டுகள் இயறக~தம், முக்கோDவியல 
அலைது அடுககுைடிவு மற²ம் சிை சமயஙக�ல  இைறறின  ்சர்ப்புகள் ஆகியைறறில 9்த­ம் 
;னறிபன ்கோÙடிருககும்.

எடுத்�ககாடடு 1 1.15
 x-:ப் ்ைோ²த்து �âககோÙைனைறபைத் ்தோபகயிடுக.

  (i)   1 3 2
−( )x          (ii)

x x
x

2

3

1− +
 

தீர்வு

 (i)  1 3 2
−( )∫ x dx  =  ( )1 2 3 6− +∫ x x dx

    =  dx x dx x dx− + ∫∫∫ 2 3 6

    =  x x x c− + +
4 7

2 7
.

 (ii)  
x x

x
dx

2

3

1− +∫  =  ( )x
x

x
x x

dx
2

3 3 3

1
− +∫

    =  
1 1 1

2 3x
dx

x
dx

x
dx∫ ∫ ∫− + .

    =  log .x
x x

c+ − +
1 1

2 2

எடுத்�ககாடடு 1 1.1 6

  x-:ப் ்ைோ²த்து �âககோÙைனைறபைத் ்தோபகயிடுக.

  (i) cos sin5 3x x        (ii) cos .3 x
தீர்வு

  (i)  cos sin5 3x x dx¨  =  
1
2

2 5 3cos sinx x dx¨

    =  
1
2

8 2sin sinx x dx−( )∫

   cos sin5 3x x dx¨  =  1
2

8
8

2
2

− +





 +

cos cos .x x c

        

  (ii) cos3 x dx¨  =  
1
4

3 3cos cosx x dx+( )∫

    =  
1
4

3 3
3

sin sinx x c+





 +
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210X I  -  க~்த�Jà

எடுத்�ககாடடு 1 1.17
 x-:ப் ்ைோ²த்து �âககோÙைனைறபைத் ்தோபகயிடுக.

  (i) e
e

x

x

2 1−             (ii) e ex x3 2 1−( ).
தீர்வு

  (i) e
e

dx
x

x

2 1−
∫  =  e

e e
dx

x

x x

2 1
−









∫

    =  e e dx e e cx x x x−( ) = + +− −∫ .

  (ii) e e dxx x3 2 1−( )∫  =  e e dx e e cx x
x x

5 3
5 3

5 3
−( ) = − +∫ .

        

எடுத்�ககாடடு 1 1.18

 மதிப்�டுக :  
1

2 2sin cos
.

x x
dx¨

தீர்வு

         
1

2 2sin cosx x
dx¨  =  sin cos

sin cos

2 2

2 2

x x
x x

dx+∫  

    =  
1 1

2 2cos sinx
dx

x
dx∫ ∫+

    =  sec2 2xdx xdx+ ∫∫ cosec  

    =  tan cot .x x c− +  

எடுத்�ககாடடு 1 1.19

 மதிப்�டுக :  
sin

sin
.x

x
dx

1+∫
தீர்வு

   
sin

sin
x

x
dx

1+∫  =  
sin

sin
sin
sin

x
x

x
x

dx
1

1
1+








−
−






∫  

    =  sin sin
sin

sin sin
cos

sin
cos

sin
cos

x x
x

dx x x
x

dx x
x

dx x−
−

= − = −
2

2

2

2 2

2

1 22 x
dx∫∫∫∫  

    =  tan sec tanx xdx xdx− ∫∫ 2  

    =  tan sec (sec )x xdx x dx− −∫∫ 2 1

    =  sec tan .x x x c− + +  

எடுத்�ககாடடு 1 1.20

 மதிப்�டுக� 1 2+∫ cos .x dx

�ர்வு
   1 2+∫ cos x dx  =  2 2 22cos cos sinx dx xdx x c= = +∫∫  
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211 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

எடுத்�ககாடடு 1 1.21

 மதிப்�டுக :   ( ) .x
x x

dx−
+∫ 1 2

3

தீர்வு

       
( )x
x x

dx−
+∫ 1 2

3  =  
x x
x x

dx
2

2

1 2
1

+ −
+∫ ( )  

    =  
( )
( ) ( )
x

x x
x

x x
dx

2

2 2

1
1

2
1

+
+

−
+









∫  

    =  
1 2 1

1 2x
dx

x
dx−

+∫∫  

    =  log | | tan .x x c− +−2 1  

எடுத்�ககாடடு 1 1.22

 மதிப்�டுக:   (tan cot ) .x x dx+∫ 2

தீர்வு

   (tan cot )x x dx+∫ 2  =  (tan tan cot cot )2 22x x x x dx+ +∫  

    =  [(sec ) ( )]2 21 2 1x x dx− + + −∫ cosec  

    =  (sec )2 2x x dx+∫ cosec  
    =  tan ( cot )x x c+ − +  
    =  tan cot .x x c− +  

எடுத்�ககாடடு 1 1.23

 மதிப்�டுக :   
1
1
−
+∫

cos
cos

.x
x

dx
தீர்வு

   
1
1
−
+∫

cos
cos

x
x

dx  =  
2

2
2

2
2

2

2

2
sin

cos
tan

x

x dx x dx= ∫∫  

    =  sec
tan

2

2
1 2

1
2

x dx

x

x c−






 = − +∫

    =  2
2

tan .x x c− +  

எடுத்�ககாடடு  1 1.24

 மதிப்�டுக:   1 2+∫ sin .x dx
தீர்வு

   1 2+∫ sin x dx  =  (cos sin ) ( sin cos )2 2 2x x x x dx+ +∫  

    =  (cos sin ) (cos sin )x x dx x x dx+ = +∫∫ 2  

    =  sin cosx x c− +  
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எடுத்�ககாடடு 1 1.25

  மதிப்�டுக:   
x
x

dx
3 2

1
+
−∫ .

தீர்வு

   
x
x

dx
3 2

1
+
−∫  =  

x
x

dx x
x x

dx
3 31 3

1
1
1

3
1

− +
−

= −
−
+
−









∫∫  

    =  
( )( )x x x

x x
dx− + +

−
+

−








∫

1 1
1

3
1

2

 

    =  x x
x

dx2 1 3
1

+ + +
−







∫   

    =  x x x x c
3 2

3 2
3 1+ + + − +log | ( ) | .  

எடுத்�ககாடடு 1 1.26

 மதிப்�டுக:   (i) a e dxx x¨         (ii) e e dxx xlog .2¨
   தீர்வு 

 (i)  a e dxx x¨  =  ( ) ( )
log( )

ae dx ae
ae

cx
x

= +∫  

 (ii)  e e dxx xlog 2¨  =  e e dx e dx
x x x xlog 2 2= ∫∫  

    =   ( ) ( )
log( )

.2 2
2

e dx e
e

cx
x

= +∫

எடுத்�ககாடடு 1 1.27

 மதிப்�டுக:   ( ) .x x dx− +∫ 3 2

தீர்வு

   ( )x x dx− +∫ 3 2  =  ( )x x dx+ − +∫ 2 5 2  

    =  ( )x x dx x dx+ + − +∫∫ 2 2 5 2  

    =  ( ) ( )x dx x dx+ − +∫∫ 2 5 2
3
2

1
2  

    =  
( ) ( )x x c+

−
+

+
2

5
2

5 2
3
2

5
2

3
2

 

    =  2
5

2 10
3

2
5
2

3
2( ) ( ) .x x c+ − + +  

எடுத்�ககாடடு 1 1.28

 மதிப்�டுக :   
1
1x x

dx
+ +∫ .
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தீர்வு

   
1
1x x

dx
+ +∫  =   

1
1

1
1x x

x x
x x

dx
+ +

+ −
+ −









∫

    =  
x x

x x
dx+ −

+( ) − ( )∫
1

1
2 2  

    =  x x
x x

dx x x dx+ −
+ −

= + −( )∫∫ 1
1

1  

    =  x dx x dx x dx x dx+ − = + −∫∫∫∫ 1 1
1
2

1
2  ( )  

    =  
( )x x c+

− +
1

3
2

3
2

3
2

3
2

 

    =  2
3

1
3
2

3
2( ) .x x c+ −











 +  

11Ų7Ų2 ்�தி dன�±க!ாகº dgத்தலŬDe c o m p o s i t i o n  b y  Pa r t i a l  F r a c t i o n s ŭ

 ்தோபகயிடுத�ல ைகுதி �னனமோகப் ��த்துத் ்தோபகயிடுதல ;ரு முககியமோன முபையோகும். 
்தோபகயி்டப்ை்ட ்ைÙடியபை இயறக~தப் �னன ைடிவில இருÛதோல அதபன எ�தோகத் 
்தோபகயி்ட முடியோது,  ்தோபகயி்டல கோÙைதறகு முனபு �னனத்பதப் ைகுதி �னனஙகNோகப் ��த்து 

எµத ்ைÙடும். விகிதமு² சோர்பு p x
q x

q x( )
( )

, ( ) ≠( )0 ைடியோனது, p (x) <  q (x)-ன என இருகக 

்ைÙடும்.  அáைோ² இலபை்யனில, அதபன ைகுத்து அதன�ைகு ைகுதி �னனமோகப் ��த்துத் 

்தோபக கோD  ்ைÙடும். 

எடுத்�ககாடடு 1 1.29

  மதிப்�டுக :   (i)  
3 7

3 22

x
x x

dx+
− +∫  (ii)  

x
x x

dx+
+ +∫ 3

2 12( ) ( )
.

தீர்வு

 (i)   
3 7

3 22

x
x x

dx+
− +∫  =  

13
2

10
1x

dx
x

dx
−

−
−∫∫    

                                  =  13 2 10 1log logx x c− − − +

 (ii)  
x

x x
dx+

+ +∫
3

2 12( ) ( )  =  
−
+

−
+

+
+∫∫∫ 2

2
1

2
2

12x
dx

x
dx

x
dx

( )

    =  − +
−

+
+

+∫∫∫2 1
2

1
2

2 1
12x

dx
x

dx
x

dx
( )

    =  − + − + + + +−∫2 2 2 2 12log ( ) logx x dx x c

    =  − + +
+

+ + +2 2 1
2

2 1log log | | .x
x

x c
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214X I  -  க~்த�Jà

பயிற்சி 1 1.5
ĵ-:ப் ்ைோ²த்து �âககோÙைனைறபைத் ்தோபகயிடுக.

 (1) x x x
x

3 2

2

4 3 2+ − +   (2) x
x

+









1
2

 (3) ( )( )2 5 36 4x x− +  

 (4) cot tan2 2x x+  (5) 
cos cos

cos cos
2 2x

x
−
−

α
α   (6) cos

sin cos
2

2 2

x
x x

 (7) 
3 4

2

+ cos
sin

x
x

 (8) sin
cos

2

1
x
x+

 (9)  
sin
sin

4x
x

 

 (10) cos3x cos2x (11) sin2 5x  (12) 
1 4+

−
cos

cot tan
x

x x

 (13) e ex a xlog  (14) ( )3 4 3 7x x+ +  (15) 8 4
2

1 1+ −+x x

x

 (16) 1
3 4x x+ − −

 (17) 
x

x x
+

+ +
1

2 3( )( )
 (18) 

1
1 2 2( )( )x x− +

 (19) 3 9
1 2 12

x
x x x

−
− + +( )( )( )

 (20)  x
x x

3

1 2( )( )− −

11Ų7Ųŷ d�தியி்டல முவை அலலை� மாறிவய மாறறி அவமக�ம் முவை

 ்தோபகயி்ட�ல �ரதியி்டல முபையோனது ைபகயி்ட�ல சோர்�ன சோர்புகளுககு ைபகயிடுதல 
்ைோனைதோகும். ்ைோருத்தமோன �ரதியி்டபைப் ையனைடுத்தித் ்தோபகயி்ட�ன மோறிபயப் புதிய 
மோறியோக மோறறி அபமத்து எ�ய முபையில ்தோபகயி்டைோம்.

 u ஆனது  x-ஆல ஆன சோர்பு  எனில, du
dx

u= ′  என Fமககுத் ்த�°ம்.

 என்ை  f u u dx f u du( ) ( )′ = ∫∫  என எµதைோம்.

 ஆக்ை, f g x g x dx f u du u g x[ ( )] ( ) ( ) , ( )

′ = =∫∫ இ��  

 x =  I(u ) அலைது u  =  g (x) எனை ்ைோருத்தமோன �ரதியி்டபை ்தர்வு ்சயைபதச் சோர்Ûது ்ம்ை 
்சோலைப்ைட்ட முபை எ�தோகிைது. 

குறிப்பு 1 1.2
 ்தோபகயி்டல மோறியின �ரதியி்டல முக்கோDவியல சோர்புகNோக இருÛதோல அதன 
ம²�ரதியி்ட�ன மதிப்பைக கோÙைதறகு மோதி� ைபரப்ை்டத்பத ையனைடுத்தைோம்.  ்தோபக மோறி  
x-: x = tanθ எனப் �ரதியி்ட,  ்தோபகயி்ட³ககு �ைகு �ர்வு secθ θ+ cosec எனக கிப்டத்தோல,  

secθ θ+ = + +
+







cosec 1 12

2

x x
x

 எனைோகும்.   

x = tanθ எனில ை்டத்தி�ருÛது,

cosecθ = +









1 2x
x

,

secθ = +









1
1

2x 1

x

2
1 x+

θ
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215 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

எடுத்�ககாடடு 1 1.30
    �âகோÙைனைறபை மதிப்�டுக �

  (i)  2 1 2x x dx+∫  (ii) e x dxx−∫
2

 (iii) 
sin

cos
x

x
dx

1+∫  

 (iv) 
1

1 2+∫ x
dx  (v) x a x dx−( )∫ 8

தீர்வு

 (i) 2 1 2x x dx+∫
                                 1 22+ = =x u x dx du vdpy;  

   2 1 2x x dx+∫  =  u du¨

    =  u du u c u c x c
1
2

3
2 3

2 2
3
2

3
2

2
3

2
3

1= + = + = + +∫ ( ) .

 (ii) e xdxx−∫
2

                                  x u x dx du2 2= =  vdpy; 

                         என்ை,   e x dxx−∫
2

 =  e duu−∫ 2  

    =  1
2

1
2

1
2

1
2

2

e du e c e c e cu u u x− − − −= − + =− + =− +∫ ( ) .

 (iii) sin
cos

x
x

dx
1+∫

                      1+ = − =cos sinx u x dx du vdpy; 

   vdnt.
sin

cos
x

x
dx

1+∫  =  
−

= − + = − + +∫
du
u

u c x clog | | log | cos | .1     

 (iv) 1
1 2+∫ x

dx

                    x u dx u du= =tan sec vdpy;  
2

   
1

1 2+∫ x
dx  =  sec

tan
sec
sec

2

2

2

21
u

u
du u

u
du du u c

+
= = = +∫∫∫

   
1

1 2+∫ x
dx  =  tan .− +1 x c  

        (v) x a x dx−( )∫ 8

     u a x du dx= − = −vdpy;

           x a x dx−( )∫ 8
 =  x a x dx−( )∫ 8

    
= −( )( ) −( )∫ a u u du8

    
= − ( ) +( )∫ a u u du8 9
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216X I  -  க~்த�Jà

    
= −∫ ∫u du a u du9 8

    
= − +

u a u c
10 9

10 9

   x a x dx−( )∫ 8
 =  

( ) ( ) .a x a a x c−
−

−
+

10 9

10 9          

11Ų7ŲŸ சிலை முகZயமா� வதாவகயி்டலகள்

 (1)  
′

∫
f x
f x

dx( )
( )

 =  log | ( ) |f x c+  

 (2)  ′∫ f x f x dxn( )[ ( )]  =  
[ ( )] ,f x

n
c n

n+

+
+ ≠−

1

1
1   

நி¦்�ம்

 (1)  I =  
( )
( )

f x d x
f x
a

¨  எனக.

                            f x u f x dx du( ) ( )= ′ = vdpy; 

   என்ை,   I =  du
u

u c= +∫ log | |  

   ஆக்ை,  
′

∫
f x
f x

dx( )
( )

  =  log | ( ) | .f x c�  

 (2)  I =  ′∫ f x f x dxn( )[ ( )]  எனக. 

                                                         f x u f x dx du( ) ( )= ′ = vdpy; 

                                                    ஆக்ை,  I u du u
n

cn
n

= =
+

+
+

∫
1

1

                    
vdnt. ′ =

+
+∫

+

f x f x dx f x
n

cn
n

( )[ ( )] [ ( )] .
1

1

எடுத்�ககாடடு 1 1.31
 �னைருைனைறபை மதிப்�டுக.

  (i) ¨ tan x dx  (ii) ¨ cot x dx   (iii) ¨ cot x dx  (iv) ¨ cot x dx
தீர்வு 

  (i)                 I x dx x
x

dx= ∫ = ∫tan sin
cos

 

                 cos sinx u x dx du= − =  vdpy;. 

                
vdpy;. I

u
du u c x c x c= − = − + = − + = +∫

1 log | | log | cos | log | sec | .

 (ii)                      I x dx x
x

dx= ∫ = ∫cot cos
sin

 எனக.

                   sin cosx u x dx du= =  vdpy;. 

                         
I

u
du u c x c= = + = +∫

1 log | | log | sin | .
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217 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

 (iii)   I =  ¨ cosec xdx  =  
cosec cosec

cosec
x x x

x x
dx( cot )

cot
−

−∫  

    =  cosec cosec
cosec

 
2x x x

x x
dx−

−∫ cot
cot

 

        cosec x x u− =cot எனில, ( )cosec cosec cot2x x x dx du− =

   என்ை,  I =  1
u

du u c x x c= + = − +∫ log | | log | cot | .cosec  

 (iv)       ∫ = +
+

= +
+

sec sec (sec tan )
sec tan

sec sec tan
sec tan

xdx x x x
x x

dx x x x
x x

2

ddx∫∫  எனக.

            sec tanx x u+ =  எனில (sec sec tan )2 x x x dx du+ =

       ஆக்ை,   I =  
1
u

du u c x x c= + = + +∫ log log sec tan

     vdpy;. ∫ = + +sec log sec tan .xdx x x c
               
 
 இáைோைோகப் �னைரும் முககியமோன முடிவுகபNப் ்ை²கி்ைோம்.

(1)  ¨ tan x dx  =  log sec x c+  
 

(2)  c o t x d x¨  =  log sin x c�

(3)          cosecx dx¨  = log cotcosec x x c− +  

(4)  ¨ sec x dx  =  log sec tanx x c� �  

எடுத்�ககாடடு 1 1.32
    �னைருைனைறபை மதிப்�டுக �

  (i) 
2 4

4 62

x
x x

dx+
+ +∫   (ii) 

e
e

dx
x

x−∫ 1   (iii) 
1

x x
dx

log¨   

 (iv) 
sin cos
sin cos

x x
x x

dx+
−∫   (v) 

cos
(sin cos )

2
2

x
x x

dx
+∫    

தீர்வு

 (i)                                       I =  2 4
4 62

x
x x

dx+
+ +∫  எனக.

                         x x u2 4 6+ + = ( )2 4x dx du+ =எனில       

               vdnt. I du
u

u c x x c= = + = + + +∫ log log 2 4 6                                        

  என்ை,  
2 4

4 62

x
x x

dx+
+ +∫ =  log .x x c2 4 6+ + +  

 
 (ii)                                        I  =   e

e
dx

x

x−∫ 1
 எனக.
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218X I  -  க~்த�Jà

                                    e u e dx dux x− = =1  vdpy; 

                     ஆக்ை,   I =  du
u

u c e cx= + = − +∫ log log 1

                            என்ை,  e
e

dx
x

x −∫ 1
=  log( ) .e cx− +1

 (iii)                                        I  =  
1

x x
dx

log¨

                                     
log x u

x
dx du= = vdpy; 

1

                             ஆக்ை, I du
u

u c x c= = + = +∫ log log log

         என்ை,   
1

x x
dx

log¨ =  l o g | l o g | .x c+

 (iv)                                          I x x
x x

dx=
+
−∫

sin cos
sin cos

   எனக

                           sin cos (cos sin )x x u x x dx du− = + =  vdpy;  

                                   ஆக்ை,  I =  
du
u

u c x x c= + = − +∫ log log sin cos  

       என்ை, 
sin cos
sin cos

x x
x x

dx+
−∫ =  log | sin cos |x x c− +

 (v)                                         I =  
cos

(sin cos )
2

2

x
x x

dx
+∫  =  

cos
sin

2
1 2

x
x

dx
+∫  

                             1 2 2 2+ = =sin cosx u x dx du vdpy; 

                            என்ை, I =  
du
u

u c x c
2

1
2

1
2

1 2= + = + +∫ log log sin .  

பயிற்சி 1 1.6
 �âககோÙைனைறபைத் ்தோபகயிடுக.

 (1) 
x

x1 2�
 (2) 

x
x

2

61�
  (3) 

e e
e e

x x

x x

−
+

−

−   (4) 10 10 10
10

9

10

x
x

x
e

x

+
+

log  

 (5) sin x
x

  (6) 
cot

log(sin )
x

x
 (7) cosecx

xlog tan
2









 (8) sin
sin
2

2 2 2

x
a b x+

 (9) sin−

−

1

21
x

x
 (10)  x

x1+
 (11) 1

x x xlog log(log )
 (12) αβ α β α

x e x− −1

       (13) tan secx x  (14)  x x( )1 17-  (15) sin cos5 3x x    (16) 
cos

cos( )
x

x a−
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219 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

1 1.7.5 ்�தித் வதாவகயி்டல ŬIn t e g r a t i o n  b y  p a r t s ŭ

 ்தோபகச் சோர்ைோனது இரÙடு சோர்புக�ன ்ைருககைோக்ைோ அலைது ;்ர ;ரு ம்டகபக 
சோர்ைோக்ைோ அலைது ;்ர ;ரு ்Fர்மோ² முக்கோDவியல சோர்ைோக்ைோ அலைது ்Fரடியோகத் 
்தோபகயி்ட முடியோத சோர்ைோக்ைோ இருÛதோல ்ைோதுைோக ைகுதித் ்தோபகயி்டபை ையனைடுத்தி 
்தோபகபயக கோDைோம். இரÙடு சோர்புகளுககோன ்ைருககல ைபகயி்டல ¹த்திரத்தி�ருÛது  இÛதப் 
ைய­ள்N  ்தோபக�டடு முபைபயப் ்ை²கி்ைோம்.

   u  மற²ம்  v  ஆகியபை இரÙடு ைபகயி்டத்தகக சோர்புகள் எனில,

                                    d uv vdu udv( ) = +

                                      udv d uv vdu= −( )
 ்தோபக�டு கோD,

                                     
udv d uv vdu∫ ∫∫= −( )

                                     
udv uv vdu∫ ∫= −

 udv¨  -�ருÛது மற்ைோரு ்தோபக�டு  vdu¨  ைடிவில கிப்டககிைது ்ம³ம் udv¨ -ககு இ²தி 
ைடிைம் கிப்டககப் ்ைைவிலபை. இது udv என­ம் ்ைருககத்தின ்தோபகயிடுத�ல ;ரு ைகுதிபய 
மடடும் �ர்ககிைது. இதபன :்ரோப்�ய Fோடுக�ல ்தோபகயி்ட�ன ;ரு ைகுதி எனகிைோர்கள். �ை 
FோடுகபNப் ்ைோன்ை Fோமும் ைகுதித் ்தோபகயி்டல  என அபOககி்ைோம். 

 u -ன  முபையோன ்தர்பைப் ்ைோ²த்து இÛத முபை ்ைோருத்தமோகிைது. அதோைது,

 (i) loJx, tan−1 x  ்ைோனை ்தோபகச் சோர்புகபN ்Fரடியோகத் ்தோபகயி்ட முடியோது. ்தோபகச் 
சோர்புகபN  u  எனவும் மறைபத  dv  எனவும் ்கோள்Nவும்.

 (ii) ்தோபக�டடுச் சோர்புகள் இரÙடு்ம ்தோபகச் சோர்புகபN 6ள்N்டககி இருÛது மற²ம் 
அதில ;ன²  xn  (n ;ரு �பக முµ்ைÙ) ஆக இருÛதோல அதபன  u xn=  எனக 
்கோள்Nவும்.

 (iii) மறபைய �பைக�ல u  - ன ்தர்வு Fம்முப்டய விருப்ைத்பதப் ்ைோ²த்தது.

எடுத்�ககாடடு 1 1.33

 மதிப்�டுக

 (i)   xe dxx¨                 (ii) x x dxcos¨     (iii) log x dx¨   (iv) sin−∫ 1 x dx

தீர்வு

   (i)     I xe dxx= ∫
  இஙகு x ;ரு இயறக~த சோர்பு மற²ம்  ex ;ரு அடுககுககுறிச்சோர்பு ஆதைோல,
      u  =  x எனில,     du  =  dx             
   dv  =  e dx v ex x⇒ =  
  ைகுதித் ்தோபகயி்டல முபைபயப் ையனைடுத்த,

   u d v¨  =  uv vdu−∫
   ⇒∫ xe dxx  =  xe e dxx x− ∫
  அதோைது, xe dxx¨  =  xe e cx x− +  

 (ii)    I =  x x dxcos¨  எனக.

      x ;ரு இயறக~த சோர்பு cos x ;ரு முக்கோDவியல சோர்பு ஆதைோல,
     u  =  x எனில,  du  =  dx   
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220X I  -  க~்த�Jà

   dv  =  cos sinxdx v x⇒ =  
  ைகுதித் ்தோபகயி்டல முபைபயப் ையனைடுத்த,

   udv¨  =  uv vdu−∫
   ⇒∫ x xdxcos  =  x x x dxsin sin− ∫
   ⇒∫ x xdxcos  =  x x x csin cos� �  
 (iii)    I =  log x dx¨  எனக.

   u    loJ x எனக.   du
x

dx=
1  

   dv  =  dx  � v  =  x
   ைகுதித் ்தோபகயி்டல முபைபயப் ையனைடுத்த,

   udv¨  =  uv vdu−∫
   � log x dx¨  =  x x x

x
dxlog −∫ 1

 

   � log x dx¨  =  x x x clog − +

 (iv)  I =  sin−∫ 1 x dx  எனக.

   u  =  sin ( ),− =1 x dv dx  எனக.

   என்ை,  du  =  
1

1 2−
=

x
dx v x,

   sin−∫ 1 x dx  =  x x x
x

dxsin− −
−

∫1

21

   sin−∫ 1 x dx  =  x x dt
t

t xsin ,− + = −∫1 21
2

1 ,';F 

    =  x x t csin− + +1

    =  x x x csin− + − +1 21

எடுத்�ககாடடு 1 1.3 4

 மதிப்�டுக :   tan−
−






∫ 1

2

2
1

x
x

dx  
தீர்வு

                                 I =  tan−

−






∫ 1

2

2
1

x
x

dx   எனக.

                                 x  =  tan secθ θ θ⇒ =dx d2  

                     என்ை, I =  tan tan
tan

sec−

−






∫ 1

2
22

1
θ
θ

θ θd  
 

                                   =  tan (tan )sec−∫ 1 22T T Td   

                                                =  2 2θ θ θsec d∫  

                                    =  2 2( )(sec )T T Td¨

x

2
1 x+

2

tan

sec 1

x

x

θ

θ

=

= +

1

θ
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221 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

 ைகுதித் ்தோபகயி்டல முபைபயப் ையனைடுத்த,

     I =  2 T T T Ttan tan−



∫ d   

    
    =  2( tan log sec )θ θ θ− + c  

                    tan−

−






∫ 1

2

2
1

x
x

dx =  2 2 11 2x x x ctan log | |− − + +

11Ų7Ųź ்�தித் வதாவகயி்ட�ககா� வ்ர்்�ாiயின �த்தி�ம்

  u மற²ம் v  ஆகியபை  x - ன சோர்புகள் எனில ்ைர்்னோ�யின ¹த்திரமோனது     
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 "ஆகும்.

 இஙகு c cc cccu u u, , ,...    எனைன u  -ன அடுத்தடுத்த  ைபகயி்டலகள் ஆகும் மற²ம்   
       v v v v, , , ,1 2 3 "  எனைன  dv  -ன அடுத்தடுத்த ்தோபகயி்டலகள் ஆகும்.

u xn=  (n ;ரு �பக முµ்ைÙ) எனக எடுத்துக்கோள்ளும் ்ைோது ்ைர்்னோ�யின ¹த்திரத்பதப்  
ையனைடுத்துைது எ�தோக இருககும் .

 �னைரும் கDககுக�ன  �ர்வு கோÙைதறகு இரÙடு அலைது அதறகு ்மறைட்ட முபையில 
ைகுதித் ்தோபகயி்டபைப் ையனைடுத்த ்ைÙடும். இÛ�பையில ்ைோதுைோகப் ்ைர்்னோ�யின 
¹த்திரம் 6தவுகிைது. 

எடுத்�ககாடடு 1 1.35
 �âககோÙைைறபைத் ்தோபகயிடுக.
  (i) x e x2 5          (ii) x x3 cos              (iii)  x e x3 −

�ர்வு
 (i) x e dxx2 5¨ .   

  ்ைர்்னோ�யின ¹த்திரத்பதப் ையனைடுத்த,

             
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 "

                   

x e dx x e x e ex
x x x

2 5 2
5 5

2

5

35
2

5
2

5
0∫ = ( )







 −









 +









 −( ) ( ) ( ) ee c

x5

45
0 0









 + + + +"

                                  
= − + +

x e xe e c
x x x2 5 5 5

5
2

25
2
125

.

 (ii) x x dx3 cos .¨
              ்ைர்்னோ�யின ¹த்திரத்பதப் ையனைடுத்த,

                         
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 "

 

              
x x dx x x x x x x x c3 3 2

3 6 6cos sin cos sin cos∫ =( )( )− ( ) −( ) +( ) −( )− ( )( )+

                                   
x x x x x x x c3 2

3 6 6sin cos sin cos .=

 

dv x dx
u x v x
u x v x
u x v x
u v

cos

, sin

, cos

, sin

,

3

2

1

2

3

6

6
33

cos x

dv e dx

u x v e

v e

x

x

x

5

2
5

1

5

2

5

u x2
5

e x

2

5

3
u v2

5

0u v e x

3

5

4
5
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222X I  -  க~்த�Jà

    (iii) x e dxx3 −∫ .

  ்ைர்்னோ�யின ¹த்திரத்பதப் ையனைடுத்த,

 
udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 "

           

x e dx x e x e x e e cxx x x x3 3 2
3 6 6

                  

=− − − − +− − − −x e x e xe e cx x x x3 23 6 6 .

              

பயிற்சி 1 1.7
 �னைருைனைறறின ்தோபக கோÙக. 
  (1)      (i)  9 3xe x              (ii) x xsin 3         (iii)  525 xx e −                   (iv)   x x xsec tan   
 (2) (i) x xlog             (ii) 27 x e x2 3     (iii)   x2 cosx                   (iv)  x x3 sin  

 (3) (i) 
x x

x
sin−

−

1

21
       (ii) x ex5 2         (iii)  tan−

−








1
2

8
1 16

x
x

    (iv)   sin−

+








1
2

2
1

x
x

1 1.7.8  ( i )  e bxdxax sin¨   ( i i ) e bxdxax cos¨  ை_ை±கjன வதாவகக கா�ல

  e bx e bxax axsin cos kw;Wk;  ஆகிய ்தோபகச்  சோர்புக�ன  ்தோபகயி்டலகள் ்தோ்டர்Ûது 
்சலைதோல, �âககோªம்  எடுத்துககோடடுக�ல ் தோபகயி்டபை இருமுபை ையனைடுத்தி, இருபுைமும் 
;்ர ்தோபகயோகக  ்கோÙடு ைÛது �ர்வு கோD ்ைÙடும். 

மு_வு 1 1.1

 (i)  e bx dxax sin¨  =  e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

 (ii) e bx dxax cos¨  =  
e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]

நி¦்�ம் ( i )

                          I = e bx dxax sin¨  எனக.

                          u bx du b bx dx= =sin , cos  எனக.  

                       
dv e dx v e

a
ax

ax

= ⇒ =   

 ைகுதித் ்தோபகயி்டல முபைபய ையனைடுத்த,

                                       I =  
e
a

bx e
a

b bx dx
ax ax

sin cos− ∫

                                       I =  
e
a

bx b
a

e bx dx
ax

axsin cos− ∫
                          u  = cos , sinbx du b bx dx  = −  எனக.

                       dv  = e dx v e
a

ax
ax

; ,=

3

2

1

2

3

,

3 ,

6 ,

6,

x

x

x

x

x

dv e dx
u x v e
u x v e
u x v e
u v e

−

−

−

−

−

=
= = −

′ = = +
′′ = = −
′′′ = =
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223 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

 மீÙடும்  ைகுதித் ்தோபகயி்டல முபைபயப் ையனைடுத்த,

   I =  
e
a

bx b
a

e
a

bx e
a

b bx dx
ax ax ax

sin cos sin− +










∫  

   I =  e
a

bx b
a

e
a

bx b
a

e bx dx
ax ax

axsin cos sin− − ∫
2

2  

   I =  
e
a

bx b
a

e bx b
a

I
ax

axsin cos− −2

2

2  

   1
2

2+










b
a

I  =  ae bx be bx
a

ax axsin cos−
2

   
a b

a
I

2 2

2

+







  =  

e a bx b bx
a

ax[ sin cos ]−
2

    I =  e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

 என்ை, s i na xe b x d x¨  =  e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

 இ்த்ைோல,  e bx dxax cos¨  =  
e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]

   e bx dxax sin¨  =  e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]

   e bx dxax cos¨  =  
e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]  

நி[G�à Yகோãக �

 ைகுதித் ்தோபகயி்டபை ையனைடுத்தும் ்ைோது u  மற²ம் dv  பய அடுத்தடுத்து ைரும் 
்தோபகயி்டலக�ல ;்ர மோதி�யோகத் ்தர்வு ்சயய ்ைÙடும். ்ம்ை குறிப்�ட்ட இரÙடு 
எடுத்துகோடடுகபNக கோÙக. ்Aோடிக�ல ைரககூடிய சோர்புகபN மோறறி அபமத்தல கூ்டோது.

எடுத்�ககாடடு 1 1.36

 மதிப்�டுக .

  (i) e x dxx3 2cos¨         (ii) e x dxx−∫ 5 3sin  

தீர்வு

 (i) e x dxx3 2cos¨
          e bx dxax cos¨  = e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]   எனை ¹த்திரத்தில a =  3, b =  2 

எனப்�ரதியி்ட

11 Integral Calculus.indd   223 03-09-2018   15:59:10

www.tntextbooks.in



224X I  -  க~்த�Jà

    e x dxx3 2cos¨ =  
e x x c

x3

2 23 2
3 2 2 2

+








 +( ) +cos sin

                     =  
e x x c

x3

13
3 2 2 2









 +( ) +cos sin .

     

 (ii) e x dxx−∫ 5 3sin  
       

    e bx dxax sin¨  =  e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
− +[ sin cos ]  எனை ¹த்திரத்தில a   í� � b =  3 எனப்�ரதியி்ட

       e x dxx−∫ 5 3sin  =  
e x x c

x−

−( ) +












− −( ) +

5

2 25 3
5 3 3 3sin cos

    e x dxx−∫ 5 3sin  =  −






 +( ) +

−e x x c
x5

34
5 3 3 3sin cos .

பயிற்சி 1 1.8
x-:ப் ்ைோ²த்து �âககோÙைனைறபைத் ்தோபகயிடுக.

 (1) (i) e bxax cos  (ii) e xx2 sin  (iii) e xx− cos 2  
 (2) (i) e xx−3 2sin   (ii) e xx−4 2sin   (iii)  e xx−3 cos  

மு_வு 1 1.2

   e f x f x dxx[ ( ) ( )]+ ′∫  =  e f x cx ( ) +  
நி¦்�ம்

   I =  e f x f x dxx[ ( ) ( )]+ ′∫ எனக.

    =  e f x dx e f x dxx x( ) ( )+ ′∫∫  

   முதல ்தோபகயில  u  =   f x du f x dx( ); ( )= ′  எனக ்கோள்க.

   dv  =  e dx v ex x; =

   அதோைது,  I =  e f x e f x dx e f x dx cx x x( ) ( ) ( )− ′ + ′ +∫∫  

   என்ை,   I =  e f x cx ( ) .+  

எடுத்�ககாடடு 1 1.37
 மதிப்�டுக

 (i) e
x x

dxx 1 1
2−






∫     (ii) e x x dxx (sin cos )+∫  (iii) e x

x
dxx 1

1 2

2−
+






∫

  

தீர்வு

 (i)  I =  e
x x

dxx 1 1
2−







∫  எனக.
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225 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

                                           f(x) =  
1 1

2x
f x

x
 vdpy;. ′ =

−( )  எனக.

 I ஆனது e f x f x dxx[ ( ) ( )]+ ′∫  எ­ம் ைடிவில 6ள்Nது.

                           2

1 1xe d x
x x

 −  ∫  =  
1 .+xe c
x

 

 (ii)                                             I =   (s i n c o s )xe x x dx+∫ எனக.

                                          f(x) =   s i n ( ) c o s vdpy;. x f x x′ =  

  I ஆனது [ ( ) ( )]xe f x f x dx′+∫  எ­ம் ைடிவில 6ள்Nது

                   (s i n c o s )xe x x dx+∫  =  s i n .+xe x c

       (iii) 
2

2

1
1

x xe dx
x

− 
 + ∫

  I =  e
x

x
dxx 1

1

2

2 2

−( )
+( )∫  எனக.

  =  e
x x

x
dxx

1 2

1

2

2 2

+ −( )
+( )∫

    =  e
x

x

x
dxx 1

1
2

12 2 2+( )
−

+( )












∫

    f x( )  =  
1

1
2

12 2 2+( )
′( ) = −

+( )x
f x x

x
vdpy;                 

       e f x f x dx e f x cx x( ) + ′( )( ) = ( ) +∫  எ­ம் ¹த்திரத்பதப் ையனைடுத்த,

   e x
x

dxx 1
1 2

2−
+







∫  =  e

x
x

x
dx e

x
cx x1

1
2

1

1
12 2 2 2+( )

−
+( )















=
+( )

+∫ .

பயிற்சி 1 1.9
x-:ப் ்ைோ²த்து �âககோÙைனைறபைத் ்தோபகயிடுக.

 (1) e x xx (tan logsec )+  (2) e x
x

x −







1
2 2         

 (3) e x xx sec ( tan )1+  (4) e x
x

x 2 2
1 2
+
+









sin
cos

   

 (5) e x x
x

xtan− + +
+











1 1
1

2

2
 (6) 

log
( log )

x
x1 2+
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226X I  -  க~்த�Jà

1 1.7.9 lZதமுறு இயறகணித �ார்dன வதாவகயி்டல

 இப்��வில  விகிதமு² இயறக~த சோர்புகள் ்தோகுதி மற²ம் ைகுதிக�ல மோறி�க 
குDகத்பத°ம் x ஆனது முµ எÙ அடுககுகபNப் ்ைறறிருககும்.
ைபக I  

  
dx

a x
dx

x a
dx

a x
dx

x a2 2 2 2 2 2 2± − ± −2∫∫∫∫ , , ,    எ­ம் ைடிவில 6ள்N ்தோபககபNக கோDல

 (i) 
dx

a x2 2−∫     =  
1

2a
a x
a x

clog +
−

+

 (ii) 
dx

x a2 2−∫     =   
1

2a
x a
x a

clog −
+

+

 (iii) 
dx

a x2 2+∫     =  1 1

a
x
a

ctan− 





 +

 (iv) 
dx

a x2 2−∫  =  sin− 





 +

1 x
a

c

 (v) 
dx

x a2 2−∫  =   log x x a c+ − +2 2

 (vi) 
dx

x a2 2+∫  =   log x x a c+ + +2 2

நி¦்�ம்

 (i)                   I =
dx

a x2 2−∫ எனக.

                      =  
dx

a x a x( )( )− +∫

                      =  
1

2
1 1

a a x a x
dx

+
+
−











∫  (ைகுதி �னனஙகNோக மோறை)

                      =  
1

2a
a x a x c[log log ]+ − − +

                                =  
1

2a
a x
a x

clog +
−

+  

               
dx

a x2 2−∫  =  
1

2a
a x
a x

clog +
−

+

 (ii)                  I =  
dx

x a2 2−∫ எனக.

                      =  
dx

x a x a( )( )− +∫  

                               =  
1

2
1 1

a x a x a
dx

−
−
+











∫  (ைகுதி �னனஙகNோக மோறை)  
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227 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

                              =  
1

2a
x a x a c[log log ]− − + +  

                               =  
1

2a
x a
x a

clog −
+

+  

    என்ை, ∴ −∫
dx

x a2 2 =  
1

2a
x a
x a

clog −
+

+

 (iii)  I =  dx
a x2 2+∫  எனக.

     x =  a x
a

tan tanθ θ⇒ = −1

   dx  =  a dsec2T T

   I =  a
a a

d a
a

d a
a

d
a

dsec
tan

sec
( tan )

sec
sec

2

2 2 2

2

2 2

2

2 21
1T

T
T

T
T

T
T
T

T
+

=
+

= = TT∫∫∫∫

    =  
1 1 1

a a
x
a

cc tan  

     என்ை, 
dx

a x2 2+∫  =  1 1

a
x
a

ctan− 





 +

 (iv)                     I =  
dx

a x2 2−∫

                            x =  a x
a

sin sinθ θ⇒ = 







−1  

                    dx  =  a dcosT T

                     I =  
a

a a
d a

a
d a

a
d dcos

sin
cos

( sin )
cos
cos

θ

θ
θ

θ

θ
θ

θ
θ

θ θ
2 2 2 2 21−

=
−

= = ∫∫∫∫

                        =  θ =






 +

−sin 1 x
a

c  

என்ை,  
dx

a x2 2−∫  =  sin− 





 +

1 x
a

c  

 (v)                      I =  
dx

x a2 2−
∫ எனக.

                            x =  a
x
a

sec secθ θ⇒ = 







−1          dx  =  a dsec tanT T T  

                               I =  
a
a a

d a
a

d a
a

sec tan
sec

sec tan
(sec )

sec tan
tan

θ θ

θ
θ

θ θ

θ
θ

θ θ
2 2 2 2 2 1−

=
−

=
θθ

θ θ θd d= ∫∫∫∫ sec

                                  =  log | sec tan |θ θ+ + c
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228X I  -  க~்த�Jà

    =  log x
a

x a
a

c+
−

+
2 2

  =  log logx x a a c+ − − +2 2

  =  log logx x a c c c a+ − + = −2 2
1 1.,';F  

 என்ை, 
dx

x a2 2−
∫  =  log x x a c+ − +2 2

1

 (vi) I =  
dx

a x2 2+∫ எனக.

 x =  a tan tanθ θ⇒ = 







−1 x
a

 

 dx  =  a dsec2T T

 I =  
a

a a
d a

a
dsec

tan
sec

(tan )

2

2 2 2

2

2 2 1
T

T
T

T

T
T

+
=

+∫∫

  =  a
a

d dsec
sec

sec
2T
T

T T T= ∫∫
  =  log | sec tan |θ θ+ + c

  =  log x
a

x
a

c� � �
2

2 1

  =  log logx x a a c+ + − +2 2

  =  log logx x a c c c a+ + + = −2 2
1 1. ,';F 

        
dx

a x2 2+
∫  =  log x x a c+ + +2 2

1  

¤றிÜ®:   a x a x x a2 2 2 2 2 2− + −,  kw;Wk; 8åL P}PÕக´Ô¤ 8�்தோகÚ Y்தோ[கÔ கோDÜ 
்Jå்CÔ·}J �ழÔகோªம் ்J­ãN �K��C[M நி[G�à Yகோãக �

ைடிைம் �ரதியி்டல

a x2 2− x =  a sinT

a x2 2+ x =  a ta nT

x a2 2− x =  a se cT

எடுத்�ககாடடு 1 1.38
 �னைருைனைறபை மதிப்�டுக �

  (i) 
1
2 12( )x

dx
− +∫   (ii) x

x
dx

2

2 5+∫   (iii) 
1

1 4 2+∫ x
dx       (iv) 

1
4 252x

dx
−

∫  

2 2

tan
x a

a
θ −
=

sec
x
a

θ =

x

a

2 2x a−

θ

2 2

sec
a x

a
θ +
=

tan
x
a

θ =

2 2a x+
x

a
θ
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229 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

தீர்வு

 (i)  I =  
1
2 1

1
2 12 2 2( ) ( )x

dx
x

dx
− +

=
− +∫ ∫

   x - 2 =  t   எனக.          ���dx  =  dt

   என்ை,  I =  1
1

22 2
1 1

t
dt t c x c

+
= + = − +− −∫ tan ( ) tan ( )  

 (ii)  I =  
x

x
dx

2

2 5+∫ எனக.

    =  x
x

dx
x

dx dx
x

dx
2

2 2 2

5 5
5

1 5
5

5
5

+ −
+

= −
+







 = −

+∫ ∫∫∫

    =  x
x

dx−
+ ( )∫5

1

52
2  

    =  x x c− 







 +

−5 1
5 5

1tan  

     I =  x x c− 







 +

−5
5

1tan  

 (iii) I =   
1

1 4
1

1 22 2+
=

+
∫∫ x

dx
x

dx
( )   

                               2x =   t  எனக.       ��2 dx  =  dt    ��� dx  =  
1
2

dt  

                      என்ை,  I =  
1
2

1
12 2+∫ t

dt  

                                      I =   
1
2

1 1
2

2 2 12 2log log ( )t t c x x c+ + + = + + +  

                                       I =  
1
2

2 4 12log x x c� � �

 (iv)                          I =  
1

4 25
1

2 252 2x
dx

x
dx

−
=

−∫ ∫ ( )  

                                    2x =   t  எனக.        ��2 dx  =  dt   � dx  =  
1
2

dt  

                        என்ை,  I =  
1
2

1
52 2t

dt
−∫  

                                         =  
1
2

52 2log t t c+ − +  

                                       I =   
1
2

2 4 252log x x c+ − +  

ைபக  I I  

  
dx

ax bx c
dx

ax bx c2 2+ + + +
∫∫  kw;Wk;  8­ம் P}�à 6ãN Y்தோ[கக[NÔ கோDà �
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230X I  -  க~்த�Jà

 முத�ல ax bx c2 + +  -: இரு ைர்ககஙக�ன கூடுதல அலைது க�த்தைோகப் ��த்்தµதி  ைபக-
Č ன 9்த­ம் ;ரு ைடிைத்துககுக   ்கோÙடு ைÛது ்தோபக�டு கோDைோம்.  �âகோªம் விதிபய 
ையனைடுத்தி  ax bx c2 + +  -: இரÙடு ைர்ககஙக�ன கூடுதைோக்ைோ அலைது க�த்தைோக்ைோ 
எµதைோம்.

 (1)   x2 -ன குDகத்பத 1 ஆக மோறைவும்.

 (2)  x -ன குDகத்பத இரÙ்டோல ைகுத்து அதன ைர்ககத்திபனக கூடடி்யோ அலைது  க�த்்தோ 
முµ ைர்ககமோக மோறைவும்.

   அதோைது,  ax bx c2 + +  =  a x b
a

x c
a

2 + +





  =  a x b
a

ac b
a

+





 +

−









2

4
4

2 2

2  

எடுத்�ககாடடு 1 1.39
 �னைருைனைறபை மதிப்�டுக �

 (i) 1
2 52x x

dx
− +∫                (ii) 

1
12 112x x

dx
+ +∫  (iii) 1

12 4 2+ −
∫ x x

dx

தீர்வு

 (i)  1
2 52x x

dx
− +∫  =  

1
2 1 1 42 2x x

dx
− + +∫ ( ) ( )  

    =  
1

1 22 2( )x
dx

− +∫  

   2

1
2 5

dx
x x− +∫  =  

1
2

1
2

1tan− −





 +

x c  

     

 (ii) 
1
12 112x x

dx
+ +

∫  =  
1
6 252( )x

dx
+ −

∫  

    =  
1
6 52 2( )x

dx
+ −

∫  

    =  log | ( ) |x x c+ + + − +6 6 52 2  

   என்ை,  
1
12 112x x

dx
+ +

∫  =  log | |x x x c+ + + + +6 12 112  

 (iii) 1
12 4 2+ −

∫ x x
dx  =

− −
∫

1
12 42( )x x

dx

              

=
− − −{ }∫

1

12 2 42( )x
dx

    
=

− −
∫

1
4 22 2( )x

dx

    
=

−





 +

−sin 1 2
4

x c
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231 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

பயிற்சி 1 1.10
x-:ப் ்ைோ²த்து �âககோÙைனைறபைத் ்தோபகயிடுக.

 (1)   (i)  
1

4 2− x
 (ii) 2

1
25 4 x−

 (iii) 
1

9 42x −

       (2) (i) 2

1
6 7x x− −

 (ii) 2

1
( 1) 25x + −

 (iii)
1
4 22x x+ +

 (3)  (i) 2

1  
(2 ) 1x+ −

 (ii) 1
4 52x x− +

 (iii)  1
9 8 2+ −x x  

ைபக I I I  

 
px q

ax bx c
dx px q

ax bx c
dx+

+ +
+
+ +∫∫ 2 2

 kw;Wk;  எ­ம் ைடிவில 6ள்N ்தோபககபNக கோDல.

 ்மறகÙ்ட ்தோபகபய மதிப்�்ட, முத�ல Fோம் �âகÙ்டைோ² எµதவும்

     px q+  =  A d
dx

ax bx c B( )2 + + +

   px q+  =  A ax b B( )2 + +  
 இரு ைககஙக�³ம் x - ன ்கµககபN°ம் மற²ம் மோறி�கபN°ம் தனித்தனி்ய              
   சமப்ைடுத்தி A மற²ம் B  ன மதிப்புகபNக கDககி்டைோம். 

 (i) ்கோடுககப்ைட்ட முதல ்தோபகபயக �âகÙ்டைோ² எµதுக.   

     
px q

ax bx c
dx+

+ +∫ 2  =  
A ax b B
ax bx c

dx( )2
2

+ +
+ +∫  

    =  A ax b
ax bx c

dx B
ax bx c

dx2 1
2 2

+
+ +

+
+ +∫∫  

  ( முதல ்தோபக 
′

∫
f x
f x

dx( )
( )

எ­ம் ைடிவில 6ள்Nது)

      =  A ax bx c B
ax bx c

dxlog | |2
2

1+ + +
+ +∫  

  முÛபதய ைபககபNப் ையனைடுத்தி ைைதுபுைத்தில 6ள்N முதல ்தோபகபய மதிப்�்டைோம்.

 (ii) ்கோடுககப்ைட்ட இரÙ்டோைது ்தோபகபயக �âகÙ்டைோ² எµதுக. 

       
px q

ax bx c
dx+

+ +
∫ 2  =  

A ax b B
ax bx c

dx( )2
2

+ +
+ +∫

     =  A ax b
ax bx c

dx B
ax bx c

dx2 1
2 2

+
+ +

+
+ +∫∫  

  (முதல ்தோபக ′∫ f x f x dxn( )[ ( )]  எ­ம் ைடிவில 6ள்Nது) 

    =  A ax bx c B
ax bx c

dx2 12

2
+ +( )+

+ +∫
 முÛபதய ைபகபNப் ையனைடுத்தி ைைதுபுைத்தில 6ள்N இரÙ்டோைது ் தோபகபய மதிப்�்டைோம்.
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232X I  -  க~்த�Jà

எடுத்�ககாடடு 1 1.40
 �னைருைனைறபை மதிப்�டுக.

 (i) 3 5
4 72

x
x x

dx+
+ +∫   (ii) x

x x
dx+

− +∫ 1
3 12    (iii) 

2 3
12

x
x x

dx+

+ +
∫      (iv) 

5 7
3 22

x
x x

dx−
− −∫  

தீர்வு

 (i)  I =  
3 5

4 72

x
x x

dx+
+ +∫ எனக.

   3x + 5 =  A 
d
dx

x x B( )2 4 7� � �

   3x + 5 =  A x B( )2 4+ +
 ;த்த 6²ப்புக�ன ்கµககபNச் சமப்ைடுத்த ,

   2A =  3 ��A =   
3
2

4 5 1; A B B+ = ⇒ = −  

   I =  
3
2

2 4 1

4 72

( )x

x x
dx

+ −

+ +∫  

   I =  
3
2

2 4
4 7

1
4 72 2

x
x x

dx
x x

dx+
+ +

−
+ +∫∫  

    =  
3
2

4 7 1

2 3
2

2 2log
( )

x x
x

dx+ + −
+ +( )∫+ c  

    =  
3
2

4 7 1
3

2
3

2 1log tanx x x c+ + − +





+

−  

 (ii)    I =  
x

x x
dx+

− +∫ 1
3 12 எனக.

   x + 1 =  A d
dx

x x B( )2 3 1− + +  

   x + 1 =  A x B( )2 3− +

  ;த்த 6²ப்புக�ன ்கµககபNச் சமப்ைடுத்த ,

   2A =  1 �� A A B B= − + = ⇒ =
1
2

3 1 5
2

;  

   I =  
1
2

2 3 5
2

3 12

( )x

x x
dx

− +

− +∫  

   I =  
1
2

2 3
3 1

5
2

1
3 12 2

x
x x

dx
x x

dx−
− +

+
− +∫∫  
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233 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

    =  
1
2

3 1 5
2

1

3
2

5
2

2

2 2log x x

x

dx− + +

−






 −









∫  

    =  
1
2

3 1 5
2

1

2 5
2

3
2

5
2

3
2

5
2

2log logx x
x

x
c− + +











− −

− +
+  

    =  1
2

3 1 5
2

2 3 5
2 3 5

2log logx x x
x

c− + +
− −
− +

+  

 (iii)  I =  
2 3

12

x
x x

dx+
+ +∫ எனக.

   2x + 3 =  A d
dx

x x B( )2 1+ + +  

   2x + 3 =  A(2x + 1) + B
  ;த்த 6²ப்புக�ன ்கµககபNச் சமப்ைடுத்த 

   2A =  2 ��A =  1;    A + B  =  3  ���B  =  2

   I =  
( )2 1 2

1
x
x x

dx+ +

+ +2∫  

   I =  
2 1

1
2 1

12 2

x
x x

dx
x x

dx+
+ +

+
+ +∫∫  

    =  
2 1 2 1

1
2

3
2

2

2 2
x x

x

dx+ + +

+






 +









∫
 

    =  2 1 2 1
2

1
2

3
2

2
2 2

x x x x c+ + + + + +





 +









 +log  

   என்ை,   I =  2 1 2 1
2

12 2x x x x x c� � � � � � � �log  

 (iv)    I =  
5 7

3 22

x
x x

dx−
− −∫ எனக.

                             5 7x −  =  A d
dx

x x B( )3 22− − +  

                                   5x - 7 =  A x B( )3 2− +  
  ;த்த 6²ப்புக�ன ்கµககபNச் சமப்ைடுத்த ,
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234X I  -  க~்த�Jà

   2 A−  =  5 5
2

3 7 1
2

⇒ = − + = − ⇒ =A A B B;  

   I =  
− − +

− +∫
5

2
3 2 1

2
3 22

( )x

x x
dx  

   I =  −
−
− +

+
− +∫∫5

2
3 2

3 2
1
2

1
3 22 2

x
x x

dx
x x

dx

    
=

 
−





 − + +









 − −








5
2

2 3 2 1
2

1

17
2

3
2

2

2 2
x x

x

dxx∫  

    =  − − + +
−













+−5 3 2 1
2

3
2

17
2

2 1x x
x

csin  

   என்ை,   I =  − − + + −





+

−5 3 2 1
2

2 3
17

2 1x x x csin

பயிற்சி 1 1 . 1 1
x-:ப் ்ைோ²த்து �âககோÙைனைறபைத் ்தோபகயிடுக.

 (1) (i) 
2 3

4 122

x
x x

−
+ −

 (ii) 
5 2

2 2 2

x
x x
−

+ +
 (iii) 

3 1
2 2 32

x
x x

+
− +

       (2) (i) 2 1
9 4 2

x
x x
+

+ −
 (ii) 

x
x
+

−

2
12

 (iii) 
2 3

4 12

x
x x

+

+ +
ைபக I V  

  a x dx x a dx2 2 2 2± −∫∫ ,  எ­ம் ைடிவில 6ள்N ்தோபககபNக கோDல.

மு_வு 1 1 .3

 (1) a x dx x a x a x
a

c2 2 2 2
2

1

2 2
− = − +






+

−∫ sin

 (2) x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log  

 (3) x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log  

நி¦்�ம்

 (1)                       I =  a x dx2 2−∫ எனக.   

                            u  =   a x2 2− எனில, du x
a x

dx=
−

−

2
2 2 2

                                dv  =  dx v x⇒ =
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235 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

  ைகுதித் ்தோபகயி்டல முபைபய ையனைடுத்த,

   udv¨  =  uv vdu−∫
   �  I =  x a x x

a x
dx2 2

2

2 2
− − −

−∫  

    =  x a x a x a
a x

dx2 2
2 2 2

2 2
− − − −

−∫
    =  x a x a x

a x
a

a x
dx2 2

2 2

2 2

2

2 2
− −

−

−
+

−

−









∫

( )

    =  x a x a x dx a
a x

dx2 2 2 2
2

2 2
− − − +

−
∫∫  

    =  x a x I a
a x

dx2 2 2

2 2

1
− − +

−
∫

   2I =  x a x a x
a

2 2 2 1− + 







−sin  

   என்ை,   I =  
x a x a x

a
c

2 2
2 2

2
1− + 





 +

−sin  

 இ்த ்ைோல மறை இரு முடிவுகபN°ம் �²ைைோம்.

குறிப்பு 1 1.3
  x a= sinθ எனப் �ரதியிடடும் ்மறகÙ்டமுடிவுகபN �Ä�ககைோம்.

எடுத்�ககாடடு 1 1.41
 �னைருைனைறபை மதிப்�டுக :

 (i) 4 2−∫ x dx   (ii)   25 92x dx−∫  (iii) x x dx2 1+ +∫   (iv) ( )( )x x dx− −∫ 3 5  
�ர்வு

 (i)  I =  4 2- x dx  எனக.

    =  22 2−∫ x dx

    =  
x x x c
2

2 2
2 2

2 2
2

1− + 





 +

−sin

   என்ை, I =  
x x x c
2

4 2
2

2 1− + 





 +

−sin

 (ii)  I =  25 92x dx−∫  எனக.

    =  ( )5 32 2x dx−∫  

    =  
1
5

5
2

5 3 3
2

5 5 32 2
2

2 2x x x x c( ) log ( )− − + −










 +  

   என்ை,  I =  
1
5

5
2

25 9 9
2

5 25 92 2x x x x c− − + −




+log  
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236X I  -  க~்த�Jà

 (iii)                  I =  x x dx2 1+ +∫  எனக.

                                 =  x dx+






 +








∫ 1

2
3

2

2 2

 

          =   
x

x x x
+

+





 +









 +











+ + +







1
2

2
1
2

3
2

3
2
2

1
2

1
2

2 2

2

2

log ++

























+

3
2

2

c

                 என்ை, I =  
2 1

4
1 3

8
1
2

12 2x x x x x x c+
+ + + + + + + +log  

 (iv)                  I =  ( )( )x x dx− −∫ 3 5  எனக.

                                 =  8 152x x dx− −∫
                                  =  1 42 2− −∫ ( )x dx

                                 =   
x x x c− − − + −





+−4
2

1 4 1
2

4
1

2 2 1( ) sin  

                 என்ை, I =   
x x x x c−

− − + − +−4
2

8 15 1
2

42 1sin ( )  

பயிற்சி 1 1.12

 �னைரும் சோர்புக�ன ்தோபகக கோÙக.

 (1) (i)  x x2 2 10+ +      (ii)  x x2 2 3- -  (iii) 6 4−( ) −( )x x   

        (2) (i) 9 2 5 2− +( )x     (ii) 81 2 1 2� �( )x    (iii) ( )x+ −1 42

பயிற்சி 1 1.13

ச�யோன அலைது �கவும் 9றபுப்டய  விப்டயிபனக ்கோடுககப்ைட்ட Fோனகு மோற² விப்டக�ல 
இருÛது ்தர்Û்தடுககவும்.
 (1) f x dx g x c( ) ( )∫ = + எனில, ∫ ′f x g x dx( ) ( ) எனைது
  (1) ¨ ( ( ))f x dx2   (2) ¨ f x g x dx( ) ( )   (3) ∫ ′f x g x dx( ) ( )   (4) ¨ ( ( ))g x dx2  

 (2) 
3 3

1

2

1x
x

x
dx k c= +∫ ( ) எனில, k -ன மதிப்பு

  (�) loJ �    (�)  -log3    (3) − 1
3log

     (4) 
1

3log
 (3) ′ = − +∫ f x e dx x e cx x( ) ( )

2 2

1  எனில,  f(x) எனைது

  (1) 2
2

3
2

x x x c− + +  (2) x x x c
3

2

2
3 4+ + +    (3) x x x c3 24 6� � �    (4) 

2
3

3
2x x x c− + +

11 Integral Calculus.indd   236 03-09-2018   16:01:04

www.tntextbooks.in



237 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

 (4) (x, y ) எனை 9்த­ம் ;ரு புள்�யில ;ரு ைபNைபரயின சோயவு x
x

2

2

4−  ஆகும்.

 .   இáைபNைபர (2, 7) எனை புள்� ை�யோகச் ்சனைோல , ைபNைபரயின சமனைோடு   

(1) y x
x

= + +4 3   (2) y x
x

= + +
4 4  (3) y x x= + +2 3 4   (4) y x x= − +2 3 6  

 (5) e x
xe

dx
x

x

( )
cos ( )

1
2

+∫  =

  (1) cot( )xe cx +   (2) sec( )xe cx +   (3) tan( )xe cx +   (4) cos( )xe cx +  

 (6)  
tan

sin
x
x

dx
2¨ =

  (1) tan x c+   (2) 2 tan x c+   (3) 
1
2

tan x c+   (4) 
1
4

tan x c+  

 (7) sin3 x dx ¨  =

  (1) − − +3
4

3
12

cos cosx x c   (2) 3
4

3
12

cos cosx x c+ +

  (3) − + +
3

4
3

12
cos cosx x c   (4) 

−
− +

3
4

3
12

sin sinx x c  

 (8) e e
e e

dx
x x

x x

6 5

4 3

log log

log log

−
−∫  =

  (1) x c+   (2) 
x c

3

3
+   (3) 

3
3x

c+   (4) 
1

2x
c+  

 (9) 
sec
cos

x
x

dx
2¨  =

  (1) tan (sin )− +1 x c   (2) 2 1sin (tan )− +x c     (3) tan (cos )− +1 x c    (4) sin (tan )− +1 x c

 (10) tan cos
cos

− −
+









∫ 1 1 2

1 2
x
x

dx  =

  (1) x c2 +   (2) 2 2x c�   (3) x c
2

2
+   (4) − +

x c
2

2
 

 (11) 23 5x dx+∫  =

  (1) 3 2
2

3 5( )
log

x

c
+

+  (2) 
2

2 3 5

3 5x

x
c

+

+
+

log( )
 (3) 

2
2 3

3 5x

c
+

+
log  (4) 

2
3 2

3 5x

c
+

+
log

 (12) sin cos
sin cos

8 8

2 21 2
x x

x x
dx−

−∫  =

  (1) 1
2

2sin x c+   (2)  − +
1
2

2sin x c  (3) 1
2

2cos x c�   (4) − +
1
2

2cos x c  
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238X I  -  க~்த�Jà

 (13) e x x x
x

dx
x ( tan tan )2 1 1

2

1
1

− −+ +
+∫  =   

(1) e x cx tan ( )− + +1 1  (2) tan ( )− +1 e cx   (3) e x cx (tan )−

+
1 2

2
  (4) e x cx tan− +1  

 (14) x x
x

xdx
2 2

2
2

1
+
+∫ cos cosec  =

  (1) cot sinx x c+ +−1
   (2) − + +−cot tanx x c1

 

  (3) − + +−tan cotx x c1
 (4) − − +−cot tanx x c1

 (15) x x dx2 cos¨  =

  (1) x x x x x c2 2 2sin cos sin+ − +   (2) x x x x x c2 2 2sin cos sin− − +

  (3) − + + +x x x x x c2 2 2sin cos sin  (4) − − + +x x x x x c2 2 2sin cos sin

 (16) 
1
1
−
+∫ x

x
dx  =

  (1) 1 2 1− + +−x x csin   (2) sin− − − +1 21x x c

  (3) log | |x x x c+ − − − +1 12 2   (4) 1 12 2− + + − +x x x clog | |

 (17) 
dx

ex−∫ 1 =

  (1)  log | | log | |e e cx x− − +1  (2) log | | log | |e e cx x+ − +1

  (3) log | | log | |e e cx x− − +1  (4) log | | log | |e e cx x+ − +1

 (18) e x dxx−∫ 4 cos =

  (1)
e x x c

x−

− +
4

17
4[ cos sin ]   (2) e x x c

x−

− + +
4

17
4[ cos sin ]

  (3) e x x c
x−

+ +
4

17
4[ cos sin ]  (4) e x x c

x−

− − +
4

17
4[ cos sin ]

(19) 
sec

tan

2

2 1
x

x
dx

−∫ =

  (1) 2 1
1

log tan
tan

−
+

+
x
x

c   (2) log tan
tan

1
1
+
−

+
x
x

c

  (3) 
1
2

1
1

log tan
tan

x
x

c+
−

+   (4) 
1
2

1
1

log tan
tan

x
x

c−
+

+
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239 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

 (20)  e x dxx−∫ 7 5sin =

  (1) e x x c
x−

− − +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]   (2) e x x c

x−

+ +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]

  (3) e x x c
x−

− +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]  (4) e x x c

x−

− + +
7

74
7 5 5 5[ sin cos ]

 (21) x e dx
x

2 2¨  =

  (1) x e xe e c
x x x

2 2 2 24 8− − +  (2) 2 8 162 2 2 2x e xe e c
x x x

− − +

  (3) 2 8 162 2 2 2x e xe e c
x x x

− + +  (4) x e xe e c

x x x

2
2 2 2

2 4 8
− + +

 (22) 
x
x

dx+
−∫ 2

12  =

  (1) x x x c2 21 2 1− − + − +log | |   (2)  sin log | |− − + − +1 22 1x x x c

  (3) 2 12 1log | | sinx x x c+ − − +−  (4) x x x c2 21 2 1− + + − +log | |

 (23) 
1

52x x
dx

(log ) −∫ =

  (1) log | |x x c+ − +2 5   (2) log | log log |x x c+ − +5  

  (3) log | log (log ) |x x c+ − +2 5   (4) log | log (log ) |x x c− − +2 5

 (24) sin xdx¨  =

  (1) 2 − +( ) +x x x ccos sin  (2) 2 − −( ) +x x x ccos sin  

  (3) 2 − −( ) +x x x csin cos  (4) 2 − +( ) +x x x csin cos

 (25) e dxx¨ =

  (1) 2 1x e cx( )− +    (2) 2 1x e cx( )− +  

  (3) 2 1e x cx ( )− +   (4) 2 1e x cx ( )− +
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்ா்டத் வதா�º�

ைபகயி்டல எதிர்ைபகயி்டல

( ) 0,d c
d x

=    இஙகு c  ;ரு மோறி� 0 d x c=∫ , இஙகு  c  ;ரு மோறி�

( ) ,d kx k
d x

= இஙகு k  ;ரு மோறி�
k dx kx c∫ = +  c  ;ரு தனனிச்பச மோறி�

1

1

n
nd x x

dx n

+ 
= + 

1

, 1
1

n
n xx dx c n

n

+

= + ≠ −
+∫       (அடுககுக விதி) 

1l o gd x
d x x

 =   
1 l o gd x x c
x

= +∫

( )c o s s i nd x x
d x

− = s i n c o sx d x x c= − +∫

( )s i n c o sd x x
d x

= c o s s i nx d x x c= +∫  

( ) 2t a n s e cd x x
d x

= 2s e c t a nx d x x c= +∫

( ) 2c o t c o s e cd x x
dx

− = 2c o s e c c o tx d x x c= − +∫

( )s e c s e c t a nd x x x
d x

= s e c t a n s e cx x d x x c= +∫  

( )c o s e c c o s e c c o td x x x
d x

− = c o s e c c o t c o s e cx x d x x c= − +∫  

( )x xd e e
dx

= x xe d x e c= +∫  

l o g

x
xd a a

dx a
 

= 
  l o g

x
x aa d x c

a
= +∫

 

( )1

2

1s i n
1

d x
d x x

− =
−

1

2

1 s i n
1

d x x c
x

−= +
−∫

 

( )1
2

1t a n
1

d x
dx x

− =
+

1
2

1 t a n
1

dx x c
x

−= +
+∫  

11 Integral Calculus.indd   240 03-09-2018   16:01:51

www.tntextbooks.in



241 Y்தோ[க ¬Ùக~்தம்

(1)  k ;ரு மோறி� எனில, ( ) ( )kf x d x k f x d x=∫ ∫
(2) 1 2( ( ) ( ) )f x f x d x±∫  =  1 2( ) ( )f x dx f x dx±∫ ∫

f x dx g x c( ) ( )= +∫ எனில, f ax b
a

g ax b c( ) ( )+ = + +∫
1

(1)  t a n x d x∫  =  l o g s e c x c+   

(2)  c o t x d x∫  =  l o g s i n x c+

(3)        cosecx dx¨  = l o g c o s e c c o tx x c− +  
(4)  s e c x d x∫  =  l o g s e c t a nx x c+ +  

 ைகுதித் ்தோபகயி்ட³ககோன  ்ைர்்னோ�யின ¹த்திரம்
  u மற²ம் v  ஆகியபை  x - ன சோர்புகள் எனில ்ைர்்னோ�யின ¹த்திரமோனது      

 udv uv u v u v∫ = − ′ + ′′ −1 2 "ஆகும்.

 இஙகு c cc cccu u u, , ,...    எனைன u  -ன அடுத்தடுத்த  ைபகயி்டலகள் ஆகும் மற²ம்    
      v v v v, , , ,1 2 3 "  எனைன  dv  -ன அடுத்தடுத்த ்தோபகயி்டலகள் ஆகும்
u xn=  ( n ;ரு �பக முµ்ைÙ) என எடுத்துக்கோள்ளும்்ைோது ்ைர்்னோ�யின ¹த்திரத்பதப்  
ையனைடுத்துைது எ�தோக இருககும் 

  s i na xe b x d x∫  =  2 2 [ s i n c o s ]
a xe a b x b b x c

a b
− +

+

c o saxe bx dx∫  =  e
a b

a bx b bx c
ax

2 2+
+ +[ cos sin ]

dx
a x2 2−∫ =

1
2a

a x
a x

clog +
−







 +

dx
a x2 2−

∫ = sin− 





 +

1 x
a

c

dx
x a2 2−∫ =

1
2a

x a
x a

clog −
+







 +

dx
a x2 2+∫ =

1 1

a
x
a

ctan− 





 +

dx
x a2 2−

∫ =  log x x a c+ − +2 2
dx

x a2 2+
∫ = log x x a c+ + +2 2

a x dx x a x a x
a

c2 2 2 2
2

1

2 2
− = − + 






 +

−∫ sin

x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log

x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log
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்சயலைோடடின இ²தியில

கிப்டககப் ்ை²ைது

்} - � 
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி ĊĢĬĊĢğįĞ-வின sěČ 
İıĞīġĞįġ ČīıĢĤįĞıĦĬīt  ைககத்திறகுச் ்சலக. 6ஙகள் ைோ்டம் சோர்Ûத ைை ை~த்தோள்கள் 
இப்ைககத்தில ்கோடுககப்ைடடிருககும்.

்} - � 
sĖĦĪĭĩĢ ČīıĢĤįĞıĦĬīt எனை ை~த்தோபNத் ்தர்வு ்சயயவும். f (x) எனை ்ைடடியில எÛத 
சோர்புகபN°ம் 6ள்�டு ்சயயைோம். அáைோ² 6ள்�டு்சய°ம் ்ைோது f (x)-றகோன 
ைபரை்டம் இ்டது ைககத்தி³ம், ்தோபகப்ைடுத்தப்ைட்டது ைைது ைககத்தி³ம்்தோன²ம். 
(குறிப்பு � ĵ� எனைதறகு ĵ'� என² 6ள்�டு ்சயயவும்). sĦīıĢĤįĞıĦĬī ĠĬīİıĞīıt என­ம் 
Fµைபை Fகர்த்தி ்தோபக�டடு மோறி� மதிப்பை மோறைவும்.

6K� �
KttpV���JJbP�at�c��KdeJc

ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.

்} - � ்} - � 

இவ�யச் வ�யல்ாடு 1 1  ( a)

வ்தகா்்க �ண்்கணி்தம்
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்சயலைோடடின இ²தியில

கிப்டககப் ்ை²ைது

்} - � 
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி ĊĢĬĊĢğįĞ-வினsěČ 
İıĞīġĞįġ ČīıĢĤįĞıĦĬīt ைககத்திறகுச் ்சலக. 6ஙகள் ைோ்டம் சோர்Ûத ைை ை~த்தோள்கள் 
இப்ைககத்தில ்கோடுககப்ைடடிருககும்.

்} - �
sĄĩĤĢğįĞĦĠ ıĶĭĢ-�t எனைபதத் ் தர்வு ் சயக. ் சய³ககோன ைபரை்டம் இ்டது ைககத்தி³ம், 
்தோபகப்ைடுத்தப்ைட்டது ைைது ைககத்தி³ம்்தோன²ம். ைபரை்டத்பதககோD 
இரÙப்ட°ம் ்சோடுககவும். FµைபைFகர்த்தி (Ğ)-ன  மதிப்�பன மோறை முடி°ம்.
இ்த ்ைோன² ்கோடுககப்ைடடிருககும் மறை ĄĩĤĢğįĞĦĠ ıĶĭĢ கபN°ம் ்சயது 
மோறைஙகபN6ற² ்Fோககுக.

6K� �
KttpV���JJbP�at�c��KdeJc

ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.

்சயலைோடடின இ²தியில

்} - � ்} - �

இவ�யச் வ�யல்ாடு 1 1  ( b )

வ்தகா்்க �ண்்கணி்தம்
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244X I  -  க~்த�Jà

12Ų1 அறிமுகம் ( I nt rod u c t i on )
 �பNசி ைோæகல (B la ise  P a sca l)  மற²ம் �ய� டி ்ைர்மோட (P ie r r e  
de  F e r m a t) ஆகிய இரு புகâ ்ைறை �்ர×¦ க~தவியைோர்கNோல 
6ருைோககப்ைட்ட �கâதகவு ்கோடைோடடிறகு  ����-ல ;ரு ¹தோட்ட 
கNத்தில �கâÛத விைோத்ம மூை கோரDமோக அபமÛதது. �கâதகவுக 
்கோடைோடடின அடிப்ைப்டக  ்கோள்பககபN முதன முத�ல ைோæகல 
மற²ம் ்ைர்மோட  ஆகி்யோர் ைடிைபமத்தனர். ைோப்ைோæ தனது ஆâÛத 
ஆரோயச்சிககுப் �னனர் ���� ல ்ை�யிட்ட ைரைோற²ச் சிைப்பு �கக 
கடடுபரயின ைோயிைோக �கâதகவு ் கோடைோடடிறகு அடித்தNம் அபமத்தோர். 
புள்�யிய�ல ்ையி�ன (B a ye sia n) ்கோடைோடு மூைமோக �கâதகவுககு 
விNககம் அ�த்தைர் ைோப்ைோæ ஆைோர்.
 ்தோ்டககத்தில விபNயோடடுக�ன மூைம் அறியப்ைட்ட �கâதகைோனது 

தற்ைோது ையனைோடடுக க~தத்தில �க முககியத்துைம் ைோயÛத ைகுதியோக 
விNஙகுகிைது. ஆ°ள் கோப்�டடுப் ���யம் �ர்Dயத்தி�ருÛது ்தர்தல 

கருத்துகக~ப்பு  முடிவுகள் ைபர மற²ம் ைோ°வி­ள் 6ள்N மூைக கூ²க�ன தனபமகபN அறிய 
�கâதகவிபனப் ையனைடுத்துைபதக கோDைோம்.
 ைள்�ப் ைோ்டப்  ைகுதியில �கâதகவு ்சர்ககப்ைட்டதறகு  அதன ைோâவியல ையனைோடு ;ரு 
முககிய கோரDமோக அபமகினைது. ‘ �கâதகவு’  எ­ம் ்சோலைோனது ைோயப்பு, �கOககூடியது, 
7கிககக கூடியது, �கµம் சோத்தியக  கூ², சோதக அலைது ைோதக விகிதம், இப்டÃ², எதிர்ைோர்ப்பு 
எனை ைைப் ்ைோருபNத் தருகினைது.
 அனைோ்ட ைோâவில ைை தருDஙக�ல Fமது அ­மோனஙகள் �ச்சயமறைதோக அபமகினைது.   
இÛத �ச்சயமறை தனபமபய அNககும் க~தப்��்ை �கâதகவுக ்கோடைோடு என 
அபOககப்ைடுகிைது. ;ரு �கâச்சியின �கOககூடிய ைோயப்�ன அNவிபனக க~ப்ைது �கâதகவு 
ஆகும்.

12

ைோâகபகயில �கµம் ;á்ைோரு �கâவும் �கâதகபைச் சோர்Û்த 
அபமகினைது

ைோப்ைோæ

லைாºலைாÄ
17 49- 1827

கäL�å கFோÔகÕகã
            

இப்ைோ்டப்ைகுதி �பைவு²ம்்ைோது மோDைர்கள் அறிÛதிருகக ்ைÙடியபைகNோக

•  �கâதகவின ைOககமோன ்கோடைோடப்ட°ம்  அடிப்ைப்ட அªகுமுபைகபN°ம் அறிதல
•    ;னபை்யோன² விைககும் �கâச்சிகள் ;னபை்யோன² விைககோ �கâச்சிகள் மற²ம் 

யோவுமNோவிய �கâச்சிகபNப் பு�Ûது ்கோள்ளுதல
•  சோர்பு �பை �கâதகவு , சோர்�ைோ �கâச்சிகள் ைறறிய கருத்துககபNப் பு�Ûது ்கோள்ளுதல
•  ்ையிæ ்தறைத்பதப் ையனைடுத்தும் முபையிபன அறிÛது ்கோள்ளுதல
•   Fப்டமுபை ைோâகபகயில �கâதகவுக ்கோடைோடுகபNப் ையனைடுத்த  அறிÛது ்கோள்ளுதல 

ஆகியபை எதிர்ைோர்ககப்ைடுகினைன.

12அத்தியாயம் நிகழதகவு ்காட்ாடு - ஓர் அறிமுகம்
(INTRODUCTION TO PROBABILITY THEORY)
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245 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

12.2 அ_º்வ்ட ைவ�யவைகள்ŬBasic definitionsŭ
 �கâதகவுக ்கோடைோடப்டக கறைதறகு முனபு Fோம் முÛபதபய ைகுப்புக�ல அடிககடி 
ையனைடுத்திய சிை ைபரயபைகபN �பனவு கூர்்ைோம்.  

ைவ�யவை 12.1 
 ;ரு ்சயலைோடு ைபரய²ககப்ைட்ட முடிவுகபNக ்கோÙடிருககு்மயோனோல, 
அச்்சயலைோடடிபனச் ்சோதபன  (e xpe r im e nt) என அபOககி்ைோம்.

ைவ�யவை 12.2
 �ர்Dயிககப்ைட்ட ்சோதபன (D e te r m inistic E xpe r im e nt):  ;்ர மோதி�யோன ¹â�பையில, 
;ரு ்சோதபனயின முடிவுகபN முனகூடடி்ய 6²தியோகக க~கக முடி°மோயின, அது 
�ர்Dயிககப்ைட்ட ்சோதபனயோகும்.

ைவ�யவை 1 2 . 3
 சமைோயப்புச் ்சோதபன (R a ndom  E xpe r im e nt  or  non de te r m inistic) எனைது  

 (i) ;ரு ் சோதபனயில கிப்டககக கூடிய எலைோதவிதச் சோத்தியக கூ²கபN முனகூடடி்ய 
அறிÛதிருகக முடி°ம்.

 (ii) ்சோதபனககு முன்ை முடிவிபனக க~கக இயைோது மற²ம்

 (iii) ;்ர மோதி�யோன ¹â�பையில இச்்சோதபனபய மீÙடும் மீÙடும் ையனைடுத்த 
இய³ம்.

;ரு ைகப்டபய “ 6ருடடுைது” , ;ரு FோDயத்பதச் “ ¦Ùடுைது”  முத�யன சமைோயப்புச் 
்சோதபனககு 6தோரDஙகNோகும்.

ைவ�யவை 12.4
 ;ரு சமைோயப்புச் ்சோதபனயில கிப்டக கூடிய அடிப்ைப்ட �கâவுகபN (முடிவுகபN) 
்ம³ம் ��கக இயைோது எனில அது ;ரு சோதோரD �கâச்சியோகும் (sim pl e  e ve nt).

ைவ�யவை 12.5
 சமைோயப்புச் ்சோதபனயின எலைோ �கâவுகபN°ம் ்கோÙ்ட கDமோனது கூ²்ை� (S a m pl e  
spa ce ) எனப்ைடும்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.1
 (1) (i)  ;ரு ைகப்டபய ;ருமுபை 6ருடடிக கிப்டககககூடிய கூ²்ை�யோனது     

   S ={ }1 2 3 4 5 6, , , , ,

 (ii) ;ரு FோDயத்பதச் ¦Ùடினோல கிப்டககும் கூ²்ை� S H T={ },  
 (2) (i) தபைவிµம் ைபர ;ரு FோDயத்பத எத்தபன முபை ¦Ù்ட ்ைÙடும் என முன்ை 

அறிய இயைோது. இச்்சோதபனயின கூ²்ை�  S H TH TTH TTTH={ }, , , ,...  எனை 
முடிவுைோக கDம் ஆகும்.

்�ாதவ�

நிர்�யிககº்ட்ட ்�ாதவ� �மைா¼º�ச் ்�ாதவ�

Ŭம�்� நிர்�யித்தலŭ Ŭஇலைகவகத் தாக�தலŭ
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246X I  -  க~்த�Jà

  (ii) ்தோ்டர்ைÙடிப் ையDச்சீடடு ைோஙகப் ையDச்சீடடு ைOஙகும் இ்டத்தில கோத்திருககும் 
ைய~க�ன எÙ~கபகககுத் ்தோ்டர்புப்டய கூ²்ை�யோனது S ={ , , ,...}0 1 2 .

 (3) (i) சமைோயப்பு முபையில 0-ககும் 1-ககும் இப்டயில ;ரு எÙபDத் ்தர்Û்தடுகக 
அபம°ம் ்சோதபனயின கூ²்ை� S x x      = < <{ : }0 1 .

  (ii) ;ரு �ன விNககின ஆ°ள் கோைத்பதக கோடடும் ( t ம~்Fரத்தில) �கâச்சியின 
கூ²்ை�  S = { t: 0 < t<1000}  

 எடுத்துகோடடு (2) மற²ம் (3) ல அபமÛதுள்N இரு ைபகயோன முடிவுைோ கDஙகபN 
்ை²ைடுத்தும்்ைோது,   அதில ;ன² மற்ைோனபைவி்டக குறிப்�்டத்தகக  அதிக 6²ப்புகபNப்          
்ைற²ள்Nது என அறியைோம். குறிப்ைோக (2) ல 6ள்N கூ²்ை� Ė-ல 6ள்N 6²ப்புகள் 
எÙ~்டத்தககபை. ஆனோல (3) ல 6ள்N கூ²்ை�யின 6²ப்புகள் எÙ~்டத்தககதலை. 
எÙ~்டத்தகக மற²ம் முடிைறை (countably infinite) கDஙக�ன 6²ப்புகபNப் ைடடிய�டடு 
அபைகபN  இயல எÙகள் கDம்  N -6்டன ;ன²க ்கோன² ்தோ்டர்புைடுத்தைோம். ஆனோல 
எÙD~்டத்தகக இயைோத கDஙகபN இáைோ² ்தோ்டர்புைடுத்த இயைோது.

 ்ம்ை 6ள்N எடுத்துககோடடுகள் மூைம் ;ரு கூ²்ை�யில 6ள்N 6²ப்புகள் 
எÙ~்டத்தககபையோக அலைது எÙ~்டத்தககபை அலைபையோக இருககும் எனைது ் த�ைோகிைது.

12.3 மு_வுறு �றுவைj ( F i ni t e S am p l e S p ac e)
 இப்ைகுதியில முடிவு² கூ²ப்புள்�கள் 6ப்டய கூ²்ை�கபN மடடு்ம கோÙ்ைோம்.

நிகழÖzக�å P[ககã �

 இÛதப் ைோ்ட ைகுதியில Fோம் அடிககடிப் ையனைடுத்தககூடிய சிை முககிய �கâச்சிகபN (ĈĳĢīıİ) 
ைபரய²ப்்ைோம்.

 x �ச்சயம் �கOககூடிய �கâச்சி (S ur e  e ve nt or  ce r ta in e ve nt)

 x இயைோ �கâச்சி (Im pos sib le  e ve nt)

 x �ரப்� �கâச்சி (C om pl e m e nta r y e ve nt)

 x� ;னபை்யோன² விைககும் �கâச்சி (M ut ua lly e xclus ive  e ve nts)  

 x ;னபை்யோன² விைககோ �கâச்சி (M ut ua lly i nclus ive  e ve nt) 

 x� யோவுமNோவிய �கâச்சிகள் (E xha us tive  e ve nts)

 x சமைோயப்பு �கâச்சிகள் (E qua lly l ike ly e ve nts)
 x� சோர்�ைோ �கâச்சிகள் (Ind e pe nde nt e ve nts) (�கâதகவு ்கோள்பககபNப் ைறறி அறிÛத �ன 

ைபரய²ககப்ைடும்) 

{ , , , ,...}S H TH TTH TTTH={1,2,3,4,5,6}S =

{ : 0 1}S x x= < <

கூறுவெளியிலுளள நி்கழ்வு்களின்
எண்ணிக்்க

எண்ணிடத்்தக்க
நி்கழ்வு்கள

எண்ணிடத்்தக்க்தல்கா்த நி்கழ்வு்கள

முடிவுறு நி்கழ்வு்கள எண்ணிடத்்தக்க முடிவுறகா நி்கழ்வு்கள
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ைவ�யவை 12.6 
 கூ²்ை�யோனது முடிவு² 6²ப்புகபNக ் கோÙடிருÛதோல அதன ;á்ைோரு 6டகDமும் 
;ரு �கâச்சியோகும். அதோைது கூ²்ை�யின அடுககுககDம் ( )S -இல 6ள்N 6²ப்புகள் 
;á்ைோன²ம் ;ரு �கâச்சியோகும். ;ரு �கâைோனது கூ²புள்�க�ன ்தோகுப்ைோகும். 
இÛ�பையில S  ஆனது 6²தியோன அலைது �ச்சயம் �கOககூடிய �கâச்சி என அபOககப்ைடும்.  
S -இல 6ள்N ்ைற²க கDம் � ஆனது இயைோ �கâச்சி என அபOககப்ைடும். 
 

ைவ�யவை12.7
 ;á்ைோரு �கâச்சி  Ao6்டன  A எனை மற்ைோரு �கâச்சிபயத் ்தோ்டர்புைடுத்தைோம். A  
எனைது A ன �ரப்�யோகும். �கâச்சி A -:, A இலைோ �கâச்சி எனவும் அபOககைோம்..

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.2
 கூ²்ை� S =  { 1,2,3,4} -ன  எலைோ 6டகDஙக�ன (Ė-ன அடுககுககDம்) கDம்,

∅( )S  = , {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, {   3}, {2, 4}, {3, 4}, 

          {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 33, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}

 (i)  ( )S -ன எலைோ 6²ப்புகளும் ;á்ைோரு �கâச்சியோகும்.
 (ii) � எனைது இயைோ �கâச்சியோகும்.
 (iii)  {1},{2},{3},{4}எனைபை சோதோரD �கâச்சிகNோகும்

 (iv) {1, 2,3,4}எனைது �ச்சயம் �கOககூடிய �கâச்சி (S ur e  e ve nt or  ce r ta in e ve nt) ஆகும்.

ைவ�யவை 12.8
 இரு �கâச்சிகள் ;்ர சமயத்தில �கOககூடியபையலை எனில அபை ;னபை்யோன² 
விைககும் �கâச்சிகள் (M u tu a lly  e xclu sive  e ve nts) ஆகும்.
 A A A Ak1 2 3, , ,..., எனைன ;னபை்யோன² விைககும் �கâச்சிகள் (m ut ua lly e xclus ive ) அலைது 
விைககும் �கâச்சிகள் (D isj oint e ve nts)  எனில  A Ai j∩ =∅ , i jv

ைவ�யவை 12.9
 இரு �கâச்சிகள் ;்ர சமயத்தில �கOககூடியபை எனில அபை ;னபை்யோன²  விைககோ 
�கâச்சிகள் (M ut ua lly inclu sive   e ve nts) ஆகும். A A A Ak1 2 3, , ,...,  எனைன ;னபை்யோன² விைககோ 
�கâச்சிகள் எனில, A Ai j∩ ≠∅ ,  i jv  

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.3
 ;ரு ைகப்டபய 6ருடடும் ்ைோது கிப்டககும் கூ²்ை�யோனது S ={ , , , , , }1 2 3 4 5 6 .
 (i) {1, 3} {2, 4, 5, 6}=∩ ∅,  எனைதோல{1,3}மற²ம்{2,4,5,6};னபை்யோன² விைககும் 

�கâச்சிகNோகும்.
 (ii) {1,6,},{2,3,5}ஆகியன ;னபை்யோன² விைககும் �கâச்சிகNோகும்.

 (iii)  { 2,3,5} ,{ 5,6}  எனை �கâச்சிகள் ;னபை்யோன² விைககோ �கâச்சிகNோகும் 9்னனில
{2, 3, 5} {5, 6}= 5∩ { }≠∅

ைவ�யவை 12.10
 A A A A Sk1 2 3∪ ∪ ∪ ∪ =

எனில  A A A Ak1 2 3, , ,..., ஆகியபை யோவுமNோவிய �கâச்சிகள் 
ஆகும்.  

ைவ�யவை 12.1 1
 (i) A Ai j∩ ≠∅ , i jv    (ii) A A A A Sk1 2 3∪ ∪ ∪ ∪ =, ,  எனில A A A Ak1 2 3, , ,...,  ஆகியபை 
;னபை்யோன² விைககும் மற²ம் யோவுமNோவிய �கâச்சிகNோகும்.   
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விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.4

 ;ரு ைகப்டபய 6ருடடும் ்ைோது கிப்டககும் கூ²்ை�யோனது,  S = {1,2,3,4,5,6} . 
 இககூ²்ை�யில {2,3},{1,3,5},{4,6},{6}  மற²ம் {1,5} எனைபை சிை �கâச்சிகNோகும்.

 (i)  {2, 3} {1, 3, 5} {4, 6} = 1, 2, 3, 4, 5, 6∪ ∪ { }  =  S  (கூ²்ை�), எனைதோல 
{2,3},{1,3,5},{4,6} ஆகியபை யோவுமNோவிய �கâச்சிகNோகும்.

 (ii) அ்த ்ைோன² {2,3},{4,6}மற²ம் {1,5}ஆகியபை°ம் யோவுமNோவிய �கâச்சிகNோகும்.
 (iii) {1,3,5},{4,6},{6} மற²ம் {1,5}ஆகியபை யோவுமNோவிய �கâச்சிகள் அலை. 
  (9்னனில {1, 3, 5} {4, 6} {6} {1, 5}∪ ∪ ∪ ≠ S ).
 (iv) {2,3},{4,6}, மற²ம் {1,5}ஆகியபை ;னபை்யோன² விைககும் மற²ம் யோவுமNோவிய 

�கâச்சிகNோகும். 9்னனில { , } { , } , { , } { , } ,{ , } { , }2 3 4 6 2 3 1 5 4 6 1 5∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅   மற²ம் 
{ , } { , } { , } .2 3 4 6 1 5       ∪ ∪ = S

 YPå்CÕக�å Pோ�MோகÜ ் àP[க நிகழÖzக´Cå ·}J ·²YP�க[NÔ கÙCறிP« 
8�« 8å்்த[GÔ �ழÔகோªம் ்CÕகã �NÔ¤xL«�

ைவ�யவை 12.12
 ;á்ைோரு �கâச்சி°ம் �கµம் ைோயப்�பனச் சமமோக ்ைறறிருப்�ன அபை சமைோயப்பு 
�கâச்சிகள் (E qua lly l ike ly e ve nts) என அபOககப்ைடும்.

 (i) சமைோயப்பு �கâச்சிககு ;ர் எடுத்துககோடடு� ;ரு சீரோன ைகப்ட 6ருட்டப்ைடுகிைது

   (ii) சமைோயப்�லைோத �கâச்சிகளுககு ;ர் எடுத்துககோடடு � ை்டத்தில கோடடிய ;ரு �ைம் 
பூசப்ைட்ட ைகப்ட 6ருட்டப்ைடுகிைது.

A மற²ம்  B  
;னபை்யோன² 

விைககும் �கâச்சிகள்

S
A B A B

B

A

S S

A

B

S

A மற²ம்  B  
;னபை்யோன² 

விைககோ �கâச்சிகள்

A மற²ம்  B  
;னபை்யோன² 
விைககும் மற²ம் 

யோவுமNோவிய 
�கâச்சிகள்

A மற²ம்  B  
;னபை்யோன² 
விைககோ மற²ம் 
யோவுமNோவிய 
�கâச்சிகள்

ைகப்டயில ்தோன²ம் எÙ
�கâைதறகோன ைோயப்பு 5 1

4
1 3 6 4

5

2
 1 2 3 4 5 6

 1 1 1 1 1 1

ைகப்டயில ்தோன²ம் �ைம்

�கâைதறகோன ைோயப்பு
 

 1 1 1 2 1
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 இ்த ்ைோல ;ரு FோDயத்பதச் ¦Ùடிவிடும் ்ைோது தபை அலைது பூ  µம் �கâச்சிகள் 
சமைோயப்பு �கâச்சிகNோகும்.

·²YP�க[NÔ கோªம் மு[Lகã

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.5
 (i)  இரு FோDயஙகபNச் ¦Ùடிவிடும் ்ைோது கிப்டககும் கூ²்ை�யோனது 
  S H T H T H H H T T H T T= × ={ , } { , } {( , ), ( , ), ( , ), ( , )}அலைது{ , , , }HH HT TH TT  
 (ii) ;்ர சமயத்தில, ;ரு FோDயம் ¦Ù்டப்ைடுகிைது மற²ம் ;ரு ைகப்ட 6ருட்டப்ைடுகிைது   
  எனில கிப்டககும் கூ²்ை�யோனது 
  S H T= ×{ , } { , , , , , }1 2 3 4 5 6  =  { , , , , , , , , , , , }H H H H H H T T T T T T1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6  அலைது
  S H H H H H H T T T={( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), (1 2 3 4 5 6 1 2 3 TT T T, ), ( , ), ( , )}.4 5 6  
 FோDயம் மற²ம் ைகப்டயோல கிப்டககும் முடிவுகபN (out  com e s) ை�பச மோறறி°ம் 
கூ²்ை�பய எµதைோம். சிை சமைோயப்பு ்சோதபனகNோல கிப்டககும் கூ²்ை�கள் �னைரும் 
அட்டைபDயில ைடடிய�்டப்ைடடுள்Nது.

@IPோÞÜ®Ö 
க@ோ்த[G

மு}வுக�å 
YIோÚ்த 

8Ù~Ô[க
·²YP�

சீரோன ;ரு 
FோDயத்பதச்
¦Ùடுதல

2 21 = { , }H T 

சீரோன இரு 
FோDயஙகபNச்
¦Ùடுதல

2 42 = { , , , }HH HT TH TT   

சீரோன மூன² 
FோDயஙகபNச்
¦Ùடுதல

2 83 = { , , , , , , , }HHH HHT HTH THH HTT THT TTH TTT       

;ரு சீரோன 
ைகப்டபய
6ருடடுதல

6 61 = {1, 2,3, 4, 5,6}

இரு சீரோன 
ைகப்டகபN 
6ருடடுதல அலைது 
;ரு சீரோன 
ைகப்டபய இருமுபை 
6ருடடுதல

6 362 =

�� சீடடுகபNக 
்கோÙ்ட ஆட்ட 
சீடடுக கடடி�ருÛது 
;னபை 6ருவுதல

52 521 =

Heart        ♥ A 2  3  4  5  6  7  8  9  10  J  Q  K  சிைப்பு �ைம்
D ia m ond  ♦ A 2  3  4  5  6  7  8  9  10  J Q  K  சிைப்பு �ைம்
Spade       ♠ A 2  3  4  5  6  7  8  9  10  J Q  K கருப்பு �ைம்
Club         ♣ A 2  3  4  5  6  7  8  9  10 J Q  K கருப்பு �ைம்

{(1,1) ,(1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), 

(2,1), (2,2), (22,3), (2,4), (2,5), (2,6), 

(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,,5), (3,6), 

(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), 

(5,11), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6), 

 (6,1), (6,2),(6,3)), (6,4), (6,5), (6,6)}
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¤றி�டுகã
 A மற²ம் B  எனைன இரு �கâச்சிகள் எனக.
 (i)   A B� எனைது A அலைது B  அலைது இரÙடும் �கâைது

 (ii)  A B� எனைது  A மற²ம் B  ;்ர ்Fரத்தில �கâைது.
    A B� எனைபத AB எனவும் குறிப்�்டைோம்.

 (iii)  A அலைது aA அலைது Ac  எனைது 
  A �கOோபமபயக குறிககிைது .
 (iv) ( )A B� எனைது  A மடடும் 

  �கâைபதக குறிககிைது.

12.4 நிகழதகவு ( P rob ab i l i t y )
12ŲŸŲ1 நிகழதகlன ்"வமயா� Ŭமுன�றி நிகழதகவுŭ ைவ�யவை  
Ŭவ்ர்்�ாiயின �மைா¼º�க வகாள்வகŭ

(Classical definition (Aprior i )  of probability (Bernoulli’s principle of equally likely))

 முனைகுப்�ல �கâதகவின ைபரயபைபயப் ையனைடுத்திக 
க~தத்தில �ர்வு கÙ்்டோம். இஙகு �கâதகவின அடிப்ைப்டக 
்கோள்பகக�ன அªகுமுபைபயப் ைறறி அறி்ைோம் (�ன �கâதகவு).

 ைOபமயோன ்கோள்பகக�ன �â ைரும் அடிப்ைப்டக ்கோள்பகயில 
எ்தச்பசயோன ்சோதபனயின விபNவுகள் சமைோயப்�ல இருககும்.  ;ரு 
்சோதபனயில யோவுமNோவிய மற²ம் ;னபை்யோன² விைககிய சமைோயப்புள்N முடிவுகள் n 
எÙ~கபகயி³ம், அைறறில m எÙ~கபக°ள்N முடிவுகள் A-விறகு சோதகமோகவும் இருப்�ன 

A-யி­ப்டய �கâதகவு 
m
n  

ஆகும். அதோைது ,  P A m
n

( )= .

ைவ�யவை 12.13
 ;ரு சமைோயப்பு ்சோதபனயின கூ²்ை� S எனவும் அதன 9்த­ம் ;ரு �கâச்சி A
எனவும் ்கோள்க. S மற²ம் A -³ள்N 6²ப்புக�ன எÙ~கபக முபை்ய n S( )மற²ம்  n A( )

எனில  A -ன �கâதகவு, 

   
?f;;F rhj fi;fpz;zv dhkf

?y; cs;s
P A n A

n S
A

S
( )

( )

( )
= =

  aht[kshtpa Kot[fspd; vz;zpf;if

Kot[fspd; 

;áYPோ± நிகழ்தக�Jà Iோ��க[N 6ãNCÔxJ Y@Jàமு[L �åP±ம் ்CÚ�à �NÔகÜ 
்டடுãNG�

 �கâதகவின ைOபமயோன ைபரயபையோனது முடிவு² எÙ~கபக°ள்N 
சோத்தியமோன முடிவுகள் (out com e s) ்கோÙ்ட ்சோதபனகளுககு மடடும் ையனைடும் ைபகயில 
ைபரய²ககப்ைடடுள்Nது. ்ம³ம் இáைபரயபையின மூைம், ்சோதபனக�ன சமைோயப்பு 
�கâச்சிகளு்டன ்தோ்டர்புப்டய மற²ம் ்சர்ப்�யபை (com bi na tor ia l) முதனபமயோகக ்கோÙ்ட 
கDக�டுகபN மடடு்ம �ர்ககக கூடியதோக அபமÛதுள்Nது.  qதபை விµம்ைபர FோDயத்பத 

அ­ைைம் அலைது 
6ற²்Fோககல மூைமோக 
அலைோமல கருத்தியல 

முடிவுகள் அலைது 
்கோடைோடுகபN 6ருைோககுதல 

மூைம் ்ைைப்ைட்ட அறிவு

அ­ைைம் அலைது 
6ற² ்Fோககல 

மூைமோக ்ைைப்ைட்ட 
அறிவு

P(A)
P(B)

P(C)

சமைோயப்பு
்சோதபன

கூ²்ை� S 6டகDஙக�ன ்தோகுப்பு

�கâச்சி A

�கâச்சி B �க
âச்

சி 
C  

�க
âச்

சி 
A

�க
âச்

சி 
B

�க
âச்

சி 
C

�
கâ

தக
வு
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¦Ùடுதலr ்ைோனை சிை முககிய சமைோயப்புச் ்சோதபனக�ன �கâச்சிக�ன (e ve nts) கDம் ;ரு 
முடிவுைோ கDத்பத 6ருைோககுைதோல இáைபரயபைபயப் ையனைடுத்த இயைோது. 

 �கâதகவின ைOககமோன ைபரயபைக�ன இத்தபகய ைரம்புகள், 
�கâதகவின F ன ைபரயபையின ை�Dோம ைNர்ச்சிககு ை�ைகுத்தது. 

 ரèயக க~தவியைோNரோன ஆÙட்ர �க்கோைவிச் ்கோல்மோ கு்ரோá  
F ன �கâதகவு ்கோள்பகககு அடித்தNம் அபமத்தோர். அைர் �ச்சோர்ட  1ைோன 
பமசங அறிமுகப்ைடுத்திய கூ²்ை�பய அNபை இய³்டன (m e a sur e  the or y)  
இபDத்து  1933-ல �கâதகவு அடிப்ைப்டக ் கோள்பகபய அறிமுகப்ைடுத்தினோர். 

F ன �கâத்தகவுக ்கோடைோடடிபனத் தர்கக �தியோக 6ருைோகக இைருப்டய 
�கâதகவுக ்கோள்பக்ய அடிப்ைப்டயோக அபமÛதது.

12ŲŸŲ2 நிகழதகlன அ_º்வ்டக வகாள்வககள் ( Axi om s of  p ro b a b i l i t y )

 S  எனைது ;ரு சமைோயப்புச் ்சோதபனயின முடிவுறை கூ²்ை�.   ( )S  எனைது   
�கâச்சிக�ன ்தோகுப்பு எனவும்,   P  எனைது  ( )S -ல ைபரய²ககப்ைடும் ்மயமதிப்புப்டய 
சோர்பு எனவும் ்கோள்க.  P A( ) எனைது �âககோªம் ்கோள்பககபN �பைவு ்சயதோல, A -வின 
�கâதகவு  P A( ) என அபOககப்ைடுகிைது.

•   [ ]P1  9்த­ம் ;ரு �கâச்சி A-ககு P A( )p 0 (குபையறை எÙ ்கோள்பக) (N on-ne ga tivity 
a xiom )

•  [ ]P2  ;னபை்யோன² விைககிய 9்த­ம் இரு �கâச்சிகள் A மற²ம் B -ககு

  P A B P A P B( ) ( ) ( )∪ = +       (கூட்டல ்கோள்பக) (Additivity axiom)

•  [ ]P3 �ச்சய �கâச்சிககு,   P S( )  = 1    (சமப்ைடுத்துதல ்கோள்பக) (Normalization axiom)

குறிப்பு  1 2 . 1

 (i) 0 1b bP A( )

 (ii) A A A An1 2 3, , ,...,  எனைபை ;னபை்யோன² விைககும் �கâச்சிகள் எனில, 

  P A A A A P A P A P A P An n( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3∪ ∪ ∪ ∪ = + + + + 

மு}வு² ·²YP�கã 6[CJ நிகழ்தக�äகோG zM க்தäLÕகã�நிÄ்D�åறி�

 கூ² ்ை�யி³ள்N �கâச்சிகள் சமைோயப்பு �கâச்சிகள் எனில, ்தறைம் 12.1-பயப் 
ையனைடுத்தைோம். அáைோறிலபை்யனில ்தறைம் 12.2 -பயப் ையனைடுத்தைோம்.

்தறைம் 12.1 

  Ė எனை கூ²்ை�யின 9்த­ம் ;ரு 6டகDம் Ą எனக.  P A n A
n S

( ) ( )
( )

= எனில P A( ) எனைது

 [ ],[ ]P P1 2  மற²ம் [ ]P 3 எனை �கâதகவுக ்கோள்பககபN �பைவு ்சய°ம்.

்தறைம் 12.2

 S a a a an={ }1 2 3, , ,...,  எனைது ;ரு முடிவு² கூ²்ை� எனக.  கூ²்ை� S -ல 6ள்N ;á்ைோரு 
கூ²ப்புள்� ai -ககும் pi  எனை ்மய எÙª்டன ்தோ்டர்புைடுத்தி, 

 �னைரும் ைÙபுகபN 

்கோல்மோ கு்ரோá
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252X I  -  க~்த�Jà

 (i) ;á்ைோரு pi p 0 .    (ii)     p p p p pi n= + + + + =∑ 1 2 3 1 , �பைவு ்சயதோல
  pi  எனைது ai -ன �கâதகவு என அபOககப்ைடும்.

A எனை �கâச்சியின �கâதகவு P A( ) ஆனது A-ன கூ²புள்�க�ன �கâதகவு கூடுதல என 
ைபரய²ககப்ைட்டோல, P A( ) எனை சோர்ைோனது  [ ],[ ],P P1 2  மற²ம் [ ]P 3  எனை �கâதகவு 
்கோள்பககபN �பைவு ்சய°ம். 

குறிப்பு� சிை சமயஙக�ல முடிவு² கூ²்ை�யி³ள்N கூ²புள்�கபN°ம் அதறகு�ய 
�கâதகவுகபN°ம் �னைருமோ² அட்டைபDப்ைடுத்தைோம்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.6

 (1) S ={ , , }1 2 3 எனக. )( S℘ எனைது S -ன அடுககுககDம்  மற²ம்  P A n A
n S

( ) ( )
( )

=   எனில 

P P1 1
3

2 1
3

{ }( )= { }( )=,  மற²ம் P 3 1
3

{ }( )= ,.  [ ],[ ]P P1 2  மற²ம் [ ]P 3  எனைன �கâதகவின 
அடிப்ைப்ட  ்கோள்பககபN �பைவு ்சய°ம். இஙகுச் ்சோதபனயின எலைோ முடிவுகளும் 

சமைோயப்பு �கâச்சிகள் ஆகும்.

 (2) S ={ }1 2 3, , எனக. ( )S எனைது S -ன அடுககுககDம் ஆகும்.  A எ­ம் �கâச்சியில  6ள்N 
6²ப்புக�ன �கâதகவின கூடுதல, �கâதகவு P A( ) என ைபரய²ககப்ைட்டோல 

   P P1 1
2

2 1
4

{ }( )= { }( )=,  மற²ம் P 3 1
4

{ }( )=  எனைபை  [ ],[ ],P P1 2 மற²ம் [ ]P 3  
�கâதகவின அடிப்ைப்டக ்கோள்பககபN �பைவு ்சய°ம்.  

 (3) S ={ , , }1 2 3 மற²ம் ( )S  எனைது S -ன அடுககுககDம் ஆகும். A எ­ம் �கâச்சியில  6ள்N 
6²ப்புக�ன �கâதகவின கூடுதல, �கâதகவு P A( ) என ைபரய²ககப்ைட்டோல  

   P P1 0 2 1
2

{ }( )= { }( )=,  எனில P 3 1 1
2

{ }( )= −  எனைபை [ ],[ ],P P1 2  
மற²ம் [ ]P 3  �கâதகவின அடிப்ைப்டக ்கோள்பககபN �பைவு ்சய°ம். 

(2) மற²ம் (3)-ல ்சோதபனயின முடிவுகள் சமைோயப்பு �கâச்சிகள் அலை.

குறிப்பு 12.2
 �கâதகவின மதிப்புகள் விகிதமுைோ எÙகNோகவும் இருககைோம்.

P¤Ü்[LÖ Y@Jà்ோடு
 ;á்ைோரு மோDைரும் ;ரு FோDயத்பத 10 முபை ¦Ù்ட்ைÙடும். 

p =
fpilf;Fk; jiyfspd; vz;zpf;if

10
  எனக கDககிடுக.

 அபனத்து மோDைர்களும்  FோDயத்பத ¦Ùடும்்ைோது கிப்டககககூடிய தபைக�ன 
்மோத்த எÙ~கபகயின விகிதம் கோÙக. FோDயத்பதச் ¦Ùடும் எÙ~கபக அதிக�ககும் 

்ைோது p ®
1
2   என அறியைோம். 

�கâச்சிகள்

�கâதகவு

a a a an1 2 3 ...

p p p pn1 2 3 ...
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எடுத்�ககாடடு 12.1

 A, B   மற²ம் C  எனை ;னபை்யோன² விைககிய மூன² �கâச்சிகபN மடடும்  ்கோÙ்ட 
;ரு ்சோதபனயின �கâச்சிக�ன �கâதகவுகள் �னைருமோ² ்கோடுககப்ைடடுள்NனŲ இபை 
�கâதகவிறகோன  சோத்தியமோபனையோ என ஆரோயகŲ

      (i)  P A P B P C( ) , ( ) , ( )                           = = =
4
7

1
7

2
7

        ..

 (ii) P A P B P C( ) , ( ) , ( ) .                                  = = =
2
5

1
5

3
5

 (iii) P A P B P C( ) . , ( ) . , ( ) . .         = = =−0 3 0 9 0 2        

 (iv) P A P B P C( ) , ( ) , ( ) .       = = − =1
3

1 1
3

0 

 (v) P A P B P C( ) . , ( ) . ( ) . .                 = = =0 421 0 527 0 042   

தீர்வு

 ;á்ைோரு ்சோதபனயி³ம் ச�யோன மூன² ;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகள் 
மடடு்ம 6ள்Nன. என்ை அபை யோவுமNோவிய �கâச்சிகNோகும்.

   ⇒ = ∪ ∪S A B C
 என்ை �கâதகவின அடிப்ைப்டக ்கோள்பகயினைடி

 P A P B P C( ) , ( ) , ( )p p p0 0 0      மற²ம்

 P A B C P A P B P C∪ ∪( )= + +( ) ( ) ( ) = ( )=P S 1 ஆகும்

 (i)  P A P B( ) , ( )           = ≥ = ≥4
7

1
7

0      0 மற²ம் P C( )   = ≥
2
7

0

  
 P S( ) = P A P B P C( ) ( ) ( )             = 1+ + = + +4

7
1
7

2
7

  என்ை ்கோடுககப்ைடடுள்N �கâதகவுகள் சோத்தியமோனபை்ய.

 (ii) P A P B( ) , ( )   0            0 = ≥ = ≥2
5

1
5

மற²ம் P C( )   0= ≥
3
5

  
ஆனோல P S( ) = P A P B P C( ) ( ) ( )               + + = + + = >2

5
1
5

3
5

6
5

1

  என்ை ்கோடுககப்ைடடுள்N �கâதகவுகள் சோத்தியமோனதலை.

 (iii)  P C( ) .=− 0 2  ;ரு குபை எÙDோயிருப்ைதோல ்கோடுககப்ைடடுள்N �கâதகவுகள்   
  சோத்தியமோனதலை

 (iv) சோத்தியமோனது. 9்னனில   

  P A P B( ) , ( )     1  = ≥ = − ≥1
3

0 1
3

0  மற²ம் P C( )  = ≥0 0

  ்ம³ம் P S( ) =  P A P B P C( ) ( ) ( ) .+ + = + − + =1
3

1 1
3

0 1

 (v) P A P B( ) . , ( ) .     = ≥ = ≥0 421 0 0 527 0 மற²ம் P C( ) .  = ≥0 042 0
என இருÛதோ³ம், 

 P S( )  = P A P B P C( ) ( ) ( ) . . . .+ + = + + = <0 421 0 527 0 042 0 990 1 எனைதோல ் கோடுககப்ைட்ட 
�கâதகவுகள் சோத்தியமறைபை.

S

A

B
C
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எடுத்�ககாடடு 12.2
 முதல �� �பக முµ எÙக�ல இருÛது ;ரு எÙ  ்தர்Û்தடுககப்ைடுகிைது. அÛத எÙ 
(i) இரடப்டப் ைப்ட  (ii) மூனறின ம்டஙகோக இருப்ைதறகோன �கâதகபைக கோÙக.

தீர்வு

 கூ²்ை� S = { }1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , , , , , n S( ) =10

 A எனைது இரடப்டப்ைப்ட எÙ கிப்டககும் �கâச்சி எனக.

  B  எனைது மூனறின ம்டஙகு கிப்டககும் �கâச்சி எனக.

  A n A= ={ , , , , }, ( ) ,2 4 6 8 10 5

  B n B= ={ , , }, ( )3 6 9 3

 P (இரடப்டப்ைப்ட எÙ கிப்டகக )=  P A n A
n S

( ) ( )
( )

.= = =
5

10
1
2

 P (மூனறின ம்டஙகு கிப்டகக)=  P B n B
n S

( ) ( )
( )

.= =
3

10

எடுத்�ககாடடு 12.3
 மூன² FோDயஙகள் ;்ர சமயத்தில ¦Ù்டப்ைடுகினைன. (i) ச�யோக ;ரு தபை  
(ii) குபைÛதது ;ரு தபை (iii) அதிகைடசமோக ;ரு தபை கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவுகபNக கோÙக.

தீர்வு

 மூன² FோDயஙகபNச் ;ரு முபை ¦Ùடுைதும் ;்ர FோDயத்பத மூன² 

முபைச்¦Ùடுைதும் ;ன்ை எனைபதக கைனிககவும்.  கூ²்ை� S H T H T H T={ ×{ ×{, } , } , }  

  S  =   { , , , , , , , }, ( )HHH HHT HTH THH HTT THT TTH TTT n S = 8

 A எனைது ;ரு தபை விµம் �கâச்சி,  B   எனைது குபைÛதது ;ரு தபை விµம் �கâச்சி 
மற²ம் Ć எனைது அதிகைடசமோக ;ரு தபை விµம் �கâச்சி எனக.

  A=  { , , }; ( )HTT THT TTH n A = 3
  B =  { , , , , , , }; ( )HTT THT TTH HHT HTH THH HHH n B = 7

  C= { , , , }; ( )TTT HTT THT TTH n C = 4 . 
 என்ை ்தபைப்ைடும் �கâதகவுகள்

 (i)  P (A) =  
n A
n S
( )
( )

=
3
8

 (ii)  P (B ) =  
n B
n S
( )
( )
= 7

8

 (iii)  P (C ) =  
n C
n S
( )
( )
= =4

8
1
2

.

குறிப்பு 1 2.3
 கூ²்ை�யில 6ள்N 6²ப்புக�ன எÙ~கபக �கவும் சிறிய அNவில இருÛதோல 
கூ²்ை�யின 6²ப்புகபN விரல விடடு எÙ~வி்டைோம். ஆனோல 6²ப்புக�ன எÙ~கபக �க 
அதிக அNவில இருÛதோல ்சர்ப்�யல (C om bi na tor ice s) முபைபயப் ையனைடுத்திக கூ²்ை�யில 
6ள்N 6²ப்புக�ன எÙ~கபகபயக கDககி்டைோம். 
 �னைரும் கDககில 6ள்N 6²ப்புக�ன எÙ~கபகபயச் ்சர்ப்�யபைப் ையனைடுத்திக 
கDககி்டைோம்.
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255 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

எடுத்�ககாடடு 12.4
 ைத்து FோDயஙகள் ¦Ù்டப்ைடுகினைன (i) ச�யோக இரு தபைகள் (ii) அதிகைடசமோக இரÙடு 
தபைகள்  (ĦĦĦ)குபைÛதது இரÙடு தபைகள் கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவிபனக கோÙக.

தீர்வு
       ;்ர ்Fரத்தில ைத்து FோDயஙகபNச் ¦Ùடுைதும்,  ;்ர FோDயத்பதப் ைத்துமுபை 
¦Ùடுைதும் ;்ர கூ²்ை�பயக ்கோடுககும்.

 S எனைது கூ²்ை� எனக                     10முபை              

 அதோைது    S H T H T H T H T={ }×{ }×{ }× ×{ }, , , ,

  A எனைது ச�யோக இரு தபைகள் கிப்டப்ைதறகோன �கâச்சி 
  B எனைது அதிகைடசமோக இரு தபைகள் கிப்டப்ைதறகோன �கâச்சி மற²ம் 

  C எனைது குபைÛதது இரு தபைகள் கிப்டப்ைதறகோன �கâச்சி எனக. 
 ைத்து FோDயஙகள் ¦Ù்டப்ைடும்்ைோது கூ²்ை�யின 6ள்N

 6²ப்புக�ன எÙ~கபக 2 2 102410n = =  
    n( S)  =  1024
  

n A C( ) = =10
2 45  

n B C C C( )= + + = + + =10
0

10
1

10
2 1 10 45 56

  n C C C C C( )= + + + +10
2

10
3

10
4

10
10

           = − + = − =n S C C( ) ( )10
0

10
1 1024 11 1013

 ்தபையோன �கâதகவுகள்

 (i) P A n A
n S

( ) ( )
( )

= =
45

1024

 (ii) P B n B
n S

( ) ( )
( )

= = =
56

1024
7

128

 (iii) P C n C
n S

( ) ( )
( )

.= =
1013
1024

எடுத்�ககாடடு 12.5
 ;ரு சீரோன ைகப்டபய ;ரு முபை 6ருடடி விடும்்ைோது 
 (i) இரடப்டப்ைப்ட எÙ (ii) மூனறின ம்டஙகோக கிப்டப்ைதறகோன �கâதகபைக கோÙக.

தீர்வு
 S  எனைது கூ²்ை�, A எனைது இரடப்டப்ைப்ட எÙ மற²ம் 

 B எனைது மூனறின ம்டஙகோகக கிப்டப்ைதறகோன �கâச்சி எனக. 
 என்ை

 S ={ , , , , , }1 2 3 4 5 6  ⇒ =n S( ) 6

 A={ , , }2 4 6    ⇒ =n A( ) 3

 B ={ , }3 6  ⇒ =n B( ) 2
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256X I  -  க~்த�Jà

 ்தபையோன �கâதகவுகள்.

 (i)     P (இரடப்டப்ைப்ட எÙ கிப்டகக)  =  P A n A
n S

( ) ( )
( )

= = =
3
6

1
2

 (ii)   P (மூனறின ம்டஙகு கிப்டகக)  =  P B n B
n S

( ) ( )
( )

.= = =
2
6

1
3

எடுத்�ககாடடு 12.6
 ;ரு ்சோடிப் ைகப்டகபN 6ருடடி விடும்்ைோது அைறறின கூடடுத் ்தோபக  
        (i) 7    (ii) 7 அலைது 9    (iii) 7 அலைது 12 கிப்டப்ைதறகோன �கâதகபைக கோÙக ?

தீர்வு

 கூ²்ை�    S = ×{ , , , , , } { , , , , , }1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

   

  = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), , 
(2,1), (2,

(1,6)S
22), (2,3), (2,4), , (2,6), 

(3,1), (3,2), (3,3), 
(2,5)

(3,4))
(4,3)

, (3,5), , 
(4,1), (4,2), , (4,4), , (4,6)

(3,6)
(4,5) ,, 

(5,1), , (5,3), , (5,5), (5,6), 
 , (6,2)

(5,2) (5,4)
(6,1) ,, , (6,4), (6,5), }(6,3) (6,6)

 �கOககூடிய ்மோத்த �கâச்சிகள்  =  6 362 = = n S( )  

 Ą எனைது கூடுதல � கிப்டககும் �கâச்சி, ą எனைது கூடுதல � கிப்டககும் �கâச்சி மற²ம்

 Ć எனைது கூடுதல �� கிப்டககும் �கâச்சி எனக.

 

A n A
B
= ⇒ =
=

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )} ( )
{( , ), ( ,

1 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 1 6
3 6 4 55 5 4 6 3 4
6 6

),( , ), ( , )} ( )
{( , )}

⇒ =
=

n B
C                              ⇒ =n C( ) 1

 (i)  P  (கூடுதல � கிப்டகக ) =  P (A)

    =  
n A
n S
( )
( )

  6
36

  = =
1
6

 

 (ii)  P  (� அலைது � கிப்டகக) =  P A B P A B( ) ( )     my;yJ = ∪

    =  P A P B( ) ( )  �

  (Ą மற²ம் ą ;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகள், A B∩ =∅ )

    =  n A
n S

n B
n S

( )
( )

( )
( )

 +   6
36

+ 4
36

   = =
5

18

 (iii)  P  (� அலைது �� கிப்டகக ) =  P A C P A C( ) ( )       my;yJ = ∪

    =   P A P C( ) ( )  �

    ( Ą மற²ம் Ć ;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகள்)

    =  
n A
n S

n C
n S

( )
( )

( )
( )

. + 6
36

1
36

7
36

= + =

BA
S

C

(1, 6), (2, 5), 

(3, 4), (4, 3), 

(5, 2), (6, 1)

(3, 6), (
4, 5), 

(5, 4), (
6, 3)

(6, 6)
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எடுத்�ககாடடு 12.7

 F்டப்பு ஆÙடுககோன  F ID E  சதுரஙகப் ்ைோடடியில (W or ld  C h e ss F e d e r a -
tion) ்கோப்பைபய ்ைனறி்ட X ,  Y  மற²ம் Z  எனை மூன² Fைர்கள் 
்ைோடடியிடுகினைனர். X -ன ்ைறறி ைோயப்பு Y  -ன ்ைறறி ைோயப்பைப் ்ைோை 3 
ம்டஙகோக இருககும்.  Y -ன ்ைறறி ைோயப்பு Z -ன ்ைறறி ைோயப்பைப் ்ைோை 2 
ம்டஙகோக இருககும் எனில ;á்ைோருைரும் ்கோப்பைபய ்ைல³ைதறகோன 
�கâதகபைக கோÙக.
தீர்வு

 F்டப்பு ஆÙடுககோன  F ID E  ்கோப்பைபய  X , Y  மற²ம் Z  ்ைறறி்ை²ம் �கâச்சிகபN A, B   
மற²ம்  C  எனக.  X -ன ்ைறறி ைோயப்பு Y  -ன ்ைறறி ைோயப்பைப் ்ைோை 3 ம்டஙகோக இருககும்.  
எனக  ்கோடுககப்ைடடுள்Nது. என்ை

  A :  B   :  :   3 :  1.  (1)   
 Y -ன ்ைறறி ைோயப்பு Z -ன ்ைறறி ைோயப்பைப் ்ைோை 2 ம்டஙகோக இருககும். என்ை
  B  :  C  :  :   2 :  1           (2)
 (1) மற²ம் (2)-�ருÛது  
    A :  B  :  C  :  :   6 :  2 :  1
 A =  6 k,    B  = 2 k,    C  =  k, இஙகு Ĩ எனைது ;ரு விகித மோறி� ஆகும். 

 ்கோப்பைபய  X  ்ைலைதறகோன �கâதகவு       P A k
k

( ) = 6
9

2
3

=

 ்கோப்பைபய Y  ்ைலைதறகோன �கâதகவு        P B k
k

( ) = 2
9

2
9

=  மற²ம்

 ்கோப்பைபய Z  ்ைலைதறகோன �கâதகவு      P C k
k

( ) . =
9

1
9

=                                                                                                   

எடுத்�ககாடடு 1 2 . 8
 மூன² ்ைá்ை² Fைர்களுககு மூன² கடிதஙகள் எµதப்ைடடு 
மூன² 6பைக�ல பைககப்ைடடு அைர்களுககோன விைோசமும் 
எµதப்ைடடுள்Nன. முகை�பயப் ைோர்ககோம்ை கடிதஙகபN 
6பையி�டும்்ைோது (i) ;ரு கடிதம் ச�யோன 6பையி்ட (ii) எலைோக 
கடிதஙகளு்ம தைைோக 6பையி�்ட �கâதகவுகபNக கோÙக.
தீர்வு

 A, B  மற²ம்  C  எனைபை 6பைகபNக குறிககும் எனக. 1, 2 மற²ம்  
3 ஆனது முபை்ய  A, B  மற²ம்  C -ககோன 
கடிதஙகபNக குறிககும் எனக.
கடிதஙகபN 6பைக�ல இடுைதறகோன 
எலைோ சோத்தியக கூ²களும் அட்டைபDயில 
்கோடுககப்ைடடுள்Nன.
 C i   எனைது கிப்டகக கூடிய �கâச்சி எனக.
 X  எனைது ;ரு கடிதம் மடடும் ச�யோன 
6பையி�டும் �கâச்சி எனக.
 Y   எனைது மூன² கடிதஙகளு்ம தைைோக 
6பையி�டுைதறகோன �கâச்சி எனக.

 S = { , , , , }, ( ),c c c c c c n S1 2 3 4 5 6 6     =  

1
A gambler's dispute in 1654 led to the 
creation of a mathematical theory of 
probability by two famous French 
mathematicians, Blaise Pascal and 
Pierre de Fermat. The fundamental 
principles of probability theory were 
formulated by Pascal and Fermat for the 
first time. After an extensive research, 
Laplace published his monumental 
work in 1812, and laid foundation to 
Probability theory. In statistics, the 
Bayesian interpretation of probability 
was developed mainly by Laplace. A 
gambler's dispute in 1654 led to the 
creation of a mathematical theory of 
probability by two famous French 
mathematicians, Blaise Pascal and 
Pierre de Fermat. The fundamental 
principles of probability theory were 

2
Three candidates X, Y, and Z are going to 
play in a chess competition to win FIDE 
(World Chess Federation) cup this year. 
X is thrice as likely to win as Y and Y is 
twice as likely as to win Z. Find the 
respective probability to win the 
cup.Three candidates X, Y, and Z are 
going to play in a chess competition to 
win FIDE (World Chess Federation) cup 
this year. X is thrice as likely to win as Y 
and Y is twice as likely as to win Z. Find 
the respective probability to win the 
cup.Three candidates X, Y, and Z are 
going to play in a chess competition to 
win FIDE (World Chess Federation) cup 
this year. X is thrice as likely to win as Y 
and Y is twice as likely as to win Z. Find 
the respective probability to win the 
cup.this year. X is thrice as likely to win 

3
Cup this year. X is thrice as likely to win 
as Y and Y is twice as likely as to win Z. 
Find the respective probability to win the 
cup.Three candidates X, Y, and Z are 
going to play in a chess competition to win 
FIDE (World Chess Federation) cup this 
year. X is thrice as likely to win as Y and Y 
is twice as likely as to win Z. Find the 
respective probability to win the 
cup.Three candidates X, Y, and Z are 
going to play in a chess competition to win 
FIDE (World Chess Federation) cup this 
year. X is thrice as likely to win as Y and Y 
is twice as likely as to win Z. Find the 
respective probability to win the cup.this 
year. X is thrice as likely to win as Y and Y 
is twic
Three candidates X, Y, and Z are going to 
play in a chess competition to win FIDE 

A 
B 

C 

1 1 2 2 3 3

2 3 1 3 1 2

3 2 3 1 2 1

A

B

C

6
c

5
c

4
c

3
c

2
c

1
c

முடிவு்கள

உ
்

ற
்க

ள
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X c c c n X
Y c c n Y
= =

= =

{ , , }, ( )
{ , } ( )

2 3 6

4 5

3
2

(i)   P X( ) = =
3
6

1
2

           (ii)   P Y( ) = =
2
6

1
3

எடுத்�ககாடடு 12.9

 
x y
z 1











 
எனைது  M   எனை அ~ எனக. சமைோயப்பு முபையில  x, y  மற²ம் z  ன மதிப்புகள்,  

1 2 3, ,{ }எனை கDத்தி�ருÛது மதிப்புககபNப் ்ைைைோம். ்ம³ம் மதிப்புகள் திரும்ைத் திரும்ைப் 
ையனைடுத்தைோம் mjhtJ. x y z= =( )எனில, அ~  M  ஆனது பூச்சிய ்கோபை அ~யோக 
இருப்ைதறகோன �கâதகவு எனன"

தீர்வு

 M  எனைது பூச்சிய ்கோபை  எனில 
x y
z 1

0= .  அதோைது, x yz− = 0.   x y z, ,( )-கபN ்தர்வு 

்சயய்ைÙடிய ைோயப்புகளுககோன கDம்,  1 1 1 2 1 2 2 2 1 3 1 3 3 3 1, , , , , , , , , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }= A எனக.

 சோதகமோன �கâச்சிக�ன எÙ~கபக          n A( ) = 5

 ்மோத்த �கâச்சிக�ன எÙ~கபக                n S( ) = =3 273

 ்கோடுத்துள்N அ~ பூஜ்ஜியக ் கோபை அ~யோக இருப்ைதறகோன �கâதகவு 
 
P A n A

n S
( ) ( )

( )
= =

5
27

எடுத்�ககாடடு 12.10
 ;ரு விபNயோடடுப் ்ைோடடியில ்ைறறி ்ை²ைைர் 9²ம் 
்ைறறி ்மப்டயோனது ை்டத்தில 6ள்Nைோ² மூன² �பைகNோக 
அபமககப்ைடடுள்Nன. சிைப்பு ைர்Dம் 6டை்ட ஆ² ைர்DஙகபNக 
்கோÙடு மூன² �பைகளுககும் ் ைá்ைைோன ைர்Dஙகள் பூச ் ைÙடும்.  
சிறிய �பை ்மப்டககு (3ைது �பை) சிைப்பு ைர்Dம் பூசப்ைடுைதறகோன 
�கâதகவு எனன"
தீர்வு
  S  எனைது கூ²்ை� எனக.

 A  எனைது சிறிய �பை (3 ைது �பை) சிைப்பு ைர்Dம் பூ¦ம் �கâச்சி எனக.

n S( ) =  6 6 5 4 1203P = × × =  

n A( )= × =5 4 20  

P A n A
n S

( ) ( )
( )

.= = =
20

120
1
6

12.4.3 �ாதக மறறும் �ாதகமறை lZத±கள்  (O dds )
 புள்�யியல மற²ம் �கâதகவில விகிதஙகள் எனை ் சோல அதிக அNவில ையனைடுத்தப்ைடுகிைது. 
;ரு �கâச்சியில Ą-ககுச் சோதக மற²ம் அதறகு ைோதகமோக 6ள்N �கâவிபனத் ்தோ்டர்பு ைடுத்துைது 
விகிதமோகும். a எனைது ;ரு �கâச்சி எத்தபன ை�க�ல �கâகிைது மற²ம் b எனைது அ்த �கâச்சி 
எத்தபன ை�க�ல F்டகக இயைோது எனைபத°ம் குறிககிைது எனக.  

 

1

2
3

n(S) 6 5 4

n(A) 5 4 சிவப்பு

6 6 3
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259 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

                                                P A a
a b

( )  =
+

.

 ்ம³ம் ;ரு �கâச்சி �கâைதறகுச் சோதகமோன விகிதம் a :  b எனைதபன அÛ�கâச்சிககு 

ைோதகமோன விகிதம்  b :  a என எµதைோம். ;ரு �கâச்சி �கâைதறகோன �கâதகவு p எனில, p ககு 
சோதமோன விகிதம் �-p ஆகும் மற²ம் �- p -ககு ைோதகமோன  விகிதம் p ஆகும்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.7
 (i) ;ரு ைகப்ட ;ரு முபை 6ருட்டப்ைடுகிைது. கூ²்ை�பய  S  எனக. A எனைது 5 விµம் �கâச்சி 

எனக.

  n S( ) = 6 ,   n A( ) =1 மற²ம் n A( ) = 5 .

  A -ககு சோதகமோன விகிதமோனது 1 5:  அலைது 
1
5

,   A -ககுச் சோதகமறை விகிதம் 5 1: அலைது  5
1

,

      P A n A
n A n A

( ) ( )
( ) ( )

=
+

=
+
=1

5 1
1
6

 =  n A
n S
( )
( )

.

 (ii) B  எனை �கâச்சிககுச் சோதகமோன விகிதம் 3: 5, எனில P B( ) = 3
8

 (iii) C  எனை �கâச்சிககுச் சோதகமறை விகிதம் 4: 11, எனில P C( ) .=
11
15

எடுத்�ககாடடு 12.1 1
  இரÙடு ைத்து Äைோய, 4 ¿² Äைோய மற²ம் � :Ûது Äைோய தோள்கள் ;ருைர் ைோக்கடடில 
6ள்Nது. சமைோயப்பு முபையில 2 தோள்கள் எடுககப்ைடுகினைன. அáவிரÙடு தோள்கள் ¿² 
Äைோய தோள்கNோக இருப்ைதறகுச் சோதக விகிதம் மற²ம் அதன �கâதகவு எனன"

தீர்வு

 S   எனைது கூ²்ை� எனக.

 A  எனைது 2 ¿² Äைோயத் தோள்கபN எடுககும் �கâச்சி எனக.

 என்ை n S c( ) = =12 662 ,   n A c( ) = =4 62   மற²ம்  n A( )= − =66 6 60

 A -விறகு சோதகமோன விகிதம்  6:  60 அதோைது A விறகு சோதகமோன விகிதம்  1:  10, மற²ம்   

P A( ) .=
1

11

பயிற்சி 12.1
 (1) �னைரும்  ;னபை்யோன² விைககிய Ą, ą, Ć மற²ம் D எனை Fோனகு �கâச்சிகபN மடடும் 

்கோÙ்ட ;ரு ்சோதபனயின �கâச்சிக�ன �கâதகவுகள் சோத்தியமோனபையோ எனத் 
�ர்மோனிககவும். 

  (i) P (A) =  0.15, P (B ) =  0.30,  P (C ) =  0.43,  P (D ) =  0.12
  (ii) P (A) =  0.22,  P (B ) =  0.38,  P (C ) =  0. 16,     P  (D ) =  0.34

  (iii) P (A) =  2
5

 ,   P (B ) =  3
5

,    P (C ) =  -
1
5

,        P (D ) =  1
5
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260X I  -  க~்த�Jà

 (2) இரÙடு FோDயஙகள் ;்ர சமயத்தில ¦Ù்டப்ைடுகினைன.
  (அ) ;ரு தபை மற²ம் ;ரு பூ 
  (ஆ) அதிகைடசமோக இரு பூ கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவுகபNக கோÙக.
 (3) ;ரு ்ைடடியில 5 மோம்ைOஙகளும் 4 ஆப்�ள் ைOஙகளும் 6ள்Nன. சமைோயப்பு 

முபையில இரÙடு ைOஙகள் எடுககப்ைட்டோல (i) ;ரு மோம்ைOமும் ;ரு ஆப்�ள் ைOமும்   
(ii) இரÙடும் ;்ர ைபகபயச் சோர்Ûததோகவும் கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவுகபNக கோÙக.

  (4) (i) ;ரு சோதோரD ைரு்டத்தில  (ii) ;ரு �ப் ைரு்டத்தில 53 Bோயிற²க கிOபமகள் 
ைருைதறகோன �கâதகவுகபNக கோÙக.

 (5) எடடு FோDயஙகள் ;ரு முபை ¦Ù்டப்ைடுகினைன.  (i) ச�யோக இரÙடு பூககள்.   
(ii) குபைÛதது இரÙடு பூககள் (iii) அதிகைடசமோக இரÙடு பூககள் கிப்டப்ைதறகோன 
�கâதகவுகபNக கோÙக.

 (6) முதல ��� �பக முµகக��ருÛது ;ரு எÙ ்தர்Û்தடுககப்ைடுகிைது. அது ;ரு ைகோ எÙ 
அலைது �-இன ம்டஙகோக இருகக �கâதகவு யோது"

 (7) ;ரு பையில 7 சிைப்பு மற²ம் 4 கருப்பு �ைப் ைÛதுகளும் 6ள்Nன. 3 ைÛதுகள் சமைோயப்பு 
முபையில எடுககப்ைட்டோல

  (i)  எலைோப் ைÛதுகளும் சிைப்பு �ைப் ைÛதுகள்
  (ii) ;ரு சிைப்பு மற²ம் இரÙடு கருப்பு�ைப் ைÛதுகள் கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவுகபNக 

கோÙக.
 (8) 52 சீடடுககபNக ்கோÙ்ட ;ரு கடடி�ருÛது ;ரு சீடடு 6ருைப்ைடுகிைது. அச்சீடடு
     (i) ;ரு a ce    அலைது  ki ng           (ii) 6 அலைது அதறகும் குபைைோன எÙ
  (iii) que e n   அலைது 9 கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவுகபNக கோÙக.
 (9) ;ரு கி�க்கட சஙகத்தில 16 6²ப்�னர்கள் 6ள்Nனர். அைர்க�ன 5 ்ைர் மடடு்ம ைÛது 

வி¦ம் திைம் ைப்டத்தைர்கள். இைர்களுள் 11 ்ைர் ்கோÙ்ட ;ரு குµவில குபைÛதது 3 ைÛது 
விச்சோNர்கNோைது இ்டம் ்ை²ைதறகோன �கâதகவு கோÙக.

 (10)  (i) ;ரு �கâச்சி A �கO சோதக விகிதம் 5 ககு 7 எனில   P A( ) -: கோÙக

    (ii) P B( ) = 2
5

எனில �கâச்சி B  �கO சோதகவிகிதத்பதக கோÙக.

12.5 நிகழதகlன சிலை அ_º்வ்டத் ்தறை±கள்
 இதுைபர �ர்ககப்ைட்ட கDககுகள்யோவும் ;னபை்யோன² விைககும் �கâச்சிகளு்டன 
்தோ்டர்புப்டயபை. அதோைது  P A B P A B( ) ( )my;yJ   = ∪ எனை ¹த்திரம் ையனைடுத்தப்ைட்டது. 
ஆனோல �கâவுகள் ;னபை்யோன² விைககோ �கâச்சிகள் எனில  ( )A B�  இருமுபை கDககில 
எடுத்துக  ்கோள்Nப்ைடுகிைது. �கâச்சிகள் ;னபை்யோன² விைககோ �கâச்சிககுத் தனிச் 
¹த்திரம் 6ள்Nது.

 �கâதகவிய�ல 6ள்N எலைோத் ்தறைஙகளும் ்Fரடியோக்ைோ அலைது மபைமுகமோக்ைோ, 
�கâதகவின அடிப்ைப்டக ்கோள்பககபNப் ையனைடுத்தித் தருவிககப்ைடுகினைன. �கâதகவின சிை 
அடிப்ைப்டத் ்தறைஙகபN இஙகு தருவிப்்ைோம்.
்தறைம் 12.3
 F்டகக இயைோ �கâச்சியின �கâதகவு பூச்சியம் ஆகும். அதோைது,

P ( )∅ = 0  
நி¦்�ம்

 F்டககவியைோ �கâச்சி �ல கூ²புள்� கிப்டயோது. என்ை,  S S∪∅=

 P S P S( ) ( )∪∅ =

 P S P P S( ) ( ) ( )+ ∅ = ( S மற²ம்�  ஆகியபை ;னபை்யோன² விைககும் �கâச்சிகNோகும்)

 P ( )∅ = 0  
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எடுத்�ககாடடு 12.12
 ;ரு ைகப்டபய 6ருடடிவிடும்்ைோது 7 கிப்டப்ைதறகோன �கâதகபைக கோÙக.
தீர்வு
 7 கிப்டப்ைதறகோன �கâச்சி F்டககவியைோ �கâச்சி ஆகும். என்ை P  (7 கிப்டககப்்ைை) =  0.

்தறைம் 12.4

                                                                                     

  A  எனைது A -யின �ரப்�யோனோல, 

   
P A P A( ) ( )= −1

 
நி¦்�ம்

 S  எனைது கூ²்ை� எனில

  A A� = S
 P A A( )�   = P (S )
    P (A) + P ( )A =  P (S )  (9்னனில A மற²ம் A  ;னபை்யோன² விைககும் தனபம°ப்டயதோல)
             = 1
           P A( ) =  1− ( )P A  அலைது P A P A( )= − ( )1

எடுத்�ககாடடு 12.13
 ;னைது FோDயஙகள் ;ரு முபை ¦Ù்டப்ைடும்்ைோது குபைÛதது இரÙடு தபைகள் 
கிப்டப்ைதறகோன �கâதகபைக கோÙக.
தீர்வு

       S எனைது கூ²்ை� எனக. A  எனைது குபைÛதது இரÙடு தபைகள் கிப்டப்ைதறகோன 
�கâச்சி எனக. A  எனைது அதிகைடசமோக ;ரு தபை கிப்டககும் �கâச்சிகள் ஆகும். 

  n S( ) = =2 5129 ,    n A C C( )= + = + =9 9 1 9 100 1

P A( )= =10
512

5
256

P A P A( )= − ( )1 = 1 5
256

251
256

− =

்தறைம் 12.5

  A , B  எனைன 9்த­ம் இரு �கâச்சிகள் மற²ம் B  எனைது B -ன �ரப்�்யனில

   P A B P A P A B( ) ( ) ( )∩ = − ∩  
நி¦்�ம்

 ை்டத்தி�ருÛது ்த�ைோக

   ( ) ( )A B A B∩ ∪ ∩   =  A

 

A
S

A

n A Cr
r

( )=
=
∑9

2

9

என கDககிடுதபைக 

கோடடி³ம் n A Cr
r

( )=
=
∑9

0

1

எனக 

கDககி்ட எ�யது

S

A B

A B∩A B∩
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262X I  -  க~்த�Jà

   P A B A B( ) ( )∩ ∪ ∩   =  P (A)

   P A B P A B( ) ( )∩ + ∩  =  P (A)

   A B∩( )  மற²ம் A B�    ;ன²க்கோன² விைககும் �கâச்சிகNோக இருப்ைதோல

       P A B( )� =  P A P A B( ) ( )− ∩  
்தறைம் 12.6  Ŭநிகழதகlன �ட்டல ்தறைம்ŭ

 A , B  எனைன 9்த­ம் இரு �கâச்சிகள் எனில

   P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )∪ = + − ∩  

நி¦்�ம்
 ை்டத்தி�ருÛது,
   A B�  =  ( )A B B∩ ∪

   P A B( )�  =  P A B B( )∩ ∪ 
    =  P A B P B∩( )+ ( )(9்னனில A B∩( )மற²ம் B

ஆகியன ;ன²க்கோன² விைககிய �கâச்சிகள்)

    =  [ ( ) ( )] ( )P A P A B P B− ∩ +   

                 என்ை  P A B∪( ) =  P A P B P A B( ) ( ) ( )+ − ∩  
குறிப்பு 12.4
  ்மறகÙ்ட ்தறைத்பத மூன² �கâச்சிகளுககும் வி�வுைடுத்தைோம்.

  (i) P A B C( )� �  = { ( ) ( ) ( )}P A P B P C� �

        

  (ii) P A B C P A B C P A B C( ) ( ) ( )
_______________

∪ ∪ = − ∪ ∪ = − ∩ ∩1 1

எடுத்�ககாடடு 12.14

P(A) = 0.52,  P(B) = 0.43,  மற²ம் P A B( )�  =  0.24 , எனில

 (i) P A B( )�   (ii) P A B( )�    (iii) P A B( )�   (iv) P A B( )�  கோÙக.
தீர்வு

 (i)    P A B∩( ) =  P A P A B( ) ( )− ∩
    =  0 52 0 24 0 28. . .− =

   P A B( )�  =  0.28.
 (ii)  P A B( )�  =  P A P B P A B( ) ( ) ( )+ − ∩

    =  0 52 0 43 0 24. . .+ −

   P A B( )�  =  0.71.

 (iii)  P A B( )�  =  P A B( )�  (டி மோர்கன விதிப்ைடி)

                      =  1− ∪P A B( )

    =  1 0 71 0 29− =. . .

S

A

BA B∩
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 (iv)  P A B( )�  =  P A B( )�  (டி மோர்கன விதிப்ைடி)

    =  1 1 0 24− ∩ = −P A B( ) .

    =  0.76.

எடுத்�ககாடடு 12.15

 ்ைோடடித் ்தர்வுகளுககு தயோரோகும் ;ரு ்ைÙ~றகு மோ�ை அர¦ப் ை~ 
கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு 0.12, மற²ம் மத்திய அர¦ ்ைபை கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு 
0.25, மற²ம் இரு ை~களும் கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு 0.07 எனில (i) இரÙடில ;ரு ை~ 
கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு (ii) ;்ர ;ரு ை~ மடடு்ம கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு கோÙக.
தீர்வு
  I எனைது மோ�ை அர¦ ை~ கிப்டப்ைதறகோன �கâச்சி எனக. C  எனைது மத்திய அர¦ ை~ 
கிப்டப்ைதறகோன �கâச்சி எனக.

 ்கோடுககப்ைட்டபை P (I) =  0.12,   P (C ) =  0.25,  மற²ம்  P I C( ) .∩ = 0 07  
 (i)  P  (இரÙடி்ைோரு ை~ கிப்டப்ைதறகோன) =  P I C P I C( ) ( ) my;yJ = ∪

    =  P I P C P I C( )+ ( )− ∩( )
    =  0 12 0 25 0 07. . .    + − =  0.30
    (ii)  P (;்ர ;ரு ை~ கிப்டப்ைதறகோன)   =  P [ I மடடும் அலைது C  மடடும் ] .

    =  P I C P I( ) (∩ + ∩C)

              =  { ( ) ( )} { ( ) ( )}P I P I C P C P I C− ∩ + − ∩  

    =  { . . } { . . }0 12 0 07 0 25 0 07     − + −

    =   0.23.

பயிற்சி 12.2

 (1) A
 
மற²ம் B ;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகள்,  P A( )= 3

8
 மற²ம் P B( )= 1

8
 எனில

   (i) P A( )  (ii) P A B( )�  (iii) P A B( )�  (iv) P A B∪( )  கோÙக.

 (2) A
 
மற²ம் B எனைன ;ரு சமைோயப்புச் ்சோதபனயின �கâச்சிகள் மற²ம்

  P A P A B P A B( ) . , ( ) . , ( ) .= = =0 35 0 85 0 15 my;yJ  kw;Wk;  kw;Wk;  vdpyy;

   (i) P (B  மடடும்)          (ii) P B( )  (iii) P (A மடடும்) கோÙக.

 (3) ;ரு ைகப்ட இருமுபை 6ருட்டப்ைடுகிைது.  ‘ முதல முபை  ¦ைதில 5 விµைது’  
�கâச்சி A  எனவும் ‘ இரÙ்டோைது முபை  ¦ைதில � விµைது’   B  எனக ்கோÙ்டோல    
P A B( )� -: கோÙக. 

 (4) A எனை �கâச்சியின �கâதகவு 0.5, B  எனை �கâச்சியின �கâதகவு 0.3, மற²ம் A-°ம்  
B -°ம் ;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சி எனில �âககோªம் �கâதகவுகபNக 
கோÙக.

  (i)  P A B( )�  (ii) P A B∩( )  (iii) P A B∩( ).

S

I

I C∩ I C∩

C

I C∩I C∩

I மடடும் C  மடடும்
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264X I  -  க~்த�Jà

 (5) ;ரு Fகரத்தில இரு �யபDககும் ைÙடிகள் தனித்தனியோகச் ்சயலைடும் ைபகயில 
6ள்Nன. ;á்ைோரு �யபDககும் ைÙடி கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு 0.96.

  (i) ்தபையோன ்ைோµது �யபDககும் ைÙடி கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு எனன?  
  (ii) ்தபையோன ்ைோµது ;ரு �யபDககும் ைÙடி°ம் கிப்டககோமல இருப்ைதறகோன 

�கâதகவு எனன?
 (6) ;ரு ்தோ்டர்ைÙடி ்சல³ம் புதிய ைோைத்தின அபமப்�றகோக விருது கிப்டப்ைதறகோன 

�கâதகவு 0.48  ்Fர்த்தியோன முபையில மூைப்்ைோருடகபNப் ையனைடுத்தியதறகோக 
விருது கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு 0.36  மற²ம் ்மறகÙ்ட இரு விருதுகபN°ம் 
்ை²ைதறகோன �கâதகவு  0.2 எனில (i) குபைÛதது ;ரு விருதோைது கிப்டப்ைதறகு  
( ii) <்ர ;ரு விருது மடடும் கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவுகள் யோபை"

12.6 �ார்�நிவலை நிகழதகவு Ŭநி்¸தவ� நிகழதகவுŭ (Conditional Probability)

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 12.8
 சோர்பு�பை �கâதகவின கருத்தோககத்திபன அறிÛது ்கோள்N முத�ல ;ரு 
எடுத்துககோடடிபனக கோÙ்ைோம்.

 ;ரு சீரோன ைகப்ட 6ருட்டப்ைடுைதோகக ் கோள்்ைோம். அதன கூ²்ை� S  =  { 1, 2, 3, 4, 5, 6} . 
இப்்ைோது Fோம் இரு வினோககபN எµப்பு்ைோம்.

 Q 1  :  ைகப்டயில 2-ககு ்மறைட்ட ;றபைப்ைப்டஎÙ கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு 
யோது ?

 Q 2  :  ைகப்டயில ;றபைப்ைப்ட எÙ விµÛதிருப்�ன, அது 2-ககு ்மறைட்ட ;றபைப்ைப்ட 
எÙ கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு யோது ?

நி[M 1  
 2-ககு ்மறைட்ட ;றபைப்ைப்ட எÙகள் கிப்டப்ைதறகோன �கâச்சிகள் { 3, 5} .
 P 1 எனைது 2-ககு ்மறைட்ட ;றபைப்ைப்ட எÙகள் கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு எனக

 P n
n1

3 5
1 2 3 4 5 6

2
6

1
3      

= = =
({ , })

({ , , , , , })
 

நி[M 2  
 இஙகு முத�ல கூ²்ை� S -: ;றபைப்ைப்ட எÙகள் மடடு்ம ்கோÙ்ட ;ரு 
6டகDத்திறகுக கடடுப்ைடுத்துகி்ைோம். 

 அதோைது S  = {1, 3, 5}1  எனை 6டகDத்திறகுக கடடுப்ைடுத்துகி்ைோம். �ைகு  
2 oககு ்மறைட்ட ;றபைப்ைப்ட எÙ கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு P2 .

 P n
n2  1  5  

= =
({ , })

({ , , })
3 5
3

2
3

 

 ்மறகÙ்ட இரÙடு �பைக�³ம் �கOககூடிய �கâச்சிகள் ;னைோக இருÛதோ³ம்,  அைறறின 
யோவுமNோவிய �கâச்சியின முடிவுகள் ்ைá்ைைோக இருககினைன. �பை இரÙடில கூ²்ை� 
;ரு குறிப்�ட்ட �ைÛதபனககு 6டைடுத்தப்ைட்ட �ைகு �கâதகவிபனக கÙ்டறிகி்ைோம் . இத்தபகய 
�கâதகைோனது சோர்பு �பை �கâதகவு எனப்ைடும்.

.       இச் சோர்பு �பை �கâதகைோனது கூ²்ை�பNப் ையனைடுத்தி

                        
P

n
n

n
n

2

3 5

1 2 3 4 5 6
1 3 5

1 2 3 4 5 6

2

6
3

6

= =

({ , })

({ , , , , , })
({ , , })

({ , , , , , })

==
2
3

 எனக கோDைோம்.

 முÔxJ ¤றிÜ®�  �கâதகவிறகும் சோர்பு�பை �கâதகவிறகும் கூ²்ை� ;ன்ையோகும்.

 1 2

 3 4

 5 6

 1 2

 3 4

 5 6
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ைவ�யவை 12.14
 �கâச்சி A 9றகன்ை �கâÛதுள்N �பையில A-ன �ைÛதபனயில B -ன சோர்பு�பை 
P B A( )எனக குறிககப்ைடுகிைது  மற²ம் 

  P B A P A B
P A

P A( / ) ( )
( )

( )= ∩ ≠,  0 என ைபரய²ககப்ைடுகிைது. 

இ்த்ைோல  P A B P A B
P B

P B( / ) ( )
( )

( )= ∩ ≠, 0 என ைபரய²ககப்ைடுகிைது.

எடுத்�ககாடடு 12.16
  P A P B P A B( ) . , ( ) .  ( ) .0 6 0 5  0 2      ம���  எனில

 (i)  P A B( / )   (ii) P A B( / )   (iii) P A B( / )  கோÙக.

wர்வு

்கோடுககப்ைடடுள்Nது  P (A) =  0 6 0 5 0 2. , ( ) . , ( ) .   kw;Wk; P B P A B= ∩ =

 (i)  P A B( / )  =  
P A B

P B
∩( )
( )

 =  0.2
0 5

2
5.

=

 (ii)  P A B( / )  =  
P A B

P B

∩( )
( )

    =  
P B P A B

P B
( )− ∩( )

( )
 

    =  
0 5 0 2

0 5
0 3
0 5

3
5

. .
.

.

.
. 

 
− = =  

 (iii)  P A B( / )  =  
P A B

P B

∩( )
( )

  

    =   
P A P A B

P B
( )− ∩( )
− ( )1

 

    =   
0 6 0 2
1 0 5

0 4
0 5

4
5

. .
.

.

.
.−

−
= =  

குறிப்பு 12.5

  P A B P A B( / ) ( / )+ =1 

எடுத்�ககாடடு 12.17
 ;ரு ைகப்டபய ;ரு முபை 6ருடடும்்ைோது ;ரு ;றபைப்ைப்ட எÙ கிப்டககும் எனில 5 
கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு எனன"
தீர்வு
 கூ²்ை� S  =  { 1, 2, 3, 4, 5, 6} .

 Ą எனைது   ;றபைப்ைப்ட எÙ கிப்டககும் �கâச்சி எனக.
 ą   எனைது 5 கிப்டககும் �கâச்சி எனக.
  A= { 1, 3, 5} , B = { 5} , மற²ம் A B� =  { 5} .
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266X I  -  க~்த�Jà

 என்ை P A( ) = 3
6

 மற²ம் P A B( )∩ =
1
6

 P  (5 கிப்டகக � ;றபைப்ைப்ட எÙ கிப்டகக) = P B A( / )

    =  
P A B

P A
∩( )
( )

  =

1
6
3
6

                                        P B A( / ) .=
1
3

 சோர்பு�பை �கâதகவிபன மோறறி எµத �கâதகவின ்ைருககல ்தறைம் கிப்டககிைது.
 க்தäLம் 12.7
 ( �கâதகவின ்ைருககல ்தறைம் ) 
 6்டனிகâவுகNோக 9றைடும் Ą, ą  என­ம் இரு �கâச்சிக�ன �கâதகவு

 
P A B P A B P B

P A B P B A P A

( ) ( / ) ( )

( ) ( / ) ( )

∩ =

∩ =
      my;yJ

 

12ŲźŲ1Ų �ார்dலைா நிகழச்சிகள் (Inde pe nde nt e ve nts)
 Fப்ட்ை²ைதும் அலைது Fப்ட்ைைோததுமோன ;ரு �கâச்சியோனது, Fப்ட்ை²ம் அலைது 
Fப்ட்ைைோததுமோன மறை �கâச்சிக�ன �கâதகவிபனப் ைோதிககோது எனில இÛ�கâச்சிகள் 
சோர்�ைோ �கâச்சிகள் ஆகும்.

ைவ�யவை 12.15

 P A B P A P B( ) ( ) ( )∩ = ⋅
 
எனில Ą, ą எனை இரு �கâச்சிகள் சோர்�ைோ �கâச்சிகNோகும். 

இதன ம²தபை°ம் 6Ùபமயோகும்.

குறிப்பு 1 2.6
(i) இÛத ைபரயபைககுச் சமோனமோகக �âககோÙைனைறபை கூைைோம்
   P A B( / )  =  P A P B( ) , ( ) � 0
   P B A( / )  =  P B P A( ) , ( )� 0
(1)   , , ... ,  3A A A An1 2,  எனைபை ;ன²க்கோன² சோர்�ைோ �கâச்சிகள் எனில

        P A A A A P A P A P An n( ) ( ) ( ) ( ).1 2 3 1 2           ∩ ∩ ∩ ∩ = ⋅ ⋅ ⋅ 

்தறைம் 12.8
 A மற²ம் B சோர்�ைோ �கâச்சிகள் எனில

 (i) A மற²ம்  B சோர்�ைோ �கâச்சிகள் ஆகும் .

 (ii) A மற²ம் B சோர்�ைோ �கâச்சிகள் ஆகும் .

 (iii)  A  மற²ம் B சோர்�ைோ �கâச்சிகள் ஆகும் .
நி¦்�ம்
 (i) A மற²ம்  B சோர்�ைோ �கâச்சிகள் ஆகும்  என �²வுதல.
  A மற²ம் B சோர்�ைோ �கâச்சிகள் எனைதோல 

   P A B( )�  =   

 A மற²ம்  B சோர்�ைோ �கâச்சிகள் என �Ä�கக, �âககோªம் கூறபை �Ä�கக ்ைÙடும். 
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   P A B( )   �  =  P A P B( ) ( )  ¸ .
 டி மோர்கன விதிப்ைடி

   P A B( ) �   =  P A B∪( )
    =  1− ∪( )P A B

    =  1− + − ∩{ }P A P B P A B( ) ( ) ( )

    =  1− − + ⋅ ( )P A P B P A P B( ) ( ) ( ) 

    =  1 1−( ) −( )P A P B( ) ( )

    =  P A P B( ) ( )  ¸

  என்ை A மற²ம்  B சோர்�ைோ �கâச்சிகள் ஆகும் .

  இ்த்ைோல (ii) மற²ம் (iii) ஆகியைறபை°ம் �Ä�ககைோம்.

எடுத்�ககாடடு 12.18
 52 சீடடுகள் ்கோÙ்ட ;ரு சீடடுககடடி�ருÛது இரÙடு சீடடுகள் ;னைன�ன ;னைோக 
எடுககப்ைடுகினைன.  எடுககப்ைடும் இரு சீடடுகளும் Aோக (J a ck) -ஆக இருகக �கâதகவிபன 
�னைரும் �ைÛதபனகள் ைடிக கோÙக.
 (i)  முத�ல எடுககப்ைட்ட சீடடு மீÙடும் சீடடுக கடடில பைககப்ைடுகிைது. 
 (ii) முத�ல எடுககப்ைட்ட சீடடு மீÙடும் சீடடுக கடடில பைககப்ை்டவிலபை.
தீர்வு
 A எனைது முதல முபை எடுககப்ைடும்்ைோது Aோக (J a ck)  கிப்டககப்்ை²ம் �கâச்சி எனக.
       B எனைது இரÙ்டோம் முபை எடுககப்ைடும்்ைோது Aோக (J a ck)  கிப்டககப்்ை²ம் �கâச்சி 
எனக.

நி[M ( i )
 எடுககப்ைட்ட  சீடடு மீÙடும் சீடடுககடடில பைககப்ைடுகிைது. 

 n A( )  = 4 (J a ck)

 n B( )  = 4 (J a ck)

 மற²ம்   n S( )  =  52

 �கâச்சி A ஆனது B -ன �கâதகவிபனப் ைோதிககோது. 

 ஆதைோல A -ம் B -ம் சோர்�ைோ �கâச்சிகNோகும்.

 P A B( )�  = P A P B( ) . ( )  

 P A( )  = 
4

52
 , P B( ) =

4
52

 P A B( )�  = P A P B( ) ( )   

  = 4
52

4
52

    .  

  = 
1

169
 .

12 Probability New.indd   267 03-09-2018   15:39:33

www.tntextbooks.in



268X I  -  க~்த�Jà

நி[M ( i i )  
 எடுககப்ைட்ட  சீடடு மீÙடும் சீடடுககடடில பைககப்ை்டவிலபை.

 முதல முபை எடுககும்்ைோது ்மோத்தம் 52 சீடடுகளும் அதில 4 Aோக (J a ck)  சீடடுகளும் 
இருககும். முதல சீடப்ட மீÙடும் பைககோமல இரÙ்டோம் முபை எடுககும்்ைோது ்மோத்தம் 51 
சீடடுக�ல 3 Aோக (J a ck)  சீடடுகள் இருககும். என்ை முத�ல F்டÛத �கâச்சி A ஆனது, �ன 
F்டககும் �கâச்சி B -ன �கâதகவிபனப் ைோதிககினைது. ஆதைோல  A, B  �கâச்சிகள் சோர்�ைோ 
�கâச்சிகள் அலை. அபை ;ன²க்கோன² சோர்Ûத �கâச்சிகNோகும்.

 என்ை, P A B( )�  =  P A P B A( ) ( )/  

 P A( )  =  4
52

 P ( B /A) =  
3
51

 P A B( )�  =  P A P B A( ) ( )/

      =  4
52

3
51

.

  =  1
221

 .

எடுத்�ககாடடு 12.19
 ;ரு FோDயம் இருமுபை ¦Ùடிவி்டப்ைடுகிைது. Ĉ எனைது முதல முபை ¦Ùடும்்ைோது தபை 
விµதல, F  எனைது இரÙ்டோம் முபை ¦Ùடும்்ைோது தபை விµதல என ைபரய²ககப்ைட்டோல 
�னைரும் �கâதகவிபனக கோÙக.

 (i) P E F( )�    (ii) P E F( / )  

 (iii) P E F( / )     (iv)  E  மற²ம் F  சோர்�ைோ �கâச்சிகNோ"
தீர்வு

 கூ²்ை�                S H T H T={ }×{ }, ,

   S  =  {( , ), ( , ), ( , ), ( , )}H H H T T H T T      
   மற²ம் E  =  {( , ), ( , )}H H H T   
   F  =  {( , ), ( , )}H H T H    
   E F�  =  {( , ), ( , ), ( , )}H H H T T H     

   E F�  =  {( , )}H H  

 (i)  P E F( )�   =  P E P F P E F( ) ( ) ( )      + − ∩    அலைது = ∪







n E F
n S

( )
( )

    =  2
4

2
4

1
4

+ −  = 3
4

 .

 (ii)  P E F( / )  =  P E F
P F
( )

( )
�  

 
=  ( / )

( / )
1 4
2 4

1
2

=

 (iii)  P E F( / )  =  P E F
P F
( )

( )
�  
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    =  
P F P E F

P F
( )− ∩( )

( )

    =   ( / ) ( / )
( / )

2 4 1 4
2 4
−

    =  1
2

 

 (iv) E  மற²ம் F  சோர்�ைோ �கâச்சிகNோகுமோ"

   P E F  ∩( )  =  1
4

 

   P (E ) =  2
4

,    P (F ) = 2
4

   P (E ) P (F ) =  2
4

2
4

1
4

. =

   �  P E F  ∩( )  =  P (E ) .  P (F )

 என்ை E  மற²ம் F  சோர்�ைோ �கâச்சிகNோகும்.

குறிப்பு 1 2.7
 �கâச்சிக�ன சோர்�ைோத் தனபம �கâதகவின ைÙபுகபNக ்கோÙ்டது. ஆனோல 
;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகள் கDஙக�ன ைÙபுகபNக ்கோÙ்டது. ஆபகயோல சோர்�ைோ 
�கâச்சிகபN அைறறின �கâதகவுக�ன மூைமும், ;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகபN 
அைறறின கDஙகNோகக ்கோÙடும் கÙ்டறியைோம்.
்தறைம் 12.9
 A மற²ம் B  எனை இரு �கâச்சிகNோனபை P A P B( )≠ ( )≠0 0,  என இருப்�ன

 (1) A மற²ம் B  ;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகள் எனில அபை சோர்�ைோ 
�கâச்சிகNோக இருகக இயைோது.

 (2) A மற²ம்  B  சோர்�ைோ �கâச்சிகள் எனில  அபை ;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகNோக 
இருகக இயைோது (�ÄைDம் ்தபையிலபை).

எடுத்�ககாடடு 12.20

  A ம ற ² ம்  B  ச ோ ர் � ை ோ  � க â ச் சி க ள்  எ னி ல 

 P (A) =  0.4  மற²ம்  P A B( )� =  0.9. P (B ) கோÙக
தீர்வு

   P A B( )�  =  P A P B P A B( ) ( ) ( )+ − ∩

   P A B( )�  =  P A P B P A P B( ) ( ) ( ). ( )+ −  (A மற²ம் B  சோர்�ைோ �கâச்சிகள்)

                      அதோைது,  0.9  =  0 4 0 4. ( ) ( . ) ( )     + −P B P B

   0 9 0 4. .-  =  ( . ) ( )1 0 4-  P B

   P B( )  =  5
6

.
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எடுத்�ககாடடு 12.21
 ்ைகமோக 7டுருவும் <ர் எதி�  Fோடடு விமோனத்பத ;ரு 
விமோன எதிர்ப்பு துப்ைோககியின 6தவியோல அதிகைடசமோக 
Fோனகு முபை மடடு்ம ¦்ட (ையனைடுத்த) முடி°ம். அÛத 
விமோனத்பத முதல, இரÙ்டோைது, மூனைோைது மற²ம் 
Fோனகோைது முபையில ¦டடு  âத்துைதறகோன �கâதகவுகள் 
முபை்ய  0.2, 0.4, 0.2 மற²ம் 0.1 எனில அÛத விமோனத்பதச் 
¦டடு  âத்துத³ககோன �கâதகபைக கோÙக.
தீர்வு

  H H H H1 2 3 4, , ,  எனைன  முபை்ய விமோனத்பத முதல, இரÙ்டோைது, மூனைோைது மற²ம் 
Fோனகோைது முபையில துப்ைோககியோல ¦டடு  âத்தும் �கâச்சி எனக. H எனைது விமோனத்பத 
துப்ைோககியோல ¦டடு  âத்தோத �கâச்சியோகும்.

  P H( ) .1 0 2=      ⇒ = − =P H P H( ) ( ) .1 11 0 8                                               

  P H( ) .2 0 4=      ⇒ = − =P H P H( ) ( ) .2 21 0 6  

  P H( ) .3 0 2=      ⇒ = − =P H P H( ) ( ) .3 31 0 8

  P H( ) .4 0 1=      ⇒ = − =P H P H( ) ( ) .4 41 0 9

 விமோனம் துப்ைோககியோல ¦டடு âத்தப்ைட்டதறகோன �கâதகவு

  P H P H( ) ( )= −1 =  1 1 2 3 4− ∪ ∪ ∪P H H H H( )
__________________________

     

                      = − ∩ ∩ ∩






1 1 2 3 4P H H H H

__ __ __ __
    

           = −1 1 2 3 4P H P H P H P H( ) ( ) ( ) ( )

           = −( )( )( )( )1 0 8 0 6 0 8 0 9. . . . = −1 0 3456.      

       P H( ) .= 0 6544

எடுத்�ககாடடு 12.22

 X  எனைைர் 70%  தருDஙக�ல 6Ùபம்ய ்ை¦ைர். Y   எனைைர்  90%   தருDஙக�ல 
6Ùபம்ய ் ை¦ைர் எனில ;்ர கருத்பத இருைரும் கூ²பகயில ;ருைருக்கோருைர் முரÙைட்ட 
கருத்திபனத் ்த�விப்ைதறகோன �கâதகவு யோது"
தீர்வு
 A  எனைது X  எனைைர் 6Ùபம ்ை¦ம் �கâச்சி எனக. B  எனைது  
Y  எனைைர் 6Ùபம ் ை¦ம் �கâச்சி எனக. C  எனைது ;ருைருக்கோருைர் 
முரÙைட்ட கருத்திபனக     கூ²ம் �கâச்சி எனக.
 A  எனைது X   எனைைர் 6Ùபம ்ைசோமல இருககும் �கâச்சி 
எனக. B  எனைது  Y  எனைைர் 6Ùபம ்ைசோம�ருககும் �கâச்சி எனக.   
C  =  (A 6Ùபம ்ை¦ைது மற²ம் B  6Ùபம ்ைசோதிருப்ைது அலைது   
          B   6Ùபம ்ை¦ைது மற²ம் A 6Ùபம ்ைசோதிருப்ைது எனக.)

  ்கோடுககப்ைட்டைறறி�ருÛது,

 P (A) =  0 70 1 0 30. ( ) ( ) .            ⇒ = − =P A P A  

 P (B ) =  0 90 1 0 10. ( ) ( ) .             ⇒ = − =P B P B  

S
A

I C∩ I C∩

B

A B∩A B∩

A மடடும் B  மடடும்
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271 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

 C  =  [( ) ( )]A B A B∩ ∪ ∩   (ை்டத்பதக கோÙக)

 ( )A B� மற²ம் ( )A B� ;னபை்யோன² விைககும் �கâச்சி,

   P (C ) =  P A B P A B( ) ( )∩ + ∩ 
    =  P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( )     �

      (A,  B  சோர்�ைோ �கâச்சிகள், ்ம³ம்  , A B  -ம் சோர்�ைோ �கâச்சிகள்)
    =  (0.70)  (0.10) + (0.30) (0.90) 

    =  0.070 + 0.270 = 0.34

   P (C ) =  0.34.

எடுத்�ககாடடு 12.23
 ;ரு Fகரத்தில 6ள்N �ரதோன சோபையில 4 கு²ககுச் சோபை°்டன ்ைோககுைரத்து 
ச�கபககள் 6ள்Nன. ;á்ைோரு ்ைோககுைரத்துச் ச�கபB திைப்ைதறகு அலைது மூடுைதறகோன 
�கâதகவு முபை்ய 0.4 மற²ம் 0.6 ஆகும்.
 (i)  முதல கு²ககுச்சோபையில ;ரு மகிµÛதோனது �றகோமல ்சலைதறகோன �கâதகவு.    
 (ii) முதல இரÙடு கு²ககுச் சோபையில ;ரு மகிµÛதோனது �றகோமல ்சலைதறகோன 

�கâதகவு.  
 (iii) மூனைோைது கு²ககுச் சோபையில �ன² மறை கு²ககுச் சோபைக�ல �றகோமல 

்சலைதறகோன �கâதகவு.
 (iv) ;ரு கு²ககுச் சோபையில �ன² மறை கு²ககுச் சோபைக�ல �றகோமல ்சலைதறகோன 

�கâதகவு கோÙக.
தீர்வு

 Ai எனைது ்ைோககுைரத்துச் ச�கபB i  ைது கு²ககுச் சோபையில �றகோமல ்சலைதறகோன  
�கâச்சி எனக. இஙகு  i =  1, 2, 3, 4.

 Bi எனைது ்ைோககுைரத்துச் ச�கபB i  ைது கு²ககுச் சோபையில �ன² ்சலைதறகோன 
�கâச்சி எனக. இஙகு  i =  1, 2, 3, 4.

 ்ைோககுைரத்துச் ச�கபBகள் சோர்�ைோ �கâச்சிகள்.  என்ை Ai மற²ம் Bi சோர்�ைோ 
�கâச்சிகள், இஙகு  i  =  1, 2, 3, 4.

  ்கோடுககப்ைட்டைறறி�ருÛது
P A ii( ) . , , , ,= =0 4 1 2 3 4
P B ii( ) . , , , ,= =0 6 1 2 3 4

 (i) முதல கு²ககுச் சோபையில ;ரு மகிµÛது �றகோமல ்சலைதறகோன �கâதகவு ,  

  P A( ) . .1 0 4=

 (ii) முதல இரÙடு கு²ககுச் சோபைக�ல ;ரு மகிµÛது �றகோமல ்சலைதறகோன �கâதகவு 
P A A P A A( ) ( ) . . .1 2 1 2 0 4 0 4 0 16∩ = =( )( )=

 (iii) மூனைோைது கு²ககுச் சோபையில �ன² மறை கு²ககுச் சோபைக�ல ;ரு மகிµÛது 
�றகோமல ்சலைதறகோன �கâதகவு

  P A A B A P A A B A( ) ( ) . . . . .1 2 3 4 1 2 3 4 0 4 0 4 0 6 0 4 0 0384∩ ∩ ∩ = =( )( )( )( )=
 (iv) ;ரு கு²ககுச் சோபையில �ன² மறை கு²ககுச் சோபைக�ல ;ரு மகிµÛது �றகோமல 

்சலைதறகோன �கâதகவு      P B A A A A B A A A A B A A A A B( )1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4� � �   

      = + + +P B A A A P A B A A P A A B A P A A A B( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

      = ( )( )( )( )= ( )=4 0 4 0 4 0 6 0 4 4 0 0384 0 1536. . . . . .
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பயிற்சி 12.3
 (1) இரு �கâச்சிகள் ;்ர சமயத்தில ;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகள் மற²ம் 

சோர்�ைோ �கâச்சிகNோக இருகக இய³மோ ?
 (2) A மற²ம்   B    எனை இரு �கâச்சிகளுககு P A B P A B∪( )= ∩( )=0 7 0 2. , .  மற²ம் 

P B( )= 0 5.  எனில A மற²ம்   B  சோர்�ைோ �கâச்சிகள் எனககோடடுக.
 (3) A மற²ம்   B  சோர்�ைோ �கâச்சிகNோகவும் P =  0.6A B∪( ) , P A( )= 0 2.  எனில P B( )

கோÙக.
 (4) P(A) =0.5, P(B) =0.8 மற²ம் P (B /A) =  0.8, எனில P (A / B ) மற²ம்  P A B( )� .கோÙக.

 (5) A,  B  எனை �கâச்சிகளுககு   P A( )= 3
4

, P B( )= 2
5

மற²ம் A B S∪ =   (கூ²்ை�) எனில 
சோர்பு �பை �கâதகவு கோÙக.             

   (6) க~தவிய�ல ;ரு வினோைோனது மூன² மோDைர்க�்டம் �ர்வு கோÙைதறகோக 

்கோடுககப்ைடுகிைது. அைர்கள் தனித் தனி்ய �ர்ப்ைதறகோன �கâதகவு 
1
3

1
4

,    மற²ம் 
1
5

  (i) அÛத வினோ �ர்வு கÙ்டதறகோன �கâதகவு யோது ?  
  (ii) ச�யோக ;ருைர் மடடு்ம அÛத வினோவிறகுத் �ர்வு கோÙைதறகோன �கâதகவு 

யோது ?
     (7) ்ைட்ரோல �ரப்ைப்ைட்ட ;ரு மகிâவுÛதுககு எÙ்Dய மோறை �கâதகவு 0.30,  எÙ்Dய  

ைடிப்ைோன மோறை �கâதகவு 0.4 , எÙ்Dய மற²ம் எÙ்Dய ைடிப்ைோன  இரÙப்ட°ம் 
மோறை �கâதகவு 0.15.

  (i) எÙ்Dய மோறைப் ை்ட்ைÙடும் எனைோல ;ரு புதிய எÙ்Dய ைடிப்ைோன  
்தபைப்ைடுைதறகோன �கâதகவு எனன"

  (ii) புதிய எÙ்Dய ைடிப்ைோன ் தபைப்ைட்டோல, எÙ்Dய மோறைப்ை்ட  ் ைÙடியதறகோன 
�கâதகவு எனன?

     (8) ;ரு பையில 5 ்ைள்பN மற²ம் 3 கருப்பு �ைப்ைÛதுகள் 6ள்Nன. மற்ைோரு பையில
4 ்ைள்பN மற²ம் 6 கருப்பு  �ைப் ைÛதுகள் 6ள்Nன.   ;á்ைோரு பையி�ருÛதும் 
;ரு ைÛது எடுககப்ைடுகிைது எனில 

  (i) இரÙடும் ்ைள்பN �ைப்ைÛதுகள். 
  (ii) இரÙடும் கருப்பு �ைப்ைÛதுகள். 
  (iii) ;ரு  ் ைள்பN மற²ம் ;ரு கருப்புப் ைÛது கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவுகள்கோÙக.

    (9) ;ரு ைகுப்�ல 
2
3

ைஙகு மோDைர்களும், மீதம் மோDவியர்களும் 6ள்Nனர். ;ரு மோDவி 

முதல தரத்தில ்தர்ச்சிப் ்ைை �கâதகவு 0.85 மற²ம் மோDைர் முதல தரத்தில ்தர்ச்சிப் 
்ைை  �கâதகவு 0.70. சமைோயப்பு முபையில ;ருைர் ்தர்Û்தடுககப்ைட்டோல அை�ன 
முதல தரத்தில  ்தர்ச்சி ்ை²ைதறகோன �கâதகவு யோது?

 (10) P A  = 0.4( )  மற²ம் P A B∪( )= 0 7. .எனில  P B( )-: �âககோªம் �ைÛதபனகளுககு 
6டைடடுக கோÙக.

 (i) A  மற²ம்  B  ;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகள் .  
 (ii) A மற²ம்  B  சோர்�ைோ �கâச்சிகள். 
 (iii) P A B( / ) .    = 0 4    (iv)  P (B  / A) =  0.5
 (11) சமைோயப்பு முபையில ;ரு ைரு்டம் ்தர்Û்தடுககப்ைடுகிைது. அது 
   (i) 53 Bோயிற²கபNக ்கோÙ்டதோக இருப்ைதன �கâதகவு யோது"
  (ii) 53 Bோயி²கபNக ்கோÙ்ட ;ரு �ப் ைரு்டமோக கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு 

யோது"
    (12) ;ரு இைகபக குறிைோர்த்து ¦டும் ்ைோது 4 ல 3 முபை X -ம், 5 இல 4 முபை Y -ம், 3 ல  

2 முபை Z -ம் ச�யோக இைகபகச் ¦டுகினைனர். மூைரும் அÛத இைகபகச் ¦டும்்ைோது 
ச�யோக இருைர் மடடு்ம ¦டுைதறகோன �கâதகவு யோது ?
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12.7  �� நிகழச்சியின �டடு நிகழதகவு  (Total Probability of an event)

்தறைம் 12.10 �;± நிகழÖz�å ·டடு நிகழ்தகவு�
         A A A An1 2 3, , , ...,  எனைன ;னபை்யோன² விைககிய மற²ம் யோவுமNோவிய �கâச்சிகள் 
மற²ம் B  எனைது கூ²்ை� S - ல 6ள்N ;ரு �கâச்சி எனில  P (B ) எனைது B  �கâச்சியின 
கூடடு �கâவு ஆகும்.

    P B P A P B A P A P B A P A P B A P A Pn n i( ) ( ). ( / ) ( ). ( / ) ( ). ( / ) ( ).  = + + + =1 1 2 2  (( / )B Ai
i

n

=
∑

1

நி¦்�ம்
 B  எனைது கூ²்ை� S - ல 6ள்N ;ரு �கâச்சி. 

ை்டத்தி�ருÛது

 B A B A B A B A Bn= ∩( )∪ ∩( )∪ ∩( )∪ ∩( )1 2 3  .
  A A A An1 2 3, , ...  எனைன ;னபை்யோன² விைககிய 

�கâச்சிகள் என்ை 

A B A B A B A Bn1 2 3∩( ) ∩( ) ∩( ) ∩( ), , , , எனைன 

;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகNோகும்.

  P B P A B A B A B A Bn( )= ∩( )∪ ∩( )∪ ∩( )∪ ∪ ∩( ) 1 2 3 

        P B( )  = ∩( )+ ∩( )+ ∩( )+ + ∩( )P A B P A B P A B P A Bn1 2 3                  

P B P A P B A P A P B A P A P B An n( ) ( ). ( / ) ( ). ( / ) ( ). ( / )  = + + +1 1 2 2 
=

=
∑P A P B Ai i
i

n

( ). ( / )
1

 �னைரும் கDககுகள் �கâச்சியின கூடடு �கâதகபைப் ையனைடுத்தி �ர்ககப்ைடுகினைன.

எடுத்�ககாடடு 12.24
 ;ரு Aோடியில 8 சிைப்பு மற²ம் 4 நீை �ைப்ைÛதுகள் 6ள்Nன. மற்ைோரு Aோடியில 5 சிைப்பு 
மற²ம் 10 நீை �ைப்ைÛதுகள் 6ள்Nன. சமைோயப்பு முபையில ;ரு Aோடி ்தர்Û்தடுககப்ைடடு 
அதி�ருÛது இரÙடு ைÛதுகள் எடுககப்ைடுகினைன. இரு ைÛதுகளும் சிைப்பு �ைப்ைÛதுகNோக 
இருப்ைதறகோன �கâதகபைக கோÙக.
தீர்வு

 A� எ ன ை து  A ோ டி  -Č :  ் த ர் Û ் த டு க கு ம் 
� க â ச் சி  எ ன க .  மற²ம் A

� எனைது Aோடி-ČČ-
:த் ்தர்Û்தடுககும் �கâச்சி எனக.

 B  எனைது இரÙடு சிைப்பு  �ைப்ைÛதுகபNத் 
்தர்Û்தடுககும் �கâச்சி எனக.  B -ன கூடடு 
�கâதகவிபன Fோம் கோD ்ைÙடும். 
அதோைது P (B ). 
 A1  மற²ம் A2 எனைன ;னபை்யோன² விைககிய, யோவுமNோவிய �கâச்சிகள் எனைது 
்த�ைோகத் ்த�கிைது. 

  P A( )1  =  
1
2

8
12

14
331

2

2
, ( / )P B A

c
c

= =      

1
A

nA

3
A2

A
.
.
.

1
A B∩

nA
B∩

2
A

B
∩

3
A

B∩

iA
iA

B∩

...

B

8

5

13

4

10

14

12

15

27

சிெப்பு 
பந்து

நீ் 
பந்து

ஜகாடி -  I

ஜகாடி -  I I

வ�காத்்தம்

வ�காத்்தம்
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     P A( )2  =  
1
2

2
212,    = 

5c
15c

2

2
P B A( / ) =  

  P (B ) =  P A P B A P A P B A( ) . ( / ) ( ) . ( / )1 1 2 2     �

  P (B ) =  
1
2

14
33

1
2

20
77

. . .+ =2
21

8டுÚ«Ôகோடடு 12.25
 ;ரு ்தோ�றசோபையில இயÛதிரஙகள் I மற²ம் II என இருைபககள் 6ள்Nன. 
இயÛதிரம்-I ்தோ�றசோபையின 6றைத்தியில 40%  தயோ�ககிைது மற²ம் இயÛதிரம்-
II 6றைத்தியில ��� தயோ�ககிைது. ்ம³ம் இயÛதிரம்-I -ன மூைம் 6றைத்தி ்சயயப்ைட்ட 
்ைோருள்க�ல 4%  குபைைோடுள்Nதோகவும் இயÛதிரம்-II-ன மூைம் 6றைத்தி ்சயயப்ைட்ட 
்ைோருள்க�ல 5%  குபைைோடுள்Nதோகவும் இருககினைன.  6றைத்தி ்சயயப்ைட்ட 
்ைோருள்க��ருÛது, சமைோயப்பு முபையில ;ரு ்ைோருள் ்தர்Û்தடுககப்ைடுகிைது. 
அப்்ைோருள் குபைைோடு்டன இருப்ைதறகோன �கâதகவு யோது"
தீர்வு

 A1 எனைது இயÛதிரம்-Č ன 6றைத்தி ்ைோருள்க�ன �கâச்சி 
எனக. A2   எனைது இயÛதிரம்-IIன 6றைத்தி ் ைோருள்க�ன �கâச்சி 
எனக.  B  எனைது குபைைோடுள்N ் ைோருள்கபNத் ் தர்Û்தடுககப்ைடும் 
�கâச்சி எனக.

 �கâச்சி B -ன கூடடு �கâதகவிபன Fோம் 
கோD்ைÙடும் .  அதோைது,  P (B ).

 A1 மற²ம் A2 எனைன ;னபை்யோன² விைககிய மற²ம் 
யோவுமNோவிய �கâச்சிகNோகும். ஆதைோல 

   P (B ) =  P A P B A P A P B A( ) . ( / ) ( ) . ( / )1 1 2 2     �

    P A( )1  =  0 40 0 041. , ( / ) .P B A =

   P A( )2  =  0 60 2. , ( / )    =0.05P B A

   P (B ) =  P A P B A P A P B A( ) . ( / ) ( ) . ( / )1 1 2 2     �

    =  0 40 0 04 0 60. . .( )( )+( )( ) 0.05
    =  0.046. 

12.8 ்்|Ä-ன ்தறைம் ( B aye s’  T h eor em )
 இஙகிைோÛது Fோடப்டச் ்சர்Ûத தோமæ 
்ை�æ எனைைர் புள்�யியைோNர் மற²ம் தத்துை 
Bோனி ஆைோர். ்ை��ன ்தறைமோனது, ்சோதபன 
�கâைதறகு முனைோன �கâதகவு மற²ம் �ைÛதபன 
�கâதகவிபனச் ்சோதபனககுப்�ன கோD்ைÙடிய 
�ைÛதபன �கâதகவு்டன  இபDககப் ையனைடுகிைது. 
ைை �கâதகவுக�ன பு�த³ககு ்ை�சியன �கâதகவு 

ையனைடுத்தப்ைடுகிைது.

B

S

2
A B∩

1
A B∩

2
A

1
A

B

S

2
A B∩

1
A B∩

2
A

1
A

1702-1761

1
A

nA

3
A2

A
.
.
.

1
A B∩

nA
B∩

2
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B
∩

3
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B∩
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B∩
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்தறைம் 12.1 1 �க்�zJå க்தäLம்�
  A A A An1 2 3, , , ...,   எனை ;னபை்யோன² விைககிய மற²ம் யோவுமNோவிய �கâச்சிகNோகவும் 
்ம³ம் P (Ai ) >  0,    i  =  1 ,2 ,3 , … .n  மற²ம் B  எனைது

9்த­ம் ;ரு �கâச்சியோகவும் ்ம³ம் P (B ) >  0,  எனில

P A B P A P B A
P A P B A P A P B A Pi

i i( / ) ( ) ( / )
( ) ( / ) ( ) ( / )

     
    

=
+ + +1 1 2 2  (( ) ( / )A P B An n 

  
நி¦்�ம்

 B  -ன �கâச்சியின கூடடு �கâதகவு விதிப்ைடி,
  P B P A P B A P A P B A P A P B An n( ) ( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )= ⋅ + ⋅ + + ⋅1 1 2 2 

 ்ைருககல ்தறைத்தினைடி P A Bi ∩( )= P B A P Ai i( ) ( )
சோர்பு �பை �கâதகவின ைபரயபைப்ைடி,

 P A Bi( / )  = 
P A B

P B
i ∩( )
( )

 P A Bi( / )  = 
P B A P A

P A P B A P A P B A P A P B A
i i

n n

( ) ( )
⋅ + ⋅ + + ⋅( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )1 1 2 2 

 (¹த்திரஙகபNப்  ையனைடுத்தி)

 ்ம்ை 6ள்N ¹த்திரமோனது P A Bi( / ) மற²ம் P B Ai( / )  ககும் இப்டயோன ்தோ்டர்பை 

ைOஙகுகிைது.

எடுத்�ககாடடு 12.26
 ;ரு ் தோ�றசோபையில இயÛதிரஙகள் I மற²ம் II என இருைபககள் 6ள்Nன. இயÛதிரம்-I 
்தோ�றசோபையின 6றைத்தியில 40%  தயோ�ககிைது மற²ம் இயÛதிரம்-II 6றைத்தியில 
��� தயோ�ககிைது. ்ம³ம் இயÛதிரம்-I -ன மூைம் 6றைத்தி ்சயயப்ைட்ட ்ைோருள்க�ல 4%  
குபைைோடுள்Nதோகவும் இயÛதிரம்-II-ன மூைம் 6றைத்தி ்சயயப்ைட்ட ்ைோருள்க�ல 5%  
குபைைோடுள்Nதோகவும் இருககினைன. 6றைத்தி ்சயயப்ைட்ட ்ைோருள்க��ருÛது, சமைோயப்பு 
முபையில ்தர்Û்தடுககப்ைட்ட ;ரு ்ைோருள் குபைைோடுள்Nதோக இருப்�ன, அப்்ைோருள் 
இயÛதிரம்  II-ல 6றைத்தி ்சயததறகோன �கâதகவு யோது" (முÛபதய எடுத்துககோடடு வினோவு்டன 
;ப்�டடுப் ைோர்ககவும்.)  
தீர்வு

 A1 மற²ம் A2  முபை்ய இயÛதிரஙகள்-I மற²ம் II 
மூைம் 6றைத்தி ்சயயப்ைட்ட ்ைோருள்க�ன �கâச்சி எனக. B  
எனைது குபைைோடுள்N ;ரு ்ைோருபN ்தர்Û்தடுப்ைதறகோன 

�கâச்சி என்க. P A B( )2 எ­ம் �கâதகபைக கோD்ைÙடும்.  

A A1 2,  எனைபை ;னபை்யோன² விைககிய மற²ம் யோவுமNோவிய 
�கâச்சிகள் ஆகும்.

 ்ை��ன விதிப்ைடி  P A B( / )2  =  
P A P B A

P A P B A P A P B A
( ) ( / )

( ) ( / ) ( ) ( / )
2 2

1 1 2 2

 
   �

   P A( )1  =  0 40 0 041. , ( / ) .P B A =

   P A( )2  =  0 60 2. , ( / )    = 0.05P B A  

B

S

2
A B∩

1
A B∩

2
A

1
A
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   P A B( / )2  =  
P A P B A

P A P B A P A P B A
( ) ( / )

( ) ( / ) ( ) ( / )
2 2

1 1 2 2

 
   �

 

   P A B( / )2  =  
0 60

0 40 0 04 0 60
15
23

.
. . .

 0.05
 0.05

 .( )( )
( )( )+( )( )

=  

எடுத்�ககாடடு 12.27
 கடடி்டம் கடடும் �²ைனத்தில 2 ்சயற்ைோறியோNர்கள் ை~யில அமர்த்தப்ைடடுள்Nனர். 
�²ைனத்தின 60%  மற²ம் 40%  ்ைபைகபN முபை்ய ்சயற்ைோறியோNர்-1 மற²ம் 
்சயற்ைோறியோNர்-2  ்சயகிைோர்கள். முன அ­ைைத்பதப் ்ைோ²த்து ்சயற்ைோறியோNர்-1 
மற²ம் ்சயற்ைோறியோNர்-2 ்ைபை ்சயைதில தைறிபOகக �கâதகவு முபை்ய 0.03 
மற²ம் 0.04 ஆகும். தற்ைோது Fப்ட்ை²ம் கடடுமோனப் ை~யில ;ரு ்மோசமோன (விபNவு) 
தை² �கâைதோக ்கோÙ்டோல எÛத ்சயற்ைோறியோNர் தை² இபOத்திருககககூடும் எனைபத 
Ãகிககவும். 

தீர்வு
 A1 எனைது ்சயற்ைோறியோNர்-1-ன ்ைபைபய குறிககும் 
�கâச்சி எனக.
 A

2 எனைது ்சயற்ைோறியோNர்-2-ன ்ைபைபய குறிககும் 
�கâச்சி எனக.
 B  எனைது ்ைபையில தை² 9றைடும் �கâச்சி எனக.

 ச ோ ர் பு  � ப ை  � க â  த க வு  ம���    கÙ்டறிைதன மூைம் 
தைறிபOப்ைைர்கபN ;ப்�்ட இய³ம்.

 ்கோடுககப்ைடடுள்N விைரஙக�னைடி P A( )1  = 0 60 0 031. , ( / ) .P B A =

  P A( )2 =  0 40 2. , ( / )    = 0.04P B A  

 A A1 2,  ஆகிய இரு �கâச்சிகள் ;னபை்யோன² விைககிய மற²ம் யோவுமNோவிய 
�கâச்சிகNோதைோல, ்ை�æ-ன ்தறைப்ைடி, 

   P A B( / )1  =  P A P B A
P A P B A P A P B A

( ) ( / )
( ) ( / ) ( ) ( / )

1 1

1 1 2 2

 
   �

    =  
0 60

0 60 0 03 0 40
.

. . .
 0.03

 0.04
( )( )

( )( )+( )( )
 

                                          P A B( / )1  =  9
17

.

   P A B( / )2  =  
P A P B A

P A P B A P A P B A
( ) ( / )

( ) ( / ) ( ) ( / )
2 2

1 1 2 2

 
   �

 

   P A B( / )2  =  
0 40

0 60 0 03 0 40
.

. . .
 0.04

 0.04
( )( )

( )( )+( )( )
 

                              P A B( / )2  =  
8

17
.

 P A B P A B( / ) ( / )1 2> , எனைதோல ்சயற்ைோறியோNர்-1 தைறிபOத்ததறகோன �கâதகவு 
்சயற்ைோறியோNர்-2  தைறிபOத்ததறகோன �கâதபகை வி்ட அதிகமோக இருப்ைதோல ்ைபையில 
9றைட்ட தைபை ்சயற்ைோறியோNர்-1 இபOத்திருககக கூடும்.
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எடுத்�ககாடடு 12.28
 <ர் அ³ைைகத்தில X , Y  மற²ம் Z  ஆகி்யோர் அ³ைைகத்தின தபைபமயதிகோ�யோக 
்ைோ²ப்்ைறைதறகோன ைோயப்புகள் முபை்ய 4 :  2 :  3 எனை விகிதத்தில அபமÛதுள்Nன. X , Y  மற²ம் 
Z  தபைபமயதிகோ�கNோக ்ைோ²ப்்ைற�ன ்ைோனæ திட்டத்பத அமலைடுத்துைதறகோன 
�கâதகவுகள் முபை்ய  0.3, 0.5 மற²ம் 0.4 ஆகும்.  அ³ைைகத்தில ்ைோனæ திட்டம் 
அறிமுகப்ைடுத்தப்ைடடிருப்�ன Z  தபைபமயதிகோ�யோக �யமனம் ்சயயப்ைடுைதறகோன 
�கâதகவிபனக கோÙக.
�ர்வு 
 A1,  A

2 மற²ம் A
3 எனைபை முபை்ய X ,  Y  மற²ம் Z  ஆகி்யோர் தபைபமயதிகோ�யோக  

�யமனம் ் ை²ைதறகோன �கâச்சிகள் எனக. B  எனைது ் ைோனæ திட்டத்பத அமலைடுத்துைதறகோன 
�கâச்சி எனக.

 இஙகு Fோம் சோர்பு�பை �கâதகவு P A B( / )3 - யி ப ன க  க ோ D ் ை Ù டு ம் .

 A A1 2, மற²ம் A3  �கâச்சிகள் ;னபை்யோன² விைககிய மற²ம் யோவுமNோவிய 
�கâச்சிகNோதைோல ்ை�æ-ன ்தறைப்ைடி

   P A B( / )3   =  
P A P B A

P A P B A P A P B A P A P B A
( ) ( / )

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )
3 3

1 1 2 2 3 3

 
    � �

 
 

   P A( )1  =  4
9

0 31, ( / ) .P B A =

   P A( )2  =  2
9 2,    = 0.5P B A( / )  

   P A( )3  =  3
9 3,    = 0.4P B A( / )  

   P A B( / )3  =
P A P B A

P A P B A P A P B A P A P B A
( ) ( / )

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )
3 3

1 1 2 2 3 3

 
    � �

 

   P A B( / )3   =  

3
9

4
9

0 3 2
9

3
9






 ( )






( )+




( ) +

 0.4

 0.5  . ((0.4)
 

    =  
12
34

6
17

= .  

எடுத்�ககாடடு 12.29
 மூன² ைோ்டபக மகிµÛது �²ைனஙக�்ட�ருÛது, ஆ்ைோசபன 
தரும் ;ரு  �²ைனம் மகிµÛதுகபN ைோ்டபகககு ைோஙகுகிைது. 50%  
மகிµÛதுகபN L  �²ைனத்தி்ட�ருÛதும், 30% -: M -யி்டமும் மற²ம் 20% -:  
N  �²ைனஙக�்ட�ருÛதும் ைோஙகுகிைது. L  �²ைனத்தி்ட�ருÛது ைோஙகிய  மகிµÛதுக�ல 90%  
-ம், M  �²ைனத்தி்ட�ருÛது ைோஙகிய  மகிµÛதுக�ல 70%  -ம்  N  �²ைனத்தி்ட�ருÛது ைோஙகிய 
மகிµÛதுக�ல 60%  -ம் Fலை �பைபமயில 6ள்Nன எனில
  (i) ஆ்ைோசபன �²ைனம் ைோஙகிய ைோ்டபக மகிµÛது Fலை �பைபமயில 6ள்Nதறகோன 
�கâதகவு யோது"  (ii) ைோ்டபகககு ைோஙகிய மகிµÛது Fலை �பைபமயில 6ள்Nது எனில N  
�²ைனத்தி்ட�்ட�ருÛது ்ைைப்ைட்டதறகோன �கâதகபைக கோÙக.
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தீர்வு

 L , M  மற²ம் N  �²ைனஙக�்ட�ருÛது மகிµÛதுகபN ைோஙகும் �கâச்சிகள் முபை்ய   

A1,  A2 மற²ம் A3   எனக.

  G  எனைது Fலை �பைபமயில ைோஙகும் ைோ்டபகக 
மகிµÛதுககோன �கâச்சி எனக.

  G - ன  ்மோத்த �கâதகவு, P (G ) மற²ம் 

  A3 -ன �ைÛதபன �கâதகவு G  தரப்ைட்டோல P A G( / )3  
ஆகியைறபைக கோD ்ைÙடும்.

   P A( )1  =  0 50 0 901. , ( / ) .P G A =

   P A( )2  =  0 30 2. , ( / )    = 0.70P G A  

   P A( )3  =  0 20 3. , ( / )    = 0.60.P G A  

 (i) A A A1 2 3, , ;னபை்யோன² விைககிய மற²ம் யோவுமNோவிய �கâச்சிகNோதைோல 
G - ன_ ்மோத்த �கâதகவு

        P G( )  =  P A P G A P A P G A P A P G A( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )1 1 2 2 3 3     � �

   P ( G ) =  0 50 0 90 0 30 0 20. . . .( )( )+( )( ) ( ) ( )0.70 +  0.60
   P ( G ) =   0.78.

 (ii) A3 -ன �ைÛதபன �கâதகவு G  தரப்ைட்டோல P A G( / )3   கோD்ைÙடும்.

  ்ை�æ-ன விதிப்ைடி

  P A G( / )3  =  P A P G A
P A P G A P A P G A P A P G A

( ) ( / )
( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )

3 3

1 1 2 2 3 3

 
    � �

 

   P A G( / )3   =  
0 20

0 50 0 90 0 30 0 20
.

. . . .
( )( )

( )( )+( )( ) ( ) ( )
0.60
0.70 +  0.60

 

    =   
2

13
.

பயிற்சி 12.4
 (1) ;ரு ்தோ�றசோபையில இயÛதிரஙகள்  I மற²ம் II என இருைபக 6ள்Nன.  

இயÛதிரம்-I  ் தோ�றசோபையின6றைத்தியில 60% தயோ�ககிைது மற²ம் இயÛதிரம்-II   
 6றைத்தியில 40% தயோ�ககிைது. ்ம³ம் இயÛதிரம்-I -ன மூைம்6றைத்தி ்சயயப்ைட்ட 
்ைோருடக�ல 2%   குபைைோடுள்Nதோகவும்  இயÛதிரம்-II-ன மூைம் 6றைத்தி 
்சயயப்ைட்ட ்ைோருடக�ல 4% குபைைோடு 6ள்Nதோகவும் இருககினைன. 6றைத்தி 
்சயயப்ைட்ட ்ைோருடக��ருÛது, சமைோயப்பு முபையில ;ரு ்ைோருள் 
்தர்Û்தடுககப்ைடுகிைது. அப்்ைோருள் குபைைோடு்டன இருப்ைதறகோன �கâதகவு 
யோது?
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279 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

 (2) ;த்த இரு Aோடிக�ல, ;னறில 6 கருப்பு மற²ம் 4 சிைப்பு �ைப்ைÛதுகள்  6ள்Nன. 
மற்ைோரு Aோடியில 2 கருப்பு மற²ம் 2 சிைப்பு �ைப்ைÛதுகள் 6ள்Nன. சமைோயப்பு 
முபையில ;ரு Aோடி ்தர்Û்தடுககப்ைடடு அதி�ருÛது  ;ரு ைÛது எடுககப்ைடுகிைது. 

  (i) அப்ைÛது கருப்ைோக இருப்ைதறகோன �கâதகபைக கோÙக.  
  (ii)  எடுககப்ைட்ட ைÛது கருப்பு எனில முதல Aோடியி�ருÛது எடுககப்ைட்டதறகோன 

�கâதகவு யோது"
 (3) ;ரு PVC பைப் தயோ�ககும் �²ைனம் X, Y  மற²ம் Z எனை மூன² ் தோ�றசோபைகள் மூைம் 

6றைத்தி ்சயகிைது.  X, Y  மற²ம் Z க�ன தினÛ்தோ²ம் 6றைத்தி ்சய°ம் பைப்க�ன 
அNவுகள் முபை்ய 2000  அைகுகள், 3000  அைகுகள் மற²ம்  5000 அைகுகள் ஆகும். 
முÛபதய திைபனப் ்ைோ²த்து X, Y  மற²ம் Z  ்தோ�றசோபைக�ல 6றைத்தியோகும் 
பைப்க�ன குபைைோடுகள் முபை்ய 3% , 4%   மற²ம் 2%  ஆகும். சமைோயப்பு முபையில 
;ரு Fோள் 6றைத்தியோன பைப்க��ருÛது ;ரு பைப் ்தர்Û்தடுககப் ைடுகிைது.

  (i) ்தர்Û்தடுககப்ைட்ட பைப் குபைைோடுள்Nதோக  இருப்ைதறகோன �கâதகபைக கோÙக.
  (ii) ்தர்Û்தடுககப்ைட்ட பைப் குபைைோடுள்Nதோக இருப்�ன அது ்தோ�றசோபை Y -யில 

6றைத்தியோனதறகோன �கâதகவு எனன"
 (4) ;ரு குறிப்�ட்ட �²ைனத்தில A, B  மற²ம் C  ஆகி்யோர் ்மைோNர் ஆைதறகோன ைோயப்புகள் 

முபை்ய 5 :  3 :  2  எனை விகிதத்தில 6ள்Nனர். A, B  மற²ம் C  ஆகி்யோர் ்மைோNர்கNோக 
இருÛதோல  அ³ைைக 6Dைகத்திபன ்மம்ைடுத்துைதறகோன �கâதகவுகள் முபை்ய 
0.4, 0.5 ம ற ² ம்  0.3 ஆகும்.  B  எனைைபர  ்மைோNரோக �யமனம் ்சயதோல அ³ைைக 
6Dைகம் ்மம்ைடுைதறகோன �கâதகவு எனன"

 (5) திருமDமோன ஆÙகள் மற²ம் ்ைÙகள் �ரதோன ்Fரத்தில கோªம் ்தோபைககோடசி 
�கâச்சிகபNப் ைறறி ;ரு விNம்ைர �²ைனத்தின �ர்ைோகி ஆரோயÛத்ைோµது க்டÛத கோைப் 
ைதிவுக�னைடி �ரதோன ்Fரத்தில ்தோபைககோடசி �கâச்சிகபNக கோªம் மபனவியர் 60 
சத தத்தினர் ஆைர். மபனவியர் ்தோபைககோடசி �கâச்சிகபNக கோªம் ்Fரத்தில  40%  
கDைர்களும் ் தோபைககோடசி �கâச்சிகபNக கோÙகினைனர். மபனவியர் ் தோபைககோடசி 
�கâச்சிகபNக கோDோத ்Fரஙக�ல 30%   கDைர்கள் ்தோபைககோடசி �கâச்சிகபNக 
கோÙகினைனர் எனில 

  (i) �ரதோன ்Fரத்தில கDைர் ்தோபைககோடசி கோªம்  
�கâதகவு  

  (ii) கDைர் ்தோபைககோடசி கோªம் ்Fரஙக�ல மபனவி°ம் ்தோபைககோடசி கோªம்  
�கâதகவு ஆகியைறபைக கோÙக.

பயிற்சி 12.5
  ச�யோன அலைது �கவும் 9றபுப்டய விப்டயிபன ்கோடுககப்ைட்ட Fோனகு மோற² 
விப்டக��ருÛது ்தர்Û்தடுககவும்.

 (1) மூன² ஆÙகள், இரு ்ைÙகள் மற²ம் Fோனகு குOÛபதகள் 6ள்N ;ரு குµவி�ருÛது 
சமைோயப்பு முபையில Fோனகு Fைர்கள் ்தர்Û்தடுககப்ைடுகினைனர். அைர்க�ல ச�யோக 
இருைர் மடடும் குOÛபதகNோக இருப்ைதறகோன �கâதகவு

   (1) 3
4

 (2)      10
23

 (3)    1
2

 (4)   10
21

 (2)  1 2 3 20, , ,...,{ }எனை கDத்தி�ருÛது ;ரு எÙ ்தர்Û்தடுககப்ைடுகிைது. அÛத எÙ 3 அலைது 
4 ஆல ைகுைடுைதறகோன �கâதகவு

  (1)  2
5

 (2)   1
8

 (3)   1
2

 (4)      2
3
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 (3) A, B , மற²ம் C  தனித்தனியோக ;்ர சமயத்தில ;ரு இைகபக ் Fோககிச் ¦டுகினைனர். அைர்கள் 

அÛத இைகபகச் ¦டுைதறகோன �கâதகவுகள் முபை்ய 
3
4

1
2

5
8

, , எனில A அலைது B  அÛத 

இைகபகச் ச�யோகச் ¦்டவும் ஆனோல அÛத இைகபக  C  ச�யோகச் ¦்டோமல இருப்ைதறகோன 

�கâதகைோனது

  (1) 21
64

 (2)   7
32

 (3)   9
64

 (4)   7
8

 (4)   A மற²ம் B  எனைன இரு �கâச்சிகள் எனில ச�யோக

  ;ரு �கâச்சி �கâைதறகோன �கâதகைோனது

  (1) P A B P A B( ) ( )∪ + ∪  (2) P A B P A B( ) ( )∩ + ∩

  (3) P A P B P A B( ) ( ) ( )+ − ∩  (4) P A P B P A B( ) ( ) ( )+ + ∩2  

 (5) A மற²ம் B  எனைன இரு �கâச்சிகளுககு P A B∪( )= 1
6

,  P A B∩( )= 1
4

  மற²ம் P A( )= 1
4

எனில �கâச்சிகள் A -°ம் B  -°ம்
  (1) சமைோயப்பு �கâச்சிகள் ஆனோல சோர்�ைோ �கâச்சிகள் அலை 
  (2) சோர்�ைோ �கâச்சிகள் ஆனோல சமைோயப்பு �கâச்சிகள் அலை
  (3) சோர்�ைோ �கâச்சிகள் மற²ம் சமைோயப்பு �கâச்சிகள் 
  (4) ;னபை்யோன² விைககோ �கâச்சிகள் மற²ம் சோர்புள்N �கâச்சிகள்
 (6) Fோனகு குபைைோடுள்N ்ைோருள்கபNக ்கோÙ்ட  ்மோத்தம் 12 ்ைோருள்க��ருÛது இரு 

்ைோருள்கபNத்  ் தர்Û்தடுககும்்ைோது  அதில குபைÛதது ;ரு ் ைோருள் குபைைோடு 6ப்டயதோக 
இருப்ைதறகோன �கâதகைோனது

   (1) 19
33

 (2)   17
33

 (3)  23
33

 (4)     13
33

 (7) ;ரு Fை�ன பகப்பையில 3 :ம்ைது Äைோய ்Fோடடுகளும், 4 ¿² Äைோய ்Fோடடுகளும் மற²ம் 
6 :¿² Äைோய ்Fோடடுகளும் 6ள்Nன. அைறறி�ருÛது எடுககப்ைடும் இரு ்Fோடடுகளும் 
¿² Äைோய ்FோடடுகNோகக கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவின சோதக விகிதமோனது.

  (1) 1: 12 (2)   12: 1 (3)   13: 1 (4)   1: 13
 (8) ‘ A S S IS T A N T ’  எனை ்சோல��ருÛது சமைோயப்பு முபையில ;ரு எµத்தும் ‘ S T A T IS T IC S ’ .

எனை ்சோல��ருÛது சமைோயப்�ல ;ரு எµத்தும் ்தர்Û்தடுககப்ைடும்்ைோµது அáவிரு 
எµத்துககளும் ;்ர எµத்தோக இருப்ைதறகோன �கâதகைோனது 

             (1)  7
45

 (2)  17
90

 (3) 29
90

 (4)    19
90

  

 (9) ை�பச 2 6ப்டய அ~கள் கDத்தில அ~யின 6²ப்புகள் 0 அலைது 1 மடடு்ம 6ள்Nது 
எனில ்தர்Û்தடுககப்ைடும் அ~யின அ~க்கோபை மதிப்பு பூச்சியமறைதோகக 
கிப்டப்ைதறகோன �கâதகவு

   (1) 3
16

 (2) 3
8

 (3) 1
4

 (4) 5
8

 (10)  ;ரு பையில 5 ் ைள்பN மற²ம் 3 கருப்பு �ைப் ைÛதுகள் 6ள்Nன. பையி�ருÛது ் தோ்டர்ச்சியோக  
5 ைÛதுகபN மீÙடும் பைககப்ை்டோமல எடுககும்்ைோது ைÛதுகக�ன �ைம் மோறி மோறிக 
கிப்டப்ைதறகோன �கâதகைோனது 

  (1) 
3

14
 (2) 5

14
 (3) 1

14
 (4) 9

14
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 (11) A மற²ம் B  ஆகிய இரு �கâச்சிகள் A B� மற²ம் P B( ) ,v 0 என இருப்�ன 
�னைருைனைற²ள் எது ்மயயோனது?

  (1) P A B P A
P B

( / ) ( )
( )

=   (2) P A B P A( / ) ( )�

  (3) P A B P A( / ) ( )t   (4) P A B P B( / ) ( )!

 (12) ;ரு பையில � ைச்பச,� ்ைள்பN மற²ம் �கருப்பு �ை ைÛதுகள் 6ள்Nன. இரு ைÛதுகள் 
;்ர சமயத்தில எடுககும்்ைோது அபை ் ைá்ை² �ைமோக இருப்ைதறகோன �கâதகைோனது

            (1) 68
105

 (2) 71
105

 (3) 64
105

 (4) 73
105

 (13) X  மற²ம் Y  எனை இரு �கâச்சிகளுககு P X Y P Y X P X Y/ , / ( )( )= ( )= ∩ =1
2

1
3

1
6

 ,  
எனில P X Y( )�  -ன மதிப்பு

  (1) 
1
3

  (2) 
2
5

  (3) 
1
6

   (4) 
2
3

  

 (14) ;ரு Aோடியில 5 சிைப்பு மற²ம் 5 கருப்பு �ை ைÛதுகள் 6ள்Nன. Aோடியி�ருÛது சமைோயப்பு 
முபையில ;ரு ைÛது எடுககப்ைடுகிைது. அதபன°ம் அதன �ைமுள்N ்ம³ம் இரு 
ைÛதுகளும் Aோடியில மீÙடும் பைககப்ைடுகினைன. �னனர் Aோடியி�ருÛது ;ரு ைÛது 
எடுககப்ைடும்்ைோது அது சிைப்பு �ைப் ைÛதோக இருப்ைதறகோன �கâதகைோனது

  (1) 5
12

 (2) 1
2

 (3) 7
12

 (4) 1
4

 (15) ;ன² முதல ¿² ைபர°ள்N இயல எÙக��ருÛது சமைோயப்பு முபையில ;ரு எÙ  x 

்தர்Û்தடுககப்ைடுகிைது.  
( )( )x x

x
− −
−

≥10 50
30

0 எனைதபனப் பூர்த்தி ்சய°ம் எÙபDத் 

்தர்வு ்சய°ம் �கâச்சி A எனில, P A( )  ஆனது

  (1) 0.20 (2) 0.51 (3) 0.71 (4) 0.70

 (16)  A மற²ம் B  எனை சோர்�ைோ �கâச்சிகளுககு P A( ) .= 0 35   மற²ம் P A B( ) .∪ = 0 6 , எனில

 P B( )  ஆனது

  (1) 5
13

 (2)      1
13

 (3)    4
13

 (4)   7
13

 (17)  A மற²ம் B  எனை இரு �கâச்சிகளுககு P A( ) = 3
10

  மற²ம் P A B( )∩ = 1
2

 , எனில P A B( )�  
-ன மதிப்பு

  (1) 1
2

 (2)      1
3

 (3)  
1
4    (4)   1

5
 (18) A மற²ம் B  எனை இரு �கâச்சிகளுககு P A P B( ) . , .= ( )=0 4 0 8  மற²ம் P B A/ .( )= 0 6 , 

எனில P A B∩( )  -ன மதிப்பு

              (1) 0.96   (2) 0.24 (3) 0.56 (4) 0.66
 (19) A, B  மற²ம் C  எனை மூன² �கâச்சிக�ல ;ன² மடடு்ம �கOககூடும். A-ககு சோதகமறை 

விகிதம் 7 -ககு 4 மற²ம் B  -ககு சோதகமறை விகிதம் 5 -ககு 3 எனில C  -ககுச் சோதகமறை 
விகிதம்

             (1) 23:  65         (2) 65:  23  (3) 23:  88 (4)     88:  23
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 (20)  a மற²ம் b -ன மதிப்புகள் 1 2 3 4, , ,{ }எனை கDத்தில  திரும்ைத் திரும்ை ைரும் எனை ைபகயில 

சமைோயப்பு முபையில ்தர்Û்தடுககப்ைட்டோல x ax b2 0+ + = எனை சமனைோடடின மூைஙகள் 
்மய்யÙகNோக இருப்ைதறகோன �கâதகவு

  (1) 3
16

 (2)   5
16

 (3)  7
16

 (4)     11
16

 (21) A மற²ம் B  எனை இரு �கâச்சிகளுககு P A P A B( ) , /= ( )=1
4

1
2

 மற²ம்
  

P B A/( )= 2
3

 எனில  P B( ) -ன மதிப்பு

  (1) 
1
6

 (2) 1
3

  (3)  2
3

 (4) 1
2

 

 (22) ;ரு குறிப்�ட்ட கலÆ�யில 4%  மோDைர்கள் மற²ம் 1%  மோDவியர்கள் 1.8 மீட்டர் 

6யரத்திறகு ்மல 6ள்Nனர். ்ம³ம் கலÆ�யில ்மோத்த எÙ~கபகயில 60%  
மோDவியர்கள் 6ள்Nனர். சமைோயப்பு முபையில 1.8 மீ 6யரத்திறகு ்மல ;ருைபரத் 
்தர்Û்தடுககும்்ைோது அைர் மோDவியோக இருப்ைதறகோன  �கâதகவு

  (1) 2
11

  (2) 3
11

  (3) 5
11

  (4) 7
11

 

 (23) ைத்து FோDயஙகபNச் ¦Ùடும்்ைோது குபைÛதது 8 தபைகள் கிப்டப்ைதறகோன �கâவு

  (1) 
7
64  (2) 

7
32

 (3) 7
16

 (4) 7
128

 (24) A மற²ம் B  எனை இரு �கâச்சிகள் �கâைதறகோன �கâதகவு முபை்ய 0.3 மற²ம் 0.6 
ஆகும்.  A மற²ம் B  ;்ர சமயத்தில �கâைதறகோன �கâதகவு 0.18 எனில  A அலைது B  
�கOோமல இருப்ைதறகோன �கâதகவு

  (1) 0.1 (2) 0.72 (3) 0.42  (4) 0.28

 (25) ;ரு எD_ m ஆனது m b  5, எனில இருைடிச் சமனைோடு 2 2 1 02x mx m+ + + =  -ன மூைஙகள் 
்மய்யÙகNோக இருப்ைதறகோன �கâதகவு

  (1) 1
5

  (2) 2
5

  (3)  
3
5  (4) 4

5
 

்ா்டத் வதா�º�

இப்ைோ்டப்ைகுதியில Fோம் கற²த் ்த�Ûதபை
 ;ரு சம ைோயப்புச் ்சோதபனயின கூ²்ை� S  எனவும் அதன 9்த­ம் ;ரு �கâச்சி A 
எனவும் ்கோள்க.       

    
?f;;F rhj fi;fpz;zv dhkf

?y; cs;s
P A n A

n S
A

S
( )

( )

( )
= =

  aht[kshtpa Kot[fspd; vz;zpf;if

Kot[fspd; 

நிகழ்தக�å ககோட்ோடுகã
 S  எனைது ;ரு சமைோயப்புச் ்சோதபனயின முடிவுறை கூ²்ை�. A எனைது S -ன யோ்த­ம்  
;ரு �கâச்சி. P (A) எனைது A-ன �கâதகவு எனில P (A) �âககோªம் அடிப்ைப்டக ் கோள்பககபN 
�பைவு ்சய°ம்.

 (1) P A( )p 0
 (2) A மற²ம் B  ;னபை்யோன² விைககிய �கâச்சிகள் எனில,
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283 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

  P A B P A P B( ) ( ) ( )∪ = +     

 (3) P S( )  = 1

 இயைோ �கâச்சியின �கâதகவு பூஜ்ஜியம் ஆகும். P ( )∅ = 0  

  A  மற²ம் B  எனைன இரு �கâச்சிகள் மற²ம் B -ன �ரப்� B  எனில    

P A B P A P A B( ) ( ) ( )∩ = − ∩  
   A  மற²ம் B  எனைன இரு �கâச்சிகள் எனில 

P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )∪ = + − ∩  
 
�கâச்சி A 9றகன்ை �கâÛதுள்N �பையில A யின �ைÛதபனயில B -ன சோர்பு�பை 
�கâதகவு P B A( )   எனக குறிககப்ைடின

 P B A
P A B

P A
P A( / )

( )

( )
( )=

∩
≠, 0

                            

 P A B
P A B

P B
P B( / )

( )

( )
( )=

∩
≠, 0

 6்டனிகâவுகNோக 9றைடும்  A மற²ம் B  எ­ம் இரு �கâச்சிக�ன �கâதகவு

                                    P A B P A B P B P A B P B A P A( ) ( / ) ( ) ( ) ( / ) ( )∩ = ∩ =     or

                  P A B P A P B( ) ( ) . ( )∩ =    எனில A மற²ம் B  எ­ம் இரு �கâச்சிகளும்
சோர்�ைோ �கâச்சிகNோகும்.
கூட்டு நி்கழ்்த்கவு

  A A A An1 2 3, , , ...  எனைன ;னபை ;ன² விைககிய யோவுமNோவிய �கâச்சிகள் மற²ம்  B  
எனைது S எ­ம் கூ²்ை�யில 6ள்N 9்த­ம் ;ரு �கâச்சி எனில  

                      P B P A P B A P A P B A P A P B A P A Pn n i( ) ( ). ( / ) ( ). ( / ) ( ). ( / ) ( ).  = + + + =1 1 2 2  (( / )B Ai
i

n

=

∑
1

P (B ) எனைது �கâச்சி B  -யின கூடடு �கâ தகவு ஆகும்.

பபயீஸ்-ன் ப்தற்றம்

   A A A An1 2 3, , , ...   எனை ;னபை ;ன² விைககிய மற²ம் யோவுமNோவிய �கâச்சிகNோகவும் 
்ம³ம்  P (Ai ) >  0,    i = 1 ,2 ,3 , … .n  எனில P (B ) >  0,இருககும்ைடி B  எனை   எÛத ;ரு 
�கâச்சிககும்

P A B P A P B A
P A P B A P A P B Ai

i i( / ) ( ) ( / )
( ) ( / ) ( ) ( / ) ...

     
   

=
+ + +1 1 2 2    P A P B An n( ) ( / )
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284X I  -  க~்த�Jà

நி்கழ்்த்கவு ப்ககாட்பகாடு-ஓர் அறிமு்கம்

்சயலைோடடின இ²தியில

கிப்டககப் ்ை²ைது

்} - � 
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி  ĊĢĬĊĢğįĞ-வின sěČ 
İıĞīġĞįġ ēįĬğĞğĦĩĦıĶt ைககத்திறகுச் ்சலக. 6ஙகள் ைோ்டம் சோர்Ûத ைை ை~த்தோள்கள் 
இப்ைககத்தில ்கோடுககப்ைடடிருககும்.

்} - �
sĖĢıİ Ğīġ ēįĬğĞğĦĩĦıĶt எனைபதத் ் தர்Û்தடுககவும். அதில sđĢĴ ēįĬğĩĢĪt எனைபதத் ் தர்வு 
்சயது,வினோககபNமோறை முடி°ம். �கâதகவு கDககுகபNச் ்சயது, அதற்கன 
்கோடுககப்ைடடிருககும் கட்டஙகபNச் ்சோடுககுக.

6K� �
ht tps : //ggbm .a t/z bpc j 934

ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.

நி்கழ்்த்கவு ப்ககாட்பகாடு-ஓர் அறிமு்கம்

்சயலைோடடின இ²தியில

்} - � ்} - �

இவ�யச் வ�யல்ாடு 12  ( a)
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285 நிகழ்தகவு ககோட்ோடு - ஓர் அறிமுகம்

்சயலைோடடின இ²தியில

கிப்டககப் ்ை²ைது

்} - � 
�âககோªம் 6ர� � விபரவுக குறி�டப்டப் ையனைடுத்தி ĊĢĬĊĢğįĞ--வின sěČ 
İıĞīġĞįġ ēįĬğĞğĦĩĦıĶt ைககத்திறகுச் ்சலக. 6ஙகள் ைோ்டம் சோர்Ûத ைை ை~த்தோள்கள் 
இப்ைககத்தில ்கோடுககப்ைடடிருககும்.

்} - � 
sąĞĶĢİ ėĥĢĬįĢĪt எனைபதத் ்தர்Û்தடுககவும். அதில ;ரு எடுத்துககோடடுகள் 
்கோடுககப்ைடடிருககும். ்கோடுககப்ைடடிருககும் ைடிக�ன ைடி �கâதகவுகபNச் 
்சயக. 6ஙகள் விப்டகபNச் ச� ைோர்கக, அதற்கன ்கோடுககப்ைடடிருககும் 
கட்டஙகபNச் ்சோடுககுக.

6K� �
ht tps : //ggbm .a t/z bpc j 934

ை்டஙகள் அப்டயோNத்திறகு மடடும்.

்சயலைோடடின இ²தியில

்} - � ்} - �

இவ�யச் வ�யல்ாடு 12  ( b )

நி்கழ்்த்கவு ப்ககாட்பகாடு-ஓர் அறிமு்கம்
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286X I  -  M at h em at i c s

lவ்டகள்
்யிறசி 7.1

 (1) (i) 
1
2

1 9 25
0 4 16








   (ii) 

1
4

1 5 9 13
2 2 6 10
5 1 3 7

















 (2)  ± − −2 3 1
2

1, , , π   

 (3) 5  (4) A B=
− −

−








 =

− −
−











1
3

15 10 8
10 5 5

1
3

12 2 16
8 4 13

,  

 (5) A
a4 1 4

0 1
=








   (6) (ii) α π

π
= ± ∈2

3
n n,    (7) x =1  

 (9) k = 2   (12)  −I   (14) A =
−









1 2
2 0

  (16) 3 4×    

 (18) A =
−

















1 3
2 12
5 0

 (19) x y= − = −2 1,              (20) (i) x = 3
1
3      (ii) p q r= − = = −2 0 3, ,

 (21) A =
− −

−
















0 1 2
1 0 1
2 1 0

 ,  எதிர் சமச்சீர் (24)  பை I - ` 280, பை II - ` 440, பை III - ` 730

்யிறசி  7.2

 (10) 0 (13) 0 (15) (i) 0   (ii) 0 (16) 4
 (17) −81  (18) 0 (19) x = −1 2,   (21) 7 

்யிறசி  7.3

 (3) x = 0 (இருமுபை), x a b c= − + +( )   (5) x = 0  (இருமுபை), x = −12

்யிறசி  7.4

 (1) 2.5 ச.அ. (2) k = −1 7,  
 (3) (i) பூஜ்ஜியக்கோபை   (ii) பூஜ்ஜியமறை ்கோபை (iii) பூஜ்ஜியக ்கோபை

 (4) (i) a = −
6
7

  (ii) b =
49
8

  (5) 
1
2

  (6) 6

்யிறசி 7.5

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)

2 1 2 2 2 2 4 4 2 4 2 4 3 2 4

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)

3 3 4 1 3 2 3 3 1 2
்யிறசி  8.1

 (7) மறை ைககஙகள் 


  



b a a a b− − −, , , மற்ைோரு மூபை விட்டம் 


b a− 2
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287 Answers

்யிறசி  8.2

 (1) (i)  திபசக ் கோபசனகள் அலை   (ii) திபசக ் கோபசனகள்     (iii) திபசக்கோபசனகள் அலை

 (2) (i) 
1
14

2
14

3
14

, ,





   (ii)  

3
19

1
19

3
19

, ,−







   (iii) (0, 0, 1)

 (3) (i) 
3
79

4
79

8
79

3 4 8, , , ( , , )−







 −  (ii) 

3
11

1
11

1
11

3 1 1, , , ( , , )







  (iii) (0, 1, 0),  (0, 1, 0)                   (iv)  5
2338

3
2338

48
2338

5 3 48, , ( , )− −







 − −, 

  (v) 
3
34

4
34

3
34

3 4 3, , , , )−







 −,  (  (vi) 1

2
0 1

2
1 0 1, , ( , , )−






 −,

 (4) 
1
6

1
6

2
6

, , −







  , −









−









2
6

1
6

1
6

1
6

2
6

1
6

, , , ,,  

 (5) a = ± 1
2

        (6) a b c= − = = −1 2 1, ,  அலைது a b c= = − =1 2 1, ,       (8) λ =
2
3

  

 (11) (i) 41 2
41

1
41

6
41

, , , −





   (ii) 1123 15

1123
27
1123

13
1123

, , ,−







  

 (12) 44 218 110+ +   (13) 
1 ˆˆ ˆ(17 3 10 )
398

i j k− −  

 (14) ஆம்  (16) m = ±
1
3

 

்யிறசி  8.3

 (1) (i) 9 (ii)  4 (2) (i) λ =
5
2

    (ii) λ = 2   (3) θ
π

=
4

 

 (4) (i)  θ =
−







−cos 1 9
49

  (ii) θ
π

=
2
3

  (5) θ
π

=
2
3

  (8) −55  

 (11) 5 2   (12) 
51
7

  (13) 5 (14) −42  

்யிறசி  8.4

 (1) 507   (3) 
10 3 ˆˆ ˆ(5 3 )

35
i j k± − +     (4)  

ˆˆ ˆ( 2 2 )
3

i j k+ −±

 (5) 8 3  ச.அ. (6) 
1
2

93  ச.அ.   (10) 
p
3

 

்யிறசி  8.5

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)
3 3 4 2 2 3 4 4 2 3 2 1 1 1 3

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)
4 1 4 4 1 3 2 4 3 2
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288X I  -  M at h em at i c s

்யிறசி  9.1

 (1) 0 3.   (2) 0.25 (3) 0.288 (4) -0 25.

 (5) 1 (6) 0 (7) 1 (8) 3

 (9) 2 (10) 3 (11) எலபை இலபை (12) எலபை இலபை

 (13) 0 (14) 1 (15) எலபை இலபை

 (16)  x0 4= தவிர (17) x0 = p  தவிர  (19) f f( ) ( )8 8 25− += =   (20) இயைோது

 (21) f ( )2 ைறறி முடிவு ்சயய இயைோது (22) 6, 6 (23) எலபை இலபை

்யிறசி  9.2

 (1) 32 (2) 
m
n

   (3) 108 (4) 
1

2 x
  

 (5) 
1
6

  (6) −
1
4

  (7) 3 (8) 4 

 (9) 
1
2

  (10) −
1
4

  (11) −
3
4

43   (12) 0

 (13) x ® 0 எனில f x( )→−∞ (எலபை இலபை)    (14) 
1
4

  (15) 
1

4a a b−
 

்யிறசி  9.3

 (1) (i) x→− −2 எனில f ( )− →∞2 ,      x→− +2  எனில f ( )− →−∞2

  (ii)  x→
−p

2 எனில f p
2





→∞ ,  x→

+p
2  எனில f p

2





→−∞

 (2) x→ −3 எனில f ( )3 →−∞ , x→ +3 எனில f ( )3 →∞

 (3) x→∞  எனில f x( )→∞  (4) 0 

 (5)  x→∞  எனில f x( )→∞  (6) −1  (7) 
1
4

 

 (8) (i) 
1
6

      (ii) 
9
25

      (iii) 1 (9)  
1
α

  (10) 30

்யிறசி  9.4

 (1) e7  (2) e
1
3   (3) 1 (4) 

1
8e

  (5) e3

  (6) 
1
8

  (7) 
α
β

     (8) 
2
5

    (9) 
1
0

,
,

( ) ,

m n
m n

f m n

=
>

→ →∞ <









  

0  vdpy;  α α

Answers.indd   288 03-09-2018   15:21:55

www.tntextbooks.in



289 Answers

 (10) 2cos a  (11) 
b
a

   (12) 
2
3

  (13) 
1
2

  (14) 2

 (15) log 2
3

  (16) log9    (17) 
1
2

  (18) log3 1−   (19) a

 (20 −
3
2

  (21) e2   (22) 
1

4 2
   (23) 1 (24) e2   

 (25) 2 (26) log a
b

  (27) 
1
2

   (28) 
1
2

 

 ்யிறசி  9.5

 (2) (i) x∈ -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (ii)  -ல ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (iii) x n n Z∈ − + ∈ ( ) ,2 1
2
π

 -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (iv) x∈  -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (v) ( , )0 ¥ -ல ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (vi) x∈ − { }0 -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (vii) x∈ − − { }4 -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (viii) x∈ -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (ix) x∈ − − { }1 -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது 

  (x) x n n Z∈ − ∈

π
2

, -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

 (3) (i) x = 3-ல ்தோ்டர்ச்சியறைது

  (ii) x∈ -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (iii) x∈ -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (iv) x∈





0

2
,π -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது

 (4) (i) x0 1= -ல ்தோ்டர்ச்சியோனது

  (ii) x0 3= -ல ்தோ்டர்ச்சியறைது

 (5) x∈ -ன எலைோ மதிப்புகளுககும் ்தோ்டர்ச்சியோனது (6) α = 4           (8) 6 

 (9) (i) x =1-ல ்தோ்டர்ச்சியறைது (ii) x = 0 -ல ்தோ்டர்ச்சியறைது 

 (10) x = 0 1 3, ,  ஆகிய மதிப்புகளுககு ்தோ்டர்ச்சியோனது
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290X I  -  M at h em at i c s

 (11) (i)  x = −2 -ல நீககககூடிய ்தோ்டர்ச்சியினபம, g x
x x

x
x

x
( ) =

− −
+

≠ −

− = −







2 2 8
2

2

6 2

,

,

  (ii) x = −4 -ல நீககககூடிய ்தோ்டர்ச்சியினபம, g x
x
x

x

x
( ) =

+
+

≠ −

= −







3 64
4

4

48 4

,

,
 

  (iii) x = 9 -ல நீககககூடிய ்தோ்டர்ச்சியினபம, g x

x
x

x

x
( ) =

−
−

≠

=










3
9

9

1
6

9

,

,

 (12) −2    (13) f ( )0 0=   (14) f ( )1 2
3

=  

்யிறசி  9.6

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)

2 3 4 1 1 4 2 2 2 3 4 3 4 3 1

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)

1 1 1 4 2 2 2 2 2 4

்யிறசி  10.1

 (1) (i) 0 (ii) −4   (iii)  −2x

 (2) (i) ′ =− ′ =− +f f( ) , ( ) ,1 1 1 1 ைபகபமயறைது 

  (ii) x→ −1 எனில ′ →−∞f x( ) , ைபகபமயறைது

  (iii) ′ = ′ =− +f f( ) , ( ) ,1 1 1 2 ைபகபமயறைது

 (3)  (i) ைபகபமயோனது (ii) ைபகபமயறைது

  (iii) ைபகபமயறைது (i) ைபகபமயறைது

 (5) x x= − =1 8 , ஆகியபை கூர்முபனகள்

  x = 4 -ல ்தோ்டர்ச்சியறைது, 
  x =11  -ல ்சஙகுத்துத் ்தோடு்கோடு

 (6) மதிப்பு இலபை

 (7) (i) x n n Z= ∈π , -ககு ைபகபம இலபை (ii) x n n Z= + ∈( ) ,2 1
2
π

-ககு ைபகபம இலபை

்யிறசி  10.2

 (1)  1 3− cos x   (2) cos sinx x−   (3) x x xcos sin+  
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 (4) − −sin secx x2 2   (5) 3 2 3t t t tcos sin−   (6) 4 2sec tan sect t t+  

  (7) e x xx (cos sin )+   (8)  
x x x

x
sec tan2

2

−
  (9)  

1
1+ cos x

  

 (10) 
( ) cos ( )sin

(sin cos )
1 1

2

− + +
+

x x x x
x x

  (11)   cos x + sin x (12) 
x x x

x
cos sin− 2

3   

 (13) tan sec cos sinθ θ θ θ+ +   (14) −
+( cos )
sin

1 2

3

x
x

  (15) x x x xcos sin cos2 +   

 (16) e
x

xx− −





1 log   (17) e x x x
x

x xx− − + + +
+
+

+ +










3 2
2

3 5 1 5
1

2 1( ) log( ) log( )

 (18) 
p p

180 180
cos x   (19) 

log10 e
x

்யிறசி  10.3

 (1)  5 2 4 4 62 4( )( )x x x+ + +   (2) 3 32sec x   (3) −sec sin(tan )2 x x  

 (4) x x2 3
2
31( )+

−
  (5) 

1
2 x

e x   (6) e ex xcos( )  

 (7) 7 3 4 42 3 6( )( )x x x+ +   (8) 
3
2

1 1 1
1
2

2t
t t

−





 +





   (9) 

1
3

12
2
3sec ( tan )t t+

−
 

 (10) − +3 2 3 3x a xsin( )    (11) −my   (12) 20 5 5sec tanx x   

 (13) 
8 2 5
8 5

2 15 5
3

2 4
2( )

( )
[ ]x

x
x x−

−
+ −   (14) 

8 14

3 2

3

2
2
3

x x

x

+

+( )
 (15) e xx− −

2

1 2 2[ ]  

 (16) −
+ −

3

2 1 1

2

3
3
4 3

5
4

t

t t( ) ( )
  (17) 

14 3
2 7 3 7 3

−
− −

x
x x( )

  (18) −sin sec (cos )x x2

  (19) sin ( sec )x x1 2+   (20) 

1
�

x

2x
5

  (21) 
sec

tan

2

1 2
x

x+
 

 (22) 3sin cos (sin cos )x x x x−  (23)  −k kx kxsin sin( cos )2  (24) − +6 2 1 2 5sin ( cos )x x

   (25) 
3 2

1

3 4

2

e e
e

x x

x

+
+( )

  (26) 
2 1

4

x

x x x

+

+
 (27) e x x xx xcos [cos sin ]−  

 (28) 
4 2 1

8

x x x x

x x x x x x

+ + +

+ + +
      (29) 

cos tan sin sec si

sin x

2

2
     (30)  

−
+

2
1 2x
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்யிறசி  10.4

 (1)  x x
x

x sin coslog   (2) x x
x

x
x

xx xlog log (log )
log

log(log )2 1





 + +











 (3) 
y x
x y

( )
( )
2 1
1 2

−
+

  (4) 
y x y y
x y x x
( log )
( log )

−
−

 (5) (cos ) log(cos ) tan loglogx x
x

x xx −





 (6) −
b x
a y

2

2   (7) 
x x y y
x y x y

2 2

2 2

+ +

− +
 (8) 

1 2 2

2 2

− + − −
+ − −

sec ( ) sec ( )
sec ( ) sec ( )

x y x y
x y x y

 (10) 
1
2

  (11) 
6

1 9 2+ x
  (12) 1 (13) − tan t  

 (14) tan t   (15) 
t

t

2 1
2
−

  (16) 
2

1 2+ x
  (17) 

3
1 2− x

 (18) 1 (19) cos x2  (20) 2 (21) 
1
2

 

 (22) −1 (23) 
x

x( )1 2
3
2−

 

்யிறசி  10.5

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)
2 4 3 3 1 4 3 2 1 4 3 3 2 2 4

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)
2 3 1 4 2 4 1 1 3 2

்யிறசி  1 1.1

 (1) (i) 
x c

12

12
+   (ii) − +

1
6 6x

c   (iii) 
3
7

7
3x c+   (iv) 

8
13

13
8x c+  

 (2) (i) − +cot x c   (ii) sec x c+   (iii) − +cosecx c   (iv) tan x c+  

 (3) (i) 123 x c+   (ii) log | |x c+   (iii) e cx +  

 (4) (i) tan− +1 x c   (ii) sin− +1 x c   

்யிறசி  1 1.2

 (1) (i) 
( )x c+

+
5

7

7

  (ii) 
1

9 2 3 3( )−
+

x
c   (iii) 

2
9

3 2
3
2( )x c+ +  

 (2) (i) 
−

+
cos3

3
x c   (ii) −

− +sin( )5 11
11

x c
  (iii) −

−
+

cot( )5 7
5
x c  

 (3) (i) 
1
3

3 6e cx− +   (ii) − +
−e c

x8 7

7
  (iii) − − +

1
4

6 4log | |x c  
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 (4) (i) 5
5

tan x c+   (ii) − + +
1
5

5 3cosec( )x c   (iii) − − +
1

15
2 15sec( )x c  

 (5) (i) 
1
4

41sin ( )− +x c   (ii) 
1
9

91sin ( )− +x c   (iii) 
1
6

61tan ( )− +x c  

்யிறசி  1 1.3

 (1) 
( )

( )
cot( )x

x
x c+

+
−

+
−

+
4

6
1

3 2 5
3 1
3

6

3   (2) − − + − − +−2 5 2 3 6 6 43 6sin( ) log | |x e x cx  

 (3) 5
5

9 2 2 5 3tan sin sec( )x x x c+ + + +   (4) 2 4 9 3 3 51 1 1sin ( ) sin ( ) tan ( )− − −+ − +x x x c  

 (5) 2 3 2 3 3 41 1tan ( ) sin ( )− −+ + − +x x c   (6) sin log | |x x c
x

3
4 7 9 55

3
−






 + + + +

+
 

்யிறசி  11.4 

 (1) 2 5 32x x− +   (2) 3 13 2( )x x− −   (3) 2 3 5 263 2x x x− + +  

 (4)  (i) 8 வினோடிகள்  (ii) 39.2 மீ/வினோடி (iii) 78.4 மீ/வினோடி

 (5) (i) 2.5 ச.்சமீ (ii) 1.5 ச.்சமீ 

்யிறசி  1 1.5

 (1) 
x x x

x
c

2

2
4 3 2

+ − − +log | |   (2) 
x x x c

2

2
2+ + +log | |    (3)  

8
3

26 180
3

2x x x c+ − +

 (4) tan cotx x x c− − +2   (5) 2[sin cos ]x x c+ +α  (6) − +2 2cosec x c  

 (7) − − +3 4cot x x ccosec   (8) x x c− +sin   (9) 2 3
3

sin sinx x c+




+  

 (10) 
1
2

5
5

sin sinx x c+




+   (11) 

1
2

10
10

x x c−




+

sin
  (12) − +

1
8

4cos x c  

 (13) 
( )

log( )
ae

ae
c

x

+   (14) 
2

15
3 7 2

3
3 7

5
2

3
2( ) ( )x x c+ − + +

 (15) 
2

2
2

3 2

2 2 2 3x x

c
+ −

− +
log log

  (16) 
2
21

3 4
3
2

3
2[( ) ( ) ]x x c+ + − +  

 (17) 2 3 2log | | log | |x x c+ − + +   (18) 
1
9

1 1
9

2 1
3 2

log | ( ) | log | ( ) |
( )

x x
x

c− − + +
+

+

 (19)  log tanx
x

x c+
−

+ +−2
1

3 1  (20) 
x x x x c

2

2
3 1 8 2+ − − + − +log | | log | |  
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்யிறசி  1 1.6

 (1) 1 2+ +x c   (2) 
1
3

1 3tan ( )− +x c   (3) log | |e e cx x+ +−  

 (4) log | |10 10x x c+ +   (5) − +2cos x c   (6) log | log(sin ) |x c+

 (7) log log tan x c
2







 +   (8) 

1
2

2 2 2

b
a b x clog | sin |+ +    (9) 

(sin )−

+
1 2

2
x c  

 (10) ( ) ( ) log | |1 4 1 2 12+ − + + + +x x x c   (11) log | log(log ) |x c+  

 (12) − +−e cxβ α

  (13) 2 sec x c+   (14) 
( ) ( )1

19
1

18

19 18−
−

−
+

x x c  

 (15) 
sin sin6 8

6 8
x x c− +   (16) ( ) cos sin log | sec( ) |x a a a x a c− − − +  

்யிறசி  1 1.7

 (1) (i) e x cx3 3 1[ ]− +   (ii) − + +
x x x ccos sin3

3
3

9
  

  (iii) − + +−e x cx5 5 1[ ]   (iv) x x x x csec log | sec tan |− + +  

 (2) (i)  
x x x c

2 2

2 4
log | |

− +  (ii) e x x cx3 29 6 2[ ]− + +  

  (iii) x x x x x c2 2 2sin cos sin+ − +   (iv) − + + − +x x x x x x x c3 23 6 6cos sin cos sin  

 (3) (i) − − + +−sin 1 21x x x c  (ii) 
1
2

2 2
2 4 2e x x cx [ ]− + +

  (iii) 
1
2

4 4 1 161 2x x x ctan log | |− − +



 +   (iv) 

்யிறசி  1 1.8

 (1) (i) 
e

a b
a bx b bx c

ax

2 2+
+ +[ cos sin ]    (ii) 

e x x c
x2

5
2[ sin cos ]− +  

  (iii) 
e x x c

x−

− +
5

2 2 2[ sin cos ]   

 (2) (i) − + +
−e x x c

x3

13
3 2 2 2[ sin cos ]   (ii) − + +

−e x x c
x4

10
2 2 2[ sin cos ]

  (iii) 
e x x c

x−

− +
3

10
3[sin cos ]  

்யிறசி  1 1.9

 (1) e x cx log | sec | +   (2) 
e
x

c
x

2
+   (3) e x cx sec +  

 (4) e x cx tan +   (5) xe cxtan− +
1

  (6) 
x

x
c

1+
+

log | |
 

Answers.indd   294 03-09-2018   15:23:15

www.tntextbooks.in



295 Answers

்யிறசி  1 1.10

 (1) (i) 
1
4

2
2

log +
−

+
x
x

c   (ii) 
1
20

5 2
5 2

log +
−

+
x
x

c   (iii) 
1

12
3 2
3 2

log x
x

c−
+

+

 (2) (i) 
1

2 2
2 3
2 3

log − +
+ −

+
x
x

c    (ii) 
1

10
4
6

log x
x

c−
+

+  (iii) log x x x c+ + + + +2 4 22  

 (3) (i) log ( )x x c+ + + − +2 2 12  (ii) log x x x c− + − + +2 4 52   (iii) sin− −





 +

1 4
5

x c   

்யிறசி  1 1 . 1 1

 (1) (i) log | | lox x x
x

2 4 12 7
8

2
6

c  (ii) 
5
2

2 2 7 12 1log | | tan ( )x x x c+ + − + +−  

  (iii) 
3
4

2 2 3 5
2

2 1
5

3 1log | | tanx x x c− + +
−







 +

−  

 (2) (i) 5
2

13
2 9 41 2sin− −

− + − +
x x x c  (ii) x x x c2 21 2 1− + + − +log | |  

  (iii) 2 4 1 2 4 12 2x x x x x c+ + − + + + + +log | |  

்யிறசி  1 1.12

 (1) (i) 
x x x x x x c+

+ + + + + + + +
1

2
2 10 9

2
1 2 102 2log | |

  (ii) x x x x x x c−
− − − − + − − +

1
2

2 3 2 1 2 32 2log | |

  (iii) 
x x x x c−

− − + − +−5
2

10 24 1
2

52 1sin ( )  

 (2) (i) 
1
4

2 5 9 2 5 9 2 5
3

2 1( ) ( ) sinx x x c+ − + +
+
















 +

−

   (ii) 
1
4

2 1 81 2 1 81 2 1 81 2 12 2( ) ( ) log ( )x x x x c+ + + + + + + +




+

  (iii) 
x x x x c+

+ − + + + + − +
1

2
1 4 2 1 1 42 2( ) log ( )

்யிறசி  1 1.13

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)
1 3 4 1 3 1 3 2 4 3 4 2 4 4 1

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)
2 3 2 4 1 3 4 3 1 4
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்யிறசி  12.1

 (1) (i)  சோத்தியமோனது (ii) சோத்தியமறைது (iii) சோத்தியமறைது

 (2) (i) 
1
2

   (ii) 1  (3) (i) 
5
9

   (ii)
4
9

  (4) (i) 
1
7

   (ii) 
2
7

  (5) (i) 7
64

   (ii) 
247
256    (iii) 

37
256  

 (6) 
37

100  (7) (i) 
7
33

    (ii) 
14
55

   (8) (i) 
2

13
  (ii) 

5
13

  (iii) 
2

13

 (9) 
627
728

  (10) (i) 
5

12
  (ii) 2 to 3

்யிறசி  12.2

 (1) (i)  
5
8

   (ii)
1
2

   (iii)) 
1
8

   (iv) 1 (2) (i) 0.50    (ii) 0.35      (iii) 0.20

 (3) 
11
36

  (4) (i) 0.8      (ii) 0.5        (iii) 0.3

 (5) (i) 0.9984    (ii) 0.0016 (6) (i) 0.64    (ii) 0.44

்யிறசி  12.3

 (1) இயைோது (3) 0.5  (4) (i) 0.5  (ii) 0.9 

 (5) 
3
8

  (6) (i) 
3
5

  (ii) 
13
30

  (7) (i) 0.5   (ii) 0.375

 (8) (i) 
1
4

   (ii) 
9
40

    (iii) 
21
40

 (9) 0.75 

 (10) (i) 0.3 (ii) 0.5   (iii) 0.5  (iv) 0.5 (11) (i) 
5
28

  (ii) 
1

14
  (12) 

13
30

 

்யிறசி  12.4

 (1) 0.028 (2) (i) 
11
20

   (ii) 
6

11
 

 (3) (i) 
7

250
    (ii) 

3
7

  (4) 
15
41

          (5) (i) 
9
25

 (ii) 
2
3

 

்யிறசி  12.5

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15)

4 3 1 2 2 1 1 4 2 3 3 1 4 2 3

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25)

1 4 3 2 3 2 2 4 4 3
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அத்தியாயம் 7   
அணிகளும் அணிக்காவைகளும்

 matrix
 order
  row matrix
  column matrix
  zero matrix
  null matrix
  square matrix
  diagonal matrix
  unit matrix
   triangular matrix
   


upper triangular 
matrix

   


lower triangular matrix

   principal diagonal
  scalar matrix
 conformable
  commutative property
  associative property
  identity property
  inverse property
  distributive property
 symmetric
  skew-symmetric
 determinant
  


singular matrix

  


non-singular matrix

 
அத்தியாயம் 8  

வைக்டர் இயறகணிதம்

 vector
  initial point
  terminal point
  support of the 

vector
  free vector

  localised vector
  


co-initial vectors

  


co-terminal vectors

  


collinear vectors 

  parallel vectors
   coplanar vectors
  equal vectors
  zero vector
  unit vector
   like vectors
   unlike vectors
  scalar 

multiplication

  position vector
  section formula
  


resolution of vector

  direction cosines
  direction ratios
  scalar product
  vector product

 
அத்தியாயம் 9 

ைவக நுணகணிதம் 
எலவலைகள் மறறும் வதா்டர்ச்சித் 

தனவம

  calculus

 limit

  one sided limit

  le� hand limit

  right hand limit
  in�nite limit

  limit at in�nity

கலைச்சொறகள்
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  


vertical asymptote

  


horizontal asymptote

  Sandwich theorem
  continuity
 


discontinuity

  


removable 
discontinuity

 


jump discontinuity

 
அத்தியாயம் 10  

ைவக நுணகணிதம் 
ைவகவம மறறும் ைவகயி்டல 

முவைகள்

  analytic equation
 derivative
 velocity
 acceleration
 jerk
 


tangency

 


di�erence quotient

 secant line
 tangent line
  slope of the curve

 rectilinear motion
 position function

 / 


di�erentiable

 di�erentiation
 


le� hand derivative

 


right hand derivative

 


non-di�erentiability

  quotient rule
  chain rule
  


composite functions 
rule

   function of a function 
rule

  intermediate argument
  


implicit di�erentiation

 
 

explicit di�erentiation

  


parametric 
di�erentiation

 


higher order derivative

அத்தியாயம் 11 
வதாவக நுணகணிதம்

  integrand
  integrator
 


anti-derivative

 
 


inde�nite integral

அத்தியாயம் 12 

  நிகழதகவு ்காட்ாடு - ஓர் அறிமுகம்

 experiment
 


deterministic 
experiment

 


random experiment

 event

 
sure event or certain 
event

  impossible event

 


exhaustive event

 sample space
 
 


mutually exclusive 
events

 


equally likely events

 


conditional probability

 


independent events
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மேறமகொள் நூலகள்

 (1) Elements of Linear Algebra– P.M.Cohn , Springer

 (2) Theory and Problems of Matrices – Frank Ayres, Schaum’s Outline series

 (3) Topics in Algebra, I.N. Herstein, Vikas Publishing Company.

 (4) Vector Algebra, Schaum’s Outline series.

 (5) Differential and Integral Calculus, N. Piskunov, Mir Publsihers, Moscow.

 (6) Elementary Treatise on the Calculus, George A. Gibson, Macmillan & Co. New 

York.

 (7) Elementary Calculus, Vol. I, V.I. Smirnov, Addison – Wesley Publish Company, 

Inc.

 (8) Calculus (Volume 1 and II), Tom. M. Apostol, John Wiley Publications.

 (9) Calculus and Analytical Geometry,

  George B.Thomas and Ross L. Finney (Ninth edition) Addison-Wesley.

 (10) Calculus Early Transcendentals – George B.Thomas JR., Joel Hass, Christopher 

Heil, Maurice D.Weir, Pearson

 (11) Advanced Engineering Mathematics- Erwin Kreyszig – Wiley India(P) Ltd.

 (12) Calculus, Robert T.Smith, Roland B.Minton, McGraw Hill Education(India)

Private Limited.

 (13) Mathematical Analysis, S.C. Malik, Wiley Eastern Ltd.

 (14) Methods of Real Analysis, Richard R. Goldberg, Oxford and IBH Publishing 

Company, New Delhi.

 (15) Theory and Problems of Probability, Random Variables and Random Processes, 

Hwei P. Hsu, Schaum’s Outline series

 (16) Mathematical Statistics, John E. Freund and Ronald D. Walpole, Prentice Hall of 

India.

 (17) Mathematical Statistics, Saxena and Kapoor
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கணிதவியல – மேலநிலை முதைொேொண்டு 
பாடநூல் உருவாக்கக குழு

முலைவர் J.R.V. எடவர்ட,
முதல்வர்(பபா), ்கணிதத் துறை,
SCOTT கிறித்துவக ்கல்லூரி, 
நா்கர்்்காவில், ்கன்னியாகுமரி மாவடடம்.
முலைவர் R. ரூப்குேொர்
இறைப் ்பராசிரியர், ்கணிதத்துறை,
தமிழநாடு மத்திய பல்்கறைக ்கழ்கம்
திருவாரூர்.

பாட ஒருங்கிறைப்பாளர்
B. தமிழச்சலவி,
துறை இயககுநர், மாநிைக ்கல்வியியல் ஆராய்ச்சி 
மற்றும் பயிற்சி நிறுவனம், பென்றன.

பாடநூைாசிரியர்்கள்
முலைவர் R. சுவொமிநொதன்
முதல்வர், வித்யாகிரி ்மல்நிறைப் பள்ளி
புதுவயல், ்காறரககுடி.
S. பன்னீர்்சலவம்,
முது்கறை ஆசிரியர் (ஓய்வு), 
அரசினர் ்மல்நிறைப் பள்ளி,
G.K.M. ்காைனி, பென்றன.
M. ேதிவொணன்,
தறைறமயாசிரியர், 
அரசு மாதிரி ்மல்நிறைப் பள்ளி,
்காரிமங்்கைம், தர்மபுரி.
N. கலைச்சலவம்
முது்கறை ஆசிரியர்
பென்றன பபண்கள் ்மல்நிறைப் பள்ளி,
நுங்்கம்பாக்கம், பென்றன.
A. பொைமுருகன்
முது்கறை ஆசிரியர்
அதியமான் அரசினர் ஆண்கள் ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
தருமபுரி.
மகொ. சு. வீரரொகவன்,
முது்கறை ஆசிரியர்,  
ஸ்ரீகிருஷைா பமடரிக ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
TVS ந்கர், ்்காயம்புத்தூர்.
R.M. மீைொடசி
முது்கறை ஆசிரியர்
அணைா ஆதர்ஷ பமடரிக ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
அணைாந்கர், பென்றன.

ஒருங்கிறைப்பாளர் 
K.P. சுஜொதொ,
படடதாரி ஆசிரியர், 
அரசினர் பபண்கள் ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
K.V. குப்பம், ்வலூர் மாவடடம்.

பாட வல்லுநர்்கள்
முலைவர் S. ்பொன்னுசொமி
்பராசிரியர், ்கணிதத்துறை, 
இந்திய பதாழில்நுடப நிறுவனம், பென்றன.
முலைவர் K. ஸ்ரீனிவொசன்,
இறை ்பராசிரியர் மற்றும் துறைத்தறைவர் (ஓய்வு), 
்கணிதத் துறை,
மாநிைக ்கல்லூரி (தன்னாடசி), பென்றன.
முலைவர் E. சந்திரமசகரன்,
்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
்வல் படக இரங்்கராஜன் முறனவர் ெகுந்தைா 
அறிவியல் மற்றும் பதாழில்நுடப ஆராய்ச்சி மற்றும் 
்மம்பாடடு நிறுவனம், 
ஆவடி, பென்றன.
முலைவர் C. ்சலவரொஜ்,
இறைப் ்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
மாநிைக ்கல்லூரி, பென்றன.
முலைவர் ஃ்பலபின் C. ்கன்ைடி,
இறைப் ்பராசிரியர் மற்றும் துறைத் தறைவர், 
்கணிதத் துறை, ஸபடல்ைா ்மரிஸ ்கல்லூரி, 
பென்றன.
முலைவர் G. பழனி,
உதவிப் ்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
டாகடர் அம்்பத்்கார் அரசு ்கறைக ்கல்லூரி,
வியாெர்பாடி, பென்றன.

பாட துறை வல்லுநர்்கள்
முலைவர் R. மவம்பு,
இறைப் ்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
SBK ்கல்லூரி, அருப்புக்்காடறட.
முலைவர் D.J. பிரபொகரன்,
உதவிப் ்பராசிரியர்
்கணிதத் துறை, MIT வளா்கம்,
அணைா பல்்கறைக ்கழ்கம், பென்றன.

ஆ்ைாெ்கர்்கள் 
முலைவர் V. தஙகரொஜ்,
முன்னாள் இயககுநர்,
RIASM, பென்றன பல்்கறைக்கழ்கம்,
முலைவர் M. சந்திரமசகர்,
்பராசிரியர் மற்றும் துறைத் தறைவர், 
்கணிதத் துறை,
அணைா பல்்கறைக ்கழ்கம்,
பென்றன.
முலைவர் K.C. சிவக்குேொர்,
்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
இந்திய பதாழில்நுடப நிறுவனம்,
பென்றன
முலைவர் L. மஜொன்ஸ் டொர்ஷியஸ் தொஸ்,
்பராசிரியர், ்கணிதத் துறை,
அணைா பல்்கறைக ்கழ்கம்,
பென்றன.

இந்நூல் 80 ஜி.எஸ.எம். எலி்கணட ்மப்லித்்தா தாளில் 
அச்சிடப்படடுள்ளது. ஆப்பெட முறையில் அச்சிட்டார்:

்கறை மற்றும் வடிவறமப்புக குழு

தடடச்சு, ்கறை மற்றும் வடிவறமப்பு 
S. ேமைொகரன்
V.V. கிராபிகஸ
பழவந்தாங்்கல், பென்றன-114.

தரக ்கடடுப்பாடு
்்காப்பு ராசு்வல்
ரா்ஜஷ தங்்கப்பன்
ப. அருண ்காமராஜ்
பஜரால்டு வில்ென்

அடறட வடிவறமப்பு
்கதிர் ஆறுமு்கம்

ஒருங்கிறைப்பு
ர்மஷ முனிொமி

பாட ஆய்வாளர்்கள் 
முலைவர் M. அலமபொன்ஸ்,
தறைறமயாசிரியர் (ஓய்வு),
அரசினர் ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
ெதுரங்்கப்படடினம், ்காஞ்சிபுரம் மாவடடம்.
G. ரொமஜந்திரன்,
தறைறமயாசிரியர் (ஓய்வு),
தந்றத பபரியார் அரசினர் ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
புழுதிவாக்கம், ்காஞ்சிபுரம் மாவடடம்.

இறையச் பெயல்பாடு 
ஒருங்கிறைப்பாளர்
D. வொசுரொஜ்,
படடதாரி ஆசிரியர் (ஓய்வு),
ப்காெப்பூர், புழல் பிளாக, திருவள்ளூர் மாவடடம்.

QR Code ்மைாணறமக குழு 
R. ்ஜகன்நொதன்
ஊராடசி ஒன்றிய நடுநிறைப் பள்ளி
்க்ைெபுரம், ்பாளூர்.
N. ்ஜகன்
அரசினர் ஆண்கள் ்மல்நிறைப் பள்ளி, 
உத்திர்மரூர், ்காஞ்சிபுரம் மாவடடம்.
J.F. பொல எடவின் ரொய்,
ஊராடசி ஒன்றிய நடுநிறைப் பள்ளி,
ராசிப்படடி, ்ெைம்.
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