
தமிழ்நாடு அரசு

தீண்டாைம மனிதேநயமற்ற ெசயலும் ெபருங்குற்றமும் ஆகும்

வணிகக் கணிதம் 
மற்றும் 

புள்ளியியல்

ேமல்நிைல இரண்டாம் ஆண்டு

தமிழ்நாடு அரசு விைலயில்லாப் பாடநூல் வழங்கும் திட்டத்தின் கீழ் ெவளியிடப்பட்டது

பள்ளிக கல்வி்ததுவை
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மாநிலக் கல்வியியல் ஆராய்ச்சி மற்றும் 
பயிற்சி நிறுவனம்
© SCERT 2019

பாடநூல் உருவாக்கமும் 
ெதாகுப்பும்

நூல் அச்சாக்கம்

க ற் க  க ச ்ட ற

விற்பைனக்கு அன்று

தமிழ்நாடு அரசு

முதல்பதிப்பு -     2019
திருத்திய பதிப்பு - 2020

(புதிய பாடத்திட்டத்தின்கீழ் 
ெவளியிடப்பட்ட நூல்)

 ெசன்ைன-600 006 

மா
நில

க் 
கல்

வி
யியல் ஆராய்ச்சி மற்றும் பயிற்சி நி

று
வ

ன
ம்.  

அறிவுைடயார் 
எல்லாம் உைடயார் 
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போடநூலில் உள்ள விவரவு குறியீட்வடப் (QR Code) பயன்படு்தது்ைோம்! எப்படி?
•  உஙகள் திறன்ர்பசியில், கூகுள் playstore /ஆபபிள் app store தகாணடு QR Code ஸ்ரகனர் தசயலிரய இைவசமாகப ்பதிவிறககம் தசய்து 

நிறுவிகதகாள்க.
•  தசயலிரயத் திறநதவு்டன், ஸ்ரகன் தசய்யும் த்பாத்தாரன அழுத்தித் திரரயில் ரதான்றும் ரகமராரவ QR Code-இன் அருகில் தகாணடு தசல்ைவும்.
•  ஸ்ரகன் தசய்வதன் மூைம் திரரயில் ரதான்றும் உரலிரயச் (URL) தசாடுகக, அதன் விைககப ்பககத்திற்குச் தசல்லும்.

இந்நூவலக வகயோள்ை�ற்கோன ைழிகோட்டி

்ைவல மற்றும் உயரகல்வி  
்மம்போட்டிற்கோன ைோய்ப்புகள்

வணிகக கணிதம் மற்றும் புள்ளியரை ஒரு ்பா்டமாகக தகாண்ட ரமல்நிரை 
வகுபபு வணிகவியல் மாணவர்களுககான ரமற்்படிபபு வாயபபுகளின் ்படடியல்.

மாணவர்கள் ஒவ்தவாரு அத்தியாயம் , ்பா்டம் அல்ைது ஆணடு இறுதியில் 
அர்டநதிருககரவணடிய கற்றல் இைககுகரைக குறிககிறது,கற்ைலின் ்நோககஙகள்

குறிப்பு  ்பா்டத்தின் கூடுதல் கருத்துககரை தரு்பரவ.

மாணவர்களின் கணித சிநதரனகரை வைர்ககும் வியத்தகு உணரமகள், 
கருத்துககள் ர்பான்றரவ.

பயிற்சி மாணவர்களின் நிரனவாற்றல் ,சிநதித்தல் மற்றும் புரிதரை  ரமம்்படுத்த ்பயிற்சி 
அளித்தல்.

மாணவர்களின் கணினி சார் அறிவுத்திறரன ரமம்்படுத்துதல்.இவணயச் தசயல்போடு

இவணய இவணப்புகள் கணினி வழி மூைஙகளுககான ்படடியல்.

உடனடி பதில் 
விவனக குறியீடு

மாணவர்கள் ்பா்டஙகள் ததா்டர்்பான கருத்துககரை ரமலும் அறிநதுதகாள்ை 
தமய்நிகர் கற்றல் உைகத்துககு அரழத்து தசல்லும் வழி.

இ�ர கணககுகள் மாணவர்களுககான கற்றரை ரமம்்படுத்த கூடுதல் கணககுகள்.

கவலச் தசோற்கள் கணித தமிழ வழிச் தசாற்களுககான ஆஙகிை தமாழியாககம்

போரவை நூல்கள் ்பா்டத் தரைபர்பாடு ததா்டர்புர்டய ரமலும் விவரஙகரை அறிநது தகாள்வதற்கான 
துரணநூற்களின் ்படடியல்
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ைணிகக கணி�ம் மற்றும் புள்ளியியல் பயிலும் மோணைரகளுககோன 
்ைவல மற்றும் உயரகல்வி  ்மம்போட்டிற்கோன ைோய்ப்புகள்

வணிகவியல் பாடத்திட்டத்தில் வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியைல ஒரு 
பாடமாக ெகாண்ட பிரிவில் பயிலும் ேமல்நிைல வகுப்பு  மாணவர்கள், தங்களது 

ேமற்படிப்புக்கு, BCA., B.Com., மற்றும் B.Sc., புள்ளியியல்  ஆகிய பிரிவுகைள ேதர்வு 
ெசய்யலாம்.

வணிக பிரிவு ேமல்நிைல வகுப்பு மாணவர்களுக்கு, வங்கி மற்றும், நிதி நிறுவனங்
களிலும்  ேவைல வாய்ப்புகள் சிறப்பாக உள்ளன.  கணினிைய ஒரு சிறந்த பாடமாகக் ெகாண்ட 
B.Com பிரிைவ ெபரும்பாலான மாணவர்கள் ேதர்வு ெசய்கின்றனர்.

ெதாழில் முைற ேமற்படிப்புக்களான C.A., ICAI., முதலிய படிப்புகைள ேதர்ந்ெதடுத்து ெவற்றி 
ெபறுவதன் மூலம், பட்டயகணக்காளர் (Chartered Accountant) நிறுவனச் ெசயலர் (Company Secretary) 
ேபான்ற சிறந்த பதவிகைள ெபற முடியும். ேமலும் B.Com., பட்டதாரிகள், M.Com., P.h.D., மற்றும் 
M.Phil., ேபான்ற ேமற்படிப்பு வகுப்புகைள ெதாடரலாம். B.Com., பட்டதாரிகளுக்கு ெபருமளவில் 
ேவைல வாய்ப்புகள் காத்திருக்கின்றன.

பட்டப்படிப்பு முடித்த பிறகு, MBA., M.A., ெபாருளியல் M.A., ெசயல்முைற மற்றும் புள்ளியியல் 
ஆராய்ச்சி பட்ட ேமற்படிப்பு முதலிய பிரிவுகைள ேதர்வு ெசய்யலாம். இவற்ைற தவிர, எண்ணற்ற 
பட்டய படிப்பு, சான்றிதழ் படிப்பு மற்றும் ெதாழிற் பயிற்சிக் கல்விகள் முதலியனவற்ைற 
ேமற்ெகாள்வதன் மூலம் ஆரம்ப கால ேவைல வாய்ப்புகைள ெபறலாம்.

வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியைல ஒரு பாடமாகக் ெகாண்ட ேமல்நிைல வகுப்பு வணிகவியல் 
மாணவர்களுக்கான ேமற்படிப்பு வாய்ப்புகளின் பட்டியல்.

படிப்புகள் கல்வி நிறுைனஙகள் ்மற்படிப்பிற்கோன 
ைோய்ப்புகள்

இவளஙகவல ைணிகவியல்
(B.Com.) / B.Com (Computer)
இவளஙகவல வியோபோர 
நிரைோகம் (B.B.A.), 
இவளஙகவல ைணிக ்மலோணவம 
(B.B.M.), 
இவளஙகவல கணிணி பயன்போடுகள் 
(B.C.A.), 
இவளஙகவல கவல (B.A.)

• அரனத்து அரசினர் கரை மற்றும் அறிவியல் 
கல்லூரிகள், அரசு நிதி உதவித்பறும் கல்லூரிகள், சுயநிதி 
கல்லூரிகள்

• �ராம் வணிகவியல் கல்லூரி (SRCC), புதுத்டல்லி.
• கூடடுவாழவு சமுதாய கரை மற்றும் வணிகவியல் 

கல்லூரி, பூரன (Symbiosis Society’s College of Arts & 
Commerce, Pune).

• புனித சூரசயப்பர் கல்லூரி, த்பஙகளுரூ

C.A., I.C.W.A, C.S. 

இவளஙகவல அறிவியல் புள்ளியியல் 
(B.Sc Statistics)

• மாநிை கல்லூரி ரசப்பாககம், தசன்ரன.
• ்டாக்டர் அம்ர்பத்கார்  அரசினர்கரைக கல்லூரி,

வியாசர்்பாடி, தசன்ரன.
• அரசினர் கரைக கல்லூரி,

திணடிவனம், விழுபபுரம் மற்றும் ோகர்ரகாவில்
• தசன்ரன கிறித்தவ கல்லூரி, தாம்்பரம்
• ைரயாைா கல்லூரி, தசன்ரன.
• D.R.B.C.C இநது கல்லூரி ்பட்டாபிராம், தசன்ரன.

M.Sc.

5 ைருட ஒருஙகிவணந்� வியோபோர 
நிரைோகம், ைணிகம் மற்றும் சட்ட 
படிப்புகள் (Five years integrated Course)
B.B.A., LLB, B.A., LLB,
B.Com., LL.B. 

• அரனத்து அரசு சட்ட கல்லூரிகள்.
• ்டாக்டர் அம்ர்பத்கர் சட்ட ்பல்கரைகழகத்தின் கீழ 

இரணககப்பட்ட சிறபபு சட்டக கல்வி நிறுவனஙகள்

M.L.

5 ைருட ஒருஙகிவணந்� முதுகவல 
தபோருளியல் படிப்புகள்
M.A. Economics (Integrated Five Year 
course) – Admission based on All India 
Entrance Examination

• தசன்ரன த்பாருளியல் கல்லூரி, ரகாடடூர்புரம், 
தசன்ரன.

Ph.D.,

இளஙகவல சமூகப்பணி
(B.S.W.)

• தசன்ரன சமூகப்பணி கல்லூரி, எழும்பூர், தசன்ரன. M.S.W
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1 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் 
பயன்போடுகள் 1-26

1.1 அணியின் தரம் 1 ஜூன்

1.2 கிரரமர் விதி 14 ஜூன்

1.3 மாறுதல் நிகழதகவு அணிகள் 18 ஜூன்

2 த�ோவக நுணகணி�ம் – I 27-62
2.1 வரரயறாத் ததாரகயீடுகள் 28 ஜூன்

2.2 வரரயறுத்த ததாரகயீடுகள் 44 ஜூன்

3 த�ோவக நுணகணி�ம் – II 63-83

3.1
தகாடுககப்பட்ட வரைவரரயின் கீழ அரமநத 
அரஙகத்தின் ்பரபபு 63 ஜூரை

3.2
த்பாருைாதாரம் மற்றும் வணிகவியலில் 
ததாரகயீடடின் ்பயன்்பாடுகள் 68 ஜூரை

4 ைவககதகழுச் சமன்போடுகள் 84-107
4.1 வரககதகழுச் சமன்்பாடுகள் அரமத்தல் 85 ஜூரை

4.2
முதல் வரிரச மற்றும் முதல் ்படி வரககதகழுச் 
சமன்்பாடுகள் 89 ஜூரை

4.3
மாறிலிகரைக தகழுககைாகக தகாண்ட  இரண்டாம் 
வரிரச ரேரிய வரககதகழுச் சமன்்பாடுகள் 99 ஆகஸ்ட

5 எணணியல் முவைகள் 108-127
5.1 திட்டமான ரவறு்பாடுகள் 108 ஆகஸ்ட

5.2 இர்டச்தசருகல் 116 ஆகஸ்ட

6 சமைோய்ப்பு மோறி மற்றும் கணககியல் 
எதிரபோர்த�ல் 128-154

6.1 சமவாய்பபு மாறி 129 தசப்டம்்பர்
6.2 கணககியல் எதிர்்பார்த்தல் 139 தசப்டம்்பர்

தபோருளடககம்அலகு
எண

பகக
எண மோ�ம்
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தபோருளடககம்அலகு
எண

பகக
எண மோ�ம்

மின் நூல் மதிப்பீடு இவணய ைளஙகள்

7 நிகழ�கவு பரைல்கள் 155-181
7.1 ்பரவல் 155 அகர்டா்பர்

8 கூதைடுப்பு முவைகளும் புள்ளியியல் 
அனுமோனி்த�லும் 182-210

8.1 கூதறடுத்தல் 183 அகர்டா்பர்
8.2 மதிபபீடடு முரற 194 அகர்டா்பர்
8.3 கருதுரகாள் ரசாதரன 198 அகர்டா்பர்

9 பயன்போட்டுப் புள்ளியியல் 211-248
9.1 காைம்சார் ததா்டர் வரிரச ்பகுப்பாய்வு 212 ேவம்்பர்
9.2 குறியீடடு எணகள் 223 ேவம்்பர்
9.3 புள்ளியியல் தரககடடுப்பாடு 233 ேவம்்பர்

10 தசயல்முவைகள் ஆரோய்ச்சி 249-276
10.1 ர்பாககுவரத்து கணககுகள் 250 டிசம்்பர்
10.2 ஒதுககீடடுக கணககுகள் 261 டிசம்்பர்
10.3 தீர்மானக ரகாட்பாடு 267 டிசம்்பர்

விர்டகள் 277-293

அட்டவரணகள் 294-300

துரண நூற்்படடியல் 301-302

இநத புத்தகத்தில் உள்ை புள்ளியியல் ்பகுதிகள் எண சார்நத கணககீடுகரை 
தகாணடிருப்பதால், வணிகக கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல் ்பயிலும் மாணவர்கள் அககணககுகளின் 

தீர்வுகளுககு கணிப்பாரனப (கால்குரைட்டரர) ்பயன்்படுத்த அறிவுறுத்தப்படுகிறார்கள்.
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1அணிக்ேகாைவகளின் பயன்பாடுகள்

அறிமுகம்நம் அன்ைபாட வபாழக்றகயில் 
நிை அதிர்வு கைக்்கடுப்புகளுக்கு  
அணிகறைப் பயன்படுததுகிவைபாம். வறரபடஙகள் 

வறரய, புள்ளியியல் மைற்றும் அறிவியல் ஆயவுகளின் பை 
துறைகளில் இவற்றைப் பயன்படுததுகிவைபாம். மைக்கள் ்தபாறகயின் 
பண்புகள், அவர்களின் பேக்க வேக்கஙகள் ஆகியவற்றைக்  
குறிக்கவும் அணிகள் பயன்படுததப்படுகின்ைன.
 அணிக்வகபாறவகள் அற்புதமைபான இயற்கணித பண்புகறை 
்கபாண்டுள்ைன. வநரியல் கணிதததில் ் பருறமை மிக்க  இடதறதயும் 
்பற்றுள்ைன. உயர்நிறை இயற்கணிதததில் அணிக்வகபாறவகள்  
முக்கியமைபாகக் கருதப்படுகிைது.

பிரம்மைகுப்தபா [கி.பி. (்பபா.ஆ.) 598 - கி.பி. (்பபா.ஆ.) 668] என்பவர் பண்றடய இநதியபாவின் முக்கியமைபான 
கணிதவியல் மைற்றும் வபானியல் அறிஞர் ஆவபார். பூச்சியதறதப் பயன்படுததுவதற்கபான முக்கிய 

விதிகறையும் முதன் முதலில் அளிததவரும் அவவர. அணிகளில், B(x , y) = 
x y
ty x± ±







 என்ை அணி 
பிரம்மைகுப்தபா அணி (Brahmagupta Matrix) என அறேக்கப்படுகிைது.

1

பிைம்மகுப்தகா
கி.பி. (க்பகா.ஆ.) 598 -
கி.பி. (க்பகா.ஆ.) 668

கறைல் நேகாககஙகள்

இநத அததியபாயதறத படிதத 
பின்பு பின்வரும் பபாடக் 
கருததுக்கறை மைபாைவர்கள்
புரிநது ்கபாள்ை இயலும்.

 z அணியின் தரம் - 
கருததுரு.

 z அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகள் மைற்றும் 
்சமைபான அணிகள்.

 z அணியின் ஏறுபடி வடிவம்.
 z அணியின் தரம் கபாைல்.
 z ்சமைச்சீரற்ை வநரிய ்சமைன்பபாடுகளுக்கு 

ஒருஙகறமைவு தன்றமைறய ஆரபாயதல்.

 z வநரிய ்சமைன்பபாடுகளின் பயன்பபாடுகள்.
 z ்சமைச்சீரற்ை வநரிய ்சமைன்பபாடுகறை கிவரமைர் 

விதிறயக்்கபாண்டு தீர்வு கபாைல்.
 z ்தபாடக்க பஙகு ்சநறத பஙகீடடிறனக் 

்கபாண்டு அடுதத நிறையிறன 
முன்னறிவிததல்.

1.1  அணியின் தைம் (Rank of a Matrix)
 ்பபாருைபாதபாரம், வபாணிபம் மைற்றும் 
்தபாழில்துறைகளில் ்பபாதுவபாக அணிகள் 
பயன்படுததப்படுகிைது.
 அணிகளின் அடிப்பறட பண்புகறை 
நபாம் ஏற்கனவவ படிததுள்வைபாம். இப்பபாடததில் 
அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகறை பயன்படுததி, 
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அணிகளின்  பயன்பபாடுகளில் புதிய முறைகறை  
உருவபாக்குதறைப் பற்றி படிக்கைபாம்.

1.1.1  கருத்துரு (Concept)
 ஒவ்வபாரு அணியுடனும் ்தபாடர்பு 
படுததக்கூடிய ஒரு குறையற்ை எண், அநத 
அணியின் தரம் எனப்படும்.

வரையரை 1.1

  A என்கிை அணியின் தரம்‘r’ எனில் பின்வரும் 
நிபநதறனகள் உண்றமையபாக இருக்க வவண்டும்.
(i)  A ஆனது குறைநதபட்சம் ஒரு ‘r’ வரிற்ச 

பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக் வகபாறவறய 
்பற்றிருததல் வவண்டும்.

(ii)  A-ன் ஒவ்வபாரு (r+1) வரிற்ச மைற்றும் 
அறதவிட அதிகமைபான வரிற்ச ்கபாண்ட 
சிற்ைணிக்வகபாறவகளின் மைதிப்புகள் 
பூச்சியமைபாக இருததல் வவண்டும்.

(i) r( )A ≥ 0
(ii) அணி A-ன் வரிற்ச m n×  எனில் அதன் 

தரமைபானது, m n,{ }  -ன் மீச்சிறு மைதிப்புக்குச் 
்சமைமைபாகவவபா அல்ைது சிறியதபாகவவபா 
இருக்கும். 

(iii) பூச்சிய அணியின் தரம்  ‘0’ ஆகும். 
(iv) n n× வரிற்ச உறடய பூச்சியமைற்ை 

வகபாறவ அணியின் தரம் ‘n’ஆகும்.

குறிப்பு

எடுத்துகககாட்டு 1.1

 
1 5
3 9







 என்ை அணியின் தரததிறனக் கபாண்க.

தீர்வு:
 A =

1 5
3 9







 என்க.

 A -ன் வரிற்ச  2 2 2× ∴ ≤r( )A

 இரண்டபாம் வரிற்ச சிற்ைணிக்வகபாறவறய 
கருத, நபாம் ்பறுவது

  
1 5
3 9

6 0= − ≠   ஆகும்.

 ⇒   பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயின் 
வரிற்ச 2 ஆகும்.  ∴ =r( )A 2 .

்சஙவகத ்மைபாழிகறை உருவபாக்கு 
வதற்கு அணியின் கருததுருக்கள் 
பயன்படுததப்படுகின்ைன.

எடுத்துகககாட்டு 1.2
− −





5 7
5 7

 என்ை அணியின் தரததிறனக்  

கபாண்க.

தீர்வு:
 A =

− −





5 7
5 7

 என்க.

 A  -ன்  வரிற்ச 2 2 2× ∴ ≤r (A)

 இரண்டபாம் வரிற்ச சிற்ைணிக்வகபாறவறய 

கருத, நபாம் ்பறுவது 
− −

=
5 7

5 7
0  ஆகும்.

 இரண்டபாம் வரிற்ச சிற்ைணிக்வகபாறவ 
பூச்சியமைபாவதபால், r( )A ≠ 2 .

 ஒன்ைபாம் வரிற்ச ்கபாண்ட ஒரு 
சிற்ைணிக்வகபாறவறய கருத, நபாம் ்பறுவது 
− ≠5 0  ஆகும்.

 ⇒   பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயின் 
வரிற்ச 1 ஆகும்.     ∴ =r ( )A 1

எடுத்துகககாட்டு 1.3

  என்ை அணியின் தரததிறனக் 
கபாண்க.

தீர்வு:
 A =

−
−















0 1 5
2 4 6
1 1 5

 என்க

 A -ன் வரிற்ச  3 3× .

  ∴ ≤r( )A 3

0 1 5
2 4 6
1 1 5

−
−
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3அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 வரிற்ச மூன்று உறடய சிற்ைணிக் 
வகபாறவறய கருத, நபாம் ்பறுவது

0 1 5
2 4 6
1 1 5

6 0
−

− = ≠

 ⇒   பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயின் 
வரிற்ச மூன்று ஆகும்.  ∴ =r( ) .A 3

எடுத்துகககாட்டு 1.4

  என்ை அணியின் தரததிறனக் 
கபாண்க.

தீர்வு:
 A = −

− −















5 3 0
1 2 4
2 4 8

 என்க.

 A  -ன் வரிற்ச 3 3× .   ∴ ≤r( ) .A 3

 வரிற்ச மூன்று உறடய சிற்ைணிக் 
வகபாறவறய கருத, நபாம் ்பறுவது,

 

5 3 0
1 2 4
2 4 8

0−
− −

=

 ∴ மூன்ைபாம் வரிற்சக் ்கபாண்ட 
சிற்ைணிக்வகபாறவ பூச்சியமைபாவதபால், r( )A ≠ 3  
ஆகும்.
 இரண்டபாம் வரிற்ச ் கபாண்ட ஒரு சிற்ைணிக் 
வகபாறவறய கருத, நபாம் ்பறுவது

 
5 3
1 2

7 0= ≠  ஆகும்.

 ⇒   பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயின் 
வரிற்ச 2 ஆகும்.   ∴ =r( ) .A 2

எடுத்துகககாட்டு 1.5

   என்ை அணியின் தரததிறனக் 
கபாண்க.

5 3 0
1 2 4
2 4 8

−
− −















தீர்வு:
   A =

−
−
−















1 2 1 3
2 4 1 2
3 6 3 7

 என்க.

 A  -ன் வரிற்ச 3 4×
 ∴ ≤r( ) .A 3

 மூன்ைபாம் வரிற்ச ்கபாண்ட சிற்ைணிக் 
வகபாறவகறை கருத, நபாம் ்பறுவது

  1 2 1
2 4 1
3 6 3

0
1 1 3
2 1 2
3 3 7

0
−

=
−

−
−

=,

  1 2 3
2 4 2
3 6 7

0
2 1 3
4 1 2
6 3 7

0−
−

=
−

−
−

=, ஆகும்.

 அறனதது மூன்ைபாம் வரிற்ச ்கபாண்ட 
சி ற் ை ணி க் வ க பா ற வ க ளி ன்  மை தி ப் பு க ளு ம் 
பூச்சியமைபாகும். r( ) .A ≠ 3
 ஏவதனும் ஒரு இரண்டபாம் வரிற்ச 
சிற்ைணிக்வகபாறவறய கருத, நபாம் ்பறுவது  

2 1
4 1

6 0
−

= ≠  ஆகும்.

 ⇒   பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயின் 
வரிற்ச 2 ஆகும்.   ∴ =r ( ) .A 2

A என்ை ்சதுர அணியின் 
 வரிற்ச 3. A இன் தரம் 2 எனில்,  adj A 

இன் தரம் 1 ஆகும்.

1.1.2    அடிப்்பரை உருமகாறைஙகள் மறறும் சமகான 
அணிகள் (Elementary Transformations and 
Equivalent matrices)

அணிகளின் அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகள் பின்வரும் 
மூன்று ்்சயல்கறைப் ்பபாறுதது அறமைகிைது.

(i)  ஏவதனும் இரு நிறரகறை (அல்ைது நிரல்கள்) 
பரிமைபாற்ைம் ்்சயதல். [ R Ri j↔  (அ) Ci«Cj)]

(ii)  ஒரு  நிறரயில் (அல்ைது நிரலில்) உள்ை  
ஒவ்வபாரு உறுப்றபயும் ஒரு பூச்சியமைற்ை 
திற்சயிலி  k -ஆல் ்பருக்குதல். [ R kRi i→
(அ) Ci → kCj ].

1 2 1 3
2 4 1 2
3 6 3 7

−
−
−
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(iii)  ஒரு நிறரயில் (அல்ைது நிரலில்) உள்ை 
உறுப்புகறை மைற்்ைபாரு நிறரயில் (அல்ைது 
நிரலில்) உள்ை ஒதத உறுப்புகளுடன் ஒவர 
மைபாறிலியபால் ்பருக்கி கூடடுதல்.
[ R R kRi i j→ +  (அ) Ci → Ci+kCj ]

சமகான அணிகள் (Equivalent Matrices)
 A மைற்றும் B என்பறவ ்சமைவரிற்சக் ்கபாண்ட 
அணிகள் என்க. இவற்றில் ஒரு அணிறய மைற்்ைபாரு 
அணியிலிருநது, முடிவுறு எண்ணிக்றகயுள்ை 
அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகறை வமைற்்கபாள்வதன் 
மூைம் ்பறுவவபாமைபாயின்,  A-யும் B-யும் ்சமைபான 
அணிகள் எனப்படும். இதறன A B~   அல்ைது
B A

 என குறிப்பிடைபாம். 

1.1.3    ஏறு்படி வடிவம் மூலம் வரிரச 3×4 வரை  
உள்்ள அணியின்  தைம் ககாணல் (Echelon form 
and finding the rank of the matrix upto the order 
of 3×4)

 m n×  வரிற்ச உறடய A என்ை 
அணியபானது ஏறுபடி வடிவில் உள்ைதபாயின் அது 
பின்வரும் நிபநதறனகறை நிறைவு ்்சயதல் 
வவண்டும்.  
( i )  அ ற ன த து  உ று ப் பு க ற ை யு ம்  பூ ச் சி ய 

உறுப்புகைபாய ்கபாண்ட ஒவ்வபாரு நிறரயும் 
பூச்சியமைற்ை உறுப்புகறையும் உறுப்புகைபாகக் 
்கபாண்ட நிறரக்கு கீவே அறமைய வவண்டும்.

(ii) பூச்சியமைற்ை நிறரயில் வரும் முதல் பூச்சியமைற்ை 
உறுப்பிற்கு முன்பபாக இடம்்பறும் பூச்சிய 
உ று ப் பு க ளி ன்  எ ண் ணி க் ற க ய பா ன து 
அவவபாைபாகவவ அதற்கு அடுதது வரும் 
நிறரயில் உள்ை பூச்சிய உறுப்புகளின் 
எண்ணிக்றகறயவிட குறைவபாக இருததல் 
வவண்டும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.6

A =














1 2 3
2 3 4
3 5 7

  என்ை அணியின் தரததிறனக் 

கபாண்க.
தீர்வு :
 A -ன் வரிற்ச 3 3× . ∴ ≤r( ) .A 3
 அ ணி  A - ஐ ,  ஏ று ப டி  வ டி வ த தி ற் கு 
மைபாற்றியறமைக்க, 

அணி  A அடிப்பறட 
உருமைபாற்ைஙகள்

A =














1 2 3
2 3 4
3 5 7

 

~
1 2 3
0 1 2
0 1 2

− −
− −















 
~

1 2 3
0 1 2
0 0 0

− −














கறடசியபாக ்பைப்படட 
அணியபானது ஏறு படிவ 
வடிவில் உள்ைது.

 
R R 2R2 2 1→ −
 R R 3R3 3 1→ −

R R R3 3 2→ −

ஏறுபடிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமைற்ை நிறரகளின் 
எண்ணிக்றக 2 ஆகும்.   ∴ r( ) .A = 2

  ஒரு நிறரயில் உள்ை உறுப்புகளில் 
குறைநதது ஒரு உறுப்பு பூச்சியமைற்ை 
உறுப்பபாக அறமையுமைபானபால் அநத நிறர 
பூச்சியமைற்ை நிறர எனப்படும்.

குறிப்பு

எடுத்துகககாட்டு 1.7

A =














0 1 2 1
1 2 3 2
3 1 1 3

 என்ை அணியின் தரததிறனக் 
கபாண்க.

தீர்வு: 
  A -ன் வரிற்ச  3 4× . ∴ ≤r( ) .A 3
 அணி A -ஐ, ஏறுபடி வடிவததிற்கு 
மைபாற்றியறமைக்க,

அணி   A அடிப்பறட 
உருமைபாற்ைஙகள்

A =














0 1 2 1
1 2 3 2
3 1 1 3

     
1 2 3 2
0 1 2 1
3 1 1 3















R R1 2↔
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~
1 2 3 2
0 1 2 1
0 5 8 3− − −















~
1 2 3 2
0 1 2 1
0 0 2 2















 

R R 3R3 3 1→ −

R R R3 3 2→ + 5

 ஏறுபடிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமைற்ை 
நிறரகளின் எண்ணிக்றக 3 ஆகும்.   ∴ =r( ) .A 3

எடுத்துகககாட்டு 1.8

A =














1 1 1 1
3 4 5 2
2 3 4 0

 என்ை அணியின் தரததிறனக் 

கபாண்க.
தீர்வு:
 A -யின் வரிற்ச 3 4× .

  ∴ ≤r( ) .A 3
 அணி A-ஐ, ஏறுபடி வடிவததிற்கு 
மைபாற்றியறமைக்க,

அணி  A அடிப்பறட 
உருமைபாற்ைஙகள்

A =














1 1 1 1
3 4 5 2
2 3 4 0

~
1 1 1 1
0 1 2 1
0 1 2 2

−
−















~
1 1 1 1
0 1 2 –1

–10 0 0















R R R2 2 1→ −3
R R3 3 1→ − 2R

R R R3 3 2→ −

     ஏறுபடிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமைற்ை 
நிறரகளின் எண்ணிக்றக 3 ஆகும். ∴ =r( ) .A 3
சமன்்பகாடுகளின் ஒருஙகரமவு (Consistency of 
Equations)
இருமகாறிகள் கககாணை நேரிய சமன்்பகாடுகளின் 
கதகாகுப்பு (System of linear equations in two variables) :

 இரண்டு வநரிய ்சமைன்பபாடுகறை அணியின் 
வநர்மைபாறு முறையில்  எவவபாறு தீர்ப்பது என்பறத  
நபாம் அறிவவபாம்.

மீள்்பகார்ரவ 
வநரிய ்சமைன்பபாடுகறை அணி வடிவததில் AX=B  

என்ைவபாறு எழுத இயலும் அதன் தீர்வு A 0≠  

எனும் நிறையில் X A B= −1  ஆகும்.

 பின்வரும் இரு மைபாறிகறைக் ்கபாண்ட 
வநரிய ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பிறனக் எடுததுக் 
்கபாள்வவபாம்.
    ax by h
cx dy k

+ =
+ = ( )1}

 a, b, c, d, h மைற்றும் k என்பறவ ்மைய 
மைபாறிலிகள், ஒவர வநரததில் a மைற்றும் b என்ை 
இரண்டுவமை பூஜ்ஜிமைபாகவவபா அல்ைது c மைற்றும் d என்ை 
இரண்டுவமை பூச்சியமைபாகவவபா இருக்க இயைபாது. 
்கபாடுக்கப்படட L1 , L2  ஆகிய இரு வநர்வகபாடுகளில் 
பின்வரும் ஏவதனும் ஒன்று கிறடக்கைபாம்.
 L1 மைற்றும் L2 ்சரியபாக ஒரு புள்ளியில் 
்வடடிக்்கபாள்ளும்.
 L1 மைற்றும் L2 ஒன்றின் மீது மைற்்ைபான்று 
்பபாருநதும்.
 L1 மைற்றும் L2  இறையபானறவ மைற்றும் 
்வவவவைபானறவ.
   படம் 1.1-ல் முதல் நிறையில் இரு வகபாடுகளும் 
ஒன்றை ஒன்று ஒவர ஒரு புள்ளியில் ்வடடுவதபால் 
்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு உறடயது 
மைற்றும் ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு.
  இரண்டபாவது நிறையில் வகபாடடின் மீது 
உள்ை  ஒவ்வபாரு புள்ளியும் அச்்சமைன்பபாடுகளின் 
தீர்வுகைபாக அறமையும். எனவவ ்சமைன்பபாடடு 
்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு உறடயது, மைற்றும் 
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் உண்டு.
  மூன்ைபாவது நிறையில் இருவகபாடுகளும் 
இறைவகபாடுகள் ஆவதபால் ்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்பு 
ஒருஙகறமைவு அற்ைது. தீர்வுகள் இல்றை.
 ஒவ்வபான்றையும் விைக்கும் வறகயில் 
முதலில் இரு மைபாறிகறைக்   ்கபாண்ட வநரியல் 
்தபாகுதிகறைப் பபார்ப்வபபாம்.
(அ)   ஒநை ஒரு தீர்ரவ  மட்டுநம கககாணை 

சமன்்பகாட்டுத் கதகாகுப்பு
2 1 3 2 12x y x y− = + =,  என்ை ்சமைன்பபாடுகள் 
(2,3) என்ை புள்ளியில் ்வடடிக் ்கபாள்கின்ைன.
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அதபாவது (2,3) இருவகபாடுகளின் மீதும் 
அறமைகின்ைது. எனவவ இநத ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு உறடயறவ மைற்றும் ஒவர ஒரு 
தீர்வு  ்கபாண்டறவ ஆகும்.

 (ஆ)   எணணிகரகயறை தீர்வுகர்ளக கககாணை 
சமன்்பகாட்டுத்கதகாகுப்பு
2 1 6 3 3x y x y− = − =, என்ை ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒன்ைன் மீது மைற்்ைபான்ைபாக அறமையும் இரு 
வநர்க்வகபாடுகைபாகும். வமைலும் வகபாடடின் 
மீதுள்ை ஒவ்வபாரு புள்ளியும் அச்்சமைன்பபாடு
களின் தீர்வுகைபாக அறமையக்  கபாண்கிவைபாம்.

இ ச் ்ச மை ன் ப பா டு க ள்  ஒ ரு ங க ற மை வு 
உறடயறவ மைற்றும் (0,–1), (1, 1)… என
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகறைப்  ் பற்றுள்ைன.

(இ)    தீர்வுகள் அறை சமன்்பகாட்டுத் கதகாகுப்பு
2 1 6 3 12x y x y− = − =, என்ை ்சமைன்பபாடுகள் 
இரு இறையபான வகபாடுகைபாகும். இச்்சமைன்
பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு அற்ைறவ.

X

Y

0

L1

L2

X

Y

0

L 1

L 2

X

Y

0

L 1 L 2

(அ)  ஒவர ஒரு
தீர்வு

(ஆ) எண்ைற்ை
தீர்வுகள்

(இ)  தீர்வு
இல்ைபாறமை

படம் 1.1

மூன்று மதிப்பிை நவணடிய மகாறிகர்ளக  கககாணை 
சமச்சீைறை  சமன்்பகாட்டுத் கதகாகுப்பு (System of non 
Homogeneous Equations in three variables)
 x, y மைற்றும் z ஆகிய மூன்று மைபாறிகறைக்  
்கபாண்ட மூன்று வநரிய ்சமைன்பபாடுகறைக்  
்கபாண்ட வநரிய ்தபாகுப்பின் ்பபாது வடிவம் 

  

a x b y c z d
a x b y c z d
a x b y c z d

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

+ + =
+ + =
+ + =

                                  (2)

 ax by cz d+ + =  (a,b மைற்றும் c ஆகியன 
பூச்சியமைற்ைறவ) என்ை மூன்று மைபாறிகறைக் 
்கபாண்ட வநரிய ்சமைன்பபாடு முப்பரிமைபாை  ்வளியில் 
அறமைநத தைதறதக் குறிக்கும். எனவவ ்தபாகுப்பு 
(2)-ல் அறமைநத ஒவ்வபாரு ்சமைன்பபாடும், முப்பரிமைபாை 
்வளியில் ஒவ்வபாரு தைதறதக் குறிக்கும். வமைலும் 
்தபாகுப்பின் தீர்வு(கள்), ்தபாகுப்பின் மூன்று 
்சமைன்பபாடுகள் குறிக்கும் தைஙகள் ் வடடிக்்கபாள்ளும் 
புள்ளி(கள்) ஆகும். ஒவ்வபாரு தைமும் ஒன்றை 
ஒன்று ்வடடிக்்கபாள்ளும் தன்றமைறயப் ்பபாறுதது 
்தபாகுப்பு ஆனது ஒவர ஒரு தீர்வு, எண்ணிக்றகயற்ை 
தீர்வுகள், அல்ைது தீர்வு இல்ைபாறமை என  
்பற்றிருக்கும்.

P3

P2

P1

P3

P2

P1

P3

P2

P1

(அ) ஒவர ஒரு தீர்வு

(ஆ)  எண்ைற்ை
தீர்வுகள்

படம் 1.2

(இ)  தீர்வு
இல்ைபாறமை
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7அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 படம் 1.2 ஆனது ஒவ்வபாரு ்சபாததியக்கூறு 
கறையும் விைக்குகின்ைது.  
 படம் 1.2(அ)-ல் மூன்று தைஙகளும் ஒரு  
புள்ளியில் ்வடடுகின்ைன. எனவவ ்சமைன்பபாடுகளின் 
்தபாகுப்பு (2) ஒவர ஒரு தீர்றவப் ்பறும். 
 படம் 1.2(ஆ)-ல் ்தபாகுப்பிற்கு எண்ைற்ை 
தீர்வுகள் உண்டு என்பறத சிததரிக்கின்ைது. இஙகு 
மூன்று தைஙகளும் ஒவர வநர்க்வகபாடடில் ்வடடிக் 
்கபாள்வதபால், வகபாடடின் மீதுள்ை அறனதது 
புள்ளிகளும் தீர்வுகைபாக கிறடக்கின்ைன. 
 படம் 1.2(இ)-ல் மூன்று தைஙகளும் 
ஒன்றுக்்கபான்று இறையபானறவ மைற்றும் 
் வ வ வ வ ை பா ன ற வ .  மூ ன் று  த ை ங க ளு க் கு 
்பபாதுவபான புள்ளி ஏதும் இல்றை எனவவ ்தபாகுப்பு 
(2) க்கு இநநிறையில் தீர்வு ஏதும் இல்றை.

ஒவ்வபாரு வநரிய ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பும் 
ஒவர ஒரு தீர்வு அல்ைது எண்ணிக்றகயற்ை 
தீர்வுகறைப் ்பற்றிருக்கும் அல்ைது தீர்வு 
இல்ைபாமைலும் இருக்கும்.

குறிப்பு

 n மைதிப்பிடவவண்டிய மைபாறிகறைக் 
்கபாண்ட ‘m’ வநரிய ்சமைன்பபாடுகறைக் ்கபாண்ட 
தன்னிச்ற்சயபான ்தபாகுப்பிறன

 

a x a x a x b
a x a x a x b

a x

n n

n n

m

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1

+ + + =
+ + + =

+

...
...

   

aa x a x bm mn n m2 2 + + =...
 என எழுதைபாம் x1, x2, .., xn என்பன 
மைதிப்பிட வவண்டிய மைபாறிகள் வமைலும் aij மைற்றும் bi 
(i = 1,2,3, ..., m,  j = 1,2,3, ..., n) என்பறவ மைபாறிலிகள் 
ஆகும்.

விரிவு்படுத்தப்்பட்ை அணிகள் (Augmented matrices)
 ‘n’  மை தி ப் பி ட  வ வ ண் டி ய  மை பா றி க ற ை க் 
்கபாண்ட ‘m’ வநரிய ்சமைன்பபாடுகறை ்கபாண்ட 
்தபாகுப்பு,  ் ்சவவக வரிற்சயில் அறமைநத எண்கைபாக 
சுருக்கப்படுகின்ைது.

a a a b
a a a b

a a a b

n

n

m m mn n

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...

...
    



















 இது ்தபாகுப்பின் விரிவுபடுததப்படட அணி  

ஆகும், வமைலும் 

a a a
a a a

a a a

n

n

m m mn

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...
   



















என்பது 

்கழு அணி எனப்படும்.
 பின்வரும் ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பிறன 
கருதுவவபாம்.

 

x y z
x y z
x y z

+ + =
+ − =
+ − =

2 9
2 4 3 1
3 6 5 0

        

1 1 2
2 4 3
3 6 5

9
1
0

−
−

































=
















=

x
y
z

A X B

இதில் A=  

1 1 2
2 4 3
3 6 5

−
−

















 என்பது ் கழு  அணி மைற்றும் 

[A, B]  =  

1 1 2 9
2 4 3 1
3 6 5 0

−
−

















என்பது

விரிவுபடுததப்படட அணி ஆகும்.

1.1.4    சமச்சீைறை நேரிய சமன்்பகாடுகளின் ஒருஙகரமவுத் 
தன்ரமரய, தை முரையில் நசகாதித்தல் 
(இைணடு மறறும் மூன்று மதிப்பிை நவணடிய) 
[Testing the consistency of non homogeneous 
linear equations (two and three variables) by rank 
method]

 n மைதிப்பிடவவண்டிய மைபாறிகறைக் ்கபாண்ட 
AX=B  என்ை  அணி ்சமைன்பபாடடில்

(i)  r rA B A, ( ) = ( )  எனில் ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு உறடயறவ.

(ii)  r rA B A n, ( ) = ( )=  எனில் ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு உறடயறவ மைற்றும் ஒவர ஒரு  
தீர்வு உண்டு.

(iii)  r rA B A n, ( ) = ( ) <  எனில் ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு உறடயறவ மைற்றும்  
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் உண்டு.
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(iv)  r rA B A, ( ) ≠ ( )  எனில் ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு அற்ைது மைற்றும் தீர்வு இல்றை.

எடுத்துகககாட்டு 1.9
 x y x y+ = + =5 2 8,  ஆகிய ்சமைன்பபாடுகள்  
ஒருஙகறமைவு உறடயது எனில் அவற்றைத தீர்க்க.

தீர்வு:
 ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பிற்கபான அணி 
்சமைன்பபாடு

 

1 1
2 1

5
8













=






=

x
y
XA B

அணி A விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைம்

 
1 1
2 1









1 1
0 1−







1 1 5
2 1 8









1 1 5
0 1 2− −





 R R R2 2 12→ −

r A( ) = 2 r A B,[ ]( ) = 2

 ஏறுபடிவ அணியில் உள்ை பூச்சியமைற்ை 
நிறரகளின் எண்ணிக்றக 2 ஆகும்.
r rA A B( )= [ ]( ) =, 2  =  மைதிப்பிட வவண்டிய 
மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக
∴ ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவுறடயது 
வமைலும் ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு.

 ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பிறன   
1 1
0 1

5
2−













=
−







x
y

 என எழுதைபாம்.

⇒
  

x y
y

+ =
=

5
2   

...(1)

 
∴ ⇒ + =

=
( )1 2 5

3
x

x
  

தீர்வு : x y= =3 2,

எடுத்துகககாட்டு 1.10
 2 5 4 2 10x y x y+ = + =,  ஆகிய ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு உறடயது  எனில் அவற்றைத தீர்க்க.

தீர்வு: 
 ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பிற்கபான அணிச் 
்சமைன்பபாடு,

 

2 1
4 2

5
10













=






=

x
y

A X B

அணி A விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைம்

2 1
4 2









2 1
0 0







2 1 5
4 2 10









2 1 5
0 0 0





 R R R2 2 12→ −

r A( ) = 1 r A B,[ ]( ) = 1  

 ஏறுபடிவ அணியிலுள்ை பூச்சியமைற்ை 
நிறரகளின் எண்ணிக்றக 1 ஆகும்.

 இஙகு, r rA A B( ) = [ ]( ),  = 1 < மைதிப்பிட 
வவண்டிய மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக.
 ∴ ்கபாடுக்கப்படட  ்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்பு 
ஒ ரு ங க ற மை வு  உ ற ட ய து  மை ற் று ம் 
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகறை ்பற்றிருக்கும்.
்தபாகுப்பிற்கபான ்சமைபான அணி வடிவம்,

 
2 1
0 0

5
0













=






x
y

 ஆகும்.

        ⇒ + =2 5x y  ...(1)

  k R∈ ,  y = k  எனக் ்கபாண்டபால்,

             x k= −( )1
2

5  (1) லிருநது,

  x k= −( )1
2

5 ,  y = k ;  k R∈   

 k - யி ன்  ் வ வ வ வ று  மை தி ப் பு க ளு க் கு 
்வவவவறு தீர்வுகறை நபாம் ்பைைபாம்.  எனவவ  
்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு உறடயது 
மைற்றும் எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகறைப் 
்பற்றிருக்கும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.11
 3 2 6 6 4 10x y x y− = − =,  என்ை ்சமைன்பபாடுகள் 
ஒருஙகறமைவு அற்ைது எனக் கபாடடுக.
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தீர்வு:
அணி ்சமைன்பபாடு

 
3 2
6 4

6
10

−
−













=






x
y

           AX = B

அணி A விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைம்

   
3 2
6 4

−
−









3 2
0 0

−





3 2 6
6 4 10

−
−









3 2 6
0 0 2

−
−





 R R R2 2 12→ −

r A( ) = 1 r A B,[ ]( ) = 2

 
∴  ( )= ( )=

( )≠  ( )
r r

r r

A B A

A A B

, ,

,

2 1

∴ ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு அற்ைது.

எடுத்துகககாட்டு 1.12
2 5 4 2 1x y z x y z x y z+ + = + + = − + =, ,  
என்ை ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு உறடயது 
எனக்கபாடடுக வமைலும் அவற்றைத தீர்க்க.

தீர்வு:
 அணி ்சமைன்பபாடு 

 

2 1 1
1 1 1
1 1 2

5
4
1−





























=














=

x
y
z

A X B

விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

    
2 1 1 5
1 1 1 4
1 1 2 1−

















    
1 1 1 4
2 1 1 5
1 1 2 1−

















R R1 2↔



1 1 1 4
0 1 1 3
0 2 1 3

− − −
− −



















1 1 1 4
0 1 1 3
0 0 3 3

− − −

















R R R2 2 12→ −
R R R3 3 1→ −

R R R3 3 22→ −

r rA A B( ) = [ ]( ) =3 3, ,
 கறடசி ்சமைபான அணி ஏறுபடி வடிவில் 
உள்ைது.  இதில் மூன்று பூச்சியமைற்ை நிறரகள் 
உள்ைன.
 r rA A B( ) =  ( )= =, 3 மைதிப்பிட வவண்டிய 
மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக.
 ∴்கபாடுக்கப்படட்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு 
உறடயது. வமைலும் ஒவர ஒரு  தீர்றவ ் பற்றிருக்கும்: 
 தீ ர் வு  க பா ை  த ர ப் ப ட ட  ்ச மை ன் ப பா ட டு 
்தபாகுப்பிற்கு ்சமைபானமைபான அணி ்சமைன்பபாடறட 
எடுததுக்்கபாள்வவபாம்.

 

1 1 1
0 1 1
0 0 3

4
3

3
− −





























= −














x
y
z

  

x y z
y z

z

+ + =
+ =

=

4 1
3 2

3 3 3

( )
( )
( )

 
( )
( )
3 1
2 3 2

⇒ =
⇒ = − =

z
y z

   ( )1 4
1

⇒ = − −
=

x y z
x

 ∴ x = 1,    y = 2,   z = 1

எடுத்துகககாட்டு 1.13 
x y z x y z x y z+ + = + + = + + =6 2 3 14 4 7 30, ,  
என்ை ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு உறடயது 
எனக்கபாடடுக. வமைலும் அவற்றைத தீர்க்க.
தீர்வு: அணி ்சமைன்பபாடு 

 

1 1 1
1 2 3
1 4 7

6
14
30





























=














=

x
y
z

A X B
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விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

 
1 1 1 6
1 2 3 14
1 4 7 30



















1 1 1 6
0 1 2 8
0 2 4 16



















1 1 1 6
0 1 2 8
0 0 0 0

















R R R2 2 1→ −
R R R3 3 2→ −

R R R3 3 22→ −

r rA A B( ) = [ ]( ) =2 2, ,

கறடசி ்சமைபான அணி ஏறுபடி வடிவில் உள்ைது. 
இதில் இரண்டு பூச்சியமைற்ை நிறரகள் உள்ைன.

 ∴  ( ) = ( ) =r rA B A, ,2 2

 இஙகு,   r rA A B( ) =  ( ) = <, 2  மைதிப்பிட 
வவண்டிய மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக.
 எனவவ, ் கபாடுக்கப்படட ் தபாகுப்பு  ஒருஙகறமைவு 
உறடயது. வமைலும் எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் 
உண்டு.
 ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பிற்கு ்சமைபானமைபான 
அணிச் ்சமைன்பபாடு

 

1 1 1
0 1 2
0 0 0

6
8
0





























=














x
y
z

 
x y z

y z
+ + = ( )

+ = ( )
6 1

2 8 2
     ( ) ,
( ) ( )
2 8 2
1 6 6 8 2 2

⇒ = −
⇒ = − − = − − − = −

y z
x y z z z z

 z  = k ,  k R∈   எனக்்கபாண்டபால், 
x k y k= − = −2 8 2,  எனப் ்பைைபாம்.  
 k-யின் ்வவவவறு மைதிப்புகளுக்கு  
்வவவவறு தீர்வுகறை  நபாம் ்பைைபாம்.  
 எனவவ ்கபாடுக்கப்படட ்தபாகுப்பு 
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகறைப் ்பற்றிருக்கும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.14
x y z x y z x y z− + = + − = − + =4 7 14 3 8 2 13 7 8 26 5, ,

x y z x y z x y z− + = + − = − + =4 7 14 3 8 2 13 7 8 26 5, ,  என்ை ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு 
அற்ைறவ எனக்கபாடடுக.
தீர்வு:
அணி ்சமைன்பபாடு

 

1 4 7
3 8 2
7 8 26

14
13
5

−
−

−





























=














=

x
y
z

A X B
விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 

அணி  [A,B]
அடிப்்பரை 

உருமகாறைஙகள்

   
1 4 7 14
3 8 2 13
7 8 26 5

−
−

−



















1 4 7 14
0 20 23 29
0 20 23 93

−
− −
− −



















1 4 7 14
0 20 23 29
0 0 0 64

−
− −

















R R R2 2 13→ −
R R R3 3 17→ −

R R R3 3 2→ −

r rA A B( ) = ( ) =2 3, [ , ]

 கறடசி ்சமைபானமைபான அணி ஏறுபடி வடிவில் 
உள்ைது. இதில் மூன்று பூச்சியமைற்ை நிறரகள் 
உள்ைன.
  ∴  ( ) = ( ) =

( ) ≠  ( )
r r

r r

A B A

A A B

, ,

,

3 2

 எனவவ, ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பு  ஒருஙகறமைவு 
அற்ைது மைற்றும் தீர்வு ஏதுமில்றை.
எடுத்துகககாட்டு 1.15
 பின்வரும் ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு 
உறடயது எனில் k-ன் மைதிப்றபக்கபாண்க. 
x y z x y z x y z k+ − = − − − = + − =2 3 2 3 2 1 2 3 5, ,  மைற்றும்

 x y z x y z x y z k+ − = − − − = + − =2 3 2 3 2 1 2 3 5, ,

தீர்வு:
தரப்படட ்தபாகுப்புக்குரிய அணிச் ்சமைன்பபாடபானது 
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11அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 

1 2 3
3 1 2
2 3 5

2
1

−
− −

−





























=
−













=

x
y
z k

A X B

விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

    
1 2 3 2
3 1 2 1
2 3 5

− −
− −

−















k



1 2 3 2
0 7 7 7
0 1 1 4

− −
−
− +















k



1 2 3 2
0 7 7 7
0 0 0 21 7

− −
−

+















k

R R R2 2 13→ −
R R R3 3 12→ −

R R R3 3 27→ −

r rA A B( )=  ( ) =2 2, ,  
(அல்ைது) 3

்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு உறடயறவ எனில் 
 r rA B A, ( ) = ( )= 2

 

∴ + =
= −
= −

21 7 0
7 21

3

k
k
k

.

எடுத்துகககாட்டு 1.16
 தரப்படட ்சமைன்பபாடுகள்  ஒருஙகறமைவு 
அற்ைறவ எனில் k -ன் மைதிப்பு கபாண்க. 
x y z x y z y kz+ + = + + = + =7 2 3 18 6, , .

தீர்வு:
 தரப்படட ்தபாகுப்புக்குரிய அணிச் ்சமைன்பபாடு

 

1 1 1
1 2 3
0 1

7
18
6k

x
y
z

A X B





























=














=

விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

   
1 1 1 7
1 2 3 18
0 1 6k



















1 1 1 7
0 1 2 11
0 1 6k



















1 1 1 7
0 1 2 11
0 0 2 5k − −

















R R R2 2 13→ −
R R R3 3 17→ −

R R R3 3 2→ −

r A( ) = 2  அல்ைது 3, 
r [ , ]A B( ) = 3

 ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு அற்ைறவ 
எனில் r rA B A, ( ) ≠ ( )
 ( ) ,

( ) ( )
2 8 2
1 6 6 8 2 2

⇒ = −
⇒ = − − = − − − = −

y z
x y z z z z

   k − =2 0 .    ∴k = 2

எடுத்துகககாட்டு 1.17
 ‘a’ மைற்றும் ‘b’  இன் எம்மைதிப்புகளுக்கு 
x y z x y z x y az b+ + = + + = + + =6 2 3 10 2, ,   

என்ை ்சமைன்பபாடுகள்

 (i)  எநத தீர்வும் ்பற்றிரபாது.
  (ii) ஒவர ஒரு தீர்றவ ்பற்றிருக்கும். 
(iii)  எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகறைப் ் பற்றிருக்கும் 

என ஆரபாயக.
தீர்வு:
 தரப்படட ்சமைன்பபாடடு ் தபாகுப்புக்குரிய அணிச் 
்சமைன்பபாடபானது

 

1 1 1
1 2 3
1 2

6
10

a

x
y
z b

A X B





























=














=
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12 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

    
1 1 1 6
1 2 3 10
1 2 a b



















1 1 1 6
0 1 2 4
0 1 1 6a b− −



















1 1 1 6
0 1 2 4
0 0 3 10a b− −

















R R R2 2 1→ −

R R R3 3 1→ −

R R R3 3 2→ −

கறடசி ்சமைபான அணி ஏறுபடிவ வடிவில் உள்ைது.
நிரல  (i)  தீர்வு இல்ரல :

 r rA A B( )≠ [ ]( ),  எனில், ்தபாகுப்பிற்கு 
தீர்வு இல்றை. a–3 = 0 மைற்றும் b − ≠10 0  
எனும்வபபாது  மைடடுவமை r rA A B( )≠ [ ]( ),  ஆகும்.
 ∴  a = 3, b ≠ 10  எனும்வபபாது ்தபாகுப்பிற்கு 
தீர்வு இல்றை.

நிரல (ii) ஒநை ஒரு  தீர்வு :

 r rA A B( ) = [ ]( ) =, மைதிப்பிடவவண்டிய 
மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக, எனில் ்தபாகுப்பிற்கு 
ஒவர  ஒரு தீர்வு உண்டு.

இஙகு  a − ≠3 0  எனில் r rA A B( ) = [ ]( ) =, 3 .

∴ a ≠ 3  மைற்றும் b R∈ எனில் ்தபாகுப்பிற்கு 
ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு.

நிரல (iii) எணணறை தீர்வுகள்:

 r rA A B( )= [ ]( ) <, மைதிப்பிட வவண்டிய 
மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக, எனில் ்தபாகுப்பிற்கு 
எண்ைற்ை தீர்வுகள் உண்டு.

 இஙகு a b− = − =3 0 10 0,  எனில் 
r r( ) ,A A B= [ ]( )= 2 <3.

 எனவவ  a = 3 மைற்றும் b =10 எனும் வபபாது 
்தபாகுப்பிற்கு எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் உண்டு.

எடுத்துகககாட்டு 1.18
 ஒரு ்தபாழிற்்சபாறையில் உற்பததி 
்்சயயப்படும் ்மைபாதத அைகுகளின் வநரிய ்சபார்பு  
P =  a + bl + cm இஙகு ்தபாழிைபாைர்களின் கூடுதல் 
உறேப்பு வநரம் (மைணியில்) l, கூடுதல் இயநதிரம் 
வநரம் (மைணியில்) m மைற்றும் வவறைறய 
முடிக்கும் வநரம் a (நிறையபானது) எனில் 
பின்வரும் விவரஙகளிலிருநது a,b மைற்றும்  c ஆகிய 
மைபாறிலிகளின் மைதிப்புகறைக் கபாண்க.

ேகாள்
உற்பத்தி

(P 
அலகுகள்)

உரைப்பு நேைம்
(l மணியில்) 

கூடுதல் இயந்திைம் 
நேைம்

(m மணியில்)

திஙகள்
்்சவவபாய
புதன்

6,950
6,725
7,100

40
35
40

10
9

12

 வமைலும் உறேப்பு வநரம் 50 மைணிகள் மைற்றும் 
கூடுதல் இயநதிரம் வநரம் 15 மைணிகள் எனில் 
உற்பததிறயக் கைக்கிடுக.
தீர்வு:
 P = a + bl + cm என்பது உற்பததி ்சமைன்பபாடு 
ஆகும்.
 ்கபாடுக்கப்படட மைதிப்புகளிலிருநது 
  6,950 = a + 40b + 10c
  6,725 = a + 35b + 9c
  7,100 = a + 40b + 12c
 தரப்படட ்சமைன்பபாடடு ் தபாகுப்புக்குரிய அணிச் 
்சமைன்பபாடபானது

 

1 40 10
1 35 9
1 40 12

6950
6725
7100





























=












a
b
c



=A X B

விரிவு்படுத்தப்்பட்ை 
அணி  [A,B]

அடிப்்பரை 
உருமகாறைஙகள்

    
1 40 10 6950
1 35 9 6725
1 40 12 7100



















1 40 10 6950
0 5 1 225
0 0 2 150

− − −

















R R R2 2 1→ −

R R R3 3 1→ −

r rA A B( )= [ ]( )=3 3, ,
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13அணிக்ேகாைவகளின் பயன்பாடுகள்

 ∴ தரப்படட ்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்புக்குரிய 
்சமைபானமைபான அணிச் ்சமைன்பபாடு

 

1 40 10
0 5 1
0 0 2

6950
225
150

− −




























= −














a
b
c

 

a b c
b c

c

c

+ + = ( )
− − = − ( )

= ( )
=

40 10 6950 1
5 225 2

2 150 3

75

இப்்பபாழுது, ( )2 5 75 225⇒ − − = −b
          b = 30
மைற்றும் (1) ⇒ + + =a 1200 750 6950
               a = 5000

a = 5000,  b = 30,  c = 75
∴  உற்பததி ்சமைன்பபாடு P = 5000 + 30l + 75m
l = 50,  m=15  இல்  P   = 5000 + 30(50) + 75(15)
       = 7625  
∴          உற்பததி    = 7,625 அைகுகள்.

்பயிறசி 1.1

1. பின்வரும் அணிகளின் தரம் கபாண்க.

 i) 
5 6
7 8







 ii) 
1 1
3 6

−
−







 iii) 
1 4
2 8







 iv) 

2 1 1
3 1 5
1 1 1

−
−















 

 v) 

− −
−

− −















1 2 2
4 3 4
2 4 4

 vi) 

1 2 1 3
2 4 1 2
3 6 3 7

−
−
−

















 vii)

3 1 5 1
1 2 1 5
1 5 7 2

− −
− −

−

















viii) 
1 2 3 4
2 4 1 3
1 2 7 6

−
− − −
−

















2. A =
−

−
−















1 1 1
2 3 4
3 2 3

  மைற்றும் B =
−

− −
−















1 2 3
2 4 6

5 1 1

எனில் AB மைற்றும் BA இவற்றின் தரததிறனக் 
கபாண்க.

3.  பின்வரும் ்சமைன்பபாடடு ் தபாகுப்பிறன தர முறையில் 
தீர்க்க.

 
x y z x y z x y z+ + = + + = + − =9 2 5 7 52 2 0, ,

 
மைற்றும்

 x y z x y z x y z+ + = + + = + − =9 2 5 7 52 2 0, ,

4. 5 3 7 4 3 26 2 9 7 2 10 5x y z x y z x y z+ + = + + = + + =, ,   மைற்றும்
5 3 7 4 3 26 2 9 7 2 10 5x y z x y z x y z+ + = + + = + + =, ,  என்ை ்சமைன்பபாடுகறை தர 

முறையில் ஒருஙகறமைவுறடயது எனக்கபாடடுக. 
வமைலும் அவற்றை தீர்க்க.

5.  பின்வரும் ்சமைன்பபாடடு ் தபாகுப்பிற்கு தர முறையில் 
ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு  எனக் கபாடடுக:

 x y z x y z x y z+ + = + + = + + =3 2 3 4 4 9 6, ,  மைற்றும்
x y z x y z x y z+ + = + + = + + =3 2 3 4 4 9 6, , .

6.  l -ன் எநத மைதிப்புகளுக்கு  பின்வரும் ்சமைன்பபாடுகள்
ஒவர ஒரு தீர்றவ ்பற்றிரபாது என தர முறையில் 
கபாண்க: 
3 1 2 2 2 1x y z x y z x y z− + = + + = + − = −l l, ,  மைற்றும்

3 1 2 2 2 1x y z x y z x y z− + = + + = + − = −l l, , .

7.  X, Y மைற்றும் Z ஆகிய மூன்று ்பபாருள்களின் 
விறைகள் முறைவய x, y  மைற்றும் z ஆகும். திரு. 
ஆனநத அவர்கள் Z–ல்  6 ்பபாருள்கறை வபாஙகி,  
X-ல் 2 ்பபாருள்கள் மைற்றும் Y-ல் 3 ்பபாருள்கறை 
விற்கிைபார். திரு. அமீர் அவர்கள் Y-ல் ஒரு 
்பபாருறை வபாஙகி, X-ல் 3 ்பபாருள்கள் மைற்றும் 
Z-ல் 2 ்பபாருள்கறை விற்கிைபார். திரு.  அமித 
அவர்கள் X-ல் ஒரு  ்பபாருறை வபாஙகி  Y-ல் 
மூன்று ்பபாருள்கள் மைற்றும் Z-ல் ஒரு ்பபாருறை 
விற்கிைபார்.  இதன் மூைமைபாக அவர்கள் மூவரும், 
முறைவய `5,000, `2,000 மைற்றும் `5,500 என 
வருமைபானம் ்பறுகின்ைனர் எனில் அம்மூன்று 
்பபாருள்களின் விறைகறைக் கபாண்க.

8.  ஒரு ்தபாறக `5,000 ஆனது ஆண்டிற்கு 6%, 
7% மைற்றும் 8% தரக்கூடிய மூன்று பஙகுகளில் 
பிரிதது முதலீடு ்்சயயப்படடு, ஆண்டு ்மைபாதத 
வருமைபானமைபாக `358 ்பைப்படுகிைது. முதல் 
இரண்டு முதலீடுகளிலிருநது கிறடக்கும் 
வருமைபானம், மூன்ைபாவது முதலீடடிலிருநது  
கிறடக்கும் வருமைபானதறத விட `70 அதிகம் 
எனில், அம்மூன்று பஙகுகளில் ்்சலுததப்படும் 
முதலீடுகறை தரமுறையில் கபாண்க.
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14 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

1.2  கிநைமர் விதி (Cramer’s Rule) 
 சுவிஸ் கணித வமைறதயபான வகப்பிரியல் 
கிவரமைர் 1704-ஆம் ஆண்டு ஜூறை 31 ஆம் நபாள் 
்ஜனிவபா என்ை நகரததில் பிைநதபார். இவர் இரண்டு 
மூதத ்பர்வனபாலிகளின் பறடப்புகறை ்தபாகுததது 
மைடடுமைல்ைபாது, கிரகஙகளின் வகபாை வடிவத தன்றமை 
றயயும், அவற்றிற்கபான இயல்பபான கபாரைதறதயும் 
(1730) மைற்றும் நியூடடன் முப்படி வறைவறர 
றகயபாலுதறையும் (1746) ்தபாகுதது வேஙகினபார்.

 இவர் 1750-ஆம் ஆண்டில் மைதிப்பிடவவண்டிய 
மைபாறிகளில் அறமைநத n வநரிய ்சமைன்பபாடடுத 
்தபாகுப்புக்கு அணிக்வகபாறவ முறையில் ஒவர ஒரு 
தீர்றவததரக்கூடிய சூததிரமைபான கிவரமைரின் விதிறய 
்வளியிடடபார். கிவரமைர் விதியின் சிைப்பு என்ன்வனில் 
கண்டுபிடிக்கப்பட வவண்டிய மைபாறிகைபான x,y,z -ல் 
எறவவயனும் ஒன்றை கண்டுபிடிக்க, மைற்ை 
மைபாறிகளின் மைதிப்புகள் ்தரிநதிருக்க வவண்டிய 
அவசியமில்றை.  கிவரமைர் விதிறய D ≠ 0 ஆக 
இருக்கும் வபபாது மைடடுவமை பயன்படுததி ஒவர ஒரு 
தீர்றவ ்பைமுடியும். 
நதறைம் (நிரூ்பணமின்றி) கிநைமரின் விதி (Theorem 
(without proof) Cramer’s Rule)
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a a a
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x
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n n nn
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21 22 2
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 என்க.

 அதபாவது AX=B என்பது n மைதிப்பிட 
வவண்டிய மைபாறிகளில் அறமைநத ்சமைன்பபாடடுத 
்தபாகுப்புக்கு det(A)¹0 எனில் தரப்படட 
்தபாகுப்பபானது ஒவர ஒரு தீர்றவ ்பற்றிக்கும். 

இததீர்வபானது,  x
A
A

x
A
A

x
A
An

n
1

1
2

2=
( )

=
( )

=
( )det

det
,

det
det

, ... ,
det

det

             
x

A
A

x
A
A

x
A
An

n
1

1
2

2=
( )

=
( )

=
( )det

det
,

det
det

, ... ,
det

det

 இஙகு Aj  என்ை அணியபானது  A–ன் j-வது 
நிரலிலுள்ை உறுப்புகளுக்கு பதிைபாக

     B

b
b

bn

=



















1

2

:
 என்ை அணியிலுள்ை

உறுப்புகறை பிரதியிடடு கிறடக்கும் அணியபாகும்.

1.2.1   மதிப்பிை நவணடிய மூன்று மகாறிகள் வரை 
கககாணை சமசீைறை சமன்்பகாடுகள் (Non 
Homogeneous linear equations upto three 
variables).

 (a)   இரண்டு மைதிப்பிடவவண்டிய மைபாறிகள் 
அறமைநத இரண்டு வநரிய ்சமைன்பபாடுகள் 
்கபாண்ட ்தபாகுப்பிறன எடுததுக் 
்கபாள்வவபாம்.

  a x b y d1 1 1+ =
  a x b y d2 2 2+ =

 இஙகுD =
a b
a b

1 1

2 2
  Dx

d b
d b

= 1 1

2 2

      Dy

a d
a d

= 1 1

2 2
 ஆகும்.

 கிவரமைரின் விதிப்படி, மைபாறிகளுக்கபான தீர்வு,

 D ≠ 0 எனும் நிறையில்  x x y y= =D
D

D
D

,  x x y y= =D
D

D
D

,  

 ஆகும்.
 (b)  மூன்று மைதிப்பிட வவண்டிய மைபாறிகள் 

அறமைநத வநரிய ்சமைன்பபாடுகளின் 
்தபாகுப்றப எடுததுக்்கபாள்வவபாம்.

  a x b y c z d1 1 1 1+ + =

  a x b y c z d2 2 2 2+ + =

  a x b y c z d3 3 3 3+ + =

 இஙகு

       D = ≠
a b c
a b c
a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0        Dx

d b c
d b c
d b c

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

          Dy

a d c
a d c
a d c

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

             Dz

a b d
a b d
a b d

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

   

 என்க. 

கிவரமைரின் விதிப்படி, மைதிப்பிடவவண்டிய 

மைபாறிகளுக்கபான தீர்வு, x x y y z z= = =D
D

D
D

D
D

, ,  
ஆகும்.
எடுத்துகககாட்டு 1.19
 கிவரமைரின் விதிறய பயன்படுததி தீர்வு 
கபாண்க : 2x + 3y = 7, 3x + 5y = 9.
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15அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

தீர்வு:
 ்சமைன்பபாடுகள் முறைவய, 

2 3 7
3 5 9

x y
x y

+ =
+ =

  இஙகு              D = =
2 3
3 5

1  ≠ 0

 ஆதைபால்   கிவரமைர் விதிறய பயன்படுததைபாம்.

இப்்பபாழுது, Dx = =
7 3
9 5

8     Dy = = −
2 7
3 9

3

கிவரமைரின் விதிப்படி,   x x= = =D
D

8
1

8

             y y= = − = −D
D

3
1

3

         ∴  தீர்வு   x y= = −8 3,

எடுத்துகககாட்டு 1.20
 ஜனவரி மைற்றும் பிப்ரவரி மைபாதஙகளில் 
A மைற்றும் B என்ை இரு நிறுவனஙகளிலும் திரு.
ரவி என்பவரபால்  வபாஙகப்படட பஙகுகளின் 
எண்ணிக்றக மைற்றும் ்்சயயப்படட ்மைபாதத 
முதலீடுகள் (ரூபபாயில்) கீழகபாணும் அடடவறையில் 
்கபாடுக்கப்படடுள்ைது எனில், இவவிரு மைபாதஙகளிலும் 
வபாஙகப்படட பஙகுகளின் விறைறயக் கபாண்க.

மகாதஙகள்
்பஙகுகளின் 

எணணிகரக கசயயப்்பட்ை கமகாத்த  
முதலீடு (`)

A B

்சனவரி 10 5 125

பிப்ரவரி 9 12 150

தீர்வு:
 A-என்ை நிறுவனததிலிருநது வபாஙகப்படட 
ஒரு பஙகின் விறை x  என்க.

 B-என்ை நிறுவனததிலிருநது வபாஙகப்படட 
ஒரு பஙகின் விறை y  என்க.

 ∴ ்கபாடுக்கப்படட விவரததின்படி 

 
10 5 125
9 12 150

x y
x y

+ =
+ =

    D = = ≠
10 5
9 12

75 0      Dx = =
125 5
150 12

750

Dy = =
10 125
9 150

375

∴ கிவரமைரின் விதிப்படி, x x= = =D
D

750
75

10

                y y= = =D
D

375
75

5

 A என்ை நிறுவனததிலிருநது வபாஙகப்படட 
ஒரு பஙகின் விறை `10  மைற்றும் B என்ை 
நிறுவனததிலிருநது வபாஙகப்படட ஒரு பஙகின் 
விறை  `5 ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.21
 11 ்பன்சில்கள் மைற்றும் 3 அழிப்பபான்களின் 
்மைபாதத விறை `64. வமைலும் 8 ்பன்சில்கள் மைற்றும் 
3 அழிப்பபான்களின் ்மைபாதத விறை `49. கிவரமைரின் 
விதிறயப்பயன்படுததி ஒரு ்பன்சில் மைற்றும் ஒரு 
அழிப்பபான் விறைறயக் கபாண்க.

தீர்வு:
 ஒரு ்பன்சிலின் விறை ` x என்க
 ஒரு அழிப்பபானின் விறை ` y என்க
 ∴  ்கபாடுக்கப்படட விவரஙகளின் படி 
பின்வரும் ்சமைன்பபாடுகறைக் கபாைைபாம். 

 
11 3 64
8 3 49

x y
x y

+ =
+ =

     D = = ≠
11 3
8 3

9 0.  (்தபாகுப்பு ஒவர ஒரு 

தீர்றவ ்பற்றிருக்கும்)

Dx = =
64 3
49 3

45    Dy = =
11 64
8 49

27

∴  கிவரமைரின் விதிப்படி

 x x= = =D
D

45
9

5

 y y= = =D
D

27
9

3

 ∴  ஒரு ்பன்சிலின் விறை `5 மைற்றும் 
ஒரு அழிப்பபானின் விறை `3 ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.22
 கிவரமைரின் விதிறயப் பயன்படுததி தீர்க்க:

 
x y z x y z x y z+ + = − + = + − =4 2 3 1 3 2 1, ,

தீர்வு:

 இஙகு   D = −
−

= ≠
1 1 1
2 1 3
3 2 1

13 0
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 ∴ கிவரமைரின் விதிப்படி, ்தபாகுப்பு 
ஒருஙகறமைவு உறடயது மைற்றும் ஒவர ஒரு தீர்றவ 
்பற்றிருக்கும்.

 Dx = −
−

= −
4 1 1
1 1 3
1 2 1

13       

 

Dy =
−

=
1 4 1
2 1 3
3 1 1

39

          

 

Dz = − =
1 1 4
2 1 1
3 2 1

26

∴ கிவரமைரின் விதிப்படி    x x= = − = −D
D

13
13

1

     y y= = =D
D

39
13

3     z z= = =D
D

26
13

2

     ∴  தீர்வு   x y z, , , ,{ } = −{ }1 3 2

|A|=0 எனும்்பபாழுது ்சமைன்பபாடடுத 
்தபாகுப்பபானது ஒன்றுக்கு வமைற்படட 

தீர்வுகறை ்கபாண்டதபாகவவபா அல்ைது 
தீர்வு இல்ைபாமைவைபா இருக்கும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.23
 3 வணிகக் கணிதப் புததகஙகள், 2 கைக்கு 
பதிவியல் புததகஙகள் மைற்றும் ஒரு வணிகவியல் 
புததகம் ஆகியவற்றின் ் மைபாதத விறை ̀ 840. இரண்டு 
வணிகக் கணித புததஙகள், ஒரு கைக்குபதிவியல் 
மைற்றும் ஒரு வணிகவியல் புததகததின் ்மைபாதத 
விறை `570. ஒரு வணிகக் கணித புததகம், ஒரு 
கைக்குப்பதிவியல் புததகம் மைற்றும் 2 வணிகவியல் 
புததகஙகளின் ்மைபாததவிறை `630 எனில், 
ஒவ்வபாரு புததகததின் விறைறய கிவரமைரின் 
விதிறயக் ்கபாண்டுக் கபாண்க. 
தீர்வு:
 ஒரு வணிகக் கணித புததகததின் விறை 
` x  என்க.
 ஒரு கைக்குபதிவியல் புததகததின் விறை 
` y என்க.

 ஒரு வணிகவியல் புததகததின் விறை ` z  
என்க.
  ்கபாடுக்கப்படட விவரஙகறைக் ்கபாண்டு, 
கீழகபாணும் ்சமைன்பபாடுகறை ்பைைபாம்.

 

∴ + + =
+ + =

+ + =

3 2 840
2 570

2 630

x y z
x y z

x y z

இஙகு D = = − ≠
3 2 1
2 1 1
1 1 2

2 0    

           

Dx = = −
840 2 1
570 1 1
630 1 2

240

          Dy = = −
3 840 1
2 570 1
1 630 2

300

           Dz = = −
3 2 840
2 1 570
1 1 630

360

∴ கிவரமைரின் விதிப்படி  x x= = −
−

=D
D

240
2

120  
                  

y y= = −
−

=D
D

300
2

150
 

                  
z z= = −

−
=D

D
360

2
180

∴   ஒரு வணிகக் கணித புததகததின் விறை ₹ 120,
ஒரு கைக்குபதிவியல் புததகததின் விறை   
₹150  மைற்றும்
ஒரு வணிகவியல் புததகததின் விறை ₹180.

எடுத்துகககாட்டு 1.24
 ஒரு வபாகன தயபாரிப்பு நிறுவனமைபானது 
S1, S2 மைற்றும் S3 என்ை மூன்று வறகயபான 
எஃகு இரும்புகறையும் பயன்படுததி C1, C2 
மைற்றும் C3 என்ை மூன்று வறகயபான மைகிழுநது 
வபாகனஙகறை உற்பததி ்்சயகிைது. ஒவ்வபாரு 
வறகயபான வபாகனஙளுக்கு வதறவயபான எஃகு 
இரும்பு R டன்களில் மைற்றும் மூன்று வறகயபான 
மைகிழுநது வபாகனஙகளுக்கும் வதறவயபான ்மைபாதத 
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17அணிக்ேகாைவகளின் பயன்பாடுகள்

எஃகு இரும்பு விவரம் பின்வரும் அடடவறையில் 
்தபாகுதது  வேஙகப்படடுள்ைது.

எஃகு 
வரககள்

வகாகனஙகளின் 
வரககள் இருப்பிலுள்்ள 

கமகாத்த எஃகு
C1 C2 C3

S1 3 2 4 28

S2 1 1 2 13

S3 2 2 1 14

 நி று வ ன ம்  த ய பா ரி க் கு ம்  ஒ வ ் வ பா ரு 
வறகயபான வபாகனஙகளின் எண்ணிக்றகறய 
கபாண்க.
தீர்வு:
C1 வறக வபாகனஙகளின் எண்ணிக்றக x என்க.
C2 வறக வபாகனஙகளின் எண்ணிக்றக y என்க.
C3 வறக வபாகனஙகளின் எண்ணிக்றக z என்க. 

 

∴
  

3 2 4 28
2 13

2 2 14

x y z
x y z
x y z

+ + =
+ + =
+ + =

இஙகு  D = = − ≠
3 2 4
1 1 2
2 2 1

3 0

          Dx = = −
28 2 4
13 1 2
14 2 1

6

          Dy = = −
3 28 4
1 13 2
2 14 1

9

           

Dz = = −
3 2 28
1 1 13
2 2 14

12

∴ கிவரமைரின் விதிப்படி  x x= = −
−

=D
D

6
3

2

y y= = −
−

=D
D

9
3

3      z z= = −
−

=D
D

12
3

4

 ∴   உற்பததி ்்சயயப்படும் ஒவ்வபாரு 
வறகயபான வபாகனஙகளின் எண்ணிக்றக 
முறைவய 2, 3 மைற்றும் 4 ஆகும்.

்பயிறசி 1.2

1.  கீழகபாணும் ்சமைன்பபாடுகறை கிவரமைரின் 
விதிறயப் பயன்படுததி தீர்க்க.

   (i) 2 3 7 3 5 9x y x y         + = + =,
 (ii) 5 3 17 3 7 31x y x y         + = + =,

 (iii) 2 3 1 2 3 4x y z x y z x y z              + − = + + = − − =, ,    2 3 1 2 3 4x y z x y z x y z              + − = + + = − − =, ,

  2 3 1 2 3 4x y z x y z x y z              + − = + + = − − =, ,

 (iv) x y z x y z x y z             + + = + − = − − = −6 2 3 5 6 2 3 7, ,  x y z x y z x y z             + + = + − = − − = −6 2 3 5 6 2 3 7, ,

  x y z x y z x y z             + + = + − = − − = −6 2 3 5 6 2 3 7, ,

  (v) x y z x y z x y z           + + = − + = − − + = −4 3 2 2 6 6 3 5 2 3 5, ,     x y z x y z x y z           + + = − + = − − + = −4 3 2 2 6 6 3 5 2 3 5, ,

  x y z x y z x y z           + + = − + = − − + = −4 3 2 2 6 6 3 5 2 3 5, ,

2.  3 அைகுகள் ்தபாழிைபாைரின் ்சம்பைம் மைற்றும் 2 
அைகுகள் மூைதனம் ்கபாண்டு தயபாரிக்கப்படும் 
உற்பததி ்பபாருள்களுக்கபான ்்சைவு  `62 
ஆகும். 4 அைகுகள் ்தபாழிைபாைரின் ்சம்பைம் 
மைற்றும் 1 அைகு மூைதனம் ் கபாண்டு ் பபாருள்கள் 
உற்பததி ்்சயயப்படடிருநதபால் அதன் ்மைபாதத 
்்சைவு `56 எனில், அணிக்வகபாறவ முறையில் 
்தபாழிைபாைர் மைற்றும் மூைதனததின் ஒரு 
அைகுக்கு ஆகும் ்்சைவிறனக் கபாண்க.

3.  ̀ 8,600 ஆனது இரண்டு விதமைபான கைக்குகளில் 
முதலீடு ்்சயயப்படடுள்ைது. இதில் ஒரு 

முதலீடபானது 4 3
4

% -ம், மைற்்ைபாரு முதலீடபானது 

6 1
2

% -ம் ஆண்டு  வருவபாறய ஈடடுத தருகிைது.  
ஓர் ஆண்டில் இரு முதலீடுகளுக்கபான ்மைபாதத 
வருமைபானம்  `431.25  எனில், ஒவ்வபாரு 
க ை க் கி லு ம்  ் ்ச ய ய ப் ப ட ட  மு த லீ ட டு 
்தபாறகயிறனக் கபாண்க.

4.  ் மைரினபா கடற்கறரயில் இரண்டு சிறுமிகள் 
குதிறர ்சவபாரி மைற்றும் கிவபாட றபக் ்சவபாரிறய 
மைணி வநர வபாடறகயில் விறையபாடுகிைபார்கள். 
வமை மைபாதததின் வபபாது சிறுமி ்கரன் `780-ம் 
சிறுமி ்பனிடடபா `560-ம் ்்சைவு ்்சயதபார்கள். 
அதன் விவரம் கீழக்கபாணும் அடடவறையில் 
்கபாடுக்கப்படடுள்ைது.

க்பயர்
்பயன்்படுத்திய ககாலம்  

(மணிகளில்) கமகாத்த 
கசலவு 

(`)குதிரை 
சவகாரி

கிவகாட் ர்பக 
சவகாரி

்கரன் 3 4 780
்பனிடடபா 2 3 560
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18 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

  இரண்டு விறையபாடடுகளுக்கபான ஒரு மைணி 
வநர வபாடறகறய அணிக்வகபாறவ முறையில் 
கபாண்க.

5.  ஒரு ்சநறத ஆயவிற்கபாக A, B மைற்றும் C ஆகிய 
்பபாருடகள் எடுததுக் ்கபாள்ைப்படுகிைது. 
கு றி யீ ட டு  எ ண் ற ை  க பா ண் ப த ற் க பா க 
ஒவ்வபாரு ்பபாருளும் மூன்று வித தரஙகைபாகப் 
பிரிக்கப்படடு அவற்றிற்கு நிறையபான எறடகள் 
ஒதுக்கப்படுகிைது. மூன்று ் பபாருள்களின் நுகர்வு 
பற்றிய தகவல்கள் மைற்றும் ்பபாருள்களின் 
்மைபாதத எறடகள் ஆகியறவ கீவேயுள்ை 
அடடவறையில் ்கபாடுக்கப்படடுள்ைன.

க்பகாருள்கள்
தைஙகளின் 
நுகர்கவுகள் கமகாத்த 

எரைகள்
I II III

A 1 2 3 11
B 2 4 5 21
C 3 5 6 27

   மூன்று தரஙகளுக்கும் ஒதுக்கப்படட எறடகறை 
கிவரமைரின் விதிறயப் பயன்படுததி கபாண்க.

6.  ் மைபாதத ் தபாறக ̀ 8,500 ஆனது வடடி வருமைபானம் 
தரும் மூன்று விதமைபான கைக்குகளில் முதலீடு 
்்சயயப்படடது. ஒவ்வபாரு முதலீடடுக்கபான 
வடடிவீதம் 2%, 3% மைற்றும் 6% ஆகவும், ஒரு 
வருடததிற்கபான ்மைபாதத வடடி `380 ஆகவும் 
உள்ைது.  வமைலும் 6% முதலீடடு ்தபாறகயபானது 
மைற்ை இரண்டு முதலீடுகளின் கூடடுத்தபாறகக்கு 
்சமைம் எனில், கிவரமைரின் விதிறயக் ்கபாண்டு  
ஒவ்வபாரு பிரிவிலும் ்்சயத முதலீடடுத ்தபாறக 
எவவைவு?

1.3  மகாறுதல் நிகழதகவு அணிகள் (Transition 
Probability Matrices)

1.3.1   கதகாைகக ்பஙகு சந்ரத ்பஙகீட்டிரனக கககாணடு 
அடுத்த நிரலயிரன முன்னறிவித்தல் 
(Forecasting the succeeding state when the initial 
market share is given)

ஒருநிரல மகாறுதல் நிகழதகவு (One stage Transition 
Probability)
 ஒரு குறிப்பிடட வநரததில் நிகேக்கூடிய 
நிகழவு sn என்ை நிறையில் உள்ைது. ஒரு அைகு 
வநரம் கழிதது மைற்்ைபாரு நிகழவு நிகழுமைபானபால், 
அதபாவது அறமைப்பு ஒரு நிறை  sn லிருநது  
sn+1 க்கு நகருமைபானபால், இநநகர்வு நிகழதகவு 
பரவலுடன் ்தபாடர்புபடுததப்படுகின்ைது. ஒவ்வபாரு 

நகர்வின் மைபாற்ைமும் sn லிருநது sn+1 க்கு மைபாறுவது 
நிகழதகவுடன் ்தபாடர்புபடுததப்படுகின்ைது. இநநிகழ 
தகவு ஒருநிறை மைபாறுதல் நிகழதகவு என 
அறேக்கப்படுகின்ைது.
மகாறுதல் அணி (Transition Matrix)

  Pjk  என்ை மைபாறுதல்  நிகழதகவபானது 

P Pjk jk
k

> =∑0 1,  என அறனதது j க்கும் 

நிறைவு ்்சயகின்ைது. 
 இ ந த  நி க ழ த க வு க ற ை  அ ணி வ டி வி ல் 
பின்வருமைபாறு எழுதைபாம்.

 P

P P P
P P P

=



















11 12 13

21 22 23





   

   

 இதுவவ மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி எனப்படும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.25
 ்சநறதயில்  உள்ை A மைற்றும் B ஆகிய தர 
அறடயபாைம் ்கபாண்ட ்பபாருள்களுக்கபான மைபாறுதல்

நிகழதகவு அணி 
A B

A
B

0 9 0 1
0 3 0 7

. .

. .






 எனில், ்சமைநிறையில்

தர அறடயபாைம் ்கபாண்ட ஒவ்வபாரு ்பபாருள் 
களுக்கபான ்சநறத பஙகீடுகறைக் கபாண்க.

தீர்வு:
 மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி

      

A B

T
A
B

=






0 9 0 1
0 3 0 7

. .

. .

 ்ச மை நி ற ை யி ல் ,  ந பா ம்  ் ப று வ து  

A B T A B( ) = ( )   வமைலும், இஙகு  A B+ = 1  

ஆகும்.

      A B A B( )





= ( )0 9 0 1
0 3 0 7

. .

. .
 0 9 0 3. .A B+    = A

 0 9 0 3 1. .A A+ −( )  = A

 0 9 0 3 0 3. . .A A− +   = A

 0.6A + 0.3  = A
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19அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 0.4A = 0.3

 A =  
0 3
0 4

3
4

.

.
=

 ⇒  B   = 1 3
4

− =
1
4

 எனவவ A -ன் ்சநறதப்பஙகீடு  75%  மைற்றும்  
B-யின் ்சநறதப்பஙகீடு 25% ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.26
 பரிதி என்பவர் ஒவ்வபாரு நபாளும் 
வ்சபாகமைபாகவவபா (S) அல்ைது மைகிழச்சியபாகவவபா (H) 
உள்ைபார்.  ஒரு நபாள் மைகிழச்சியபாக இருநதபால், 
அடுதத நபாள் 5-ல் 4-பஙகு வ்சபாகமைபாக இருப்பபார். ஒரு 
நபாள் வ்சபாகமைபாக இருநதபால், அடுதத நபாள் 3-ல் 2 
பஙகு  மைகிழச்சியபாக இருப்பபார் எனில், நீண்டகபாை 
அடிப்பறடயில் ஏதபாவது ஒரு குறிப்பிடட நபாளில் 
மைகிழச்சியபாக இருப்பதற்கபான நிகழதகவு கபாண்க.

தீர்வு:
 மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி   T =

















1
3

2
3

4
5

1
5

  ்சமைநிறையில், S H( )
















1
3

2
3

4
5

1
5

=  (S  H)     

   இஙகு S + H = 1 

  

1
3

4
5

S H+   =  S

  

1
3

1 4
5

( )− +H H
  
=  1 –H

   இறதத தீர்க்க, நபாம் ்பறுவது    S = 
6

11
 

மைற்றும்  H =  
5

11
.

 நீண்ட கபாை அடிப்பறடயில், வதர்ந்தடுக்கப்படட 

நபாளில் மைகிழச்சியபாக இருப்பதற்கபான நிகழதகவு 
5

11
 

ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.27
 பின்வரும் வழிமுறைகளில் ஆகபாஷ் 
மைடறடப்பநது விறையபாடுகின்ைபார் .  ஒரு 
முறை ்வற்றி ்பற்ைபால் (S) அடுதத முறை 
விறையபாடும்வபபாது ்வற்றி்பை 25% வபாயப்பு  

உள்ைது. அவர் வதபால்வி (F) அறடநதபால் 
அடுததமுறை விறையபாடும்வபபாது 35% ்வற்றி ்பை 
வபாயப்பு உள்ைது. இவவிவரஙகளிலிருநது  மைபாறுதல் 
நிகழதகவு அணி மைற்றும் நீண்ட கபாை அடிப்பறடயில் 
அவரின் ்வற்றி  வபாயப்பின் ்சரபா்சரி ஆகியவற்றை 
கபாண்க. 
தீர்வு:
மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி T  =  

0 25 0 75
0 35 0 65

. .

. .






்சமைநிறையில், (S )
. .
. .

F
0 25 0 75
0 35 0 65







= (S   F)   

  இஙகு S + F  = 1

  0.25 S + 0.35 F = S

  0.25 S + 0.35 (1 – S) = S

  இறத தீர்க்க S  =  
0 35
1 10

.

.
      ⇒  S = 0.318 மைற்றும் F = 0.682

 ∴ ஆகபாஷின் ்வற்றி வபாயப்பு ்சரபா்சரி 31.8% ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 1.28
 ஒரு பபாடவவறையில், கணிதம் பயிலும் 
மைபாைவர்களில் 80% வபர் அடுதத பபாடவவறையில் 
கணிதம் பயில்கின்ைனர். ஒரு பபாடவவறையில், 
ஆஙகிைம் பயிலும் மைபாைவர்களில் 30% வபர் 
அடுதத பபாடவவறையில் ஆஙகிைம் பயில்கின்ைனர்.
ஆரம்பததில் 60 மைபாைவர்கள் கணிதமும், 40 
மைபாைவர்கள் ஆஙகிைமும் பயில்கின்ைனர் எனில்,
(i) மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி
(ii)  ் தபாடர்ச்சியபாக  அடுதத  2 பபாடவவறைகளிலும் 

க ணி த ம்  மை ற் று ம்  ஆ ங கி ை ம்  ப யி லு ம்  
மைபாைவர்களின் எண்ணிக்றகறயக் கபாண்க.

தீர்வு
(i) மைபாறுதல் நிகழதகவு அணி

 

M E

T
M
E

=






0 8 0 2
0 7 0 3

. .

. .
 முதல் பபாடவவறைக்குப் பின்,

      M E M E M E
M
E

60 40
0 8 0 2
0 7 0 3

76 24( ) 





= ( ). .
. .

  எனவவ  முதல் பபாடவவறைக்குப் பின்,  கணிதம் 
பயிலும் மைபாைவர்கள் 76 வபர்களும், ஆஙகிைம் 
பயிலும் மைபாைவர்கள் 24 வபர்களும்  இருப்பபார்கள்.

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 1.indd   19 3/5/2020   10:52:23 AM



20 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 இரு பபாடவவறைகளுக்குப் பின், 

 

M E M E
M
E

76 24
0 8 0 2
0 7 0 3( ) 





. .

. .

 = + +( )60 8 16 8 15 2 7 2. . . .

 = ( )77 6 22 4. .

 இரு  பபாடவவறைகளுக்குப் பின், கணிதம் 
பயிலும் மைபாைவர்கள் 78 வபர்களும் (வதபாரபாயமைபாக) 
மைற்றும் ஆஙகிைம் பயிலும் மைபாைவர்கள் 22 
வபர்களும் (வதபாரபாயமைபாக) இருப்பர்.

மகாறறு முரை
M E M E

M
E

60 40
0 8 0 2
0 7 0 3

2

( ) 





. .

. .

=

M E M E
M
E

60 40
0 78 0 22
0 77 0 23( ) 





. .

. .
= (46.8 + 30.8      13.2 + 9.2)
= (77.6    22.4)

்பயிறசி 1.3

1.  ஒ ரு  வ பா ர ப் ப த தி ரி க் ற க க் கு ச்  ்ச ந த பா 
கடடுமைபாறு வகடடுக்்கபாள்ைப்படும் கடிதம் 
அநத பததிரிக்றக அலுவைகததிலிருநது 
ஏரபாைமைபானவர்களுக்கு அனுப்படுகிைது. 
கடிதம் ்பற்ைவர்களில், ்சநதபாதபாரர்கைபாக 
இருநது மீண்டும் ்சநதபா கடடுபவர் 45% ஆகும். 
்சநதபாதபாரர்கைபாக இல்ைபாமைல் இருநது புதியதபாக 
்சநதபா கடடுபவர்கள் 30% ஆகும். இவத வபபால் 
முன்னர் கடிதம் அனுப்பப்படடவபபாது, கடிதம் 
்பற்ைவர்களில் 40% வபர் ்சநதபாதபாரர்கைபாகச் 
வ்சர்நதனர் எனத ்தரிகிைது தற்வபபாது 
கடிததறதப் ்பறுபவர்களில் எததறன ்சதவீதம் 
வபர் ்சநதபாதபாரர்கைபாவர் என எதிர்பபார்க்கைபாம்?

2.  ் ்சன்றன நகரில் ஒரு புதிய வபபாக்குவரதது 
வ்சதி தற்வபபாது ்்சயல்பபாடடிற்கு வநதுள்ைது. 
அதறன இநத ஆண்டு பயன்படுததுபவர்கள் 

30% வபர் அடுதத ஆண்டு  பயன்படுததபாமைல் 
்மைடவரபா ரயில் வண்டிக்கு மைபாறி விடுவர். மீதி 
70%  ்தபாடர்நது அப்புதிய வபபாக்குவரதது 
வ ்ச தி ற ய ப்  ப ய ன் ப டு த து வ ர் .  இ ந த 
ஆ ண் டு  ் மை ட வ ர பா  ர யி ல்  வ ண் டி ற ய 
பயன்படுததுபவர்களில் 70%  வபர் அடுதத 
ஆண்டும் ்தபாடர்நது அறதவய பயன்படுததுவர் 
மீதி 30% வபர் புதிய வபபாக்குவரதது வ்சதிக்கு 
மைபாறிவிடுவர்.  ்்சன்றன நகர மைக்கள் ்தபாறக 
மைபாைபாமைலிருக்கிைது என்றும் பயணிகளில் 
அடுதத ஆண்டில் 60% வபர் புதிய வபபாக்குவரதது 
வ்சதிறயயும் 40%  வபர் ்மைடவரபா ரயில் 
வண்டிறயயும் பயன்படுததுவபார்கள் எனக் 
்கபாண்டபால்,

  (i)  அதற்கு அடுதத ஆண்டில் எததறன ்சதவீதம் 
பயணிகள் புதிய வபபாக்குவரதது வ்சதிறய   
பயன்படுததுவபார்கள் என எதிர்பபார்க்கைபாம்? 

 (ii)  கபாைப்வபபாக்கில் எததறன ்சதவீதம் வபர் புதிய 
வபபாக்குவரதது வ்சதிறயப் பயன்படுததுவர்?

3.  ்சநறதயில் உள்ை A மைற்றும் B இருவறகயபான 
வ்சபாப்புகளின் தற்வபபாறதய ்சநறதப் பஙகீடு   
15% மைற்றும்  85%  ஆகும். ்்சன்ை ஆண்டு 
Aவபாஙகியவர்களின் 65% வபர் மீண்டும் அறத 
இநத ஆண்டும் வபாஙகுகிைபார்கள். 35% வபர் 
B-க்கு மைபாறிவிடுகின்ைனர். ்்சன்ை ஆண்டு B 
வபாஙகியவர்களில் 55% வபர் இநத ஆண்டும் 
மீண்டும் அறத வபாஙகுகிைபார்கள். 45% வபர்  
A-க்கு மைபாறி விடுகிைபார்கள் ஒரு ஆண்டுக்குப் 
பிைகு அவற்றின் ்சநறதப் பஙகீடுகறைக் 
கபாண்க.வமைலும் ்சநறதயில் ்சமைநிறை எப்வபபாது 
எடடப்படும்?

4.  A மைற்றும் B என்ை  இரு விற்பறனப்  
்பபாருள்களின் தற்வபபாறதய ்சநறத விற்பறன 
50% மைற்றும் 50%  ஆக உள்ைது. நுகர்வவபாரின் 
விருப்பஙகள் ஒவ்வபாரு வபாரமும் மைபாறுகின்ைன. 
்்சன்ை வபாரம் A -ஐ வபாஙகியவர்களில் 60% 
வபர் மீண்டும் A -ஐ வபாஙகுகின்ைனர். 40% 
வபர்  B-க்கு மைபாறிவிடுகிைபார்கள். ்்சன்ை வபாரம் 
B வபாஙகியவர்களில் 80% வபர் அறத மீண்டும் 
வபாஙகுகிைபார்கள். 20% வபர் A-க்கு மைபாறி 
விடுகிைபார்கள். இரு வபாரஙகளுக்குப் பிைகு 
அவர்களின் ்சநறதப் பஙகீடுகறைக் கபாண்க. 
இநத வபபாக்கு ்தபாடருமைபானபால், எப்வபபாது 
்சமைநிறை எடடப்படும்? 
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்பயிறசி 1.4

க்பகாருத்தமகான விரைரய நதர்ந்கதடுகக
1. A=(1  2  3) எனில், AAT -ன் தரம்
 (a) 0          (b) 2          (c) 3          (d) 1

2.  ஒவ்வபாரு உறுப்பும் 1 எனக் ்கபாண்ட m n×  
வரிற்ச உறடய  அணியின் தரம்

 (a) 0          (b) 1          (c) m          (d) n

3.  

A B

T
A
B

=






0 4 0 6
0 2 0 8

. .

. .
 என்பது ஒரு மைபாறுதல் 

நிகழதகவு அணி எனில், ்சமைநிறையில் A-ன் 
மைதிப்பு

 (a) 
1
4

          (b) 
1
5

          (c) 
1
6

          (d) 
1
8

4. A =






2 0
0 8

 எனில், r( )A  =

 (a) 0          (b) 1          (c) 2          (d) n

5. 
1 1 1
1 2 3
1 4 9















 என்ை அணியின்  தரம்

 (a) 0          (b) 1          (c) 2          (d)3
6.  வரிற்ச n உறடய அைகு அணியின் தரம்
 (a) n −1           (b) n           (c)n +1           (d) n2

7. r A r( ) =  எனில், பின்வருவனவற்றில் எது ்சரி?
 (a)  r வரிற்சயுறடய அறனதது சிற்ைணிக்

வகபாறவகளின் மைதிப்பும் பூச்சியஙகைபாக 
இருக்கபாது.

 (b)  A ஆனது குறைநதபட்சம் ஒரு r வரிற்ச 
பூச்சிமைற்ை சிற்ைணிக்வகபாறவயபாவது 
்பற்றிருக்கும்.

 (c)  A  ஆனது குறைநத பட்சம் (r+1) வரிற்ச 
யுறடய சிற்ைணிக்வகபாறவயின் மைதிப்பு
பூச்சியமைபாக இருக்கும்படியபாக ் பற்றிருக்கும்.

 (d)  அறனதது (r+1) வரிற்ச மைற்றும் அறதவிட 
அதிகமைபான வரிற்ச ்கபாண்ட பூச்சியமைற்ை 
சிற்ைணிக்வகபாறவகள் இருக்கும்.

8. A =














1
2
3

 எனில்  AAT  -ன் தரம்

 (a) 0          (b) 1          (c) 2          (d) 3

9. 
l

l
l

−
−

−















1 0
0 1
1 0

 என்ை அணியின் தரம் 2

 எனில், l -ன் மைதிப்பு
 (a) 1 (b) 2 
 (c) 3 (d) ்மைய்யண் மைடடும்

10. மூறைவிடட அணி 

1
2

3
0

0
0

−

























 -ன் தரம்

 (a) 0          (b) 2          (c) 3          (d) 5

11.  

A B

T
A
B x

=






0 7 0 3
0 6

. .

.
என்பது மைபாறுதல் நிகழவு 

அணி எனில்  x-ன் மைதிப்பு
 (a) 0.2          (b) 0.3          (c) 0.4          (d) 0.7

12.   பின்வருவனவற்றில் எது ஒரு அணிக்கபான 
அடிப்பறட உருமைபாற்ைம் ஆகபாது?

 (a) R Ri j↔  (b) R R Ci i j→ +2 2

 (c) R R Ri i j→ −2 4 (d) C C Ci i j→ + 5

 13. r rA A B( ) = ( ),  எனில், ்தபாகுப்பபானது 
 (a)  ஒருஙகறமைவு உறடயது மைற்றும் 

எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் ்பற்றுள்ைது
 (b)  ஒ ரு ங க ற மை வு 

உறடயது மைற்றும் ஒவர 
ஒரு தீர்வு ்பற்றுள்ைது

 (c)  ஒ ரு ங க ற மை வு 
உறடயது

 (d) ஒருஙகறமைவு அற்ைது

14.  r rA A B( ) = ( ) =,  மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக 
எனில் ்தபாகுப்பபானது

 (a)  ஒ ரு ங க ற மை வு  உ ற ட ய து  மை ற் று ம் 
எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் ்பற்றுள்ைது
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 (b)   ஒருஙகறமைவு உறடயது மைற்றும் ஒவர ஒரு 
தீர்வு ்பற்றுள்ைது

 (c)  ஒருஙகறமைவு அற்ைது  
 (d) ஒருஙகறமைவு  உறடயது

 15.  r rA A B( ) ≠ ( ), எனில் ்தபாகுப்பபானது
 (a)  ஒ ரு ங க ற மை வு  உ ற ட ய து  மை ற் று ம் 

எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் ்பற்றுள்ைது
 (b)  ஒருஙகறமைவு உறடயது மைற்றும் ஒவர ஒரு 

தீர்வு ்பற்றுள்ைது
 (c) ஒருஙகறமைவு அற்ைது 
 (d) ஒருஙகறமைவு உறடயது
 16.   ஒரு மைபாறுதல் நிகழதகவு அணியில் 

உள்ை அறனதது உறுப்புகளின் மைதிப்பும் 
எநத எண்ணுக்கு ்சமைமைபாகவவபா அல்ைது 
்பரியதபாகவவபா இருக்கும்?

 (a) 2          (b) 1          (c) 0          (d) 3

 17.  AX B=  என்ை ்சமைச்சீரற்ை ்சமைன்பபாடடுத 
்தபாகுப்பின் மைபாறிகளின் எண்ணிக்றக n 
எனில், ்தபாகுப்பபானது ஒவர ஒரு தீர்றவ 
எப்வபபாதும் ்பறும்?

 (a) r rA A B n( ) = ( ) >,  

 (b) r rA A B n( ) = ( ) =,

 (c) r rA A B n( ) = ( ) <,  
 (d) வமைற்கண்ட ஏதுமில்றை

18.  4 6 5 6 9 7x y x y+ = + =,  என்ை ்சமைன்பபாடடு  
்தபாகுப்பிற்கு  

 (a) ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு 
 (b) தீர்வு இல்றை 
 (c) எண்ணிக்றகயற்ை தீர்வுகள் உண்டு 
 (d) வமைற்கண்ட ஏதுமில்றை

19.  x y z x y z+ + = + + =2 3 1 2 3 2,
5 5 9 4x y z+ + =  என்ை ்சமைன்பபாடடு ் தபாகுப்பிற்கு

 (a)  ஒவர ஒரு தீர்வு உண்டு 
 (b)  எண்ணிறகயற்ை தீர்வுகள் உண்டு 
 (c) தீர்வு இல்றை   
 (d) வமைற்கண்ட ஏதுமில்றை

20. A ≠  0,  எனில்,  A ஒரு  
 (a) பூஜ்ஜியமைற்ை வகபாறவ அணி
 (b) பூஜ்ஜியக் வகபாறவ அணி

 (c)  பூஜ்ஜிய அணி
 (d) வமைற்கண்ட ஏதுமில்றை

21.  k ¹__ எனில்,  x y z x y z x y k+ + = + − = + + =2 2 3 3 2 4, ,  
x y z x y z x y k+ + = + − = + + =2 2 3 3 2 4, ,  என்ை வநரிய ்சமைன்பபாடடுத 

்தபாகுப்பபானது, ஒவர ஒரு தீர்றவப் 
்பற்றிருக்கும்.

 (a) 4          (b) 0          (c) –4           (d) 1

22.  கிவரமைரின் விதிறயக் ்கபாண்டு ஒவர ஒரு 
தீர்றவப் ்பை வதறவயபான கடடுப்பபாடு,

 (a) Dz ≠ 0  (b) Dx ≠ 0

 (c) D ≠ 0  (d) Dy ≠ 0

23.  a
x

b
y

c
a
x

b
y

c1 1
1

2 2
2+ = + =, ,

  ∆ = ∆ = ∆ =1
1 1

2 2
2

1 1

2 2
3

1 1

2 2

a b
a b

b c
b c

c a
c a

;

எனில், 

x y,( )  -ன்  மைதிப்பு

 (a) 
∆
∆

∆
∆







2

1

3

1
,  (b) 

∆
∆

∆
∆







3

1

2

1
,

 (c) 
∆
∆

∆
∆







1

2

1

3
,  (d) 

−∆
∆

−∆
∆







1

2

1

3
,

24. A adjAn n× = =3 243   எனில் n-ன்மைதிப்பு
 (a) 4          (b) 5          (c) 6          (d) 7

25. பூஜ்ஜிய அணியின் தரம்
 (a)  0          (b) –1          (c) ∞           (d) 1

இதை கணககுகள்

1.  A =
−





1 3 4 7
9 1 2 0

 என்ை அணியின் 

தரததிறனக் கபாண்க.

2.    A =
−













2 1 3 4
0 1 1 2
1 3 4 7

 என்ை அணியின் 

தரததிறனக் கபாண்க.  

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 1.indd   22 3/5/2020   10:52:34 AM
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3.  A =














4 5 2 2
3 2 1 6
4 4 8 0

 என்ை அணியின் 

தரததிறனக் கபாண்க.

4.  x y z x y z y z+ + = + + = + =7 2 3 18 2 6, ,  
என்ை ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவுறடயதபா என 
வ்சபாதிக்க.     

5.  பின்வரும் ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு 
உறடயது எனில் k-ன் மைதிப்றபக் கபாண்க. 
2 3 5 3 4 2 7 6x y z x y z x y z k+ − = − + = + − =, ,

6.  தரப்படட ்சமைன்பபாடுகள்  ஒருஙகறமைவு அற்ைறவ 
எனில் k-ன் மைதிப்றபக் கபாண்க. x y z x y z x y z k+ + = − − = + + =1 3 4 5 5, , 

 x y z x y z x y z k+ + = − − = + + =1 3 4 5 5, , .

7. x y z x y z x y z+ + = − + = + − = −2 7 2 2 4 2 1, ,   
  என்ை ்சமைன்பபாடுகறை கிவரமைரின் விதிறயப் 

பயன்படுததி தீர்க்க.
8.  2 கிவைபா வகபாதுறமை மைற்றும் 1 கிவைபா 

்சர்க்கறரயின்  விறை ̀ 100.  1 கிவைபா வகபாதுறமை 
மைற்றும் 1 கிவைபா அரிசியின்  விறை ̀ 80.  3 கிவைபா 
வகபாதுறமை, 2 கிவைபா ்சர்க்கறர  மைற்றும் 1 கிவைபா 
அரிசியின்  விறை `220 எனில் ஒவ்வபான்றின் 
ஒரு கிவைபா விறைறய கிவரமைரின் விதிறயப் 
பயன்படுததிக் கபாண்க..    

9.  ் வவவவறு தரகு வீதஙகறையுறடய A, B, C 
என்ை மூன்று ்பபாருள்கறை கடநத மூன்று 
மைபாதஙகளில் ஒரு விற்பறனயபாைர் விற்பறன 
்்சயததற்கபான விவரஙகள் கீவே உள்ை 
அடடவறையில் ்கபாடுக்கப்படடுள்ைது.

மகாதஙகள் விற்பரன கசயத அலகுகள் க்பறை கமகாத்த 
தைகு `)A B C

ஜனவரி 90 100 20 800

பிப்ரவரி 130 50 40 900

மைபார்ச்சு 60 100 30 850

  கிவரமைரின் முறையில்,  A, B, C என்ை 
்பபாருள்களுக்கபான தரகு வீததறதக் கபாண்க.

10.  ஒரு வபாரப் பததிரிக்றகக்குச் ்சநதபா கடடுமைபாறு 
வகடடுக் ்கபாள்ைப்படும் கடிதம் அநத பததிரிக்றக 
அலுவைகததிலிருநது ஏரபாைமைபானவர்களுக்கு 
அனுப்பப்படுகிைது. கடிதம் ்பற்ைவர்களில், 
்சநதபாதபாதபாரர்கைபாக இருநது மீண்டும் ்சநதபா 
கடடுபவர் 60% ஆகும். ்சநதபாதபாதபாரர்கைபாக 
இல்ைபாமைலிருநது புதியதபாக ்சநதபா கடடுபவர்கள் 
25% ஆகும். இவத வபபால் முன்னர் கடிதம் 
அனுப்பப்படட வபபாது கடிதம் ்பற்ைவர்களில் 40% 
வபர் ்சநதபாதபாதபாரர்கைபாகச் வ்சர்நதனர் எனத 
்தரிகிைது. தற்வபபாது கடிததறதப் ் பறுபவர்களில் 
எததறன ்சதவீதம் வபர் ்சநதபாதபாதபாரர்கைபாவர் 
என எதிர்பபார்க்கைபாம். 

 z அணியின் தைம்
A என்ை அணியின் தரம், அநத அணியின் மிகப்்பரிய பூச்சியமைற்ை சிற்ைணிக் 
வகபாறவயின் வரிற்ச ஆகும்.

 z r( )A ≥ 0 .
 z அணி A-ன் வரிற்ச m n×  எனில் அதன் தரமைபானது, m n,{ }  -ன் மீச்சிறு மைதிப்புக்குச் 

்சமைமைபாகவவபா அல்ைது சிறியதபாகவவபா இருக்கும்.
 z  பூச்சிய அணியின் தரம்  ‘0’ ஆகும்.
 z n n×  வரிற்ச உறடய பூச்சியமைற்ை வகபாறவ அணியின் தரம் ‘n’ ஆகும்.
 z  சமகான அணிகள்

A மைற்றும் B என்பறவ ்சமைவரிற்ச ்கபாண்ட அணிகள் என்க. இவற்றில் ஒரு அணிறய 
மைற்்ைபாரு அணியிலிருநது, முடிவுறு எண்ணிக்றகயுள்ை அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகறை 
வமைற்்கபாள்வதன் மூைம் ்பறுவவபாமைபாயின்,  A-யும்  B-யும் ்சமைபான அணிகள் எனப்படும். 
இதறன A B~  என குறிப்பிடைபாம்.

கதகாகுப்புரை
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 z ஏறு்படி வடிவம்
m n×  வரிற்ச உறடய A என்ை அணியபானது ஏறுபடி வடிவில் உள்ைதபாயின் அது 
பின்வரும் நிபநதறனகறை நிறைவு ்்சயதல் வவண்டும்.  

(i) அறனதது உறுப்புகறையும் பூச்சிய உறுப்புகைபாய ் கபாண்ட ஒவ்வபாரு நிறரயும் 
பூச்சியமைற்ை உறுப்புகறையும் உறுப்புகைபாகக் ்கபாண்ட நிறரக்கு கீவே அறமைய 
வவண்டும்.

(ii) பூச்சியமைற்ை நிறரயில் வரும் முதல் பூச்சியமைற்ை உறுப்பிற்கு முன்பபாக இடம்்பறும் 
பூச்சிய உறுப்புகளின் எண்ணிக்றகயபானது அவவபாைபாகவவ அதற்கு அடுதது 
வரும் நிறரயில் உள்ை பூச்சிய உறுப்புகளின் எண்ணிக்றகறயவிட குறைவபாக 
இருததல் வவண்டும்.

 z  குறைநத பட்சம்  ஒரு  தீர்வபாவது உண்டு எனில், ்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்பபானது 
ஒருஙகறமைவு உறடயது எனப்படும்.

 z  தீர்வுகள்  அற்ை ்சமைன்பபாடு ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு அற்ைது  எனப்படும்.
 z r rA B A, ( ) = ( )  எனில், ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு உறடயறவ.

 z r rA B A n, ( ) = ( )=  எனில், ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவு உறடயறவ மைற்றும் 
ஒவர ஒரு தீர்வு மைடடும் உண்டு.

 z r rA B A n, ( ) = ( ) <  எனில், ்சமைன்பபாடடுத ்தபாகுப்பபானது ஒருஙகறமைவு 
்கபாண்டது மைற்றும் எண்ணிக்கயற்ை தீர்வுகறைப் ்பற்றிருக்கும்.

 z r rA B A, ( ) ≠ ( ) எனில், ்சமைன்பபாடுகள் ஒருஙகறமைவுததன்றமை அற்ைறவ வமைலும் 
தீர்வு இல்றை.

 z adjA A n= −1 .

 z A = 0  எனில், A  ஆனது பூஜ்ஜியக் வகபாறவ அணியபாகும், இல்றை்யனில்,  A 
ஆனது பூஜ்ஜியக் வகபாறவ அல்ைபாத அணியபாகும்.

 z AX B=  என்ை ்சமைன்பபாடடு ்தபாகுப்பில் A ≠ 0 எனில் ்தபாகுப்பு ஒருஙகறமைவு 
உறடயது மைற்றும் ஒவர ஒரு  தீர்றவ ்பற்றிருக்கும்.

 z கிவரமைரின் விதி ஆனது ∆ ≠ 0  ஆக இருக்குவபபாது மைடடுவமை ்பபாருநதும்.
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கரலச்கசகாறகள்  (GLOSSARY)
அ்சமைப்படிததபான Non homogeneous
அடிப்பறட உருமைபாற்ைஙகள் Elementary transformations
அணி Matrix
அணி ்சமைன்பபாடு Matrix equation
அணிக்வகபாறவ Determinant
உற்பததி Production
ஏறுபடி வடிவம் Echelon form
ஒருஙகறமைவு Consistent
ஒருஙகறமைவு அற்ைது Inconsistent
ஒருஙகறமைவுள்ை Consistent
ஒவர ஒரு தீர்வு Unique solution
்சதுர அணி Square matrix
்சமைநிறை Equilibrium
்சமைப்படிததபான Homogenerous
தரம் Rank
்தரியபாத Unknown
்தபாடர்ச்சியபான Subsequent
நிறை மைபாற்ைம் Transition
வநரிய ்சமைன்பபாடுகள் Linear equations
பயணிகள் Commuters
பூஜ்ஜியக்வகபாறவ அணி Singular matrix
பூஜ்ஜியமைற்ை வகபாறவ அணி Non-Singular matrix
்பபாருள்கள் Commodities
வபபாக்குவரதது அறமைப்பு Transit system
மைபாறிகள் Variables
மிகுதிப்படுததிய / விரிவுபடுததப்படட Augmented
வரிற்ச Order
்வடடிக்்கபாள்ளும் Intersecting
்வளிப்பறடததீர்வு Trivial solution
்வளிப்பறடயற்ை தீர்வு Non trivial solution
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்படி – 1 : கீழக்கபாணும் உரலி / விறரவுக் குறியீடறடப் பயன்படுததி இச்்்சயல்படடிற்கபான 
இறையப் பக்கததிற்குச் ்்சல்க. பின்பு “12th Standard Business Mathematics and Statistics” 
என்னும் திறரயில் “Volume-1” றய ்தரிவு ்்சயயவும்.. 

்படி - 2 : “Matrices and Determinants-Cramer’s rule” என்னும்  பயிற்சிததபாளிறன ்தரிவு 
்்சயது்கபாள்ைவும். அதில் ்கபாடுக்கப்படடுள்ை  ்படடியில்  X,Y, Z  ்கழுக்களின் எண்கறை 
மைபாற்ைவும். பின்பு முப்பரிமைபாை படஙகறை நகர்ததி அதன் உண்றமையபானத தீர்விறன கபாண்க

்படி 1

்படி 2

 அல்ைத ர  க  (QR Code)

இரணயச் கசயல்்பகாடு

கசயல்்பகாட்டின் இறுதியில் 
எதிர்்பகார்ககப்்படும் விர்ளவு
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27த�ொகை நுணைணி�ம்–I

அறிமுகம்ஜார்ஜ் ஃபிைகடரிக் 
கபர்னஹார்டு ரீமான 
(பத்க்தானப்தாம் நூற்றாணடு) 

ஒரு எழுச்சியூடடும்  கஜர்மன கணி்தவியலாைர் ஆ்வார். இ்வர் 
நுணகணி்தத்திற்கா்ன ்த்னது பங்களிபபிற்காக அ்்ன்வைாலும் மிகவும் 
அங்கீகரிக்கபபடட்வர் ஆ்வார். 

 நுணகணி்தமா்னது கபாது்வாக இரு பிரிவுக்ைக் ககாணடுளைது. 
அ்்வயா்வ்ன (1) ்வ்க நுணகணி்தம் மற்றும் (2) க்தா்க 
நுணகணி்தம் ஆகும். ஒரு சார்பினு்டய ்வ்கக்ககழுக்க்ை காண 
உ்தவும் கசயல் மு்றக்ை பற்றி வி்வரிபபது ்வ்க நுணகணி்தம் 
ஆகும். அத்த சமயத்தில் க்தா்க நுணகணி்தமா்னது ்வருவித்்தச் 

சார்பின எதிர்ம்றயா்ன ்வ்கயிட்ல வி்வரிபப்தாகும். அ்தா்வது காணபபட த்வணடிய சார்புக்கா்ன 
உட்னடி மாறுவீ்தத்்்த (அல்லது) இறுதி நி்ல்யக் ககாணடு, அச்சார்பி்்னக் காணப்தாகும்.  எ்னத்வ 
க்தா்கயிடல் எனபது ்வருவித்்தச் சார்பிலிருநது அ்தன க்தாடக்க நி்லச் ( அசல் ) சார்்ப கணடறியும் 
உத்தியாகும்.  இவ்வாறாக கபறபபடட சார்பா்னது ்வ்ையறாத் க்தா்கயீடு எ்ன அ்ைக்கபபடுகிறது. 
்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடு எனபது குறிபபிடபபடட எல்்லகளுக்கு இ்டயில் காணபபடும் ்வ்ையறாத் 
க்தா்கயீடடின மதிபபீடு ஆகும். தமலும் இது குறிபபிடபபடட எல்்லகள, சார்புக்கா்ன ்வ்ை்வ்ை மற்றும் 
அச்சு ஆகிய்வற்றால் சூைபபடட பைபபு ஆகும். தமலும் இபபைபபா்னது த்தாைாயமாக அதில் ்வ்ையபபடும் 
ஏைாைமா்ன உள்வ்ை கசவ்வகங்களினு்டய பைபபுகளின கூடு்தலுக்கு சமமாகும். இவ்வாறாக 
்வ்ையறுக்கபபடட உள்வ்ை கசவ்வகங்களின எணணிக்்கயின எல்்ல முடிவிலி எ்னக் ககாணடு, 
த்தாைாய மதிபபா்னது துல்லிய மதிபபாகக் கணக்கிடபபடுகிறது. ஆ்கயால் ்வ்க நுணகணி்தமும் மற்றும் 
க்தா்க நுணகணி்தமும் எல்்லக் தகாடபாடடின அடிபப்டயிலா்னது. 

 “ஒருங்கி்ணபபு” (integrate) எனற கசால்லுக்கா்ன எழுத்தியல் ரீதியா்ன கபாருள “கூடடுத்க்தா்க 
காணல்” எனப்தாகும். ஆ்கயால்்தான “க்தா்க நுணகணி்தம்” எனற கபயைா்னது இவ்வ்கயா்ன கூடடுத் 
க்தா்க கசயல் மு்றயிலிருநது கபறபபடட்தாக நம்பபபடுகிறது. நுணகணி்தம் எனபது இபபிைபஞ்சத்தின 
த்தாற்றம், புயல் மற்றும் சூறா்வளிகளின ்வைர்ச்சி தபானற தகாடபாடுக்ை தசாதிக்கும் கணி்தவியல் 
உத்தியாகும். தமலும் இது ்வணிகப பயனபாடடில் நுகர்த்வார் மற்றும் உற்பத்தியாைரின உபரிக்ை 
கபறவும், ஒரு க்தாடர் சம்வாயபபு மாறியின நிகழ்்தகவு அடர்த்திச் சார்்ப அ்டயாைம் காணவும், இறுதி 
நி்லச் சார்பிலிருநது அ்தன க்தாடக்க நி்லச் சார்பி்்ன கபறவும் மற்றும் இது தபானற்்வக்ை காணப 
பயனபடுத்்தபபடுகிறது.

 இந்த அத்தியாயத்தில் நாம் க்தா்கயீடு எனும் கருத்துரு, சில ்வ்க்யச் சார்ந்த ்வ்ையறாத் 
க்தா்கயீடுகள மற்றும் ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடுகளுக்கா்ன ்வழிமு்றக்ை பற்றி பயில்த்வாம்.

2

தபர்ன்ஹோர்டு ரீமோன்
(கசபடம்பர் 17, 1826 -

 ஜூ்ல 20, 1866)
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கற்றல் ந�ோககஙகள் 
இந்த அத்தியாயத்்்த படித்்த பின்னர் பின்வரும் 
பாடக் கருத்துக்க்ை மாண்வர்கைால் புரிநதுக் 
ககாளை இயலும்.

 z ்வ்ையறாத் க்தா்கயீடு.
 z கூடடல், கழித்்தல் மற்றும் மாறிலியின 

மடங்குகள சம்பந்தபபடட ஒரு சார்புக்கா்ன 
்வ்ையறாத் க்தா்கயீடடி்்ன எவ்வாறு 
காணபது.

 z பிைதியிடல் எனும் உத்தி்ய எங்கு மற்றும் 
எவ்வாறு ்வ்ையறாத் க்தா்கயீடுகளில் 
பயனபடுத்து்வது.

 z பகுதிபபடுத்தித் க்தா்கயிடல் மற்றும் 
சில சிறபபு ்வ்க்ய சார்ந்த க்தா்கயீடு 
களுக்கா்ன உத்திகள.

 z க்தா்க நுணகணி்தத்தினு்டய 
அடிபப்டத் த்தற்றங்கள. 

 z ்வ ் ை ய று த் ்த  க ்த ா ் க யீ டு க ளி ன 
பணபுகள மற்றும் அ்தன பயனபாடுகள.

 z காமா க்தா்கயிடலிலுளை ஒரு குறிபபிடட 
்வ்கயின பயனபாடு.

 z காமா சார்பின பணபுகள. 
 z ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடுக்கா்ன கூடடல் 

எல்்ல.

2.1   வரைய்றோத் த�ோரகயீடுகள் 
(Indefinite Integrals)

2.1.1   வரைய்றோத் த�ோரகயீட்டின் கருத்துரு 
(Concept of Indefinite Integral)

 ்வ்க நுணகணி்தத்தில், ககாடுக்கபபடடச் 
சார்பு f x( ) -க்கா்ன x -ஐ கபாறுத்்த ்வ்கக் 
ககழு்வா்ன ′f x( ) -ஐ எவ்வாறு கணக்கிடப 
படத்வணடும் எனற கசயல் மு்றயி்்ன அறிநதுக் 
ககாணதடாம். இந்த அத்தியாயத்தில் நாம் 
ககாடுக்கபபடட ்வருவித்்த சார்பா்ன ′f x( ) -க்கு 
[சார்பின ்வ்கயீடடிலிருநது] அ்தன க்தாடக்க நி்ல 
சார்பு f x( ) -ஐ [அசல் சார்்ப] எவ்வாறு காணபது 
எனப்த்்ன பற்றி க்தரிநதுக் ககாளத்வாம். 
்வ்கயிடலின எதிர்ம்றயா்னச் கசயல் 
மு்ற்யதய க்தா்கயிடல் அல்லது எதிர் 
்வ்கயிடல் எனதபாம்.

∴ க்தா்கயிடல் எனபது ்வ்கயிடலின எதிர் 
ம்றச் கசயல் மு்றயாகும்.

 
d

dx
x x(sin ) cos=  எனப்த்்ன நாம் நனகு 

அறித்வாம். இதில் cos x  எனபது ்வருவித்்தச் சார்பு 
மற்றும் sin x  எனபது க்தாடக்க நி்லச் சார்பு ஆகும். 
[க்தாடக்க நி்லச் சார்பா்னது எதிர்ம்ற 
்வ்கயீடடுச் சார்பு அல்லது க்தா்கச் சார்பு எ்னவும் 
அ்ைக்கபபடுகிறது].

வரையர்ற 2.1

்வருவித்்தச் சார்பு f x( ) -க்கா்ன க்தாடக்க நி்லச் 
சார்பு F x( )  எனில் 

d
dx

F x f x( ) ( )[ ]= ஆகும்.

 இனி நாம், நமக்கு நனகு க்தரிந்த பின்வரும் 
எடுத்துக்காடடுக்ை எடுத்துக் ககாளத்வாம்.
d

dx
x x3 23( ) = ,   

d
dx

x x3 25 3+( )= ,

d
dx

x x3 3
2

23−( )= , 
d

dx
x e x3 23+( )= ,

d
dx

x x3 23−( )=p ,  ... 

 தமதல ககாடுக்கபபடட அ்்னத்து 
எடுத்துக்காடடுகளிலும் 3 2x ஆ்னது  x3 , x3 5+ , 

x3 3
2− , x e3 + , x3 − p , ... தபானற க்தாடக்க 

நி்லச் சார்புகளுக்கா்ன ்வருவித்்த சார்பு எனப்்த 
க்வனியுங்கள. தமலும் இதிலிருநது, ்வருவித்்த 
சார்பா்னது ஒரு்மத் ்தன்ம்ய 
ககாணடுருபபினும் அ்தன க்தாடக்க நி்லச் 
சார்பா்னது ஒரு்மத் ்தன்ம ்வாயந்த்தாக இருக்க 
த்வணடியதில்்ல எனப்்த நம்மால் உணை 
முடிகிறது. ஆ்கயால், 3 2x  எனற ்வருவித்்த 
சார்புக்கா்ன க்தாடக்க நி்லச் சார்பு x c3 +  எனற 
முடிவுக்கு ்வருகிதறாம். 
   ககாடுக்கபபடட ஒவக்வாரு ்வருவித்்த 
சார்புக்கா்ன எணணற்ற க்தாடக்க நி்லச் சார்புகள,  
R எனும் கமயகயணகளின க்தாகுபபிலிருநது 
c -ஐ ்தனனிச்்சயாக த்தர்வு கசயயபபடு்வ்தன  
மூலம் கபறபபடுகிறது. இவ்வ்கயா்ன 
க்தா்கயீடுகள ்வ்ையறாத் க்தா்கயீடுகள எ்ன 
அ்ைக்கபபடுகிறது.

கபாது்வாக,  
d

dx
F x f x f x dx F x c( ) ( ) ( ) ( ) ,  = ⇒ = +∫

 

இதில் c  ஆ்னது க்தா்கயிடல் மாறிலி  எ்ன 
அ்ைக்கபபடுகிறது.
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29த�ொகை நுணைணி�ம்–I

குறிப்புகள் 
 z F x( )  மற்றும் G x( )  எனற இருத்வறு 

க்தாடக்க நி்லச் சார்புகைா்னது f x( )  
எனும் ஒதை ்வருவித்்த சார்்ப 
கபற்றிருக்கும் எனில், அ்்வ மாறிலி 
உறுபபில் மடடும் த்வறுபடும். 

 z f x dx( )∫  எனபது ்வ்ையறாத் 
க்தா்கயீடு எ்ன அ்ைக்கபபடுகிறது.

 z க்தா்கயிடலுக்கா்ன குறியீடு  [  ∫ ] 
-ஆ்னது “summation” எனற கசால்லின 
மு்தல் எழுத்்தா்ன S -ஐ தமலும் கீழுமாக 
நீடடித்து கபறபபடட ்வடி்வம் ஆகும்.

 z f x dx( )∫  எனப்த்்ன  x-ஐ கபாறுத்்த 
f x( )  இன க்தா்கயீடு எ்னப படிக்க 

த்வணடும். 
 z f x dx( )∫  இ ல்  f x( )  [ அ ்த ா ்வ து 

க்தா்கயிடு்தலில் க்தா்க்ய காண 
த ்வ ண டி ய ச்  ச ா ர் பு ]  ஆ ்ன து 
க்தா்கக்காணபான [க்தா்கக்காண 
சார்பு] எ்ன அ்ைக்கபபடுகிறது..

 z f x dx( )∫  இல் x எனபது க்தா்கயிடல் 
மாறி எனதபாம்.

 z “க்தா்கயீடுக்கா்ன கசயல் மு்ற்யதய” 
க்தா்கயிடல் எனதபாம்.

 z மாறிலிச் சார்பாக கரு்தபபடும் எந்த ஒரு 
கமயகயண  c-ம் க்தா்கயிடல் மாறிலி 
ஆகும்.

வரையர்ற  2.2

ககாடுக்கபபடட ஒரு சார்புக்கா்ன க்தா்கயீட்ட 
காணும் கசயல்்வழிமு்ற, சார்பின க்தா்கயிடல் 
எ்ன ்வ்ையறுக்கபபடுகிறது.

2.1.2   த�ோரக நுணகணி�த்தின் இரு முககிய 
பணபுகள் (Two important properties of 
Integral Calculus)

 (i)  k  எனபது ஏத்தனும் ஒரு மாறிலி எனில்,
k f x dx k f x dx( ) ( )= ∫∫  ஆகும்.

 (ii)  f x( )  மற்றும் g x( )  எனப்ன இரு 
க்தாடர்ச்சியு்டய சார்புகள எனில்,

f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( )±  = ±∫ ∫∫  

f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( )±  = ±∫ ∫∫  ஆகும்.

த�ோரகயிடல் வழிமுர்றகள் (Methods of Integration)
 க்தா்கயிடல் ்வழி மு்றகளில் 
மு்தன்மயா்ன நானகு மு்றகள பின்வருமாறு,

(i) பிரித்துத் க்தா்கயிடல்.
(ii) பகுதிபபடுத்தி க்தா்கயிடல்.

(iii) பிைதியிடல் மு்றயில் க்தா்கயிடல்.
(iv) அடுக்குக்ை படிபபடியாகக் கு்றத்து 

க்தா்கயிடல்.

நிரைவில் தகோள்க!

சார்பு f(x) -ஐ க்தா்கயிடுக எனபது 
d

dx
F x c f x( ) ( )+[ ] =  எனுமாறு F(x) எனும் 

சார்்ப காணபது ஆகும். 

இங்கு நாம் தமலுளை மு்தல் மூனறு 
க ்த ா ் க யி ட ல்  மு ் ற க ் ை  ம ட டு த ம 
வி்வாதிபதபாம்.  ஏக்னனில் அடுக்குக்ை 
படிபபடியாகக் கு்றத்து க்தா்கயிடும் 
மு ் ற ய ா ்ன து  இ ப ப ா ட த் தி ட ட த் தி ன 
தநாக்கத்திற்கு அபபாற்படடது.

குறிப்பு

2.1.3   பிரித்துத் த�ோரகயிடல் (Integration by 
decomposition) 

 சில க்தா்கக்காணபானகளுக்கு [க்தா்கக் 
காண சார்புகளுக்கு] தநைடியாக அ்தன க்தா்க 
யீட்ட காண இயலாது, ஆ்னால் அ்வற்்ற 
கூடடல் அல்லது கழித்்தல் சார்புகைாக பிரித்து 
க்தா்கயிடு்தலுக்கு ஏது்வாக மாற்றிய்மத்து, 
நமக்கு ஏற்க்னத்வ க்தரிந்த திடடமா்ன 
க்தா்கயீடுகள ்வாயிலாக க்தா்கயிட இயலும். 
அவ்வ்கயா்ன சார்புகளுக்கு இம் மு்ற்ய 
பயனபடுத்்தலாம்.

எதிர் ்வ்கயிடல் எனற கசயல்மு்றயால் 
தநைடியாக கபறபபடும் க்தா்கயீடுகள, 
க்தா்கயிடலுக்கா்ன திடடமா்ன முடிவுகள 
எ்னபபடும்.

குறிப்பு

த�ோரகயிடல்களுககோை சில திட்டமோை முடிவுகள் 
(Some standard results of integration)
வரக: I     

(i) x dx x
n

cn
n

=
+

+
+

∫
1

1
,  n ≠ −1
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(ii) ax b dx ax b
a n

cn
n

+( ) = +
+( ) +∫

+( ) 1

1
, n ≠ −1

y f x dx F x c= = +∫ ( ) ( )   
எனற சார்்பக் ககாணடு அ்மயும் 

்வ்ை்வ்ைகளின க்தாகுதிக்கு  
x = k  இல் ்வ்ையபபடும் க்தாடுதகாடுகள 

இ்ணயாகத்வ இருக்கும்.

எடுத்துககோட்டு 2.1

 மதிபபிடுக 
ax bx c

x
dx

2 + +∫
தீர்வு:

ax bx c
x

dx
2 + +∫  = ax bx cx dx

3
2

1
2

1
2+ +











−

∫

            = a x dx b x dx c x dx
3
2

1
2

1
2∫ ∫ ∫+ +

−

 = 
2

5

2

3
2

5
2

3
2 1

2a b
c

x x x k+ + +

dx x c= +∫

எடுத்துககோட்டு 2.2

 மதிபபிடுக 2 1x dx+∫
தீர்வு:
 2 1x dx+∫  = 2 1

1
2

x dx+( )∫

  = 
2

3

1
3
2

x
c

+( )
+

a ax b dx ax b d ax bn n+( ) = +( ) +( )∫ ∫
                        =

+( )
+

+
+ax b

n
c

n 1

1

எடுத்துககோட்டு 2.3 

 மதிபபிடுக 
dx

x2 3 2+( )∫

தீர்வு:
   

dx
x2 3 2+( )∫  = 2 3

2
x dx+( )∫

−

  = −
+

+1
2 2 3( )x

c

 (i)  1 1

1 1x
dx

n x
c

n n∫ = −
−( )

+
−

, n ≠ 1

(ii)
 

a
ax b

dx
d ax b

ax bn n+( )
=

+( )
+( )∫ ∫

= −
−( ) +( )

+−
1

1 1n ax b
cn , n ≠ 1

எடுத்துககோட்டு 2.4

 மதிபபிடுக x
x

dx+



∫ 1 2

தீர்வு:
  x

x
dx+



∫ 1 2

 = x
x

dx2
22 1+ +



∫

=   x dx dx
x

dx2
22 1+ + ∫∫∫

=   
x

x
cx

3

3
2

1+ − +

எடுத்துககோட்டு 2.5

 மதிபபிடுக x x dx3 7 4+( ) −( )∫
தீர்வு:

x x dx3 7 4+( ) −( )∫   =  x x x dx4 34 7 28− + −( )∫
  = 

x x x x c
5 2

5

7

2
284− + − +

எடுத்துககோட்டு 2.6

 மதிபபிடுக 
2 14 24

3

2x x
x

dx− +
−∫

தீர்வு:

காைணிகைாக மாற்றிய்மக்க, 

2 14 24 3 2 82x x x x− + = −( ) −( )
2 14 24

3

2x x
x

dx− +
−∫  =  

x x
x

dx
−( ) −( )

−∫
3 2 8

3

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 2.indd   30 3/5/2020   11:03:21 AM



31த�ொகை நுணைணி�ம்–I

  = 2 8x dx−( )∫
    = x x c2 8− +
எடுத்துககோட்டு 2.7 
 மதிபபிடுக 

x
x

dx+
+∫ 2

2 3
தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த
x

x

x

x

+
+

=
+( )

+( )

2
2 3

2 4

2 3

1
2

1
2

 

 =
+( ) +

+( )

















1
2

2 3 1

2 3
1
2

x

x

 

                       = +( ) + +( )












−1
2

2 3 2 3
1
2

1
2

x x

x
x

dx+
+∫ 2

2 3
   = 

1
2

2 3 2 3
1
2

1
2

x x dx+( ) + +( )












−

∫

  = 1
2

2 3
3 2 3

3
2 1

2x
x c+

+ +( ) ( )



























+

எடுத்துககோட்டு 2.8
 மதிபபிடுக 

1
2 2x x

dx
+ − −∫

தீர்வு:

காைணக்காரிய மு்றயில்,

   

                           

1
2 2

1
2 2

2 2
2 2x x x x

x x
x x+ − −

=
+ − −

× + + −
+ + −

= + + −x x2 2
4

 
1

2 2x x
dx

+ − −∫

     = 
x x dx+ + −∫ 2 2

4

     = 1
6 2 2

3
2

3
2

x x c+ + −( ) ( )


















+

பயிறசி 2.1

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற x-ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக.

1. 3 5x +  2. 9 42
2

2

x
x

−





 

3. 3 2 5+( ) −( )x x   4. x x x3 2 3− +( )  

5. 
8 13

4 7
x

x
+

+
 6. 

1
1 1x x+ + −

  

7.  ′ = + =f x x b f( ) , ( )1 5 மற்றும் f ( )2 13=
எனில், f x( )  -ஐ காணக.

8.  ′ = −f x x x( ) 8 23  மற்றும்  f ( )2 8= எனில்,
f x( )  -ஐ காணக. 

வரக: II  

(i) 
1
x

dx x c∫ = +log

(ii) 
1 1

ax b
dx

a
ax b c

+
= + +∫ log

எடுத்துககோட்டு 2.9

 மதிபபிடுக   
3 2 12x x

x
dx+ +∫

தீர்வு:

3 2 12x x
x

dx+ +∫  = 3 2 1x
x

dx+ +



∫

    = 
3

2
2

2x x x c+ + +log

எடுத்துககோட்டு 2.10

 மதிபபிடுக   
2

3 5x
dx

+∫
தீர்வு:
 

2
3 5x

dx
+∫  = 2 1

3 5x
dx

+∫

    = 
2
3

3 5log x c+ +

a
ax b

dx
d ax b

ax b+
=

+( )
+∫ ∫

                  = + +log ax b c
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எடுத்துககோட்டு 2.11

 மதிபபிடுக   
x x

x
dx

2 2 3
1

+ +
+∫

தீர்வு:
எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த

x x
x

2 2 3
1

+ +
+

=
x x

x

2 2 1 2

1

+ +( ) +

+

                  = +( )+
+

x
x

1 2
1

x x
x

dx
2 2 3

1
+ +

+∫    = x
x

dx+( ) +
+







∫ 1 2

1

    = 
x x x c

2

2
2 1+ + + +log

எடுத்துககோட்டு 2.12

 மதிபபிடுக   
x x

x
dx

3 25 9
2

+ −
+∫

தீர்வு:
எளிய ்வகுத்்தல் மு்றயில்,

x x
x

x x
x

3 2
25 9

2
3 6 3

2
+ −

+
= + − +

+

x x
x

dx
3 25 9

2
+ −

+∫  = x x
x

dx2 3 6 3
2

+ − +
+





∫

    = 
x x x x c

3 2

3
3

2
6 3 2+ − + + +log

     

x x x x c
3 2

3
3

2
6 3 2+ − + + +log

எடுத்துககோட்டு 2.13

 மதிபபிடுக   
7 1

5 62
x

x x
dx−

− +∫
தீர்வு:

பகுதி பின்னமாக்கல் மு்றயில்,

      
7 1

5 6 3 22
x

x x x x
−

− +
=

−
+

−
A B

⇒ −
− +

=
−

−
−

7 1
5 6

20
3

13
22

x
x x x x

7 1
5 62

x
x x

dx−
− +∫  = 

20
3

13
2x x

dx
−

−
−





∫

         = 20
3

13
2

dx
x

dx
x−

−
−∫∫

         = 20 3 13 2log logx x c− − − +

எடுத்துககோட்டு 2.14
 மதிபபிடுக   

3 2
2 32
x

x x
dx+

−( ) −( )∫
தீர்வு:

பகுதி பின்னமாக்கல் மு்றயில்,
3 2
2 3 2 2 32 2
x

x x x x x
+

−( ) −( )
=

−( ) +
−( )

+
−( )

A B C

⇒ +
−( ) −( )

= −
−( ) −

−( )
+

−( )
3 2
2 3 2 2 32 2
x

x x x x x
11 8 11

3 2
2 32
x

x x
dx+

−( ) −( )∫

= −
−

−
−

+
−( ) ( ) ( )











∫ 11 8 11

x x x
dx

2 2 32

= −
−

−
−

+
−( ) ( ) ( )∫ ∫∫11

dx dx dx
x x x2

8
2

11
32  

= − − +
−

+ − +11 2 8
2

11 3log logx
x

x c

= 11 3
2

8
2

log x
x x

c−
−

+
−

+

எடுத்துககோட்டு 2.15

 மதிபபிடுக   
3 6 1

3 1

2

2

x x
x x

dx+ +
+( ) +( )∫

தீர்வு:

பகுதி பின்னமாக்கல் மு்றயில்,

     
3 6 1

3 1 3 1

2

2 2

x x
x x x

x
x

+ +
+( ) +( ) =

+( ) +
+( )

A B +C
                         

⇒ + +
+( ) +( ) =

+( ) +
+( )

3 6 1
3 1 3 1

2

2 2

x x
x x x

x
x

1 2

3 6 1
3 1

2

2

x x
x x

dx+ +
+( ) +( )∫  = 1 2

x
x

x
dx

+( ) +
+( )











∫ 3 12

          =  
dx x dx

x x+( ) +
+( )∫∫ 3

2
12

          = log logx x c+ + + +3 12

         =  log x x c+( ) +( ) +3 12

         =  log x x x c3 23 3+ + + +
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பயிறசி 2.2

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற x-ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக.

1. 2 1
2

2

x
x

−





 2.  
x x

x

4 2 2
1

− +
−

  

3.  
x

x

3

2+
    4.  

x x x
x

3 23 7 11
5

+ − +
+

5.  
3 2
2 3
x

x x
+

−( ) −( )  6.  
4 2 6

1 3

2

2
x x

x x
+ +

+( ) −( )
 

7. 
3 2 5

1 5

2

2

x x
x x

− +
−( ) +( )   8. ′ =f x

x
( ) 1

 மற்றும் 

f ( )1
4

= p எனில், f x( )  
-ஐ காணக.

வரக: III    
(i) e dx e cx x= +∫
(ii) e dx

a
e cax b ax b+ += +∫ 1

(iii) a dx
a

a cx x= +∫ 1
log

, a > 0 மற்றும் a ≠ 1

(iv) a dx
m a

a cmx n mx n+ +∫ = +1
log

, a > 0  

 மற்றும் a ≠ 1

எடுத்துககோட்டு 2.16

மதிபபிடுக   32 3x dx+∫
தீர்வு:
 32 3x dx+∫ = ⋅∫3 32 3x dx

  = 3 33 2x dx∫  

  = +27 3
2 3

2x

c
log

ma dx a d mx nmx n mx n+ +∫ ∫= +( )
                    = ++1

log a
a cmx n , 

                    a > 0  மற்றும் a ≠ 1

எடுத்துககோட்டு 2.17

 மதிபபிடுக   
e

e
dx

x

x
+∫ 7

தீர்வு:
 

e
e

dx
x

x
+∫ 7

 = 1 7+( )−∫ e dxx

             = x e cx− +−7
எடுத்துககோட்டு 2.18

 மதிபபிடுக   
5 5 2+

+ −∫ e
e e

dx
x

x x

தீர்வு:

      
5 5 2+

+ −∫ e
e e

dx
x

x x  = 5
e e e

e e
dx

x x x

x x

−

−

+( )
+∫

           = 5 e dxx∫
            = 5e cx +

எடுத்துககோட்டு 2.19

 மதிபபிடுக   e
e

dxx
x+



∫ 1 2

தீர்வு:
 e

e
dxx

x+



∫ 1 2

 = e
e

dxx
x

2
2
1 2+ +



∫

   = e e dxx x2 2 2+ +( )−∫

   = 
e e x c

x x2 2

2 2
2− + +

−

2
2

ax b e dxax bx c+( ) + +∫
 = + +( )+ +∫ e d ax bx cax bx c2 2

 = ++ +e kax bx c2

பயிறசி 2.3

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற  x -ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக.

1.  e e ex a a a n xlog log log+ −  2. 
a e
e b

x x b

x a x
− log

log

3. e ex x+( )1
2

 4. 
e e

e

x x

x

3 3− −
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5. 
e e
e e

x x

x x

3 5+
+ −      6.  1 1

1

2−





+





x

x
xe

7. 
1

2x xlog( )
   8.   ′ =f x ex( ) மற்றும்  f ( )0 2=  

எனில், f x( )  -ஐ காணக.

வரக: IV   
 (i) sin cosx dx x c= − +∫
 (ii) sin( ) cosax b dx

a
ax b c+ = − +( )+∫ 1

 (iii) cos sinx dx x c= +∫
 (iv) cos( ) sin( )ax b dx

a
ax b c+ = + +∫ 1

 (v) sec tan2 x dx x c= +∫
 (vi) sec ( ) tan( )2 1ax b dx

a
ax b c+ = + +∫

 (vii) cosec cot2 x dx x c= − +∫
 (viii) cosec cot2 1ax b dx

a
ax b c+( ) = − +( ) +∫

எடுத்துககோட்டு 2.20
 மதிபபிடுக   2 5sin cosx x dx−( )∫
தீர்வு:

2 5sin cosx x dx−( )∫  = 2 5sin cosx dx x dx− ∫∫
  = − − +2 5cos sinx x c
எடுத்துககோட்டு 2.21
 மதிபபிடுக sin2 x dx∫
தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த
cos sin2 1 2 2x x= −

∴ = −sin ( cos )2 1
2

1 2x x

 sin2 x dx∫  = 
1
2

1 2−( )∫ cos x dx

     = 
1
2

2dx x dx−



∫∫ cos

       = 
1
2

2
2

x x c−





+sin

எடுத்துககோட்டு 2.22
 மதிபபிடுக   

cos
sin cos

2
2 2

x
x x

dx∫

தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த
cos

sin cos
cos sin
sin cos

2
2 2

2 2

2 2
x

x x
x x
x x

= −

                     = −1 1
2 2sin cosx x

                     = −cosec sec2 2x x
cos

sin cos
2

2 2
x

x x
dx∫ = cosec sec2 2x x dx−( )∫

  = − − +cot tanx x c
எடுத்துககோட்டு 2.23
 மதிபபிடுக   1 2+∫ sin x dx

தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த
1 2 22 2+ = + +sin sin cos sin cosx x x x x

= +( )sin cosx x
2

1 2+∫ sin x dx  = sin cosx x dx+( )∫
2

  = sin cosx x dx+( )∫
  = − + +cos sinx x c
எடுத்துககோட்டு 2.24
 மதிபபிடுக   cos3 x dx∫
தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த
     cos cos cos3 4 33x x x= −

     cos cos cos3 1
4

3 3x x x= +[ ] 

                  = +1
4

3 3
4

cos cosx x

cos3 x dx∫  = 
1
4

3 3
4

cos cosx dx x dx∫ ∫+

  = 
sin sin3

12
3

4
x x

c+ +

பயிறசி 2.4

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற  x-ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக. 
1. 2 3 4 52 2cos sin secx x x x− + − cosec  
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35த�ொகை நுணைணி�ம்–I

2. sin3 x

3. 
cos sin

cos
2 2 2

2
x x

x
+

4. 
1

2 2sin cosx x
 [குறிபபு : sin cos2 2 1x x+ = ]

5. 1 2− sin x

2.1.4   பகுதிப்படுத்தித் த�ோரகயிடல் 
(Integration by parts)

வரக: V 
1.  u மற்றும் v  எனப்ன  x -ல் அ்மந்த 

்வ்கயிடத்்தக்க சார்புகள எனில் 

  
d

dx
uv u dv

dx
v du

dx
( ) = +  எனபது நமக்கு 

க்தரிந்தத்த.
 இருபுறமும்  x -ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிட, 

 
d

dx
uv dx u dv

dx
dx v du

dx
dx∫ ∫ ∫= +( )

  ⇒   d uv udv v du( ) = + ∫∫∫
             uv udv vdu= + ∫∫

∴ = −∫∫udv uv vdu
 கபாது்வாக, க்தா்கக்காணபா்்ன இரு 
க்வவத்வறு சார்புகளின கபாருக்கலாகத்வா அல்லது 
தநைடியாக க்தா்கயிட முடியா்த சார்பாகத்வா 
அ்மயும்கபாழுது, இம்மு்றயா்னது மிகவும் 
பயனுளை்தாக இருக்கும். இம்மு்ற்ய சரியாக 
்கயாள்வது எனபது u எனற சார்்ப க்தரிவு 
கசய்வதில் உளைது.
 எ்னத்வ, பின்வரும் ்வழிக்காடடு்தல்க்ைப 
பயனபடுத்தி u எனற சார்்ப க்தரிவு கசயயலாம்.
(i)  க்தா்கக்காணபான ஆ்னது தநைடியாக 

க்தா்கயிட இயலா்த ஒதை ஒரு சார்்ப 
மடடும் ககாணடு அ்மயுமா்னால், 
அத்க்தா்கக்காணபா்்ன u  எ்னக் ககாளக. 

(ii)  க்தா்கக்காணபான ஆ்னது தநைடியாக 
க்தா்கயிட இயலா்த சார்புபபகுதி மற்றும் 
க்தா்கயிடக் கூடிய சார்புபபகுதி எ்னக் 
ககாணடு அ்மயும்கபாழுது, க்தா்கயிட 
இயலா்த சார்புபபகுதி்ய u  எ்னக் ககாளக. 

(iii)  க்தா்கக்காணபான ஆ்னது இரு தநைடியாக 
க்தா்கயிடக் கூடிய சார்புபபகுதிக்ை 
ககாணடும், அதில் ஒனறின ்வடி்வமா்னது xn, n 
ஒரு மி்க முழு எண எ்ன அ்மயும்கபாழுது, 

அந்த xn எனும் சார்புபபகுதி்ய u  எ்னக் 
ககாளக. 

(iv)  மற்ற அ்்னத்து நி்லகளுக்கும் u-ன 
த்தர்்வா்னது நம் விருபபத்்்தப கபாறுத்்தது.  

 (அல்லது)  நாம் “I L A T E” எனும் கசால்லில் 
உளை எழுத்துகளின ்வரி்சயினபடி மு்தலில் 
்வரும் சார்புபபகுதி்ய u எனும் சார்பாக நிர்ணயம் 
கசயயலாம்.
இதில், 
I  எனபது தநர்மாறு திரிதகாணமிதிச் சார்்பயும் 

[Inverse trigonometric function],
L  எனபது மடக்்கச் சார்்பயும் [Logarithmic 

function],
A   எனபது இயற்கணி்தச் சார்்பயும் [Algebraic 

function],
T   எனபது திரிதகாணமிதிச் சார்்பயும் 

[Trigonometric function],
E  எனபது அடுக்்கச் சார்்பயும் [Exponential 

function] குறிக்கினறது. 
 தமலும், மீ்தமுளை சார்்பயும் மற்றும்  dx -ஐயும் 
தசர்த்து dv எ்ன எடுத்துக் ககாளைத்வணடும்.

2.   u  மற்றும் v   எனப்ன  x -ல் அ்மந்த இரு சார்புகள 
எனில்,  udv uv u v u v u v= − ′ + ′′ − ′′′ +∫ 1 2 3 ...  ஆகும். 

 இதில் ′ ′′ ′′′u u u, , , . . .   எனப்ன u -ன 
அடுத்்தடுத்்த ்வ்கயிடல்கள ஆகும். 
          மற்றும் v v v1 2 3, , , . . . எனப்ன v -ல் மீணடும் 
மீணடும் கசயகினற க்தா்கயீடுகள ஆகும்.

�  2 -ல் குறிபபிடபபடட சூத்திைமா்னது 
கபர்த்னாலியின சூத்திைம் ஆகும்.

�  கபர்த்னாலியின சூத்திைமா்னது 
u xn= , n ஒரு மி்க முழு எண 
எனும் தபாது பயனபடுத்்தபபடும்.

குறிப்பு

 

எடுத்துககோட்டு 2.25
 மதிபபிடுக   xe dxx∫
தீர்வு:

u x=  
   ்வ்கயிட
du dx=

dv e dxx=
க்தா்கயிட
        v ex=
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 xe dxx∫  = ∫udv

  = − ∫uv vdu

  = − ∫xe e dxx x

  = − +xe e cx x

  = e x cx ( )− +1

எடுத்துககோட்டு 2.26
 மதிபபிடுக   x e dxx3∫
தீர்வு:

அடுத்�டுத்து  
வரகயிட

மீணடும் மீணடும் 
த�ோரகயிட

        u x= 3

       ′ =u x3 2

       ′′ =u x6
       ′′′ =u 6  

        dv e dxx=   
         v ex=
         v ex

1 =
         v ex

2 =
         v ex

3 =
  

 x e dxx3∫  = udv∫
  = uv u v u v u v− ′ + ′′ − ′′′ +1 2 3 ...

  = x e x e xe e cx x x x3 23 6 6− + − +

  = e x x x cx 3 23 6 6− + − +( )
எடுத்துககோட்டு 2.27

 மதிபபிடுக x x dx3∫ log  

தீர்வு:

u x= log
்வ்கயிட
      du

x
dx= 1

dv x dx= 3

க்தா்கயிட

        v x=
4

4

 x x dx3∫ log  = udv∫
  =  uv vdu− ∫
  = 

x x x dx
4

3

4
1
4

log − ∫

  = 
x x x c

4 4

4
1
4 4

log −






+

  = 
x x c

4

4
1
4

log −





+

எடுத்துககோட்டு 2.28
 மதிபபிடுக    log x dx( )∫

2

தீர்வு:

u x= (log )2  
்வ்கயிட
du x

x
dx= ( ) 





2 1log

dv dx=  
க்தா்கயிட 

       v x=    

log x dx( )∫
2

  = ∫udv
 = − ∫uv vdu
 = ( ) − ∫x x x dxlog log2 2 ... (*)

 (*) -ல் உளை log x dx∫  -க்கு

u x= log  
்வ்கயிட
      du

x
dx= 1

dv dx=  
க்தா்கயிட
        v x=  

 = ( ) − ∫x x udvlog 2 2

 = ( ) − −



∫x x uv vdulog 2 2

 = ( ) − −



∫x x x x dxlog log2 2

 = ( ) − + +x x x x x clog log2 2 2

 = ( ) − +



 +x x x clog log2 2 2

எடுத்துககோட்டு 2.29
 மதிபபிடுக   x x e dxx2 2 5− +( )∫ −

தீர்வு:

அடுத்�டுத்து  வரகயிட மீணடும் மீணடும் 
த�ோரகயிட

u x x= − +2 2 5  
′ = −u x2 2
′′ =u 2  

dv e dxx= −  
 v e x= − −

v e x
1 = −

v e x
2 = − −

  

 x x e dxx2 2 5− +( )∫ −  = ∫udv
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37த�ொகை நுணைணி�ம்–I

 = − ′ + ′′ − ′′′ +uv u v u v u v1 2 3 ...

 = − +( ) −( ) − −( ) + −( ) +− − −x x e x e e cx x x2 2 5 2 2 2   

     
= − +( ) −( ) − −( ) + −( ) +− − −x x e x e e cx x x2 2 5 2 2 2

 = +− − −( )e x x c2 5

பயிறசி 2.5

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற  x -ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக. 

1. xe x−  2. x e x3 3  3. log x

4. x xlog  5. x xn log  6. x ex5 2
 

2.1.5   பிைதியிடல் முர்றயில் அல்லது மோறிரய 
மோறறி அரமககும் முர்றயில் த�ோரகயிடல் 
(Integration by substitution (or) change of 
variable method)

 கு றி ப பி ட ட  சி ல  ச ா ர் பு க ளு க் க ா ்ன 
க்தா்கயிடலில் அ்தற்கா்ன க்தா்கயீட்ட 
தநைடியாக கபற இயலாது, ஏக்னனில் அ்்வ 
தமதல வி்வாதிக்கபபடட எந்த ஒரு திடடமா்ன 
்வடி்வத்்்தயும் கபற்றிருக்காது. ஆ்னால் 
கபாருத்்தமா்ன ஒன்ற பிைதியிடு்வ்தன மூலமாக 
ஒரு திடடமா்ன ்வடி்வத்திற்கு மாற்றிய்மக்கலாம். 
கபாருத்்தமா்ன பிைதியிடல் மூலமாக ஒரு திடடமா்ன 
்வடி்வத்திற்கு மாற்றி க்தா்கயீடு கசயயும் 
மு்றயா்னது பிைதியிடல் மு்றயில் க்தா்கயிடல் 
எ்னபபடும்.

வரக: VI   

1. f x f x dx
f x

n
c n

n
n

( )  ′ = [ ]
+

+ ≠ −∫
+

( )
( )

,
1

1
1

2. 
′ = +∫ f x

f x
dx f x c( )

( )
log ( )

3. 
′ = +∫ f x
f x

dx f x c( )
( )

( )2

4. e f x f x dx e f x cx x∫ + ′  = +( ) ( ) ( )

5. e a f x f x dx e f x cax ax∫ + ′  = +( ) ( ) ( )

எடுத்துககோட்டு 2.30

 மதிபபிடுக   
x

x
dx2 1+∫    

தீர்வு:

f x x( ) = +2 1 எனக.
  ∴   ′ =f x x( ) 2

 
x

x
dx2 1+∫  =

+∫1
2

2
12

x
x

dx

  = ′∫1
2

f x
f x

dx( )
( )

  = [ ]+1
2

log ( )f x c

  = + +1
2

12log x c

  
nax
ax b

dx
d ax b

ax b

n

n

n

n

−

+
=

+( )
+∫ ∫

1

                        = + +log ax b cn

எடுத்துககோட்டு 2.31

 மதிபபிடுக   
x

x
dx

2 1+
∫

தீர்வு:

f x x( ) = +2 1 எனக.
  ∴   ′ =f x x( ) 2

  
x

x
dx

2 1+
∫  =

+
∫1

2
2

12

x

x
dx  

  = ′∫1
2

f x
f x

dx( )
( )

  = 



 +1

2
2 f x c( )

  = + +x c2 1

 nax

ax b
dx

d ax b

ax b

n

n

n

n

−

+
=

+( )
+

∫ ∫
1

                                  = + +2 ax b cn
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எடுத்துககோட்டு 2.32

 மதிபபிடுக   x x dx2 1+∫
தீர்வு:

f x x( ) = +2 1  எனக.
  ∴   ′ =f x x( ) 2

x x dx2 1+∫  = +( ) ( )∫1
2

1 22

1
2

x x dx

  = ( )  ′∫1
2

1
2

f x f x dx( )

  = [ ] +1
2

3
2

3
2

f x
c

( )

  = +( ) +1
3

12

3
2

x c

எடுத்துககோட்டு 2.33

 மதிபபிடுக   
x

x
dx

3

2 3
1+( )∫

தீர்வு:

         z x= +2 1  

    ∴ = −x z2 1  

        dz x dx= 2  

⇒ =dz x dx
2

x

x
dx

3

2 3
1+( )∫ =

+( )∫ x

x
x dx

2

2 3
1

  = −∫1
2

1
3

z
z

dz

  = −



∫1

2
1 1
2 3z z

dz

  = − +





+1
2

1 1
2 2z z

c

  =
+( )

−
+( ) +1

4 1

1
2 12 2 2

x x
c

எடுத்துககோட்டு 2.34
 மதிபபிடுக   

dx
x x3 1+( )∫

தீர்வு:

z x= 3  

         ∴ dz x dx= 3 2           

 ⇒  
dz x dx
3

2= ,

பகுதி பின்னமாக்கல் 
மு்றயில்,

       
1

1 1z z z z+( ) = +
+

A B

   ⇒
+( ) = −

+
1

1
1 1

1z z z z

dx
x x3 1+( )∫ =

+( )∫ x
x x

dx
2

3 3 1

 =
+( )∫1

3 1
dz

z z
dz

 = −
+





∫1

3
1 1

1z z
dz

 = − +  +1
3

1log logz z c

 =
+

+1
3 1

log z
z

c

 =
+

+1
3 1

3

3log x
x

c

எடுத்துககோட்டு 2.35

 மதிபபிடுக  x e dxx3 2

∫
தீர்வு:

     z x= 2   

     ∴ =dz x dx2

  ⇒  
dz x dx
2

=

x e dxx3 2

∫  = ∫ x e x dxx2 2
( )

  = ∫1
2

z e dzz

  = −  +1
2

1e z cz ( )   [பகுதிபபடுத்தித்

  க்தா்கயிடு்வ்தன மூலமாக]

  = −





+1
2

1
2 2e x cx ( )
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எடுத்துககோட்டு 2.36

 மதிபபிடுக  e x x dxx∫ +( )2 2
தீர்வு:

            f x x( ) = 2  
  

∴ ′ =f x x( ) 2

e x x dxx∫ +( )2 2 = ( ) + ′ ( ) ∫ e f x f x dxx

  = +ex f x c( )

  = +ex x c2

எடுத்துககோட்டு 2.37
 மதிபபிடுக   

xe
x

dx
x

1 2+( )∫
தீர்வு:

பகுதி பின்னமாக்கல் 
மு்றயில்,

           

                                       

f x
x

( ) =
+
1

1
 

∴ ′ = −
+( )

f x
x

( ) 1
1 2

x
x x x1 1 12 2+( )

=
+

+
+( )

A B

⇒
+( )
x
x1 2 =

+
+ −

+( )
1

1
1

1 2x x
 

 
xe

x
dx

x

1 2+( )∫

   =
+∫ + −

+( )

















e
x

dxx

x
1

1
1

1 2

                = ( ) ( )∫ + ′





e f x x dxx f

              = +ex f x c( )

              =
+

+ex

x
c

1

எடுத்துககோட்டு 2.38

 மதிபபிடுக  e x
x

dxx2
2

2 1
4

−



∫

தீர்வு:

      2 1

4 2

x

x

− = 1
2

1

4 2x x
+ −

                             

       a = 2,

f x
x

( ) = 1

∴ ′ = −f x
x

( ) 1
2

= 





+ −









1
4

2 1 1
2x x

 e x
x

dxx2
2

2 1
4

−



∫  

  = 





+ −







∫1

4
2 1 12

2e
x x

dxx

  = + ′ ∫1
4

e a f x f x dxax ( ) ( )

  =   +1
4

e f x cax ( )

  = +1
4

2

x
e cx

எடுத்துககோட்டு 2.39

  மதிபபிடுக  
1 1

2log logx x
dx−

( )










∫

தீர்வு:

z x= log  

    ∴ =dz
x

dx1
  

  ⇒ =dx e dzz   x ez= 
             f z

z
( ) = 1

 

         ∴ ′ = −f z
z

( ) 1
2

1 1
2log logx x

dx−
( )











∫  = −



∫ 1 1

2z z
e dzz

  = + ′ ∫ e f z f z dzz ( ) ( )

  = ( ) +e f z cz

  = 





+e
z

cz 1

  = +x
x

c
log

பயிறசி 2.6

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற x -ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக.

1. 
2 5

5 72
x

x x
+

+ −
 2. 

e
x

x3

4 1

log

+
  

3. 
e

e

x

x

2

2 2−
 4. 

log x
x

( )3
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 5. 
6 7

3 7 12

x

x x

+

+ −
  6. 4 2 12x x x+( ) + +

 7. x x8 9 5
1+( )   8. 

x e
x e

e x

e x

− −+
+

1 1

 9. 
1

x xlog
 10. 

x
x x2 3 24 2− −

 

11. e x xex x1+( ) ( )log  12. 
1

12x x +( )
13. e

x x
x 1 2

2 3−





 14. e x
x

x −
+











1
1 3( )

15. e x
x

x3
2

3 1
9

−





 

2.1.6   சில சி்றப்பு வரகத் த�ோரகயீடுகள்  
(Some special types of Integrals)

வரக: VII    
 

dx
ax bx c2 + +∫  , 

dx

ax bx c2 + +
∫  

மற்றும் ax bx c dx2 + +∫  ஆகிய ்வடிவில் 
உளை க்தா்கயீடுக்ை மதிபபிட,  மு்தலா்வ்தாக 
நாம் ax bx c2 + +  -ஐ இரு ்வர்க்கங்களின 
கூடு்தலாகத்வா அல்லது கழித்்தலாகத்வா [்வர்க்க 
நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்]  வி்வரித்து, அ்தா்வது 

x +( ) +α β2 2  (அல்லது) x +( ) −α β2 2  (அல்லது) 
β α2 2− +( )x  எ்ன மாற்றிய்மத்து கீதை 
க க ா டு க் க ப ப ட டு ள ை  சூ த் தி ை ங் க ளி ல்  இ ரு ந து 
கபாருத்்தமா்ன  சூத்திைத்்்தப பயனபடுத்தி 
க்தா்கயீடு காண த்வணடும்.

1. 
dx

a x a
a x
a x

c2 2
1

2−
= +

−
+∫ log

2. 
dx

x a a
x a
x a

c2 2
1

2−
= −

+
+∫ log

3.   
dx

x a
x x a c

2 2
2 2

−
= + − +∫ log

4.  
dx

x a
x x a c

2 2
2 2

+
= + + +∫ log

5. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log

      x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log

6. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log

    x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log

எடுத்துககோட்டு 2.40

 மதிபபிடுக  
dx

x16 2−∫
தீர்வு: 
 

dx
x16 2−∫  =

−∫ dx
x42 2

  = ( )
+
−

+1
2 4

4
4

log x
x

c

  = +
−

+1
8

4
4

log x
x

c

எடுத்துககோட்டு 2.41

  மதிபபிடுக 
dx

x1 25 2−∫
தீர்வு:  
 

dx
x1 25 2−∫  =







−
∫1

25 1
5

2
2

dx

x

  =






+

−



















+1
25

1

2 1
5

1
5
1
5

log
x

x
c

  = +
−

+1
10

1 5
1 5

log x
x

c

 m
a mx

dx d mx
a mx2 2 2 2−

∫ =
−

∫
( )

( )
( )

                  = +
− +1

2a
a mx
a mx clog

எடுத்துககோட்டு 2.42

 மதிபபிடுக 
dx
x x2 2+ −∫

தீர்வு: 
 

dx
x x2 2+ −∫  =







− −





∫ dx

x3
2

1
2

2 2
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்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்,

2 22 2+ − = − − x x x x

                = − −





−












2 1
2

1
4

2

x

                = 





− −





3
2

1
2

2 2

x

  =
+ −

− −

















+1
2 3

2

3
2

1
2

3
2

1
2

log
x

x
c

  = +
−

+1
3

2 2
4 2

log x
x

c

  = +
−

+1
3

1
2

log x
x

c

எடுத்துககோட்டு 2.43

 மதிபபிடுக 
dx

x4 12 −∫
தீர்வு:
 

dx
x4 12 −∫  =

−





∫ dx

x4 1
4

2

  =
− 





∫1
4 1

2
2

2
dx

x

  =






−

+



















+1
4

1

2 1
2

1
2
1
2

log
x

x
c

   = −
+

+1
4

2 1
2 1

log x
x

c

m
mx a

dx d mx
mx a( )

( )
( )− −∫ = ∫2 2 2 2

                      = −
+ +1

2a
mx
mx ca

alog

எடுத்துககோட்டு 2.44

 மதிபபிடுக    
x

x
dx

2

2 25−∫

தீர்வு:
x

x
dx

2

2 25−∫  =
−( ) +

−∫
x

x
dx

2

2

25 25

25

  = +
−







∫ 1 25

252x
dx

  = +
−∫∫dx dx

x
25

252

  = + ( )
−
+









 +x x

x
c25 1

2 5
5
5

log

  = + −
+

+x x
x

c5
2

5
5

log

எடுத்துககோட்டு 2.45

 மதிபபிடுக  
dx

x x2 3 2− +∫
தீர்வு:

்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்

x x x2
2

3 2 3
2

9
4

2− + = −





− +

                       = −





−x 3
2

1
4

2

                       = −





− 





x 3
2

1
2

2 2

 
dx

x x2 3 2− +∫  =
−





− 





∫ dx

x 3
2

1
2

2 2

   =






−





−

−





+
+1

2 1
2

3
2

1
2

3
2

1
2

log
x

x
c

   = −
−

+log 2 4
2 2

x
x

c

   = −
−

+log x
x

c2
1

எடுத்துககோட்டு 2.46

மதிபபிடுக 
dx

x4 92 −
∫   
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தீர்வு:
dx

x4 92 −
∫  =

−





∫ dx

x4 9
4

2

=

− 





∫1
2 3

2
2

2

dx

x

= + − 





+1
2

3
2

2
2

log x x c

= + − +1
2

9
4

2log x x c    

= + − +1
2

2 4 92log x x c

= + ( ) − +log mx mx a c2 2

m

mx a
dx

d mx

mx a( ) −
= ( )

( ) −
∫ ∫2 2 2 2

எடுத்துககோட்டு 2.47

 மதிபபிடுக 
dx

x x2 3 2− +
∫

தீர்வு:

்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்

x x2 3 2− + = x −





− +3
2

9
4

2
2

                  = −





− 





x 3
2

1
2

2 2

dx

x x2 3 2− +
∫  =

−





− 





∫ dx

x 3
2

1
2

2 2

  
= −





+ −





− 





+log x x c3
2

3
2

1
2

2 2

= −





+ − + +log x x x c3
2

3 22

குறிப்பு
m n k clog ± =

எடுத்துககோட்டு 2.48

 மதிபபிடுக 
dx

x2 25+
∫

தீர்வு:
dx

x2 25+
∫  =

+
∫ dx

x2 25

  = log x x c+ + +2 25   

  = + + +log x x c2 25

எடுத்துககோட்டு 2.49

 மதிபபிடுக  
dx

x x2 4 8+ +
∫

தீர்வு:

்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்

x x x2 24 8 2 4 8+ + = +( ) − +

                  = +( ) +x 2 22 2

dx

x x2 4 8+ +
∫ =

+( ) +
∫ dx

x 2 22 2

  
= +( ) + +( ) + +log x x c2 2 22 2

  
= +( ) + + + +log x x x c2 4 82

m

mx a
dx

d mx

mx a( ) +
= ( )

( ) +
∫ ∫2 2 2 2

= + ( ) + +log mx mx a c2 2

எடுத்துககோட்டு 2.50

 மதிபபிடுக  
x dx

x

3

8 1+
∫

தீர்வு:
x dx

x

3

8 1+
∫  =

( ) +
∫1

4
4

1

3

4 2 2

x dx

x
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  = + ( ) + +1
4

14 4 2 2log x x c

  = + + +1
4

14 8log x x c

எடுத்துககோட்டு 2.51

 மதிபபிடுக  x dx2 16−∫
தீர்வு:

x dx2 16−∫  = −∫ x dx2 24
  
= − − + − +x x x x c

2
4 4

2
42 2

2
2 2log

  
= − − + − +x x x x c

2
16 8 162 2log

எடுத்துககோட்டு 2.52

 மதிபபிடுக  x dx2 5+∫
தீர்வு:

x dx2 5+∫ = + ( )∫ x dx2 2
5

  
= + ( ) +

( )
+ + ( ) +x x x x c

2
5

5

2
52 2

2

2 2
log

=
x x x x c
2

5 5
2

52 2+ + + + +log

m mx a dx( ) +∫ 2 2 = ( ) + ( )∫ mx a d mx2 2

= ( ) + + + ( ) + +mx mx a a mx mx a c
2 2

2 2
2

2 2log

எடுத்துககோட்டு 2.53
 மதிபபிடுக    4 92x dx+∫
தீர்வு:

4 92x dx+∫ = ( ) + ( )∫1
2

2 3 22 2x d x

= ( ) + + + ( ) +








 +1

2
2
2

2 3 3
2

2 2 32 2
2

2 2x x x x clog

= + + + + +x x x x c
2

4 9 9
4

2 4 92 2log

எடுத்துககோட்டு 2.54

 மதிபபிடுக  x x dx2 4 3− +∫
தீர்வு:

்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் மு்றயில்,

x x x

x

x x x

2 2

2 2

2 2 2

4 3 2 4 3

2 1

4 3 2 1

− + = −( ) − +

= −( ) −

∴ − + = −( ) −

x x dx2 4 3− +∫ = −( ) −∫ x dx2 12 2

  
=

−( ) −( ) − − −( )+ −( ) − +
x

x x x c
2

2
2 1 1

2
2 2 12 2 2 2log

    =
−( ) −( ) − − −( )+ −( ) − +

x
x x x c

2
2

2 1 1
2

2 2 12 2 2 2log

  
=

−( ) − + − −( )+ − + +
x

x x x x x c
2

2
4 3 1

2
2 4 32 2log

    
=

−( ) − + − −( )+ − + +
x

x x x x x c
2

2
4 3 1

2
2 4 32 2log

எடுத்துககோட்டு 2.55

 மதிபபிடுக  
1

12x x
dx

− −
∫

தீர்வு:

காைணக்காரிய மு்றயில்,

1

1

1

1

1

1
1

2 2

2

2

2

x x x x

x x

x x
x x

− −
=

− −
× + −

+ −
= + −

1

12x x
dx

− −
∫  = + −



∫ x x dx2 1
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  = + −∫∫ xdx x dx2 1

  
= + − − + − +x x x x x c

2
2 2

2 2
1 1

2
1log  

பயிறசி 2.7

பின்வரு்வ்ன்வற்்ற  x -ஐ கபாறுத்து க்தா்கயிடுக: 

 1. 
1

9 16 2− x
  2. 

1
9 8 2− −x x

 3. 
1

2 92x −
  4. 

1
22x x− −

 5. 
1
3 22x x+ +

  6. 
1

2 6 82x x+ −

 7. 
e

e

x

x2 9−
  8. 

1

9 72x −
 9. 

1

6 132x x+ +
 10. 

1

3 22x x− +

11. 
x

x

3

8 1−
 12. 1 2+ +x x

13. x2 2−  14. 4 52x −  

15. 2 4 12x x+ +  16. 
1

12x x+ −
 

2.2  வரையறுத்� த�ோரகயீடுகள் (Definite integrals)
 இது்வ்ை நாம் ்வ்ையறாத் க்தா்க
யிடல்களில் அடிபப்ட இயற்கணி்தச் சார்பு, 
அடுக்்கச் சார்பு, திரிதகாணமிதிச் சார்பு மற்றும் 
மடக்்கச் சார்பு ஆகிய்வற்்ற பயனபடுத்தி 
க்தா்கயீடு காணும் மு்றக்ைப பற்றித் 
க்தரிநதுக் ககாணதடாம். இனி நாம் ்வ்ையறுத்்த 
க்தா்கயீடுக்ைப பற்றி படிக்கலாம்.

 ்வடிவியலில், ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடா்ன 
f x dx

a

b

( )∫ ஆ்னது ஒரு கூடடுத் க்தா்கயின 
எல்்ல மதிபபாகக் குறிக்கபபடுகிறது. தமலும் இது, 
y f x= ( )  எனற சமனபாடடிற்குறிய ்வ்ை்வ்ை,  

x -அச்சு மற்றும் x = a, x = b  எனும் குத்்தாயங்கைால் 
அ்டபடும் பைபபைவு எ்னவும் குறிபபிடபபடுகிறது.

2.2.1    த�ோரக நுணகணி�த்தின் அடிப்பரடத்
ந�ற்றஙகள் (The fundamental theorems of 
Integral Calculus)

ந�ற்றம் 2.1  நுணகணி�த்தின் மு�ல் அடிப்பரடத் 
ந�ற்றம் (First fundamental theorem of Integral 
Calculus):
 சார்பு f x( )  ஆ்னது க்தாடர்ச்சியு்டய்தாகவும் 

மற்றும் F x f t dt
a

x

( ) ( )= ∫ எனில்,  ′ =F x f x( ) ( )  
ஆகும்.

ந�ற்றம் 2.2 நுணகணி�த்தின் இைணடோம் 
அடிப்பரடத் ந�ற்றம் (Second fundamental theorem 
of Integral Calculus):
 f x( )  எனற சார்பு [a,b] எனற மூடிய 
இ்டக்வளியில் க்தாடர்ச்சியு்டய்தாகவும், தமலும்   
f x( ) -ன எதிர்ம்ற ்வ்கயீடா்னது F( )x  எனில் 

f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )∫ = −  ஆகும்.

  இங்கு a மற்றும் b எனப்ன ்வ்ையறுத்்த 
க்தா்கயீடடின கீழ் எல்்ல மற்றும் தமல் எல்்ல 
எ்னபபடும்.

f x dx
a

b

( )∫  ஆ்னது ஒரு திடட்வடடமா்ன 

மாறிலியாகும், அத்தசமயத்தில் f dt
a

x

(t)∫  

ஆ்னது ஒரு மாறிச் சார்பாகும்.

குறிப்பு

    f x dx F x( ) ( ) c∫ = +

⇒ = −∫ f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )

எடுத்துககோட்டு 2.56

 மதிபபிடுக   x x x dx3 2

0

1

7 5+ −( )∫
தீர்வு:
 இ்தற்கு முந்்தய பகுதியில்

x x x dx3 27 5+ −( )∫ -ஐ எவ்வாறு 
க்தா்கயிடு்வது எனப்்தப பற்றி க்தரிநதுக் 
ககாணதடாம்.

∴ + −( ) = + − +∫ x x x dx x x x c3 2
4 3 2

7 5
4

7
3

5
2
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45த�ொகை நுணைணி�ம்–I

 இபதபாது,  x x x dx3 2

0

1

7 5+ −( )∫

= + −










x x x4 3 2

0

1

4
7

3
5

2
                       
= + −





− + −





1
4

7
3

5
2

0
4

0
3

0
2

   
= + −





1
4

7
3

5
2

= 1
12

எடுத்துககோட்டு 2.57
 0 மற்றும் 1 -ஐ எல்்ல மதிபபுகைாகக் 

ககாணடு dy
dx

x
x

=
+

2
5 12 எனும் சார்்ப 

க்தா்கயிடுக.    

தீர்வு: 
 இங்கு,  

dy
dx

 = 
2

5 12
x

x +

 ∴ y  = 
2

5 12
0

1 x
x

dx
+∫      

  =
+∫1

5
10

5 12
0

1 x
x

dx  

  = +( )





1
5

5 12

0

1
log x

  = − 
1
5

6 1log log

  = 1
5

6log

எடுத்துககோட்டு 2.58

 மதிபபிடுக e a x dxx x− + +( )∫ 4 2 3

0

1

தீர்வு:

e a x dxx x− + +( )∫ 4 2 3

0

1

 = e a
a

x xx
x

− + +
















4 2 3
4

4
3

0

1

log

 = e a
a a

− + + − +4 2 3
4

1 4
log log

 = e
a

a
+

−( ) +
4 1 7

4log

எடுத்துககோட்டு 2.59

 மதிபபிடுக sin x dx
p

p

6

3

∫  

தீர்வு: 

   sin x dx
p

p

6

3

∫  = −[ ]cos x
p

p

6

3
    

  = − −





cos cosp p
3 6

   = −( )1
2

3 1

எடுத்துககோட்டு 2.60

 மதிபபிடுக cos2

0

2

x dx

p

∫
தீர்வு:

எளியச் சார்புகைாக பிரித்க்தழு்த,

cos cos2 2 12x x= −

∴ = +[ ]cos cos2 1
2

1 2x x

 cos2

0

2

x dx

p

∫  =
1
2

1 2
0

2

[ cos ]+∫ x dx

p

  = 
1
2

2
2 0

2
x x+





sin
p

  = +





=1
2 2

0
4

p p
 

எடுத்துககோட்டு 2.61

 மதிபபிடுக e e dxa x x alog log+ ∫
0

1
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தீர்வு:

e e dxa x x alog log+ ∫
0

1

 = x a dxa x+( )∫
0

1

 =
x
a

a
a

a x+

+
+











1

0

1

1 log
  

e xa x alog =

குறிப்பு

 =
1

1
0 1

a
a

a a+
+







− +




log log

 =
1

1
1

a
a

a a+
+ −

log log

 =
1

1
1

a
a

a+
+

−( )
log

எடுத்துககோட்டு 2.62

 மதிபபிடுக 
x

x
dx

4

2
2

3 1+
∫  

தீர்வு:

x
x

dx
4

2
2

3 1+
∫  = x x dx2 2

2

3

+( )−∫    

 = −










x
x

3

2

3

3
1

  

 = −





− −





9 1
3

8
3

1
2

= 13
2

எடுத்துககோட்டு 2.63

  மதிபபிடுக x x x x dx3 2 3 2

1

1

3 2+( ) +( )
−
∫

தீர்வு:

x x x x dx3 2 3 2

1

1

3 2+( ) +( )
−
∫ = 

1
3

3

4

3 2 4

1

1

x x+( )













−

 f x f x dx
f x
n

c
n

n

( ) ( )
( )[ ] ′ = [ ]

+
+











∫

+1

1

  = −( )
=

1
3

64 4

20

எடுத்துககோட்டு 2.64

 மதிபபிடுக  
log x
x

dx
a

b

∫   a b, > 0  

தீர்வு: 
 

log x
x

dx
a

b

∫  = ( )∫ log x dx
xa

b
1
2

 f x f x dx
f x
n

c
n

n

( ) ( )
( )[ ] ′ = [ ]

+
+











∫

+1

1

  = 2
3

3
2

log x

a

b

( )


















  = 
2
3

3
2

3
2log logb a( ) − ( )









log logb b
3
2 3

2
=  ஆ்னால்,

(log ) logb b
3
2
3
2

≠  மற்றும்,

(log ) (log ) logb a
b
a

3
2

3
2

3
2

− ≠






எடுத்துககோட்டு 2.65

 மதிபபிடுக x x dx+
−
∫ 1
1

1

 

t x= +1 
எனக.

dt dx=  

x –1 1

t 0 2தீர்வு:

x x dx+
−
∫ 1
1

1

 = −( )∫ t t dt1
0

2

  = −








∫ t t dt

3
2

1
2

0

2

  = −
















2
5

2
3

5
2

3
2

0

2

t t

  = −
8 2

5
4 2

3

  =
4 2
15
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எடுத்துககோட்டு 2.66

 மதிபபிடுக e dx
x−∞

∫ 2

0தீர்வு: 
 e dx

x−∞

∫ 2

0

 = −












−
∞

2 2

0

e
x

  = − −[ ] =2 0 1 2

எடுத்துககோட்டு 2.67

 மதிபபிடுக x e dxx2

0

3
∞

−∫
தீர்வு:

 x e dxx2

0

3
∞

−∫  = −
∞

∫ e dtt

0 3

   = 
1
3 0

− 
− ∞

e t

   = 
− −[ ]1
3

0 1   

   = 1
3

எடுத்துககோட்டு 2.68

 மதிபபிடுக 
1

1 21

2

x x
dx

+( ) +( )∫
தீர்வு:

பகுதி பின்னமாக்கல் மு்றயில்,

    
1

1 2 1 2x x x x+( ) +( ) =
+

+
+

A B
            

⇒
+( ) +( ) =

+
−

+
1

1 2
1

1
1

2x x x x

1
1 21

2

x x
dx

+( ) +( )∫ =
+

−
+





∫ 1

1
1

21

2

x x
dx

       
 = + − + log logx x1 2

1

2

 = −log log3
4

2
3

 = log 9
8

எடுத்துககோட்டு 2.69

 மதிபபிடுக logx dx
e

1
∫

x t3 =  

    3
2x dx dt=

⇒ =x dx dt2

3
 

x 0 ∞
t 0 ∞

தீர்வு:

u x= log
்வ்கயிட,

        du
x

dx= 1

dv dx=
க்தா்கயிட

         v x=

logx dx
e

1
∫ = ∫u dv

e

1

= [ ] − ∫uv vdu
e e

1
1        

 = [ ] − ∫x x x
x

dxe
e

log 1
1

1

 = e e x elog log−( ) − [ ]1 1 1

 = e e−( ) − −( )0 1   

 = 1

எடுத்துககோட்டு 2.70

 மதிபபிடுக x x dxsin
0

2
p

∫
தீர்வு:

 u x=
்வ்கயிட
du dx=

dv x dx= sin
க்தா்கயிட
v x= − cos

x x dxsin
0

2
p

∫ = ∫ udv
0

2
p

  = [ ] − ∫uv vdu0
2

0

2p
p

  = −  + ∫x x x dxcos cos
0

2
2

0

p
p

  = + [ ]0
0

2

sin x
p

 =1 

எடுத்துககோட்டு 2.71

3 12

1

x dx
a

∫ = −  எனில்,  a R∈  எனுமாறு  a-ன 

 மதிப்பக் காணக.

தீர்வு: 
 3 2

1

x dx
a

∫  = –1 எ்னக் ககாடுக்கபபடடுளைது.

 x
a3
1

  = –1
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  a3 1−  = –1

  a3  = 0⇒ =a 0

எடுத்துககோட்டு 2.72

dx
a

b

∫ = 1 மற்றும் x dx
a

b

=∫ 1   எனில்,  a மற்றும்  

b-ன மதிபபுக்ைக் காணக

தீர்வு:

dx
a

b

∫  = 1  எ்னக் ககாடுக்கபபடடுளைது.

 x
a

b

[ ] = 1

 b a− = 1 … (1)

தமலும், x dx
a

b

∫  = 1      எ்னவும் ககாடுக்கப 
படடுளைது.

 
x

a

b2

2








 = 1

 b a2 2− = 2

b a b a+( ) −( )  = 2

 b a+ = 2 … (2)  b a− = 1

1 2( ) + ( ) ⇒ 2b  = 3

 ∴ b   = 
3
2

 

இபதபாது, 
3
2

− a  = 1    [  (1) லிருநது]

               ∴ a  = 
1
2

 

எடுத்துககோட்டு 2.73 

f x
x x
x x( ) =

+ ≤ ≤
≤ ≤





7 3 1 3
8 3 4

,
,

 எனில், f x dx( )∫
1

4

 

 -ஐ மதிபபிடுக.
தீர்வு:

f x dx( )∫
1

4

 = ( ) + ( )∫∫ f x dx f x dx
3

4

1

3

 = +( ) + ∫∫ 7 3 8
3

4

1

3

x dx x dx

 = +








 +











7
2

3 8
2

2

1

3 2

3

4
x x x

       
  = + − + −63

2
9 13

2
64 36

  = 62

எடுத்துககோட்டு 2.74

 
f x

x
x

x

x
x
x

( )
,
,

,
=

−









− ≤ <
≤ <
≤ ≤

2

4

2 1
1 2
2 4

எ்னக்ககாணடு பின ்வரு்வ்ன்வற்்ற மதிபபிடுக.

(i)  f x dx( )
−
∫
2

1

(ii) f x dx( )
1

2

∫  (iii) f x dx( )
2

3

∫

(iv) f x dx( )
.

−
∫
2

1 5

 (v)  f x dx( )
1

3

∫
தீர்வு:

(i) f x dx( )
−
∫
2

1

= x dx2

2

1

−
∫  = 

x3

2

1

3










−

   

                       =  
1
3

8
3

− −





= 3 

(ii) f x dx( )
1

2

∫  = xdx
1

2

∫   = 
x2

1

2

2








     

                     =  
4
2

1
2

−  = 
3
2

 

(iii) f x dx( )
2

3

∫  = x dx−( )∫ 4
2

3

= 
x x

2

2

3

2
4−









  

 = −





− −





9
2

12 4
2

8 = − +15
2

6 = 
−3
2

 

(iv) f x dx( )
.

−
∫
2

1 5

= f x dx f x dx( ) ( )
.

+ ∫∫
− 1

1 5

2

1

  

                     = 3
1

1 5

+ ∫ xdx
.

  (i) லிருநது

 = 3
2

2

1

1 5

+






x
.

=  3 2 25
2

1
2

+ −.
 = 3 1 25

2
+ .

 = 3.625

(v) f x dx( )
1

3

∫  = f x dx f x dx( ) ( )+ ∫∫
2

3

1

2

 

  = + −





3
2

3
2

= 0 (ii) மற்றும் 
   (iii) லிருநது
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பயிறசி 2.8

I.   பின ்வரு்வ்ன்வற்்ற இைணடாம் அடிபப்டத் 
த்தற்றத்்்த பயனபடுத்தி மதிபபிடுக.

1. e dxx2

0

1

∫  2. 1 4
0

1
4

−∫ x dx

3. 
xdx

x2
1

2

1+∫  4. 
e dx

e

x

x10

3

+∫

5. xe dxx2

0

1

∫  6. 
dx

x x

e

1 3
1 +( )∫ log

7. 
2 3

3 72
1

1 x
x x

dx+
+ +−

∫  8. 1
0

2

+∫ cos x dx

p

9. 
x
x

dx−∫ 1
2

1

2

II.  பின ்வரு்வ்ன்வற்்ற தீர்க்க.

1.  f x
x x
x x( ) =

+ ≤ ≤
+ < ≤





4 3 1 2
3 5 2 4

,
,

 எனும்கபாழுது 

f x dx( )∫
1

4

-ன மதிப்பக் காணக. 

2.  f x
x x x

x x x
( ) =

− − ≤

+ − < ≤







3 2 1

2 3 1 2

2

2

,

,
 எனும்கபாழுது

f x dx( )∫
0

2

-ன மதிப்பக் காணக. 

3.  f x
x x

x x( ) =
≥

− <




,
,

0
0

 எனும்கபாழுது 

f x dx( )
−
∫
1

1

 -ன மதிப்பக் காணக. 

4. f x
c x x

( )
,

,
=

< <



0 1
0 மற்கறங்கிலும்

 மற்றும்   

  f x dx( ) =∫ 2
0

1

எனில், c -ன மதிப்பக் காணக.

2.2.2   வரையறுத்� த�ோரகயீடுகளின் பணபுகள் 
(Properties of definite integrals)

 (i) f x dx
a

b

( )∫   = f t dt
a

b

( )∫

(ii) f x dx
a

b

( )∫  = −∫ f x dx
b

a

( )  

dx b a
a

b

= −∫

(iii)  a b,   இல் f(x)  மற்றும் g(x)  எனப்ன 
க்தாடர்ச்சியா்ன சார்புகள எனில்,

 f x g x dx
a

b

( ) ( )±[ ]∫ = f x dx g x dx
a

b

a

b

( ) ( )∫ ∫±   

(iv)  f x( )  ஆ்னது a b,   இல் க்தாடர்ச்சியா்ன 
சார்பு மற்றும் a < c < b எனில்,  

 f x dx
a

b

( )∫  = f x dx f x dx
a

c

c

b

( ) ( )∫ ∫+

 (v) f x dx f a x dx
aa

( ) ( )= −∫∫
00

நிரூபணம் :
a x t− =  எனக 

dx dt= −  

x 0 a

t a 0

 ்வ.ப. [R.H.S.]  = f a x dx
a

( )−∫
0

  = −∫ f t dt
a

( )( )
0

  = ∫ f t dt
a

( )
0

  

  = ∫ f x dx
a

0

( ) [பணபு (i) இன படி]

  = இ.ப. [L.H.S.] 

(vi)  (அ)     f(x) ஓர் இைட்டச் சார்பு எனில்,  

f x dx f x dx
a

a

a

( ) ( )= ∫∫
−

2
0

   

  (ஆ)    f(x) ஓர் ஒற்்றச் சார்பு எனில், 

f x dx
a

a

( ) =
−
∫ 0    

நிரூபணம் :   
 (அ)    f(x) ஓர் இைட்டச் சார்பு எனில் 

f x f x( ) = −( )    …(1)

                   
f x dx f x dx f x dx

a

aa

a

( ) ( ) ( )= + ∫∫∫
−− 0

0
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 = −( ) + ( )∫∫
−

f x dx f x dx
a

a 0

0

 (1) -ன படி

− =x t  எனக. dx dt= −  
x –a 0
t a 0

பிைதியிட்ல ்வலது பக்கத்தில் 
[R.H.S.] உளை மு்தல் க்தா்கயிடலில் 

மடடும் பயனபடுத்்த,

∴
−
∫ f x dx
a

a

( )  = f t dt f x dx
a

a

( )( ) ( )
0

0
∫ ∫− +

                       = +∫ ∫f t dt f x dx
a a

( ) ( )
0 0

  

                        = + ∫∫ f x dx f x dx
aa

( ) ( )
00

 

 [பணபு (i) இன படி] 
                       = ∫2

0

f x dx
a

( )          

 (ஆ)   f(x) ஓர் ஒற்்றச் சார்பு எனில்  
f x f x( ) ( )− = −    …(2)

       f x dx
a

a

( )
−
∫  = f x dx f x dx

a

a

( ) + ( )
−
∫ ∫
0

0
 

                    = − − + ( )
−
∫ ∫f x dx f x dx
a

a

( )
0

0

                     

 (2) -ன படி

− =x t  எனக. dx dt= −  
x –a 0
t a 0

பிைதியிட்ல ்வலது பக்கத்தில் 
[R.H.S.] உளை மு்தல் க்தா்கயிடலில் 

மடடும் பயனபடுத்்த,

∴
−
∫ f x dx
a

a

( ) = − ( ) −( ) +∫ ∫f t dt f x dx
a

a0

0

( )     

= − ( ) +∫ ∫f t dt f x dx
a a

0 0

( )

= − + ∫∫ f x dx f x dx
aa

( ) ( )
00

[பணபு (i) இன படி]

= 0

(vii)  f x dx
a

b

( )∫    = f a b x dx
a

b

( )+ −∫  

நிரூபணம் :    
 a b x t+ − =   மற்றும் 

                      − =dx dt

  dx dt= −

t a b x= + −
x a b
t b a

∴ + −( )∫ f a b x dx
a

b

= − ( )∫ f t dt
b

a

= f t dt
a

b

( )∫  

         = ( )∫ f x dx
a

b

   

 [பணபு (i) இன படி]
 

       ∴ ( )∫ f x dx
a

b

      = f a b x dx
a

b

+ −( )∫  

பின்வருவைவறர்ற வரையறுத்� த�ோரகயீடு 
களின் பணபுகரைக பயன்படுத்தி மதிப்பிடுக:

எடுத்துககோட்டு 2.75 

 மதிபபிடுக  
x dx

a x

5

2 2
1

1

−−
∫

தீர்வு:

f x( )  = 
x

a x

5

2 2−
  எனக.

f x( )−  = 
( )

( )
−
− −

x
a x

5

2 2   = 
−
−
x

a x

5

2 2  = − f x( )  

f x( )−  = − f x( )

∴ f x( )   ஓர் ஒற்்றச் சார்பு ஆகும்.

           ⇒  
x dx

a x

5

2 2
1

1

−−
∫  = 0
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எடுத்துககோட்டு 2.76 

 மதிபபிடுக  cos x dx
−

∫
p

p

2

2

தீர்வு:
       f x( )  = cos x  எனக.

    f x−( )  = cos −( )x  = cos x

⇒      f x−( )  = − f x( )

∴ ( )f x    ஓர் இைட்டச் சார்பு ஆகும்.

∴ cos x dx
−

∫
p

p

2

2

 = 2
0

2

cos x dx

p

∫

  =  2
0

2
sin x

p

  = −





2
2

0sin sinp

  = 2 

எடுத்துககோட்டு 2.77

 மதிபபிடுக x x dx2

1

1

+( )
−
∫  

தீர்வு:
 

x x dx2

1

1

+( )
−
∫  = +

− −
∫ ∫x dx x dx2

1

1

1

1

  = +∫2 02

0

1

x dx  [ x2   ஓர் 

இைட்டச் சார்பு மற்றும் x ஓர் ஒற்்றச் சார்பு ஆகும்]

  =






= −





2
3

2 1
3

0
3

0

1
x

  = 2
3

எடுத்துககோட்டு 2.78

 மதிபபிடுக   
sin

sin cos
x

x x
dx

+∫
0

2
p

தீர்வு:

 I    =
sin

sin cos
x

x x
dx

+∫
0

2
p

  எனக.  … (1)

I = 
sin

sin cos

p

p p

p

2

2 2
0

2 −





−





+ −





∫
x

x x
dx

  f x dx f a x dx
aa

( ) ( )= −












∫∫
00

 = 
cos

cos sin
x

x x
dx

+∫
0

2
p

   …(2)

1 2( ) + ( ) ⇒  

2I = 
sin

sin cos
cos

cos sin
x

x x
x

x x
dx

+
+

+








∫

0

2
p

 = ∫ dx
0

2
p

    = x[ ]
0

2
p

 = p
2

∴ I  =     
p
4

எடுத்துககோட்டு 2.79

 மதிபபிடுக       
x

x x
dx

+ −∫ 72

5

தீர்வு:

I = 
x

x x
dx

+ −∫ 72

5

எனக …(1)

I = 
2 5

2 5 7 2 52

5 + −

+ − + − + −∫
x

x x
dx

( )

   f x dx f a b x dx
a

b

a

b

( ) ( )= + −












∫∫

I = 
7

72

5 −
− +∫ x

x x
dx  …(2)

  1 2( ) + ( ) ⇒

2I = 
x

x x
x

x x
dx

+ −
+ −

− +













∫ 7
7

72

5
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 = 
x x

x x
dx

+ −

+ −











∫

7

72

5

 = dx
2

5

∫   =  x[ ]
2

5
    =   3   

∴ I = 
3
2

பயிறசி 2.9

பின ்வரு்வ்ன்வற்்ற ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடு
களின பணபுக்ைக் பயனபடுத்தி மதிபபிடுக,

1. x xdx3 3

4

4

cos

−

∫
p

p

 2. sin2

2

2

θ θ
π

π

d
−

∫

3. log 2
21

1 −
+







−
∫ x

x
dx  4. 

sin
sin cos

7

7 7
0

2 x
x x

dx
+∫

p

5. log 1 1
0

1

x
dx−



∫  6. 

x

x

dx

1
3
40

1

−( )
∫

2.2.3  கோமோ த�ோரகயீடு (Gamma  Integral)
 மு்றச் சாைா ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடுகளில் 
ஒரு குறிபபிடட ்வ்க்ய சார்ந்த க்தா்கயீடுகளின 
க்தா்க்ய மதிபபிட உ்தவும் மிகவும் பயனுளை 
மற்றும் முக்கியமா்ன முடிவு காமா க்தா்கயீடு ஆகும்.
 மு்தலில், நாம் ்வ்ையறாத் க்தா்கயீடு, 
மு்றசார்ந்த ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடு மற்றும் 
மு்றச்சாைா ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடுகளுக்கா்ன 
கருத்துருக்க்ை அறிநதுக் ககாளத்வாம்.

வரைய்றோத் த�ோரகயீடு (Indefinite integral)
 ஒ ரு  ்த ன னி ச் ் ச ய ா ்ன  ம ா றி லி ் ய 
உளைடக்கி, எல்்லகள இல்லாமல் க்வளிபபடுத்்தப
படும் க்தா்கயிடலுக்கா்ன கசயல் மு்ற்ய 
்வ்ையறாத் க்தா்கயீடு எனதபாம்.
  எடுத்துக்காடடு:   ∫ −e dtt

முர்றசோர்ந்� வரையறுத்� த�ோரகயீடு (Proper 
definite integral)
  க்தா்கக்காண சார்பு  f(x) ஆ்னது  [a, b] 
எனற இ்டக்வளியில் க்தாடர்ச்சியு்டய்தாகவும்,   
a மற்றும் b எனற எல்்ல மதிபபுக்ை முடிவுறு
எணகைாகவும் ககாணடு அ்மயும்  க்தா்கயிடல்

க்ை மு்றசார்ந்த ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடு 
எனதபாம். 
  எடுத்துக்காடடு:   e dtt−∫

0

1

முர்றசோைோ வரையறுத்� த�ோரகயீடு (Improper 
definite integral)
 ஒரு எல்்ல a  அல்லது b அல்லது இரு எல்்ல 
மதிபபுகள a  மற்றும் b  ்யயும் முடிவிலியாகக் 
ககாணடு அ்மயும் க்தா்கயிடல்கள, அல்லது 
க்தா்கக்காண சார்பு f(x) ஆ்னது [a, b] எனற 
எல்்லகளுக்குள ஒனறு அல்லது அ்தற்கு தமற்படட 
புளளிகளில் காண இயலா்த்தாகவும் அ்மயும் 
க்தா்கயிடல்க்ை மு்றசாைா ்வ்ையறுத்்த 
க்தா்கயீடு எனதபாம்.
  எடுத்துக்காடடு:  e dtt−

∞

∫
0

வரையர்ற 2.3

n > 0 எனும் தபாது, x e dxn x−
∞

−∫ 1

0

-ஐ காமா சார்பு 

எனதபாம். இ்த்்ன  G n( )   [காமா n] எ்னக் 
குறிபபிடுகிதறாம்.

n  ஒரு மி்க முழு எண எனில், 

x e dx
nn ax

an
0

1

∞
−∫ = +

!
 ஆ்னது  காமா  க்தா்க

யிடலில் ஒரு குறிபபிடட நி்ல ஆகும்.

குறிப்பு

பணபுகள் :
1. G Gn n n n( ) = −( ) −( ) >1 1 1,

2. G Gn n n n+( ) = ( ) >1 0,  

3. G n n+( ) =1 ! ,  n ஒரு மி்க முழு எண 

4. G 1
2( ) = p  

எடுத்துககோட்டு 2.80
மதிபபிடுக   (i)  G 6( )   (ii)  G 7

2( )
 (iii)  e x dxx−

∞

∫ 2 5

0

 (iv)  e dxx−
∞

∫
2

0

G 1 1( ) =
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தீர்வு:
 (i)     G 6( )  = 5!  

   = 120

 (ii) G
7
2







 = 
5
2

5
2

G





   = 





5
2

3
2

3
2

G

   = 





5
2

3
2

1
2

1
2

G

   = 5
2

3
2

1
2

p  = 15
8

p  

 (iii) x e dxn ax

0

∞
−∫ =

n
an

!
+1      எனப்்த நாம்

அறித்வாம்

  ∴ −
∞

∫ e x dxx2 5

0

 = 
5

2
5
25 1 6

! !
+ =

  (iv) G n( )  = t e dtn t− −
∞

∫ 1

0

   எனப்்த நாம்
அறித்வாம்.

 இதில்   t x= 2    எ்ன   dt xdx= 2  ஆகும்.

 ∴ G n( )  = e x x dxx n− −∞

( )∫
2 2 1

0

2

   = − −
∞

∫ e x x dxx n2 2 2

0

2

   = − −
∞

∫2
2 2 1

0

e x dxx n

                n = 1
2

 எ்ன, நாம் கபறு்வது

  G
1
2







 = 2
2

0

e dxx−
∞

∫

                 ⇒ = −
∞

∫p 2
2

0

e dxx

  ∴ −
∞

∫ e dxx2

0

 = 
p

2

பயிறசி 2.10

1. பின ்வரு்வ்ன்வற்்ற மதிபபிடுக.

  (i) G 4( )         (ii) G 9
2( )     (iii) e x dxmx−

∞

∫ 6

0

  (iv) e x dxx−
∞

∫ 4 4

0

        (v) e x dx
x−

∞

∫ 2 5

0

 2.  f x
x e xx

( ) =
≥






−2 2 0
0

,
,

     எனில்,  f x dx( )
0

∞

∫  

-ஐ மதிபபிடுக.

2.2.4   வரையறுத்� த�ோரகயீடுககோை கூட்டல் 
எல்ரல (Definite integral as the limit of a sum)  

 a b,   எனற மூடிய இ்டக்வளியில் f x( )  
ஆ்னது க்தாடர்ச்சியா்ன கமயமதிபபுக்ைக் 
ககாணட சார்பு எனக. இவவி்டக்வளியா்னது “h” 
எனும் சம அகலத்்்தக்  ககாணட “n” உளஇ்ட 
க்வளிகைாக பிரிக்கபபடுமா்னால், 

f x dx h f a f a h f a h f a n h
a

b

n
h

( ) = ( ) + +( ) + +( ) + + + −( )( )∫ →∞
→

lim .....
0

2 1 

 f x dx h f a f a h f a h f a n h
a

b

n
h

( ) = ( ) + +( ) + +( ) + + + −( )( )∫ →∞
→

lim .....
0

2 1  ஆகும். 

 இங்கு h b a
n

= −
    (அல்லது)

 f x dx
a

b

( )∫  = lim
n
h

r

n
h f a rh

→∞
→

=
+( )∑

0
1

 ஆகும். 

 இங்கு h b a
n

= −

 ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடடுக்கா்ன கூடடல் 
எல்்ல்ய மதிபபிட பின்வரும் முடிவுகள மிகவும் 
உ்தவிகைமாக அ்மயும்.

(i) 1 2 3
1

2
+ + + =

+( )
......n

n n
 = r

r

n

=
∑

1

(ii) 1 2 3
1 2 1

6
2 2 2 2+ + + =

+( ) +( )
......n

n n n
= r

r

r n
2

1=

=
∑

(iii) 1 2 3
1

2
3 3 3 3

2

+ + + =
+( )







......n

n n
= r

r

r n
3

1=

=
∑

எடுத்துககோட்டு 2.81
 ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீட்ட ஒரு கூடடலின 

எல்்ல எ்னக் ககாணடு,  x dx
0

1

∫ -ஐ மதிபபிடுக.

தீர்வு:

f x dx
a

b

( )∫  = lim
n
h

r

n
h f a rh

→∞
→

=
+( )∑

0
1

 ...(1)

மற்கறங்கிலும்
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இங்கு  a b h b a
n n n

= = = − = − =0 1 1 0 1, ,    

 மற்றும்  f x x( ) =

இபதபாது  f a rh f r
n

f r
n

r
n

+( ) = +





= 





=0

இ்்த  (1) -இல் பிைதியிட,  நாம் கபறு்வது

 x dx
0

1

∫  = ∑
→∞ =

lim
n r

n

n
r
n

1
1

 

  = ∑
→∞ =

lim
n r

n

n
r1

2
1

 

  =
+( )

→∞
lim
n n

n n1 1
22  

  =
+





→∞
lim
n n

n
n1

1 1

22

2

  

  
= + =1 0

2
1
2

∴         x dx
0

1

∫  =  
1
2

எடுத்துககோட்டு 2.82
 ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீட்ட ஒரு கூடடலின 

எல்்ல எ்னக் ககாணடு 2 1
1

2

x dx+( )∫  –ஐ 
மதிபபிடுக.

தீர்வு:

f x dx
a

b

( )∫  = +( )∑
→∞
→

=
lim
n
h

r

n
h f a rh

0
1

 ...(1)

இங்கு  a b h b a
n n n

= = = − = − =1 2 2 1 1, ,   

மற்றும் f x x( ) = +2 1
             f a rh+( )  = f r

n
1+





   = 2 1 1+





+r
n

 

   = 2 2 1+ +r
n

             f a rh+( )  = 3 2+ r
n

 

இ்்த  (1) -இல் பிைதியிட,  நாம் கபறு்வது

      ( )2 1
1

2

x dx+∫  = lim
n r

n

n
r

n→∞ =
+



∑

1 3 2
1

 

  = 



∑

→∞ = n
r

nn r

n 3 2
2

1
lim +

  = ∑ + ∑




→∞ = =

lim
n r

n

r

n

n n
r3 1 2

1
2

1

  = +
+( )







lim

n
n

n
n n3 2 1

22→∞n

  = + +



→∞

3 1 1lim
n n

∴ +∫ ( )2 1
1

2

x dx = 3 1 4+ =

எடுத்துககோட்டு 2.83
 ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீட்ட ஒரு கூடடலின 

எல்்ல எ்னக் ககாணடு, x dx2

1

2

∫  –ஐ மதிபபிடுக.
தீர்வு:

f x dx
a

b

( )∫  = lim
n
h

r

n
h f a rh

→∞
→

=
+( )∑

0
1

இங்கு  a b h b a
n n n

= = = − = − =1 2 2 1 1, ,   

 மற்றும் f x x( ) = 2

இபதபாது f a rh+( )  = f r
n

1+





    

                          =  1
2

+





r
n

= 1 2 2

2+ +r
n

r
n

∴ x dx2

1

2

∫  = lim
n r

n

n
r

n
r
n→∞ =

+ +






∑
1 1 2 2

2
1

= + +






∑
→∞ =

lim
n r

n

n
r

n
r
n

1 2
2

2

3
1

= ∑ + ∑ + ∑




→∞ = = =

lim
n r

n

r

n

r

n

n n
r

n
r1 1 2 1

1
2

1
3

2

1

= ( ) +
+( )

+
+( ) +( )




→∞
lim
n n

n
n

n n
n

n n n1 2 1
2

1 1 2 1
62 3
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55த�ொகை நுணைணி�ம்–I

= + +





+
+





+























→∞
lim
n n

n n1 1 1
1 1 2 1

6

= + + ( )( )







1 1

1 2
6

 ∴ x dx2

1

2

∫   =   
7
3

பயிறசி 2.11

்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீட்ட ஒரு கூடடலின 
எல்்ல எ்னக் ககாணடு கீழ் காணும் 
க்தா்கயீடுக்ை மதிபபிடுக.

1. x dx+( )∫ 4
0

1

 2. x dx
1

3

∫

3. 2 3
1

3

x dx+( )∫  4. x dx2

0

1

∫

பயிறசி 2.12

எறபுரடய விரடரயத் த�ரிவு தசய்க:  

 1. 
1

3x
dx∫ -ன மதிபபுச் சார்பு 

 (a) 
− +3

2x
c

 (b) 
− +1

2 2x
c

 (c) 
− +1

3 2x
c  (d) 

− +2
2x

c

 2. 2xdx∫  -ன மதிபபுச் சார்பு
 (a) 2 2x clog +  (b) 2x c+

 (c ) 
2

2

x

c
log

+  (d) 
log 2
2x c+

 3. 
sin

sin
2

2
x
x

dx∫  -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) sin x c+  (b) 
1
2

sin x c+

 (c) cos x c+  (d) 
1
2

cos x c+

 4. 
sin sin

cos
5

3
x x

x
dx−∫ -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) − +cos2x c  (b) − +cos2x c

 (c) − +1
4

2cos x c  (d) − +4 2cos x c

 5. 
log x

x
dx∫ ( )x > 0  -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) 
1
2

2
log x c( ) +  (b) − ( )1

2

2
log x

 (c) 
2

2x
c+  (d) 

2
2x

c+

 6. 
e

e
dx

x

x1+
∫  -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) 
e

e
c

x

x1+
+  (b) 2 1+ +e cx

 (c) 1+ +e cx  (d) e e cx x1+ +

 7. e dxx∫ -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) e cx +  (b) 2 e cx +

 (c) 
1
2

e cx +  (d) 
1

2 e
c

x
+

 8. e x x dxx2 22 2[ ]∫ + -ன மதிபபுச் சார்பு 

 (a) e x cx2 2 +  (b) xe cx2 +

 (c) 2 2 2x e c+  (d) 
x e c

x2

2
+

 9. 
e

e
dx

x

x +∫ 1
 -ன மதிபபுச் சார்பு 

 (a) log e
e

c
x

x +
+

1
 (b) log e

e
c

x

x
+ +1

 (c) log e cx +  (d) log e cx + +1

10. 
9

3
1

1x x
dx

−
−

+




∫  -ன மதிபபுச் சார்பு  

 (a) log logx x c− − + +3 1
 (b) log logx x c− + + +3 1
 (c) 9 3 1log logx x c− − + +
 (d) 9 3 1log logx x c− + + +
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11. 
2

4

3

4
x

x
dx

+∫ -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) log 4 4+ +x c  (b) 
1
2

4 4log + +x c

 (c) 
1
4

4 4log + +x c  (d) log 2
4

3

4
x

x
c

+
+

12. 
dx

x2 36−
∫  -ன மதிபபுச் சார்பு 

 (a) x c2 36− +

 (b) log x x c+ − +2 36

 (c) log x x c− − +2 36

 (d) log x x c2 2 36+ − +

13. 
2 3

3 22

x

x x
dx+

+ +
∫  -ன மதிபபுச் சார்பு

 (a) x x c2 3 2+ + +

 (b) 2 3 22x x c+ + +

 (c) log x x c2 3 2+ +( ) +

 (d) 
2
3

3 22

3
2

x x c+ +( ) +

14. 2 1
0

1

x dx+( )∫  -ன மதிபபு 

 (a) 1        (b) 2        (c) 3        (d) 4

15. 
dx
x2

4

∫   -ன மதிபபு 

 (a) log 4        (b) 0        (c) log 2        (d) log 8

16. e dxx−
∞

∫ 2

0

 -ன மதிபபு

 (a) 0        (b) 1        (c) 2        (d) 
1
2

17. x e dxx3

1

1
4

−
∫  -ன மதிபபு

 (a) 1     (b) 2 3

0

1
4

x e dxx∫      (c) 0        (d) ex4

18.  f x( )  ஒரு க்தாடர்ச்சியா்ன சார்பு மற்றும் 

a c b< <   எனில் f x dx f x dx
c

b

a

c

( ) + ( )∫∫  

-க்கு சமமா்ன க்தா்கயிடல்,

 (a) ( )a f x dx f x dx
a

c

a

b

( ) − ( )∫∫

 (b) f x dx f x dx
a

b

a

c

( ) − ( )∫∫

 (c) f x dx
a

b

( )∫
 (d) 0

19. cos x dx
−

∫
p

p

2

2

 -ன மதிபபு

 (a) 0        (b) 2        (c) 1        (d) 4

20. x x dx4 2

0

1

1 −( )∫  -ன மதிபபு

 (a) 1
12         (b) −7

12         (c) 7
12         (d) −1

12

21.  f x dx x f x dx a( ) = ( ) =∫∫ 1
0

1

0

1

, மற்றும்  

x f x dx a2

0

1
2( ) =∫ எனில், 

a x f x dx−( ) ( )∫ 2

0

1

-ன மதிபபு

 (a) 4 2a         (b) 0        (c) 2 2a         (d) 1

22.  f x dx f x dx5
2

3

2

3

−( ) − ( )∫ ∫  -ன மதிபபு

 (a) 1         (b) 0         (c) −1        (d) 5

23. x
x

dx+



∫ 1

0

4

-ன மதிபபு

 (a) 20
3

 ( )b 21
3

 ( )c 28
3

 ( )d 1
3
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57த�ொகை நுணைணி�ம்–I

24. tan x dx
0

3
p

∫ -ன் மதிப்பு 

 (a) log 2 (b) 0

 (c) log 2  (d) 2 log 2

25.  காமா சார்புககான காரணிய பெருகக 
அடிப்ெடையில் n = 8 எனுமபொழுது  G( )n -ன் 
மதிப்பு 

 (a) 5040      (b)      5400      (c) 4500      (d) 5540

26. G n( ) -ன் மதிப்பு 

 (a) n −( )1 !  (b) n!
 (c) n nG( )  (d) n n−( ) ( )1 G

27. G 1( )  -ன் மதிப்பு
 (a) 0        (b)  1        (c) n         (d) n!

28. n > 0   எனில்,  G n( ) -ககு சமமான ப�ாடகயீடு 

 (a) e x dxx n− −∫ 1

0

1

 (b) e x dxx n−∫
0

1

 (c) e x dxx n−
∞

∫
0

 (d) e x dxx n− −
∞

∫ 1

0

29. G
3
2







 -ன் மதிப்பு

 (a) p  (b)  
p

2

 (c) 2 p  (d) 
3
2

30. x e dxx4

0

−
∞

∫  -ன் மதிப்பு

 (a) 12         (b)  4         (c) 4!         (d) 64

இதர கணக்குகள்

பின் வருவனவற்டற மதிப்பிடுக:

 1. 
1

2 3x x
dx

+ − +∫

 2. 
dx
x x2 3 2 2− −∫

 3. 
dx

e ex x+ + −∫ 6 5

 4. 2 32x dx−∫

 5. 9 12 32x x dx+ +∫  

 6. x x dx+( )∫ 1 2 log

 7. log x x dx− −( )∫ 2 1  

 8. x x dx−( )∫ 1
0

1

 9. x e dxx2 2

1

1
−

−
∫

10. 
x dx

x x+ + +∫ 1 5 10

3
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த�ோகுப்புரை
 z வருவித்�ச் சோர்பு மறறும் த�ோடகக நிரலச் சோர்புககோை த�ோடர்பு:

்வருவித்்தச் சார்பு f x( ) -க்கா்ன க்தாடக்க நி்லச் சார்பு F x( )   எனில், d
dx

F x f x( ) ( )[ ]=   
ஆகும்.

 z சோர்பின் த�ோரகயீடு:
ககாடுக்கபபடட ஒரு சார்பினு்டய க்தா்கயிட்ல நிர்ணயிக்கும் கசயல்பாடா்னது 
அச்சார்பின க்தா்கயீடு  எ்ன ்வ்ையறுக்கபபடுகிறது

 z வரைய்றோத் த�ோரகயீட்டின் பணபுகள்:

 a f x dx a f x dx( ) ( )= ∫∫   

 f x g x dx f x dx g x dx( ) ( ) ( ) ( )±  = ±∫ ∫∫
 z வரைய்றோத் த�ோரகயீட்டின் சில திட்டமோை முடிவுகள்:

1. x dx x
n

cn
n

=
+

+
+

∫
1

1
, n ≠ −1  2. 1

x
dx x c∫ = +log

3. e dx e cx x= +∫  4. a dx
a

a c ax x= + >∫ 1 0
log

,  மற்றும் a ≠ 1

5. sin cosx dx x c= − +∫  6. cos sinx dx x c= +∫
7. sec tan2 x dx x c= +∫  8. cosec cot2 x dx x c= − +∫

9. f x f x dx
f x
n

c n
n

n

( )  ′ = [ ]
+

+ ≠ −∫
+

( )
( )

,
1

1
1

10. ′ = +∫ f x
f x

dx f x c( )
( )

log ( )  11. ′ = +∫ f x
f x

dx f x c( )
( )

( )2

12. udv uv vdu= −∫∫  13. udv uv u v u v u v= − ′ + ′′ − ′′′ +∫ 1 2 3 ...

14. dx
a x a

a x
a x

c2 2
1

2−
= +

−
+∫ log  15.  dx

x a a
x a
x a

c2 2
1

2−
= −

+
+∫ log

16. dx

x a
x x a c

2 2
2 2

−
= + − +∫ log  17. dx

x a
x x a c

2 2
2 2

+
= + + +∫ log

18. e f x f x dx e f x cx x∫ + ′  = +( ) ( ) ( )    19. e a f x f x dx e f x cax ax∫ + ′  = +( ) ( ) ( )

20. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
− = − − + − +∫ log  

21. x a dx x x a a x x a c2 2 2 2
2

2 2

2 2
+ = + + + + +∫ log
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59த�ொகை நுணைணி�ம்–I

 z வரையறுத்� த�ோரகயீடு:
f x( )  எனற சார்பு [a,b] எனற மூடிய இ்டக்வளியில் க்தாடர்ச்சியு்டய்தாகவும், தமலும்   

f x( ) -ன எதிர்ம்ற ்வ்கயீடா்னது F(x) எனில், f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )∫ = −  ஆகும். 
 z வரையறுத்� த�ோரகயீட்டின் பணபுகள்:

  (i)  f x dx f t dt
a

b

a

b

( ) ( )= ∫∫                                       (ii) f x dx f x dx
b

a

a

b

( ) = − ( )∫∫       

(iii)     f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b

( ) ± ( )  = ( ) ± ( )∫ ∫ ∫     (iv)     f x dx f x dx f x dx
a

b

a

c

c

b

( ) = ( ) + ( )∫ ∫ ∫  

 (v)   f x dx f a x dx
aa

( ) ( )= −∫∫
00

                               (vi)  f x dx f a b x dx
a

b

a

b

( ) ( )= + −∫∫  

(vii)  a)  f x( )  ஓர் இைட்டச் சார்பு எனில், f x dx f x dx
a

a

a

( ) ( )= ∫∫
−

2
0

   

 b)  f x( )  ஓர் ஒற்்றச் சார்பு எனில்,  f x dx
a

a

( ) =
−
∫ 0

 z கோமோ த�ோரகயீட்டில் ஒரு குறிப்பிட்ட நிரல:  

 n ஒரு மி்க முழு எண எனில்,  x e dx
nn ax

an
0

1

∞
−∫ = +

!

 z கோமோ சோர்பின் பணபுகள்:

           (i) G Gn n n n( ) = −( ) −( ) >1 1 1,                         (ii)  G Gn n n n+( ) = ( ) >1 0,

         (iii) G n n+( ) =1 !, n  ஒரு மி்க முழு எண          (iv)  G 1
2( ) = p  

 z வரையறுத்� த�ோரகயீட்டின் கூட்டல் எல்ரல : 
a b,  எனற மூடிய இ்டக்வளியில்  f(x) ஆ்னது க்தாடர்ச்சியா்ன கமயமதிபபுக்ைக் 

ககாணட சார்பு எனக. இவவி்டக்வளியா்னது “h” எனும் சம அகலத்்்தக் ககாணட  n 
உளஇ்டக்வளிகைாக பிரிக்கபபடுமா்னால் 

                         f x dx h f a rh
h
n

r

n

a

b
( ) = +( )∑∫

→
→∞

=
lim

0 1
 ஆகும்.  இங்கு h b a

n
= −

 z முடிவுகள் :

(i) 1 2 3
1

2
+ + + =

+( )
......n

n n
 = r

r

n

=
∑

1

(ii) 1 2 3
1 2 1

6
2 2 2 2+ + + =

+( ) +( )
......n

n n n
 = r

r

r n
2

1=

=
∑

(iii) 1 2 3
1

2
3 3 3 3

2

+ + + =
+( )







......n

n n
 = r

r

r n
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கரலச்தசோறகள்  (GLOSSARY)
அடுக்கு விதி Power rule
அடுக்்கச் சார்பு / அடுக்குகுறிச் சார்பு Exponential function
அடுத்்தடுத்்த / க்தாடர்ச்சியா்ன Successive
அணுகு்தல் / கநருங்கு்தல் Approaches
அறமச் சார்பு / இயற் கணி்தச் சார்பு Algebraic function
அறுதியிடபபடா்த க்தா்கயீடு / ்வ்ையறா்தத் க்தா்கயீடு Indefinite integral
இ்ணத் க்தாடுதகாடுகள Parallel tangents
இயல் மடக்்க Natural logarithm
இறுதிநி்லச் சார்பு Marginal function
உட்னடியயாக Instantaneous
உத்தி / நுடபம் Technique
உள்வ்ை Inscribe
எதிர் ம்ற கசயல் Reverse process
எதிர்ம்ற ்வ்கயீடு Anti derivative
ஏத்தனுகமாரு / ்தனனிச்்சயா்ன Arbitrary
ஏற்பு்டய / கபாருத்்தமா்ன Suitable
ஒரு்மத் ்தன்ம ககாணட சார்பு Unique function
கணியம் / அைவு Quantity
கருத்துரு Concept
காைணக்காரிய மு்ற Rationalisation method
கீழ் எல்்ல Lower limit
குத்்தாயம் / நி்லத் தூைம் Ordinate
குறிபபிடபபடட எல்்லகளுக்குள Between the specified limits
கு்றபபு / சுருக்கல் Reduction
கூடு்தல் / கூடடல் க்தா்க Summation
திடட ்வடி்வம் Standard form
திறந்த இ்டக்வளி Open interval
க்தா்க / க்தா்கயீடு Integral
க்தா்கக்காண சார்பு / க்தா்கக் காணபான Integrand
க்தா்கபபான Integrator
க்தா்கயிடத்்தக்கச் சார்பு Integrable function
க்தா்கயிடல் Integration
க்தா்கயிடல் மாறி Variable of integration
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க்தா்கயிடல் மாறிலி Constant of integration
க்தா்கயிடு / க்தா்கயிட Integrate
க்தாடர் மு்றத் க்தா்கயீடு / மீணடும் மீணடும் க்தா்கயிடபபடட Repeated integral
க்தாடர் ்வ்கயிடல்கள / அடுத்்தடுத்்த ்வ்கயிடல்கள Successive derivatives
க்தாடர்ச்சியா்ன சார்பு Continuous  function
த்தாைாயமாக Approximate
நிச்சயமா்ன / உறுதியா்ன Certain
நுணம மதிபபு / புல்னாகா்த மதிபபு Abstract value
தநரி்டயாக க்தா்கயிட Directly integrate
தநர் மாற்று தகாணவியல் சார்பு / தநர்மாறு திரிதகாணமிதி சார்பு Inverse trigonometric function
பகுதிப படுத்தித் க்தா்கயிடல் / பகுதித் க்தா்கயிடல் Integration by parts
பகுதிப பின்னம் Partial fraction
பிைதியிடல் / ஈடு கசய்தல் Substitution
பிைதியிடடுத் க்தா்கயிடல் Integration by substitution
பிரித்்தல் / கூறாக்கல் Decomposition
மடக்்க சார்பு Logarithmic function
மடடாயம் / கி்ட தூைம் Abscissa
மாறா உறுபபு Constant term
மாறியின மாற்றம் Change of variable
மி்க முழு எண Positive integer
முக்தகாண கணிபபு சார்பு / திரிதகாணமிதிச்சார்பு Trigonometric function
முடிவிலி / கந்தழி / எணணிலி Infinity
மூடிய இ்டக்வளி Closed interval
மூலமு்தலா்ன சார்பு / க்தாடக்க நி்லச் சார்பு Primitive function
தமல் எல்்ல Upper limit
்வ்கக்ககழு / ்வ்கயீடடு ககழு Differential coefficient
்வ்கயிடத்்தக்கச் சார்பு Differentiable function
்வ்கயிடல் Differentiation
்வைம்புளை பகுதி Bounded region
்வருவித்்தச் சார்பு Derived function
்வ்ையறுத்்த க்தா்க / ்வ்ையறுத்்த க்தா்கயீடு Definite integral
்வர்க்க நி்ற்வாக்கல் Completing the square
்வ்ை்வ்ைகளின க்தாகுதி Family of curves
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Step 1

படி  2

படி  1

இரணயச் தசயல்போடு

“Integration-Gamma Integral” எனனும்  
பயிற்சித்்தாளி்்ன க்தரிவு கசயதுககாளைவும். 
பினபு தி்ையில் த்தானறும் ்வ்ைபடத்தில், 
ககாடுக்கபபடடுளை நழு்வா்்ன (slider) 
பயனபடுத்தி n மதிபபி்்ன நகர்த்தி்னால் 
்வ்ைபடத்தின த்தானறும் மாற்றத்்்த 
க்தரிநதுககாளைலாம்.

கீழ்க்காணும் உைலி / வி்ைவுக் குறியீட்டப 
பயனபடுத்தி இச்கசயல்படடிற்கா்ன 
இ்ணயப பக்கத்திற்குச் கசல்க. பினபு “12th 
Standard Business Mathematics and Statistics” 
எனனும் தி்ையில் “Volume-1” ்ய க்தரிவு 
கசயயவும்.

 அல் லத ை  க  (QR Code)

தசயல்போட்டின் இறுதியில் 
எதிர்போர்ககப்படும் விரைவு
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அறிமுகம்

வதாட க யீ ட லி ன	
ெரலைாறு	 2500	 ஆணடு
களுககு	முனபிருந்தத	வதாடஙகபபடடு	

விடடது.	 கிதரகக	 கணிதவியலைார்	 ஆணடிஃபான	 அெர்கள்	 [கி.மு.
(வபா.ஆ.மு.)	 430]	 எளிய	 பலைதகா்ணஙகள்	 மறறும்	 சிககலைான	
ெடளெடரகளின	பரபபுகடள	 “முழுடமயாககும்	முடறயில்”	 காணும்	
முடறடய	 அறிமுகபபடுத்தினார்.	 (முழுடமயாககும்	 முடற	 எனபது	
வகாடுககபபடட	 பரபடப	 எண்ணறற	 முகதகா்ணஙகளாக	 பிரித்து	
பரபபு	 காணுதல்)	 சிககலைான	 	 ெடளெடரகளால்	 சூழபபடட	 பரபபிடன	
முழுடமயாககும்		முடறயில்	காணுதடலை	முதன	முதலில்	ஆணடிஃபன	
கணடுபிடித்திருந்தாலும்,	 கணிததமடத	 யுடாகெஸ்	 அெர்கள்	
முழுடமயாககும்	முடறடய	தர்கக	ரீதியாக	தமம்படுத்தினார்.	பினெரும்	
ொள்களில்	 யூகளிட	 அெர்கள்,	 ெடடத்தின	 பரபடப	 காணபதறகு	
முழுடமயாககும்	முடறடய	பயனபடுத்தினார்.

 ஆர்ககிமிடிஸ்	 [கி.மு.	 (வபா.ஆ.மு.)	 287	 -	 கி.மு.	 (வபா.ஆ.மு.)	 217]	 அெர்களும்	 இதத	 முழுடமயாககும்
	முடறடய	பயனபடுத்தி,	பரெடளயத்தால்	சூழபபடட	பரபடப	கணடறிந்தார்.	முழுடமயாககும்	முடறதய,	
வதாடகயீடல்	 மூலைம்	 ெடளெடரகளால்	 சூழபபடட	 பரபடப	 காணும்	 முடறயாக	 தமம்படுத்தபபடடது.	
வதாடகயீடல்	மூலைம்	பரபடப	காணும்	முடறடய	இந்த	அத்தியாத்தில்	ொம்	காணதபாம்.

3

ஆர்ககிமிடிஸ்
	[கி.மு.	(வபா.ஆ.மு.)	287	-	
கி.மு.	(வபா.ஆ.மு.)	217]

கற்றல் தெகாக்கங்கள்
இந்த	 அத்தியாயத்டத	 படித்த	
பினபு,	 பினெரும்	 பாடக	
கருத்துககடள	 மா்ணெர்கள்	
ெனகு	புரிந்து		வகாள்ள	இயலும்.

 z ெடரயறுககபபடட
வதாடகயீடடின	ெடிெ
கணித	விளககம்

 z ெடளெடரயால்	சூழபபடட	அரஙகத்தின	
பரபடப	வதாடகயீடடலை	பயனபடுத்திக	
கா்ணல்.

 z நுகர்தொர்	உபரி	மறறும்	உறபத்தியாளர்	
உபரியின	கருத்துககள்.

 z வபாருளாதாரம்	 மறறும்	 ெணிகவியலில்	
வதாடகயீடலின	பயனபாடுகள்.

3.1   பககாடுக்கப்்படை வளைவளையின் கீழ் 
அளமந்த அைங்கத்தின் ்பைப்பு (The area of 
the region bounded by the curve)

 ஆய	 அச்சுகளுடன	 ஒரு	 ெடளெடர	
ஏறபடுத்தும்	 அரஙகத்தின	 பரபடப	 வதாடகயீடல்	
மூலைம்	 ொம்	 கா்ணலைாம்.	 இரு	 ெடளெடரகளுககு	
இடடபபடட	 பரபடப	 க்ணககிடும்	 முடறடயயும்	
இஙகு	ொம்	காணதபாம்.

3.1.1   வளையறுக்கப்்படை பதகாளகயீைலின் 
வடிவகணித விைக்கம்
(Geometrical Interpretation of Definite 
Integral as Area under a curve):

 x a= மறறும்	 x b= 	 எனும்	 எல்டலை
களுககுள்,	 	 x 	 அச்சுடன	 	 y f x= ( ) 	 எனும்	
ெடளெடர	ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	பரபடப	ொம்	
காணபதாகக	வகாள்தொம்.
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	 படம்	 3.1	 லிருந்து.	 	 இடடவெளி	 	 a b  	
ஆனது	 ∆xi 		அளவுடடய		 xi xi−





1, 		எனும்	n	

சிறு	இடடவெளிகளாக	பிரிககபபடுகிறது	எனக.		

	 அதாெது	 x xi i xi− = ∆−1 	 	 ஏததனும்	 ஒரு	

xi xi xi
′ ∈ −





1, ககு f xi′( ) 	 	 எனபது	 	 ∆xi 	

அடிபபககமாக	வகாணட	n	வெவெகஙகளின	உயரம்	
எனக.	
i	ெது	வெவெகத்தின	பரபபு			 A x f xi i i= ∆ ′( ).

சூழபபடட	வமாத்தபபரபபு   A f x xi i
i

n

= ′( )∆
=
∑

1

X

Y

y = f(x)

a = ′x0 b = nx′Dx
i

f(x)

படம் 3.1

Q

′ ′( )( )x x
0 0
, f ′ ′( )( )x x

n n
, f

 ெடரயறுககபபடட	வதாடகயீடலின	ெடரயடர	
யிலிருந்து f x( )  எனபது	 a b,[ ] , a < b	 இல்	
ெடரயறுககபபடட	ொர்பு	எனில்	ெடரயறுககபபடட	
வதாடகயீடானது

f x dx
a

b

( ) =∫
lim
∆ →xi 0

f x xi i
i

n

′( )∆
=
∑

1
 ஆகும்.

 ெடளெடரககு	 கீழ்	 அடமந்த	 பரபபானது,		
வெவெகஙகளின	எணணிகடகடய	எண்ணறறடெ	
யாக	 அதிகரிககும்	 வபாழுது	 முழுடமயாகிறது.	
இதுதெ	ெடரயறுககபபடட	வதாடகயீடலின	ெடிெ	
கணித	விளககமாகும்.

 y=f(x) எனற	 ெடளெடர,	 x	 அச்சு,	 	 x = a		
மறறும்	x = b		ஆகியெறறால்	சூழபபடட	அரஙகத்தின	
பரபபானது,

 A ydx
a

b

= ∫  

     = ∫ f x dx
a

b

( ) X

Y
y = f(x)

x 
= 

a

x 
= 

b

A B

CD
படம் 3.2

(i)  y f x= ( )  எனற	ெடளெடர,	x -அச்சு,		x = 
a	 	 மறறும்	 x = b	 எனும்	 எல்டலைககுள்,	 x	
-அச்சுடன	 ஏறபடுத்தபபடும்	 அரஙகத்தின	
பரபபு,	x	அச்சின	கீழ்	அடமயும்	எனில், 

  A = −∫ y dx
a

b

= −∫ f x dx
a

b

( )

X

Y

y = f(x)

x 
= 

a

x 
= 

b

A
B

CD

படம் 3.3

(ii) x f y= ( )  எனற	ெடளெடர	ஆனது	 y=c 
மறறும்	 y=d	 எனற	 எல்டலைககளுககுள்	 y	
-அச்சுடன	ஏறபடுத்தபபடும்	அரஙகத்தின		பரபபு	y	
-அச்சுககு	ெலைபபுறம்	அடமயும்	எனில்,	

  A  = xdy f y dy
c

d

c

d

= ∫∫ ( )

Y

X

x = f(y)

y = c

y = d
D B

C A

படம் 3.4

(iii) x f y= ( )  எனும்	ெடளெடரயானது	y=c	
மறறும்	 y=d எனும்	 எல்டலைககுள்	 y	 -அச்சுடன		
ஏறபடுத்தும்	 அரஙகத்தின	 பரபபு	 y-அச்சுககு	
இடதுபுறம்	அடமயும்	எனில், 

  A xdy f y dy
c

d

c

d

= − = −∫∫ ( )

Y

X

x = f(y)

y = c

y = d DB

CA

படம் 3.5

குறிப்பு
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இரு வளைவளைகளுக்கு இளைப்்படை ்பைப்பு (Area 
between two curves) 
 f(x) மறறும்	 g(x)	 	 எனபன	 [a, b]-ல்	
ெடறயறுககபபடட	 f x g x a b( ) ( ),> ≤ 	எனுமாறு	
உள்ள,	வதாடர்ச்சியான	இரு	ொர்புகள்	எனக.	
 x=a மறறும்	 x=b	 	 எனும்	 எல்டலைகளுககுள்	
இவெடளெடரகளுககு	இடடபபடட	பரபபு

  A f x g x dx
a

b

= −[ ]∫ ( ) ( ) .

Y

Xo

y = f(x)

படம் 3.6

y = g(x)

x = a x = b

எடுத்துக்ககாடடு 3.1
 y x= +4 3  எனற	 ெடளெடர,	 	 x	 -அச்சு,	
x=1	 மறறும்	 x=4	 	 ஆகியெறறுடன	 ஏறபடுத்தும்	
பரபடபக	காணக.

தீர்வு:

Y

Xx = 4x = 1

படம் 3.7

y =
 4x

+3

பரபபு	 = ∫ ydx
1

4

 = +( )∫ 4 3
1

4

x dx

 = + 2 32
1

4
x x = + − −32 12 2 3  

 = 39 ெதுர	அலைகுகள்.
எடுத்துக்ககாடடு 3.2 
  x y− − =2 12 0  எனற	ெடளெடரயானது		
y		-அச்சு,		y = 2	மறறும்	y = 5		எனற	தகாடுகளுடன	
ஏறபடுத்தும்	பரபடபக	காணக.

தீர்வு:
 

x y
x y

− − =
= +

2 12 0
2 12

Y

X

y = 5

y = 2

படம் 3.8

x–
2y

–12
 = 0

ததடெபபடும்	பரபபு

 

=

= +( ) = + 

∫

∫

x dy

y dy y y

2

5

2

5
2

2

5
2 12 12

     

 = +( )− +( ) =25 60 4 24 57  ெதுர	அலைகுகள்.

y = mx+c எனற	தகாடு		x = 0 மறறும் x = a 
எனும்	எல்டலைகளுககுள்	x-அச்சுடன	
ஏறபடுத்தும்	பரபபு = |

1
2

 (a)[(x = 0

எனும்தபாது y -ன	மதிபபு) +(x = a 
எனும்தபாது y -ன	மதிபபு)]|

எடுத்துக்ககாடடு 3.3 
 y x= −4 2  எனற	பரெடளயம்,	x -அச்சு,	x = 
0 மறறும் x = 2 எனற	 தகாடுகளுடன	 ஏறபடுத்தும்	
அரஙகத்தின	பரபடபக	காணக.
தீர்வுs:

Y

Xo x = 2

படம் 3.9
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y x= −4 2

ததடெயான	பரபபளவு   =  ydx x dx= −∫∫ ( )4 2

0

2

0

2

  = −








4

3

3 2

0

x x = −8 8
3

  = 16
3

 ெதுர	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.4
 y x=  மறறும்	 x=–1, x=2	 	 எனும்	
எல்டலைகளுககுடபடட	அரஙகத்தின	பரபபு	காணக.

தீர்வு:
Y

Xx = 2
x = –1

படம் 3.10

0

ததடெபபடும்	பரபபு =  − +
−
∫ ∫xdx x dx
1

0

0

2

    
= −









 +











−

x x2

1

0 2

0

2

2 2
= − −





+ −





0 1
2

4
2

0

= 5
2

 ெதுர	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.5
 y x2 8=  எனற	 பரெடளயம்	 அதன	
வெவெகலைத்துடன	ஏறபடுத்தும்	பரபடபப	காணக.

தீர்வு
 y x2 8=   (1)

திடட	ெடிெம் y ax2 4= ,  உடன	ஒபபிட

  
4 8

2
a
a

=
=

வெவெகலைத்தின	ெமனபாடு	: x = 2

Y

X

படம் 3.11

F(2, 0)

 ெமனபாடு	 (1)	 ஆனது	 	 x	 -அச்டெ	 வபாருத்து	
ெமச்சீர்	ஆதலைால்,
 ததடெயான	பரபபு	=	2	[முதல்	கால்பகுதியில்	
ெமனபாடு	 1ஆனது	 x = 0 மறறும்	 x = 2	 எனும்		
எல்டலைகளுககுள்	ஏறபடுத்தும்	பரபபு]

 = 2
0

2

y dx∫

 = 2 8 2 2 2
0

2 1
2

0

2

xdx x dx∫ ∫= ( )

 = 4 2 2
3

4 2 2 2
3

3
2

0

2 3
2x

















= × ×

 = 
32
3

 ெதுர	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.6
 y x= + 3 எனற	 ெடளெடரடய	 ெடரக.		

தமலும்	 x dx+
−
∫ 3
6

0

	-இன	மதிபடபககாணக.

தீர்வு:
y x= + 3  = 

x x
x x
+ ≥ −

− +( ) < −




3 3
3 3
,

,
Y

X0–3–6

படம் 3.12

y =
 x+3y =–(x+3)

X՛
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ததடெபபடும்	பரபபு		= ydx
−
∫
6

0

 = y dx ydx+
−−

−

∫∫
3

0

6

3

 = − +( ) + +( )
−−

−

∫∫ x dx x dx3 3
3

0

6

3

 = −
+( )











+
+( )











−

−

−

x x3
2

3
2

2

6

3 2

3

0

 = − −





+ −





=0 9
2

9
2

0 9ெதுர	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.7 
 வதாடகயிடடலைப	பயனபடுத்தி	a	அலைகு	ஆரம்	
உடடய	ெடடத்தின	பரபடபககாணக.

		 a x dx x a x a x
a

c2 2 2 2
2

1

2 2
− = − + +













∫ −sin

தீர்வு

X՛

Y ՛

Y

X

படம் 3.13

a0–a

ெடடத்தின	ெமனபாடு,  x y a2 2 2+ =   ... (1)

 y  =  0 என	(1) -ல்	பிரதியிட  x2  =  a2

 ⇒  x  =  ±  a
 வகாடுககபபடட	ெடளெடர	ஆனது	இரு	
அச்சுகடளப		வபாறுத்து	ெமச்சீர்	ஆகும்.	எனதெ
ததடெபபடும்	பரபபு = 4 [முதல்	கால்பகுதியில்	 x = 
0,	 x = a	 எனும்	 எல்டலைககுள்	 ெடரயறுககபபடும்
அரஙகத்தின	பரபபு]

= 4
0

y dx
a

∫  

குறிபபு:

=  4 4
2 2

2 2

0

2 2
2

1

0

a x dx x a x a x
a

a a

− = − +








∫ −sin

=  4 0
2

4
2

1 4
2 2

2
1

2
1

2

+ 













 = ( )





=− −a a
a

a asin sin p
 

= pa 2  ெதுர	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.8 
 வதாடகயிடல்	 முடறடயப	 பயனபடுத்தி	
y x2 16=  எனற	 பரெடளயம்	 x = 4	 	 எனற	
தகாடடுடன	 ஏறபடுத்தும்	 அரஙகத்தின	 பரபடபக	
காணக.
தீர்வு:

Y

X

படம் 3.14

O F(4, 0)

 y x2 16=  எனபது	 ெலைது	 புறமாக	
திறந்திருககும்		பரெடளயமாகும்.
ததடெபபடும்	பரபபு = 2 ydx

a

b

∫

 = 2 16
0

4

x dx∫

 = 8
1
2

0

4

x dx∫ =

















8 3
2

3
2

0

4

x

 = ( )





=16
3

4 128
3

3
2  ெதுர	அலைகுகள்.

்பயிற்சி 3.1

1.	 	வதாடகயிடடலைப	 பயனபடுத்தி	 2 8y x+ =
எனற	 தகாடு,	 	 x -அச்சு	 	 மறறும்	 x = 2, x = 4		
எனனும்	எல்டலைககுள்	ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	
பரபடபக	காணக.

(பரெடளயம்	x- அச்டெ	
வபாருத்து	ெமச்சீர்)
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2.   y x− − =2 4 0  எனற	தகாடு, y=1	மறறும்		y=3	
எனும்	 எல்டலைககுள்	 y-அச்சுடன	 ஏறபடுத்தும்	
பரபடபக	காணக.

3.  2 4y ax= எனற	 பரெடளயம்	 அதன	 வெவெக	
லைத்துடன	ஏறபடுத்தும்	பரபடபக	காணக.

4.  y = x எனும்	 தகாடு,	 	 x	 	 -அச்சு,	 x = 1 மறறும்		
x = 2	எனும்	எல்டலைககுள்	ஏறபடுத்தும்	பரபடபக	
காணக.

5.	 	வதாடகயிடடலை	 பயனபடுத்தி y x− =1  எனற	
தகாடு,	x	 	 -அச்சு,	x = –2 மறறும் x = 3	எனனும்	
எல்டலைககுள்	ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	பரபடபக	
காணக. 

6.	 	வதாடகயிடடலைப	 பயனபடுத்தி	 y x= 4 2  எனற	
பரெடளயம்,	x = 0, y = 0	 மறறும்	 y = 4	 எனும்	
தகாடுகளுடன	ஏறபடுத்தும்	பரபடபக	காணக.

7.  y x= 2  எனற	பரெடளயத்திறகும்	y = 4	எனற	
தகாடடிறகும்	இடடபபடட	பரபடபக	காணக.

3.2    ப்பகாருைகாதகாைம் மற்றும் வணிகவியலில் 
பதகாளகயீடடின் ்பயன்்பகாடுகள் (Application of 
Integration in Economics and Commerce).

 இதறகு	 முந்டதய	 பாடபபகுதியில்	 வமாத்த	
வெலைவுச்	 	 ொர்பு,	 வமாத்த	 ெருொய்	 ொர்பு	 மறறும்	
ததடெச்	 ொர்பு	 வகாடுககபபடடு	 இருபபின	
அதறகான	இறுதிநிடலை	வெலைவுச்ொர்பு,	இறுதிநிடலை	
ெருொய்	ொர்பு	மறறும்	ததடெ	வெகிழ்ச்சி	காணும்	
முடறகடள(க)	 கறதறாம்.	 அதறகு	 மாறாக	
இறுதிநிடலைச்	ொர்பு	வகாடுககபபடடிருபபின	வமாத்த	
ொர்டபக	காணும்	முடறடய	இஙகு		கா்ணலைாம்.

3.2.1.   இறுதிநிளை பெைவுசெகார்பிலிருந்து பமகாத்த 
பெைவுசெகார்ள்பக் ககாணுதல்  (Cost functions 
from marginal cost functions)

 வமாத்த	வெலைவுச்	ொர்பு	C	மறறும்	 	x	 	எனபது	
உறபத்தியின	அளவு	எனில்,

இறுதி	நிடலைச்வெலைவுச்	ொர்பு: MC dC
dx

=  ஆகும்.

∴       வெலைவுச்	ொர்பு :  C MC dx k= ( ) +∫
 இஙகு	 k	 எனபது	 வதாடகயீடடின	 மாறிலி.	
க்ணககில்	 	 வகாடுககபபடட	 விெரஙகடளப	
பயனபடுத்தி	k	-ன	மதிபடபக	கா்ணலைாம்.

தமலும்,	ெராெரி	வெலைவுச்	ொர்பு	: AC C
x

x= ≠, 0

எடுத்துக்ககாடடு 3.9
 	காலைணிகளின		உறபத்தியின	எணணிகடக		
x-ஐ	வபாறுத்த	இறுதிநிடலை	வெலைவு 6 10 6 2+ −x x  
எனக.  ஒரு	 த�ாடி	 	 காலைணிகள்	உறபத்திககான	
வெலைவு	`12	எனில்,	வமாத்தச்	வெலைவு	மறறும்	ெராெரி	
வெலைவு	ஆகியெறடறக	காணக.

தீர்வு:
	 வகாடுககபபடட	இறுதிநிடலை	வெலைவுச்	ொர்பு	:	 
MC = 6 10 6 2+ −x x

 C = MC dx k+∫
  = + −( ) +∫ 6 10 6 2x x dx k

  = + − +6 5 22 3x x x k  (1)

x = 2 எனும்	தபாது C = 12

 ∴ 12 =12 20 16+ − + k

      k = −4

        C = 6 5 2 42 3x x x+ − −

ெராெரி	வெலைவு : 
C
x

x x x
x

= + − −6 5 2 42 3

    = 6 5 2 42+ − −x x
x

எடுத்துக்ககாடடு 3.10
 ஒரு	 நிறுெனத்தில்,	 x	 அலைகு	 வபாருள்கள்	
தயாரிபபதறகான	 இறுதிநிடலைச் 	 வெலைவு 

MC x x= + −125 10
9

2

.  இதன	 மாறாச்	 வெலைவு	
`250	 எனில்	 15	 அலைகுகள்	 தயாரிபபதறகான	
வெலைடெக	காணக.

தீர்வு:
MC  = 125 10

9

2

+ −x x

C = MC dx k+∫
 = + −







+∫ 125 10

9

2

x x dx k

 = + − +125 5
27

2
3

x x x k

நிடலையான	வெலைவு	:		k = 250

∴ C = 125 5
27

2502
3

x x x+ − +
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x = 15   எனில்,
        C = 125 15 5 15

15
27

2502
3

( ) + ( ) − ( ) +

  = + − +1875 1125 125 250
        C = ₹ 3,125 

எடுத்துக்ககாடடு 3.11
 இறுதி	நிடலை	வெலைவுச்	ொர்பு MC ex= +2 5  
எனில்,		(i) C (0)=100  எனும்	 	 தபாது	 C	 டயக	
காணக. (ii) ெராெரிச்	வெலைவு	AC -ஐக	காணக.

தீர்வு:
வகாடுககபபடட MC = 2 5+ ex

       C = MC dx k+∫
  = +( ) +∫ 2 5e dx kx

  = + +2 5x e kx

(i) x C= = ⇒0 100,

 100 = 2 0 5 0( ) + ( ) +e k

   k = 95

    ∴ C = 2 5 95x ex+ + .

(ii) ெராெரி	விடலை  = 
C
x

x e
x

x

= + +2 5 95

      AC = 2
5 95+ +

e
x x

x

.

வைர்சசி வீதம் அல்ைது விற்்பளை வீதம் (Rate of 
growth or sale)
	 ஒரு	 ொர்பின	 ெளர்ச்சி	 வீதம்	 அல்லைது	
விறபடன	வீதமானது	t-ல்	ஒரு	ொர்பு	எனக.	இஙகு	
t	எனபது	காலை	அளடெக	குறிககும்.	எனதெ,	t	காலை	
அளவில்	 உறபத்தி	 வபாருளின	 வமாத்த	 	 ெளர்ச்சி	
அல்லைது	வமாத்த	விறபடனயானது   

f t dt t r
r

( ) ,
0

0∫ ≤ ≤  ஆகும்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.12
 புதிய	 உறபத்தி	 வபாருளின	 விகிதச்	 ொர்பு
f x e x( ) = − −100 90    எனக.	 இஙகு	 x	 எனபது	
ெந்டதயில்	 அபவபாருள்	 கிடடககும்	 ொள்களின	
எணணிகடக	 எனக.	 முதல்	 ொனகு	 ொள்களில்	
அந்த	வபாருளின	வமாத்த	விறபடனடயக	காணக. 
(e–4=0.018)

தீர்வு:
வமாத்த	விறபடன = 100 90

0

4

−( )−∫ e dxx

 = 100 90
0

4
x e x+( )−

 = 400 90 0 904+ − +( )−e
 = 400 90 0 018 90+ −( . )
 = 311.62 அலைகுகள்

எடுத்துக்ககாடடு 3.13
 ஒரு	 நிறுெனம்	 	 200	 வதாழிலைாளர்கடளக	
வகாணடு	ொரத்திறகு	50,000 அலைகுப	வபாருள்கடள	
உறபத்தி 	 வெய்கிறது . 	 அதிகபடியான	 x -	
வதாழிலைாளர்கடள	தெடலைககு	அமர்த்துெதன	
மூலைம்	 	 வபாருளின	 உறபத்தி	 வீதச்	 ொர்பு	

300 5
2

3− x  ஆகும் .  6 4  வதாழிலைாளர்கடள	
மிகுதியாக	 தெடலைககு	 அமர்த்துெதன	 மூலைம்	
அந்நிறுெனம்	 உறபத்தி	 வெய்யும்	 வபாருள்களின	
எணணிகடகடய	காணக. 

தீர்வு:
 x வதாழிலைாளர்கடளக	வகாணடு	அதிகபடியாக	
உறபத்தி	வெய்யும்	வபாருள்கள்	p	எனக.

      
dp
dx

 = 300 5
2

3− x

         p = 300 5
2
3

0

64

−








∫ x dx

  = 300 3
5
3

0

64

x x−












  = 300 64 3 64
5

3× − ( )  

  = 16128

 ∴   கூடுதலைாக	 உறபத்தி	 வெய்யபபடும்	
அலைகுகளின	எணணிகடக	 16,128	ஆகும்.
 ⇒ 264 வதாழிலைாளர்களால்	 உறபத்தி	
வெய்யபபடும்	வமாத்த	அலைகுகளின	எணணிகடக.
 = 50000 + 16128 = 66,128 அலைகுகள்.
எடுத்துக்ககாடடு 3.14
 ஒரு	நிறுெனத்தின	விளம்பர	பிரச்ொரத்திறகுப	
பிறகு	 அதன	 விறபடன	 விகிதச்	 ொர்பு
f t e t( ) = −3000 0 3.  ஆகும்.	 இஙகு	 t	 எனபது	
விளம்பரத்திறகு	 பிறகு	 உள்ள	 மாதஙகளின	
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எணணிகடகடய	 குறிககும்.	 4	 மாதஙகளுககுப	
பிறகு	அந்நிறுெனத்தின	ஒடடுவமாத்த	விறபடன	
டயயும்	மறறும்	ஐந்தாெது	மாதத்தின	விறபடன	
டயயும்	 காணக.	 விளம்பரத்திறகு	 பிறகு	 அந்	
நிறுெனம்	வபறும்	வமாத்த	விறபடனக	காணக.

e e− −= = 
1 2 1 50 3012 0 2231. .. , . .

தீர்வு:
 t	 மாதஙகளுககுப	 பிறகு	 நிறுெனத்தின		
வமாத்த	 விறபடன	 F(t)	 எனில்	 நிறுெனத்தின	

விறபடன	விகிதச்	ொர்பு 
d
dt

F t f t( ) = ( )

 ∴ F(t) = f t dt
t

( )
0
∫

 4	 மாதஙகளுககுப	 பிறகு	 ஒடடுவமாத்த	
விறபடன

F(4) = f t dt( )∫
0

4

 = −∫3000 0 3

0

4

e dtt.

 =
−











−

3000
0 3

0 3

0

4
e t.

.

 =-10000 e e− − 
1 2 0.

 = − −[ ]10000 0 3012 1.
 = 6988

(ii)   ஐந்தாெது		மாதத்தின	விறபடன	

	 			=  3000 0 3

4

5

e dtt−∫ .

 =
−











−

3000
0 3

0 3

4

5
e t.

.

 = − − 
− −10000 1 5 1 2e e. .

 = − −[ ]10000 0 2231 0 3012. .

 = 781 அலைகுகள்
 விளம்பரத்திறகு	பிறகு	நிறுெனத்தின		வமாத்த	
விறபடன

 = =
−

 
− − ∞∞

∫ 3000 3000
0 3

0 3 0 3
0

0

e dt et t. .

.

 = − −[ ]10000 0 1

 = 10000 அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.15
  `6,40,000 விடலையுள்ள	ஒரு	இயந்திரமானது	
f (t) = 20000 t (t-ஆணடுகளில்)	 எனற	 தெமிபபு	
விகிதச்	 ொர்பின	 	 வெலைவு	 தெமிபபுடன	 ஈடு	 வெய்ய	
எத்தடன	ஆணடுகளாகும்	?
தீர்வு:
வெலைவு	தெமிபபு S(t) = 20000

0

t dt
t

∫    

  = 10000 t2

வமாத்த	வெலைடெ	ஈடுவெய்ெதறகான	காலைம்,

 10000 t2 =  640000

                  t2 = 64

                  t  = 8
 8 ஆணடுகளில்	இயந்திரத்தின	வெலைடெ	ஈடு	
வெய்யலைாம்.

3.2.2   இறுதிநிளை வருவகாய் ெகார்பிலிருந்து  
வருவகாய்செகார்பு மற்றும் ததளவசெகார்பு 
(Revenue function and Demand function from 
Marginal revenue function)

 வகாடுககபபடடுள்ள	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்	
(Marginal	 revenue)	 ொர்பிலிருந்து	வமாத்த	ெருொய்	
(Revenue	function)	மறறும்	ததடெச்	ொர்பு(	Demand	
function)	காணுதல்.	

	 R		எனபது	ெருொய்	ொர்பு	எனில்	

இறுதிநிடலை	ெருொய்ச்	ொர்பு:	 MR dR
dx

=  

 x டய	வபாறுத்து	வதாடகக	கா்ண,

 ெருொய்	ொர்பு	: R MR dx k= ( ) +∫ .

 இதில்		k 	எனபது	ஒரு		மாறிலி,	இம்மாறிலியின	
மதிபடப	 	 	 x=0 	 மறறும்	 R=0	 	 எனப	 பிரதியிடடு	
கா்ணலைாம்.
ததடெயானச்	ொர்பு : p R

x
x= ≠, .0

எடுத்துக்ககாடடு 3.16
 இறுதி	 நிடலை	 ெருொய்	 ொர்பு
MR x x= + −35 7 3 2 எனில்,	 ெருொய்	 	 ொர்பு	
மறறும்		ததடெச்	ொர்பு	காணக.
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தீர்வு:
வகாடுககபபடட    MR = 35 7 3 2+ −x x

                      R = MR dx k( ) +∫
   = 35 7 3 2+ −( ) +∫ x x dx k

                      R = 35 7
2

2 3x x x k+ − +

x = 0 எனும்வபாழுது		R  =  0    ∴  k = 0  

                      R = 35 7
2

2 3x x x+ −

ததடெயானச்	ொர்பு	: p R
x

=

                     p = 35 7
2

2+ −x x .

எடுத்துக்ககாடடு 3.17
 ஒரு	நிறுெனத்தின	 	இறுதிநிடலை	ெருொய்	
ொர்பு MR a

x b
c=

+( )
−2 . இஙகு	 x	 எனபது	

வபாருள்களின	உறபத்தி	 மறறும்	 a, b, c	 	 எனபன	
மாறிலிகள்	 எனில்,	 	 ததடெச்	 ொர்பு		 
x a

b p c
b=

+( ) − என	நிறுவுக.

தீர்வு:
 வகாடுககபபடட	MR = a x b c+( ) −−2

 R = a x b dx c dx+( ) −− ∫∫ 2

 R = 
a x b

c x k
+( )
−

− +
−1

1
 R = −

+
− +a

x b
c x k

x = 0 எனும்வபாழுது	R = 0  

           ∴   0 = − − ( ) +a
b

c k0

 k = 
a
b

 R = −
+

− +a
x b

c x a
b

  =
− + +( )

+( ) −
ab a x b

b x b
c x

 R = 
ax

b x b
c x

+( ) −

ததடெச்	ொர்பு	 : p =
R
x

 p = 
a

b x b
c

+( ) −

 p+c = 
a

b x b+( )
 b(x+b) = 

a
p c+

 x = 
a

b p c
b

+( ) − .

பககாடுக்கப்்படை இறுதிநிளைச பெைவு ெகார்பு 
மற்றும் இறுதிநிளை வருவகாயிலிருந்து  மீப்ப்பரு 
இைகா்பத்ளதக் ககாணுதல்:
 ‘P’ எனபது	 இலைாபச்	 	 ொர்பு	 எனில், 
dP
dx

d
dx

R C dR
dx

dC
dx

MR MC= −( ) = − = −  

இருபுறமும்	x	 -டயப	வபாறுத்து	 	வதாடகக	கா்ண,

P dP
dx

MR MC dx k= = −( ) +∫∫
 இஙக	k எனபது	வதாடகயிடல்	மாறிலி	ஆகும்.	
க்ணககில்	வகாடுககபபடட	விெரஙகடளக	வகாணடு	
k-ன	மதிபடபக	கா்ணலைாம்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.18
 வகாடுககபபடட	இறுதிநிடலைச்	வெலைவு	மறறும்	
ெருொய்	 ொர்புகள்	 முடறதய ′ ( ) = +C x x50

50
 

மறறும்	 ′ =R x( ) 60 . மாறாச்வெலைவு	 வெலைவு	 ` 200	
எனில்,		மீபவபரு	இலைாபத்டதக	காணக.

தீர்வு:
க்ணககினபடி,	C(x) = ′( ) +∫C x dx k1

  = 50
50 1+





+∫ x dx k

           C(x) = 50
100

2

1x x k+ +

மாறாச்	வெலைவு	:		k1  = 200 (க்ணககினபடி)

வெலைவுச்ொர்பு	: C(x) = 50
100

200
2

x x+ +  ...(1)

இறுதிநிடலை	ெருொய்ச்ொர்பு	:	 ′ =R x( ) 60

           R(x) = ′ +∫ R x dx k( ) 2
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  = 60 2dx k+∫
  = 60x + k2

உறபத்தி	அளவு	= 0		எனில்	ெருொய்	=	0	ஆகும்.

அதாெது,	x = 0		எனும்வபாழுது	R = 0 2 0k⇒ =

∴ ெருொய்	 : R(x) = 60x (2)

இலைாபம்	:	P = வமாத்த	ெருொய்		–	வமாத்தச்	வெலைவு

  = 60 50
100

200
2

x x x− − −

  = 10
100

200
2

x x− −

 
dP
dx

 =10
50

− x

மீபவபரு	இலைாபத்திறகு, 
dP
dx

 = 0 ⇒      x = 500

 
d P
dx

2

2  = 
− <1
50

0

     ∴ x = 500  இல்,	
மீபவபரு	இலைாபம்	:     P = 10 500

500
100

200
2

( )− ( ) −

  = 5000 – 2500 – 200

  = 2300

மீபவபரு	இலைாபம் = ` 2,300.

எடுத்துக்ககாடடு 3.19
 ஒரு	 நிறுெனத்தின	 வபாருள்களின	
இறுதிநிடலைச்	வெலைவு	மறறும்	இறுதிநிடலை	ெருொய்	
முடறதய	 ′ ( ) = +C x x8 6 மறறும்	 ′ ( )=R x 24 	
எனக.	 வபாருள்களின	 உறபத்தி	 பூச்சியம்	 எனும்	
வபாழுது	 அதன	 வமாத்த	 வெலைவும்	 பூச்சியம்	 எனில்	
வமாத்த	இலைாபத்டதக	காணக.

தீர்வு:
க்ணககினபடி		 MC = 8 + 6x

  C(x) = 8 6 1+( ) +∫ x dx k

   = 8 3 2
1x x k+ +  (1)

x = 0		எனும்	வபாழுது	C = 0  ⇒ k1 = 0

  ∴  C(x)  =  8 3 2x x+  (2)

  தமலும் MR = 24

  R(x)  = MR dx k+∫ 2

   = 24 2dx k+∫
   = 24x + k2

x = 0  எனில்,	ெருொய்	=	 0			⇒ 		k2 = 0

  R(x)  = 24x (3)

இலைாபச்ொர்பு		 P(x) =  R(x) – C(x)

  P(x) = 24 8 3 2x x x− −
   = 16 3 2x x−

எடுத்துக்ககாடடு 3.20
 விறபடன	 வெய்யபபடட	 x	 அலைகு	
வபாருள்களின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்ச்	 ொர்பு	
(ரூபாய்	 ஆயிரஙகளில்) 10 0 05+ −e x. எனில்,	
விறபடன	அளவு	100	அலைகுகளாக	இருககும்தபாது		
வமாத்த	ெருொடயக	காணக ( . )e− =5 0 0067
தீர்வு:
இறுதிநிடலை	ெருொய் ′ ( ) = + −R x e x10 0 05.

100 அலைகுகளுககான	விறபடன	ெருொய் 

                        R = 10 0 05

0

100

+( )−∫ e dxx.

   = +
−











−

10
0 05

0 05

0

100

x e x.

.

   = 1000
0 05

0 100
5

5

−






− −





−e
.

   = 1000 20 20 0 0067+ − ×( . )

   = 1019.87

   = 1019.87 × 1000

வமாத்த	ெருொய் =  ` 10,19,870

எடுத்துக்ககாடடு 3.21
  ஒரு	 இயந்திரத்தின	 ஆயுட	 காலைம்	 12	
ஆணடுகளாக		மதிபபிடபபடடுள்ளது.		அதன	விடலை		
`5,00,000 எனக.	இயந்திரத்திறகான	காபபுத்வதாடக	
`30,000.	அந்த	இயந்திரத்திறகு,	ஒரு	ெருடத்திறகான	
ொடடக	 `72,000	 ஆக	 உள்ளது.	 	 நிகழ்காலைத்தில்	
வெலுத்தபபடும்	 ொடடகககான	ெடடி	விகிதம்	 	 9%	
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எனில்,	அந்த	இயந்திரத்டத	ொடடகககு	வபறுெது	
ஆதாயமானதா	எனபடத	ஆராய்க.( . ).e− =1 08 0 3396  
தீர்வு:
t ெருடத்திறகான	
நிகழ்காலை	மதிபபு	 = 72000 0 09

0
e t dt

t
−∫ .

12	ெருடத்திறகான	
நிகழ்காலை	மதிபபு = 72000 0 09

0

12

e dtt−∫ .

  =
−

−













72000
0 09

0 09 0

12
e t.

.

  =
−

− ( )−





72000
0 09

0 09 12 0
.

.e e

  = − − −



800000 1 08 0e e.

  = − −[ ]800000 0 3396 1.

  = 528320
இயந்திரத்திறகான	
வெலைவு	 = −   500000 30000
  =  470000
 எனதெ	இயந்திரத்டத	ொடடகககு	வபறுெது	
இலைாபகரமானது	அல்லை.
	 ஆதலைால்	 இயந்திரத்டத	 ொஙகுெதத	
சிறந்தது.

ெைக்கு ததக்க நிளை (Inventory) : 
 வகாடுககபபடட	 ெரககின	 டகயிருபபு	 	 I	 (x)	
மறறும்	ஒரு	அலைகிறகான	ெரககின	ததககச்	வெலைவு		
(C1) எனில்,	 T	 காலைத்திறகான	 ெரககின	 வமாத்த	

ததககச்	வெலைவு	= C I x dx
T

1
0

( )∫ .

எடுத்துக்ககாடடு 3.22
 ஒரு	 நிறுெனம்	 30	 ொள்களுககு	 ஒருமுடற	
200 மகிழ்வுந்துகடள	 வபறுகிறது,	 அனுபெத்தில்,	
ெரககு	 டகயிருபபு,	 இருபபு	 ொள்களுடன	
வதாடர்புடடயது	 எனத்	 வதரிகிறது.	 கடடசியில்	
வபறபபடட	 ெரககு	முதலிருந்து I x x( )= −200 0 2.  
எனக. தினெரி	ெரககு	ததககச்	வெலைவு	`3.5	எனில்	30	
ொள்களுககான	 வமாத்த	 ததககச்	 வெலைடெ	
வதாடகயீடல்	மூலைம்	காணக.

தீர்வு:
 இஙகு  I(x) = 200 –0.2x

  C1 = Rs. 3.5

  T = 30
வமாத்த	ததககச்	

வெலைவு = C I x dx x dx
T

1
0 0

30

3 5 200 0 2( ) = −( )∫ ∫. .

    = 
3 5 200

0 2
2

2

0

30

.
.

x
x

−








  = ` 20,685

தவளை ்பங்கீடடின் பமகாத்த பதகாளக (Amount of 
an Annuity)
 வெலுத்தபபடட	 வமாத்த	 தெட்ண	 பஙகீடடு	
வதாடக	மறறும்	அந்த	காலை	கடடத்தில்	வெலுத்தபபடட	
வமாத்த	 ெடடி	 ஆகியெறறின	 கூடுதல்,	 தெட்ண	
பஙகீடடின	வமாத்த	வதாடக	எனபபடும்.	ஒரு	ஆணடிறகு	
r	 கூடடு	 ெடடி	 வீதத்தில்,	 வெலுத்தபபடும்	 தெட்ண	
பஙகீடடு	 வதாடக	 `	 p	 எனில்,	 N	 தெட்ணகளில்	
வெலுத்தபபடும	தெட்ண	பஙகீடடின	வமாத்த	வதாடக

  A = pe dtrt
N

0
∫

எடுத்துக்ககாடடு 3.23
 திரு.	 அருள்	 எனபெர்	 ABC	 ெஙகியில்,	
ஒவவொரு	ஆணடிறகும்	`10,000 -ஐ	ஆணடிறகு		10% 
கூடடு	ெடடியில்	5	ஆணடுகளுககு	வெலுத்துகிறார்.	5	
ஆணடுகளின	முடிவில்	அெர்	ெஙகி	க்ணககில்	உள்ள	
வமாத்த	வதாடக	எவெளவு? e0 5 1 6487. .=( )
தீர்வு:
p r N      = = =10000 0 1 5. ,

வமாத்த	வதாடக = 10000 0 1

0

5

e dtt.∫
  = ( )10000

0 1
0 1

0

5

.
.e t

  = −





×100000 0 1 5 0e e.

  = −( )100000 10 5e .

  =100000 0.6487[ ]
  = ₹ 64,870

இயற்ளக வைத்தின் ்பயன்்பகாடு (Consumption of a 
Natural Resource)
 t	 ெருடத்தில்	 இயறடக	 ெளத்தின	
பயனபாடடிறகான	 ொர்பு	 p(t)	 எனக.	 k	 வபருககு	
வீதத்தில்	 இயறடக	 ெளத்தின	 பயனபாடு	
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அதிகரிககிறது	 எனில்,	 T ெருடத்தில்	 பயனபடுத்தப	
படும்	இயறடக	ெளத்தின	அளவு

 p e dt p
k

ekt kT
T

0
0 1

0

= −( )∫
 இஙகு	 p0	 எனபது	 (t = 0	 எனும்	 தபாது)	
இயறடக	ெளத்தின	வதாடககப	பயனபாடு.

P

tTO

P0

P(t) =P0e
kt

படம் 3.15

எடுத்துக்ககாடடு 3.24
 2000 ஆம்	 ஆணடில்	 உலைக	 தஙக	
உறபத்தியின	அளவு		2547 வமடரிக	டனகள்	மறறும்		
தஙக	உறபத்தி	ஆணடிறகு	0.6%	வபருககு	வீதத்தில்	
அதிகரிககினறது.	இதத	வீதத்தில்	வதாடர்ந்தால்	2000 
-லிருந்து	 2013-ககுள்	 எவெளவு	 டனகள்	 தஙகம்	
உறபத்தி	வெய்யபபடடிருககும்? [e0.078 = 1.0811)

தீர்வு:
 வதாடகக	 நிடலையில்	 தஙகத்தின	 அளவு	 (t=0 
எனும்தபாது	(2000-ஆம்	ஆணடு))
	 p0=2,547 	வமடரிக	டனகள்.
 2000 முதல்	2013  ெடர	தஙகத்தின	வமாத்த	

உறபத்தி  = 2547 0 006

0

13

e dtt.∫

  = 





2547
0 006

0 006

0

13

.
.e t

  = −( )424500 10 078e .

  =  34,426.95 வமடரிக	டனகள்	
(ததாராயமாக).	

3.2.3   ததளவ பெகிழ்சசி பககாடுக்கப்்படடிருப்பின் 
ததளவச ெகார்ள்பக் ககாணுதல் (The demand 
functions from Elasticity of demand) 

  y f x= ( )  எனும்	 ொர்பின	 வெகிழ்ச்சி	
( )h 	 எனபது	 y-ன	 ொர்	 மாறறத்திறகும்	 x-ன	 ொர்	
மாறறத்திறகும்	 உள்ள	 விகிதத்தின	 ெரம்பிடபபடட	
எல்டலை	என	ெடரயறுககபபடுகிறது.

∴ h = =
E
E

y

x

lim
∆ →x 0

∆

∆ =

y
y
x

x

dy
y

dx
x

⇒           h       =  
x
y

dy
dx

.

ததடெ	வெகிழ்ச்சி  hd   =  
− p
x

dx
dp

  
−dp

p
      = 

dx
x d

. 1
h

இருபுறமும்	வதாடகககான, 

  −∫ dp
p

  =  
1
hd

dx
x∫

  இந்தச்	 ெமனபாடானது	 	 ‘p’	 எனும்	 ததடெச்	
ொர்டப	x-ன	ொர்பாக	விெரிககிறது.

  தமலும்,	ெருொய்ச்	ொர்பு	R = px	எனற	
தகாடபாடடிலிருந்து	கா்ணலைாம்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.25

 வெகிழ்ச்சி	ொர்பு	
E
E

y

x
	=	 x

x − 2
	.		x = 6	மறறும்	

y = 16	 எனும்	 தபாது	 அதன	 வதாடகக	 நிடலைச்	
ொர்டபக	காணக.

தீர்வு:

  
E
E

y

x
 = 

x
x − 2

  
x
y

dy
dx

 = 
x

x − 2

  
dy
y

 = 
x

x
dx
x− 2

.

  
dy
y∫  = 

dx
x −∫ 2

  log y = log( ) logx k− +2

  y = k(x–2)

இஙகு  x = 6, எனும்தபாது y = 16     ⇒     16 = k(6–2)

  k = 4

  y = 4 (x–2)
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எடுத்துக்ககாடடு 3.26
 ஒரு	 வபாருளின	 விடலை	 	 p	 -ஐ	 வபாறுத்து	

ததடெ	 வெகிழ்ச்சி	  hd
p p

p p
= +

− −
2

100

2

2  எனில்	

விடலை	5	மறறும்	ததடெ	70	எனும்	வபாழுது	அதன	
ததடெ	ொர்பு	மறறும்	ெருொய்ச்	ொர்டபக	காணக.

தீர்வு
  hd  = 

p p
p p

+
− −

2
100

2

2

  
− p
x

dx
dp

 = 
p p

p p
2 1

100 2

+( )
− −

  
−dx

x
 = 

− +( )
+ −
2 1

1002

p
p p

dp

  
dx
x∫  = 

2 1
1002

p
p p

dp+
+ −∫

  log x = log( ) logp p k2 100+ − +

 ∴ x = k p p( )2 100+ −

  இஙகு x p= =70 5, ,
  70 = k( )25 5 100+ −
  ⇒  k  = –1

 எனதெ, x = 100 2− −p p
  R = px

ெருொய்	ொர்பு	: R = p(100– p – p2)

்பயிற்சி 3.2

1.	 	ஒரு	 இயந்திரத்டத	 ெரிபார்பபதறகான	
வெலுொனது	 மணிககு	 `10,000 ஆகும். அதன	
பரமாரிபபு	 வெலைவு x	 கி.மீ	 பயனபாடடிறகு	பிறகு,	
மணிககு	f(x) = 	2 240x −  எனக.	இயந்திரத்டத	
ெரிபபார்த்தபபிறகு,	 	 300	 மணி	 தெரம்	
பயணிபபதறகான	வமாத்த	வெலைடெக	காணக.

2 .   ஒரு 	 வ ெகிழ் ச் சி 	 ெ ா ர் பு  
Ey
Ex

 எனபது 
Ey
Ex

x
x x

= −
−( ) +( )

7
1 2 2 3

 என	 ெடரயறுககப

படின	 x y= =2 3
8

, 	 எனும்	 வபாழுது	 அச்
ொர்டபக	காணக.

3.   ஒரு	 வபாருளின	 ததடெ	 x	 அலைகுகள்	 எனும்	
வபாழுது	 விடலை	 p	 -ஐ	 வபாறுத்து	 ததடெ	

வெகிழச்சி	 ொர்பு
4 −( )x

x
 எனில்,	 விடலை	 4	

மறறும்	 வபாருளின	 ததடெ	 2	 எனும்	 வபாழுது	
ததடெச்	 ொர்பு	 மறறும்	 ெருொய்ச்	 ொர்டபக	
காணக.

4.	 	ஒரு	 நிறுெனம்,	 30	 ொள்களுககு	 ஒரு	 முடற	
500	 இருெககர	 ொகனஙகடள	 வபறுகிறது.	
அனுபெத்தில்	 ெரககு	 டகயிருபபு,	 இருபபு	
ொள்களுடன	 (x)	 உடன	 வதாடர்புடடயது	 என	
வதரிகிறது.	 கடடசியில்	 வபறபபடட	 ெரககு	
முதலில்	 இருெது I x x( ) = −500 0 03 2. , 
தினெரி	ெரககு	ததககச்	வெலைவு	`0.3	எனில்	30	
ொள்களுககான	 வமாத்த	 ததககச்	 வெலைடெக	
காணக.

5.	 	ஒரு	 ெஙகியானது,	 ெஙகி	 க்ணககிலுள்ள	
வதாடகககு	 ஆணடுககு	 	 5%	 கூடடு	 ெடடி	
வீதத்தில்	 ெடடிடய	 அளிககினறது	 எனில்,	
ஒவவொரு	ஆணடுககும்	`1000	வெலுத்தும்	ெபர்	
ஒருெருககு	 5	 ஆணடுகளுககு	 கிடடககும்	
வதாடக	எவெளவு?.( . ).e0 25 1 284= .

6.	 	உறபத்தி	வெய்யபபடும்	x அலைகு	வபாருள்களின	இறுதி	
நிடலைச்	வெலைவுச்	ொர்பு 

dC
dx

x x= − +100 10 0 1 2.  

எனக.	 அந்நிறுெனத்தின	 மாறாச்	 வெலைவு	 `500 
எனில்,	 அந்நிறுெனத்தின	 வமாத்தச்	 வெலைவுச்	
ொர்பு	 மறறும்	 ெராெரி	 வெலைவு	 ஆகியெறடறக	
காணக.

7.	 	இறுதிநிடலை	 வெலைவுச்	 ொர்பு MC x= 300
2
5

மறறும்	மாறாச்	வெலைவு	0	எனில்	வமாத்தச்	வெலைவு	
மறறும்	ெராெரி	வெலைவு	ொர்டபக	காணக.

8.	 	உறபத்தி	வெய்யபபடும்	x  அலைகு	வபாருள்களின	
இறுதிநிடலைச்	வெலைவு 

a
ax b+

 எனக.	 	x = 0	

எனும்	 	 வபாழுது	 உறபத்தி	 வெலைவு	 0	 எனில்	
வமாத்த	வெலைவுச்	ொர்டபக	காணக. 

9.	 	ஒரு	 குளிர்ொதனத்தின	 இறுதிநிடலைச்	 வெலைவு	

′ ( ) = +C x x2

200
4 . 200 குளிர்ொதனஙகளின	

உறபத்திச்	வெலைடெக	காணக.

10.	 	விறபடன	வெய்யபபடும்	x  அலைகு	வபாருள்களின	
இறுதிநிடலை	ெருொய்	 (`	ஆயிரஙகளில்)	 ொர்பு 
5 3 0 03+ −e x.  எனில்,	 விறபடன	 வெய்யபபடும்	
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100	 அலைகு	வபாருள்களின	வமாத்த	ெருொடய	
ததாராயமாக	காணக.	( e− =3 0 05. )

11.	 	விறபடன	 வபாருள்களின	 இறுதிநிடலை	
ெருொய்	 ொர்பு  MR x= −9 4 2 எனில்,	
ததடெச்	ொர்டபக	காணக.

12 . 		இறுதிநிடலை	ெருொய்	ொர்பு 4
2 3

12x +( )
−  

எனில்,	ெராெரி	ெருொய்	ொர்பு	 P
x

=
+

−4
6 9

1  
எனக	காடடுக.

13.	 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்ச்	

ொர்பு	 	 MR e xx= −





−20 1
10

10  எனில்,	

அதன	ததடெச்	ொர்டபக	காணக.

14.	 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 உறபத்தி	 வபாருள்களின	
இறுதிநிடலை	வெலைவு	ொர்பு ′ = +C x x( ) .5 0 13 , 
இறுதிநிடலை	 ெருொய்	 ொர்பு	  ′ =R x( ) 18  
மறறும்	 மாறாச்	 வெலைவு	 `120	 எனில்,	 இலைாபச்	
ொர்டபக	காணக.

15.	 	இறுதிநிடலை	 ெருொய்	 ொர்பு ′ ( )= − −R x x x1500 4 3 2 

′ ( )= − −R x x x1500 4 3 2 எனில்,	 ெருொய்	 ொர்பு	 மறறும்	
ெராெரி	ெருொய்	ொர்டபக	காணக.

16.  x  அலைகு	 வபாருள்களுககான	 இறுதிநிடலை	
ெருொய்ச்	 ொர்பு MR = 10 3 2+ −x x 	 எனில்	
ெருொய்ச்	 ொர்பு	 மறறும்	 ததடெச்	 ொர்பு	
ஆகியெறடறக	காணக.

17.	 	உறபத்தி	வபாருள்களின	இறுதிநிடலைச்	வெலைவு	

ொர்பு MC
x

=
+

14000
7 4

 மறறும்	மாறாச்	வெலைவு	

`18,000 எனில்,	வமாத்தச்	வெலைவு	மறறும்	ெராெரி	
வெலைவுக	காணக.

18.	 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 உறபத்தி	 வபாருள்களின	
(x)		இறுதிநிடலைச்	வெலைவு	உறபத்தி	வெய்யபபடும்	
வபாருள்களின	 எணணிகடகககு	 தெர்	
விகித்ததில்	 உள்ளது.	 தமலும்,	 மாறாச்	 வெலைவு	
`5,000	 மறறும்	 50	 அலைகு	 வபாருள்களின	
உறபத்தி	 வெலைவு	 `5,625 எனில்,	 வமாத்தச்	
வெலைடெக	காணக.

19.  MR = 20 5 3 2− +x x எனில்,	வமாத்த	ெருொய்ச்	
ொர்பு	காணக.

20.		MR = 14 6 9 2− +x x  எனில்,	 ததடெச்	 ொர்பு	
காணக.

3.2.4  நுகர்தவகார் உ்பரி (Consumer’s surplus)
 மிகச்	 சிறந்த	 வபாருளாதார	 நிபு்ணர்	 மார்ெல்	
அெர்களால்	உருொககபபடட	கருத்துரு	நுகர்தொர்	
உபரி	 ஆகும். p f x= ( )  எனற	 ததடெச்	 ொர்பு	
ஆனது	மககளால்	ொஙகபபடும்	வபாருளின	விடலை	
மறறும்	 வபாருள்களின	 அளவு	 ஆகியெறறிககு	
இடடதய	உள்ள	வதாடர்டபக	குறிககும்.
	 விளககமாக,	 	 p0	 	 விடலையில்	 ததடெபபடும்	
வபாருளின	 அளவு	 x x=

0
 எனக.	 ஆனால்	

நிர்்ணயிககபபடட	 விடலை	 p 0	 டய	 விட	
அதிகவிடலையான	 q0	 ககு	 அதத	 அளொன	 	 x0-ஐ	
ொஙக	 விரும்பும்	 நுகர்தொர்	 இருககககூடும்.	
அத்தடகய	 	 நுகர்தொர்கள்,	 நுகர்தொர்	 உபரி	
எனபபடும்.
	 பினெரும்	 படத்தில்	 தமறகணட	விெரஙகள்	
விளககபபடடுள்ளது.	 க்ணககிடடு	 முடறயினபடி	
நுகர்தொர்	 உபரி	 	 கீழ்ககணடொறு	 க்ணககீடு	
வெய்யபபடுகிறது.

P

P0

X0

CS

P = f(x)

Xo

B

A
அளவு

வி
ட

லை

படம் 3.16

நுகர்தொர்	உபரி		(CS) = 	(ததடெ	ெடளெடரககு	கீழ்	
x = 0 முதல் x x= 0  எனகினற	 எல்டலைககுபபடட	
பரபபு	)	-	(	வெவெகம்	OABC	பரபபு)

CS  = −∫ f x dx x p
x

( )
0

0 0

0

எடுத்துக்ககாடடு 3.27
 ஒரு	வபாருளின	ததடெச்	ொர்பு y x= −36 2

எனில்,	 y0 11  = -ல்	 நுகர்தொர்	 உபரிடயக	
காணக.

தீர்வு: 
வகாடுககபபடடடெ	:
y x= −36 2 மறறும்	 y0 11  =
11 = 36– 2

0x
2
0x = 25
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0x  = 5

CS = (
0

0x

∫    (ததடெச்ொர்பு)dx –  
                       (விடலை	×		ததடெயளவு)

=  36 5 112

0

5

−( ) − ×∫ x dx

= −








 −36

3
55

3

0

5

x x

= −








 −36 5 5

3
55

3

( )

= − − =180 125
3

55 250
3

நுகர்தொர்	உபரி  = 250
3

 அலைகுகள்.

ததடெச்	ொர்பின	ெடளெடர	மறறும்	
அளிபபுச்	ொர்பின	ெடளெடர	ஆகியெறறின	
வெடடும்	புள்ளி	ெமநிடலைபபுள்ளி	எனபபடும்.

ெமநிடலைப	புள்ளியில்	qd = qs ஆகும்.

3.2.5  உற்்பத்தியகாைர் உ்பரி (Producer’s surplus)
 ெந்டத	 விடலை	 ‘p’	 யில்	 ெழஙகபபடும்	
வபாருள்கள்	அளிபபுச்	 ொர்பு	 	 g(x)	 எனக.	 ெந்டத	
விடலை	 	 p0	 ககு	 ெழஙகபபடும்	 வபாருளின	 அளவு	
x0	 	 எனக.	 ஆனால்	 நிர்்ணயிககபபடட	 விடலை	
p0	 ககு	 குடறொன	 விடலைககு	 அதத	 அளவு	
வபாருடள	 ெழஙக	 விரும்பும்	 உறபத்தியாளர்கள்	
இருககககூடும்.	 அத்தடகய	 உறபத்தியாளர்கள்	
உறபத்தியாளரின	உபரி	எனபபடும்.

Y

XO

படம் 3.17

P

PS

P0

X0

B

A
அளவு

வி
ட

லை

 க்ணககீடடு	முடறயில்	உறபத்தியாளர்	உபரி	
(PS)	கீழ்ககணடொறு	ெடரயறுககபபடுகிறது.	
PS = (வெவெகம்	OAPB பரபபு) −  ( x x x= =0

0
,

எனும்	எல்டலைகளுககுள்	அளிபபுச்	ொர்பு	ஏறபடுத்தும்	
பரபபு)

 PS = x0 p0 – g x dx
x

( )
0

0

∫   

எடுத்துக்ககாடடு 3.28
 ஒரு	 வபாருளின	 அளிபபு	 ொர்பு g(x) = 4x+8 
எனில்	 5	 அலைகுகள்	 விறபடன	 வெய்யும்தபாது		
உறபத்தியாளரின	உபரிடய	காணக.

தீர்வு:
  g(x) = 4x + 8, x0 = 5

  p0 = 4(5) + 8 = 28

  PS = x0 p0 – g x dx
x

( )
0

0

∫
   = (5 × 28) − +∫ ( )4 8

0

5

x dx

   = 140 4
2

8
2

0

5

−






+












x x

   = 140 – (50 + 40)

   = 50

உறபத்தியாளரின	உபரி	= 50	அலைகுகள்.

எடுத்துக்ககாடடு 3.29
 ஒரு	 வபாருளின	 ததடெச்	 ொர்பு	 மறறும்	
அளிபபுச்	 ொர்பபு	 முடறதய p x xd = − −18 2 2 ,
p xs = −2 3 .  ெமநிடலை	 விடலையில்	 நுகர்தொர்	
உபரி	மறறும்		உறபத்தியாளர்	உபரிடயக	காணக.

தீர்வு:
வகாடுககபபடடடெ :  

P x x P xd s= − − = −18 2 2 32 ;

ெமநிடலை	விடலையில்,     p pd s=

  18 2 2− −x x  = 2x – 3

  x x2 4 21+ −  = 0

  ( ) ( )x x− +3 7  = 0

 x = –7  அல்லைது 3  ( x  ன	மதிபபானது	குடற	
எண்ணாக	இருகக	முடியாது.)
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 x
0

3= , எனும்தபாது  

∴  p0 = 18 2 3 3 32− − =( ) ( )

  CS = f x dx x p
x

( ) −∫ 0 0
0

0

   = ( )18 2 3 32

0

3

− − − ×∫ x x dx

   = 18
3

92
3

0

3

x x x−








 −−

   = 18 3 3 3
3

92
3

( ) ( )− −






−

  CS = 27 அலைகுகள்.

  PS = x P g x dx
x

0 0
0

0

− ∫ ( )

   = ( ) ( )3 3 2 3
0

3

× − −∫ x dx

   = 9 32
0

3
− −( )x x

   = 9 அலைகுகள்.

ெமநிடலை	விடலையில்,		
(i)		நுகர்தொர்	உபரி	= 27	அலைகுகள்
(ii)	உறபத்தியாளர்	உபரி	=9	அலைகுகள்

்பயிற்சி 3.3

 1.  ததடெச்ொர்பு	P = 50–2x	எனில்,	ததடெ	x = 20	
எனும்	தபாது	நுகர்தொர்	உபரிடயக	காணக.

 2.	 	ததடெச்ொர்பு	P = 122–5x– 2x2		மறறும்		x = 20	
எனும்	தபாது	நுகர்தொர்	உபரிடயக	காணக.

 3.  ததடெச்	ொர்பு	 p x= −85 5 		மறறும்	அளிபபுச்	
ொர்பு	 p x= −3 35 .	 	ெமநிடலை	விடலை	மறறும்	
ெமநிடலை	அளடெக	காணக	மறறும்	நுகர்தொர்	
உபரிடயக	காணக.

 4.	 	உறபத்தி	 வபாருள்களின	 ததடெச்	 ொர்பு 
p e x= − .  p = 0 5. 	 எனும்	 தபாது	 நுகர்தொர்	
உபரிடயக	காணக.

 5.	 	அளிபபுச்	ொர்பு p x= +7 , x = 5  எனும்	தபாது	
உறபத்தியாளர்		உபரிடயக	காணக.

 6.	 	விறபடன	 வபாருள்களின	 அளிபபுச்	 ொர்பு	 
p x x= +3 5 2 . x = 4 	 எனும்தபாது	உறபத்தி
யாளரின	உபரிடயக	காணக.

 7.	 	விறபடன	 வபாருள்களின	 ததடெச்	 ொர்பு	
p

x
=

+
36

4
 ககு,	ெந்டத	விடலை	6	எனும்	தபாது	

நுகர்தொர்	உபரிடயக	காணக.

 8.	 	ெரியான	 தபாடடியின	 கீழ்	 ஒரு	 வபாருளின	
ததடெ	 மறறும்	 அளிபபு	 ொர்புகள்	 முடறதய		 
p xd = −1600 2  மறறும்	 p xs = +2 4002   
எனில்,	உறபத்தியாளரின	உபரிடயக	காணக.

 9.  ெரியான	 தபாடடியின	 கீழ்	 ஒரு	 வபாருளின	
ததடெ	மறறும்	அளிபபுச்	 ொர்பபுகள்	முடறதய	

p
x

p x
d s=

+
− = +8

1
2 3

2
,  எனில்,	நுகர்தொர்	

மறறும்	உறபத்தியாளரின	உபரிடயக	காணக.

10.	 	உறபத்தி	 வபாருள்களின	 ததடெ	 ெமனபாடு	
x p= −100   மறறும்	 அளிபபு	 ெமனபாடு	 

x p= −
2

10  எனில்,	 ெந்டதயில்	ெமநிடலையின	

கீழ்	 உறபத்தியாளர்	 மறறும்	 நுகர்தொரின	
உபரிடயக	காணக.

11.	 	ததடெச்	ொர்பு	 p xd = −25 3  மறறும்	அளிபபுச்	
ொர்பு	 p xs = +5 2 	 எனில்,	 ெமனநிடலையில்	
நுகர்தொர்	 உபரி	 மறறும்	 உறபத்தியாளர்	
உபரிடயக	காணக.

்பயிற்சி 3.4

ெரியகாை விளைளய ததர்ந்பதடுத்து  எழுதுக.
1.  y x x= −( )4  எனற	 ெடளெடரயானது	 0	

மறறும்	4	எனும்	எல்டலைகளுககுள்,		x	-அச்சுடன	
ஏறபடுத்தும்	பரபபு	 

 (a)
30
3

 ெ.அலைகுகள் (b) 
31
2

 ெ.அலைகுகள்

 (c)
32
3

 ெ.அலைகுகள் (d)
15
2

 ெ.அலைகுகள்

2.  y e x= −2 எனற	ெடளெடரயானது	0 ≤ ≤ ∞x  
எனும்	 எல்டலைகளுககுள்,	 	 x	 -அச்சுடன	
ஏறபடுத்தும்	பரபபு

 (a)1 ெ.அலைகு (b) 
1
2
ெ.அலைகு

 (c) 5 ெ.அலைகுகள் (d) 2 ெ.அலைகுகள்
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3.  y
x

= 1  எனற	ெடளெடர	 1 மறறும்	 2	 எனும்	
எல்டலைகளுககுள்	ஏறபடுத்தும்	பரபபு

 (a) log2 ெ.அலைகுகள் (b) log5 ெ.அலைகுகள்
 (c) log3 ெ.அலைகுகள் (d) log 4 ெ.அலைகுகள்s
4.  ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்ச்	

ொர்பு	MR= e
x−

10  எனில்,	அதன	ெருொய்

 (a)  −
−

10 10e
x

 (b) 1 10−
−

e
x

 (c)10 1 10−










−

e
x

 (d) e
x−

+10 10

5.  MR மறறும்	MC	எனபன	இறுதிநிடலை	ெருொய்	
மறறும்	 இறுதிநிடலைச்	 வெலைவு	 ொர்பு	 எனபடத	
குறிககுவமனில்	அதன	இலைாபச்		ொர்பு

 (a) P MR MC dx k= −( ) +∫
 (b) P MR MC dx k= +( ) +∫
 (c) P MR MC dx k= ( )( ) +∫
 (d) P R C dx k= −( ) +∫
6. 	ததடெ	 மறறும்	 அளிபபு	 ொர்புகள்	 முடறதய 

D x x S x x( )= − ( ) = +16 2 42 2,   எனில்,	
அதன	ெமநிடலை	விடலை

 (a) 2          (b) 3          (c) 4          (d) 5

7. 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்	
மறறும்	 இறுதிநிடலை	 வெலைவுச்	 ொர்பு	  
MR x= −30 6 மறறும்	 MC x= − +24 3 . 
இஙகு	 x	 	 எனபது	 உறபத்தி	 எனில்,	 இலைாபச்		
ொர்பு

 (a) 9 542x x+  (b) 9 542x x−

 (c) 54 9
2

2

x x−  (d) 54 9
2

2

x x k− +

8. 	ததடெ	 மறறும்	 அளிபபு	 ொர்புகள்	 முடறதய
D x x( ) = −20 5  மறறும்	 S x x( ) = +4 8 	
எனில்,	அதன	ெமநிடலை	விடலை

 (a) 40        (b) 
41
2

        (c) 
40
3

        (d) 
41
5

9. 	இறுதிநிடலை	 ெருொய் MR x x= + −35 7 3 2

எனில்,	அதன	ெராெரி	ெருொய்	AR =

 (a) 35 7
2

2
3x x x+ −  (b) 35 7

2
2+ −x x

 (c) 35 7
2

2+ +x x  (d) 35 7 2+ +x x

10. 	இலைாபச்	ொர்பு	p(x) ஆனது	வபருமமடடெது
 (a) MC MR− = 0   (b) MC=0
 (c) MR=0  (d) MC+MR=0

11. 	ததடெ		x	-ககு	விடலை	p	-ஐ	வபாருத்து	ததடெ	
வெகிழ்ச்சி	ஓர்	அலைகு	எனில்,

 (a) ெருொய்	ஒரு	மாறிலி
	 (b) வெலைவுச்ொர்பு	ஒரு	மாறிலி
 (c) இலைாபம்	ஒரு	மாறிலி	 
 (d) இடெ	ஏதும்	இல்டலை

12. 	இறுதி	 நிடலைச்	 ொர்பு	  MR x= −100 9 2  -ன	
ததடெச்	ொர்பு

 (a) 100 3 2− x  (b)100 3 2x x−

 (c)100 9 2x x−  (d)100 9 2+ x

13. 	ததடெச்	 ொர்பு	 p xd = −28 2  -ககு	 x0 5=  
மறறும்	 p0 3= 	எனும்	தபாது	நுகர்தொர்	உபரி

 (a) 250 அலைகுகள் (b) 
250

3
 அலைகுகள்

 (c)
251
2

 அலைகுகள் (d) 
251

3
 அலைகுகள்

14. 	அளிபபுச்	ொர்பு	P xs = +2 42 -ககு x0 = 5 மறறும் 
P0 = 12 எனும்	தபாது	உறபத்தியாளர்		உபரி

 (a) 
31
5

 அலைகுகள் (b)  
31
2

 அலைகுகள்

 (c) 
32
3

 அலைகுகள் (d) 
30
7

 அலைகுகள்

15.  y-அச்சு,	 y = 1	மறறும்	 = 2y 	எனும்	எல்டலைககுள்	
அடடபபடும்	 y x= -ன	பரபபு

 (a)  
1
2

 ெ.அலைகுகள் (b)  
5
2

 ெ.அலைகுகள்

 (c)  
3
2

 ெ.அலைகுகள் (d) 1 ெ.அலைகு
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16. 	ஒரு	 	 வபாருளின	 அளிபபுச்	 ொர்பு P x= +3
மறறும்	x0 = 3 எனில்,	உறபத்தியாளர்	உபரி

 (a)  
5
2

 அலைகுகள் (b)  
9
2

 அலைகுகள்

 (c)  
3
2

 அலைகுகள் (d) 
7
2

 அலைகுகள்

17. 	இறுதிநிடலை	 வெலைவுச்	 ொர்பு	 MC x= 100 , 
T.C = 0 மறறும்	வெளியீடு	0	எனில்	ெராெரிச்	ொர்பு	
AC ஆனது

 (a)
200

3

1
2x  (b)  

200
3

3
2x

 (c)  
200

3
3
2x

 (d)  
200

3
1
2x

18. 	ஒரு	ெந்டத	வபாருளின	ததடெ	மறறும்	அளிபபுச்	
ொர்புகள்	 முடறதய P x x( ) ( )= − 5 2  மறறும்	 
S x x x( )= + +2 3  எனில்,	 அதன	 ெமனநிடலை	
விடலை  x0 = 

 (a) 5          (b) 2          (c) 3          (d) 19

19. 	ஒரு	ெந்டத	வபாருளின	ததடெ	மறறும்	அளிபபுச்	
ொர்புகள்	முடறதய	  D x x( )= −25 2   மறறும்	

S x x( ) = +10
4

எனில்,	அதன	ெமநிடலை	விடலை 
p0  =

 (a) 5          (b) 2          (c) 3          (d) 10

20.   MR மறறும்	MC		எனபன	முடறதய		இறுதிநிடலை	
ெருொய்	மறறும்	இறுதிநிடலைச்	வெலைவு	தமலும்,	
MR MC x x− = − −36 3 812 எனில்,	 x-ல்	
வபரும	இலைாபமானது

 (a)  3          (b) 6          (c) 9          (d)5

21. 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய்	
மாறிலி	எனில்,	அதன	ததடெச்	ொர்பு

 (a) MR        (b) MC        (c) C x( )         (d)  AC

22. ததடெச்	ொர்பு	p-ககு	,	 dp
p

k dx
x

= ∫∫ 	எனில்,	k =

 (a)  hd       (b) −hd       (c)
−1
hd

      (d) 
1
hd

23.  y ex=  எனும்	 ெடளெடர	 0	 யிலிருந்து	 	 1	
எனும்	 எல்டலைகளுககுள்	 x -அச்சுடன	
ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	பரபபு

 (a)  ( e −1) ெ.அலைகுகள்
	 (b)  ( e +1) ெ.அலைகுகள்

 (c)  1 1−



e

 ெ.அலைகுகள்

 (d) 1 1+



e

 ெ.அலைகுகள்

24. 	பரெடளயம்	 y x2 4=  ஆனது	 அதன	
வெவெகலைத்துடன	 ஏறபடுத்தும்	 அரஙகத்தின	
பரபபு

 (a)
16
3

	ெ.அலைகுகள் (b) 
8
3

 ெ.	அலைகுகள்

 (c) 
72
3

 ெ.	அலைகுகள்       (d) 
1
3

 ெ.	அலைகுகள்

25.  y x=  எனும்	ெடளெடர,	0	-லிருந்து	2	ெடர	
ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	பரபபு

 (a) 1 ெ.அலைகு (b) 3 ெ.அலைகுகள்
 (c) 2 ெ.அலைகுகள் (d) 4 ெ.அலைகுகள்

இதை கைக்குகள்
1. 	உறபத்தியாளரின	இறுதிநிடலை	ெருொய்		ொர்பு 

MR= 275 0 3 2− −x x.  எனில்,	 உறபத்தியின	
வமாத்த	 ெருொடய	 அதன	 உறபத்தி	 10 	
அலைகுகளிலிருந்து	20	அலைகுகளாக	அதிகரிககும்	
வபாழுது	காணக.

2. 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய் 

MC x x= + −125 10
9

2

. இஙகு	 x	 அலைகு	

உறபத்தியின	 வெலைவு	 C	 ஆகும்.	 மாறா	 வெலைவு	
`250	எனில்,	15	அலைகுகள்	உறபத்தியின	வமாத்த	
வெலைடெக	காணக.

3. 	ஒரு	 நிறுெனத்தின	 இறுதிநிடலை	 ெருொய் 

MR=
2

3
2

3
52x

x
x+

−
+( )

+  எனில்,	 அந்

நிறுெனத்தின	ததடெச்	ொர்பு	 P
x

=
+

+2
3

5  

எனக	காடடுக.

4.  இறுதிநிடலை	ெருொய்	ொர்பு	MR = − −6 3 2 3x x  
எனில்,	ெருொய்	 ொர்பு	 மறறும்	 ததடெச்	 ொர்பு	
ஆகியெறடறக	காணக.

5. 	ஒரு	நிறுெனத்தின	இறுதிநிடலைச்		வெலைவு	ொர்பு	 
′ ( ) = +C x x20

20
, இறுதிநிடலை	 ெருொய்ச்	

ொர்பு ′ ( ) =R x 30 மறறும்	 மாறாச்	 வெலைவு	 `100	
எனில்,	இலைாபச்	ொர்டபக	காணக.
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6. 	ஒரு	 ெந்டத	 வபாருளின	 ததடெ	 ெமனபாடு	 
p x

d
= −20 5  மறறும்	 அளிபபுச்	 ெமனபாடு	

p xs = +4 8.  ெந்டதயின	ெமநிடலை	விடலையின	
கீழ்	 நுகர்தொர்	உபரி	 மறறும்	உறபத்தி	உபரி	
ஆகியெறடறக	காணக.

7.  500	 அலைகு	 வபாருள்கடள	 உறபத்தி	 வெய்	
ெதறகு	 ததடெபபடும்	 வமாத்த	 மணிதெரம் 
f x x( ) = −1800 0 4.  எனற	 ொர்பால்	 குறிககப	
படுகிறது.	 எனில்,	 கூடுதலைாக	 400	 அலைகு	
வபாருள்கடள	உறபத்தி	வெய்ெதறகான		வமாத்த	
காலை	 (மணியில்)	 தெரத்டதக	 காணக. 
[(900)0.6=59.22, (500)0.6=41.63]

8. 	ஒரு	வபாருளின	ததடெ	வெகிழ்ச்சி		 p
x3 .  விடலை	

2	 மறறும்	 ததடெ	 3	 	 எனும்தபாது	 ததடெச்	
ொர்டபக	காணக.

9.  y x x= − +8 4 62  எனற	பரெடளயம்		y	-அச்சு	
மறறும்	x =2	இெறறிறகு	இடடதய	அடடபபடும்	
அரஙகத்தின	பரபபு	காணக.

10.  y x2 327=  எனற	 ெடளெடரககும்	 மறறும்		
x = 0, y = 1, y = 2 எனற	 தகாடுகளுககுள்	
அடடபபடும்	அரஙகத்தின	பரபடபக	காணக.

பதகாகுப்புளை

 z y f x= ( )  எனற	ெடளெடர,	x	-அச்சு,		x = a		மறறும்	x = b		ஆகியெறறால்	சூழபபடட	அரஙகத்தின	

பரபபு y dx
a

b

∫ .

 z y f x= ( )  எனற	 ெடளெடர,	 	 x = a மறறும்	 x = b	 எனும்	 எல்டலைககுள்,	 x	 -அச்சுடன	

ஏறபடுத்தபபடும்	அரஙகத்தின	பரபபு		x	-அச்சின	கீழ்	அடமயும்	எனில், பரபபு −∫ ydx
a

b

 z x g y= ( )  எனற	 ெடளெடர	 ஆனது	 y = c	 மறறும்	 y = d	 எனற	 எல்டலைககளுககுள்			

y -அச்சுடன	ஏறபடுத்தபபடும்	அரஙகத்தின	பரபபு x dy
c

d

∫
 z x g y= ( )  எனும்	ெடளெடரயானது	 y = c	 மறறும்	 y = d	 	 எனும்	எல்டலைககுள்	 y	 	அச்ொல்	

சூழபபடட	பரபபு	y	அச்சுககு	இடதுபுறம்	அடமயும்	எனில் பரபபு  −∫ x dy
d

e

 z y=f(x) மறறும் y=g(x) எனற	ெடளெடரகள்	x	அச்சு	x = a		மறறும்		x = b ஆகிய	தகாடுகளுடன	

ஏறபடுத்தும்	அரஙகத்தின	பரபபு f x g x dx
a

b

( ) − ( )( )∫ .

 z ஒரு	ொர்பின	ெளர்ச்சி	வீதமானது	அல்லைது	விறபடன	வீதமானது	t-ல்	ஒரு	ொர்பு	எனக.	இஙகு	t	
எனபது	காலை	அளடெக	குறிககும்.	எனதெ,	t	காலை	அளவில்	உறபத்தி	வபாருளின	வமாத்த		ெளர்ச்ெ	

அல்லைது	வமாத்த	விறபடன	 = f t dt
r

( )∫
0

 z ததடெ	வெகிழ்ச்சி	 hd
p

x
dx
dp

= −

 z ெரககின	வமாத்த	ததககச்	வெலைவு	 =C I x dx
T

1
0

( )∫

 z தெட்ண	பஙகீடடின	வமாத்த	வதாடக A pe dtrt

o

N

= ∫
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82 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 z வெலைவு	ொர்பு		  C MC dx k= ( ) +∫ .

 z ெராெரி	வெலைவுச்	ொர்பு	 AC C
x

x= ≠, 0

 z ெருொய்ச்	ொர்பு		R MR dx k= ( ) +∫ .

 z ததடெச்	ொர்பு	 p R
x

=

 z இலைாபச்	ொர்பு		 =MR-MC = ′ − ′R x C x( ) ( )

 z நுகர்தொர்	உபரி	 = f x dx x p
x

( ) −∫ 0 0
0

0

 z உறபத்தியாளர்	உபரி	 =  x p p x dx
x

0 0
0

0

− ( )∫

களைசபெகாற்கள்  (GLOSSARY)
அதிகபடெ	இலைாபம் Maximum	profit
அளிபபுச்	ொர்பு Supply	function
இலைாபம் Profit
இறுதி	நிடலை	வெலைவுச்	ொர்பு Marginal	cost	function
இறுதி	நிடலை	ெருொய்ச்	ொர்பு Marginal	revenue	function
உறபத்தி Production
உறபத்தியாளர் Manufacturer
உறபத்தியாளர்	உபரி Producer’s	surplus
ெமநிடலை Equilibrium
ெரககு	இருபபு Inventory
ெராெரி	வெலைவுச்	ொர்பு Average	cost	function
வெலைவுச்	ொர்பு Cost	function
ததடெச்	ொர்பு Demand	function
வதாடகயிடல் Integration
நுகர்தொர்	உபரி Consumer’s	surplus
பஙகீடடு	தெட்ணத்	வதாடக Annuity
மாறாச்	வெலைவு Fixed	cost
ெருொய்ச்	ொர்பு Reveunue	function
வெளியீடு Out	put
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83த�ொகை நுணைணி�ம்–II

Step 1

 விைளகக ( QR Code) :

“Consumer’s	 Surplus”	 எனனும்		
பயிறசித்தாளிடன	 வதரிவு	 வெய்துவகாள்ளவும்.	
Consumer’s	 Surplus	 using	 Integration	எனனும்	
திடர	 ததானறும்.	 அதில்	 வகாடுககபபடடுள்ள
ெடரபடத்தில்	ெடளவில்	உள்ள	புள்ளி	A	டெ	
ெகர்த்தினால்	 ெடரபடத்தில்	 ததானறும்	
மாறறத்டத	வதரிந்துவகாள்ளலைாம்.

கீழ்ககாணும்	 உரலி	 /	 விடரவுக	 குறியீடடடப	
பயனபடுத்தி	 இச்வெயல்படடிறகான	 இட்ணயப	
பககத்திறகுச்	 வெல்க.	 பினபு	 “12th	 Standard	
Business	Mathematics	and	Statistics”	எனனும்	
திடரயில்	“Volume-1”	டய	வதரிவு	வெய்யவும்.

இளையச பெயல்்பகாடு

பெயல்்பகாடடின் இறுதியில் 
எதிர்்பகார்க்கப்்படும் விளைவு

்படி  2

்படி  1
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84 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 z மாறிைள் பிரி்ப்டககூடிய
வகைக்ைழுச்
சமன்்பாடுைள்.

 z சம்படித்தான வகைக
்ைழுச் சமன்்பாடுைள்.

 z மநரிய வகைக்ைழுச்
சமன்்பாடுைள்.

 z மாறிலிைகைக ்ைழுகைைாைக 
்ைாண்ட இரண்டாம் வரிகச மநரிய 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள்.

அறிமுைம்
தலில ்�ர்மானிய தத்துவமமகத, 
ைணிதவிய்லாைர் மற்றும் தர்கைவிய்லார் 
G. H. ்்லபனிடஸ் என்்பவரால வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
உருவாகைப்பட்டது.

 இயற்ைணித சமன்்பாடுைைான 5 3 6 4x x x− −( ) = ,  x x2 7 12 0− + = ,
18 5 3x − = ம்பான்றைவற்கறை முநகதய வகுபபுைளில ைற்றிருபபீர்ைள். இங்கு 
சமன்்பாடக்ட தீர்ப்பது இ்லகைாை உள்ைது. அதாவது சமன்்பாடக்ட நிகறைவு 
்சய்யும் மாறியின் மதிபபு(ைள்) ைாண்பது மநாகைமாை உள்ைது. 
எடுத்துகைாட்டாை x=9  என்்பது முதல சமன்்பாடடின் தீர்வாை உள்ைது. 

ஏ்னனில x=9 என பிரதியிடும்ம்பாது சமன்்பாடடின் இருபுறைமும் சமமாை இருககும்.

       ்்பாதுவாை ஒவ்வாரு இயற்ைணித சமன்்பாடும் அதற்மைற்்ப பிரத்மயாைமான தீர்வு ைாணும் முகறைகயப 
்்பற்றிருககும், இரு்படிச் சமன்்பாடுைள் ஒரு முகறையிலும், மடடுைகை ்்பற்றுள்ை சமன்்பாடுைள் மவ்றைாரு 
முகறையிலும் மற்றும் ்ப்லவகையான முகறைைளில தீர்கைப்படுகிறைது. 

 இமத ்்பாதுவான ைருத்துகைள், வகைக்ைழுகைகை ்்பற்றுள்ை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடில 
்பயன்்படுகிறைது. ்ப்லவகையான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் உள்ைன. ஒவ்வாரு வகையும் அதற்மைற்்ப 
பிரத்மயைமான தீர்வு ைாணும் முகறைகயப ்்பற்றிருககும்.

 ்்பாருளியல, வணிைவியல மற்றும் ்்பாறியியல சார்நத ்ப்ல ைணககுைள் இயலபில சிகை்லாைவும் மற்றும் 
புரிநது ்ைாள்வது மிைவும் ைடினமாைவும் இருககும். ஆனால அவற்கறை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடு வடிவில 
வகரயறுககும் ம்பாது ்பகுப்பாய்வு ்சய்வது எளிதாை இருககும்.

மு

4

 G.H. ்லப்னிட்ஸ்
( ஜூகல 1, 1646 - 
ேவம்்ர் 14, 1716 )

ைற்ைல் நேபாகைங்ைள்
இநத அத்தியாயத்கத ்படித்த பின்பு பின்வரும் 
்பா்டகைருத்துகைகை மாணவர்ைள் புரிநது 
்ைாள்ை இயலும்.

 z வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைளின் வரிகச.
 z வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைளின் ்படி.
 z வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைளின் 

்்பாதுத்தீர்வு மற்றும்  சிறைபபுத் தீர்வு.
 z வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைகை 

அகமத்தல.
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85வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

  ஒரு சார்பு மற்றும் அவற்றின் ஒன்று அல்லது 
அதற்கு மமற்்பட்ட வகைக்ைழுகைகை  ்ைாண்ட 
சமன்்பாடு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு ஆகும். அதாவது 
y = f(x) சார்பு மற்றும் அதன் வகைக்ைழுகைள்   
dy
dx

d y
dx

,
2

2 … ்ைாண்ட சமன்்பாடு வகைக்ைழுச் 

சமன்்பா்டாகும். 
எடுத்துகைாட்டாை,

(i) 
dy
dx

x= + 5  (ii) 
dy
dx

x

y
= −

−

1

2

2

2

(iii)  
d y
dx

dy
dx

2

2

2

2 0+ 





=   (iv) 
d x
dt

m x
2

2
2 0+ =

 வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் இரு வகைப்படும் 
அகவயாவன (i) சாதாரண வகைக ்ைழுச் 
சமன்்பாடுைள் மற்றும்  (ii)  ்பகுதி வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடுைள் ஆகும்.  நாம் இநத அத்தியாயத்தில 
சாதாரண வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைகைப ்பற்றிய 
ைருத்துகைகை மடடும் ்பார்பம்பாம்.

4.1   வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் அகமத்தல் 
(Formation of ordinary differential equations)

4.1.1   சபா்தபாரண வகைக்ைழுச் சமன்பாட்டின 
வகரயகை (Definition of ordinary differential 
equation)

 y f x= ( )  வகைவகரயின் சாதாரண 

வகைக்ைழுகைள் dy
dx

d y
dx

, , ...
2

2







 ் ைாண்ட சமன்்பாடு 

சாதாரண வகைக்ைழு சமன்்பாடு ஆகும்.  இங்கு 
ஒமர ஒரு சாரா மாறி இ்டம்்்பற்றுள்ைது.  

4.1.2   வகை்ைழுச்சமன்பாடடின வரிகச மற்றும் ்டி 
(Order and degree of a differential equation)

 ஒரு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடில இ்டம் 
்்பற்றிருககும் வகைக்ைழுவின் மிை உயர்நத 
வரிகசமய அவவகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 
வரிகச (order) எனப்படும்.
 வகைக்ைழுச்  சமன்்பாடடில ்படி (degree) 
என்்பது அதிலுள்ை வகைக்ைழுகைளின் உச்ச 
வரிகசயின் ்படியாகும். குறிப்பாை வகைக்ைழுவில 
பின்னங்ைள் மற்றும் ்படி மூ்லங்ைள் இருபபின் 
அவற்கறை நீககிய பின் ்படி ைாணப்ப்ட மவணடும்.

 
d y
dx

d y
dx

dy
dx

y
3

3

2

2

3 5

7+






+ 





+ =

 என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட ைருத்தில 

்ைாள்ை. இங்கு உச்ச வரிகச வகைக்ைழு 
d y
dx

3

3  

(அதாவது மூன்றைாம் வரிகச வகைக்ைழு). எனமவ, 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் வரிகச 3 ஆகும். 

 மமலும், உச்ச வரிகச  d y
dx

3

3 -ன் அடுககு 1 

ஆகும். எனமவ வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் ்படி 1 
ஆகும்.

எடுததுகைபாட்டு 4.1
 கீழகைாணும் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 
வரிகச மற்றும் ்படி ஆகியவற்கறைக ைாணை.

(i) 
d y
dx

dy
dx

y
2

2

2

3 4 0+ 





+ =

(ii) 
d y
dx

dy
dx

y
2

2 2 3 0− + =

(iii) 
d y
dx

dy
dx

y x
3

3

6
23 2− 





+ =

(iv) 1
2

2

3
2 2

2+








 =d y

dx
a d y

dx

(v) ′ + ′′( ) = + ′′( )y y x y2 2

(vi) 
d y
dx

dy
dx

3

3

1
2

0− 





=

(vii) y dy
dx

x dx
dy

= 





+2 4
2

வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் வரிகச மற்றும் 
்படி (வகரயறுகைப்படடிருபபின்) எப்்பாழுதும் 

மிகை முழுகைைாை இருககும்.

தீர்வு  

(i)  
d y
dx

dy
dx

y
2

2

2

3 4 0+ 





+ =

 உச்சவரிகச வகைக்ைழு d y
dx

2

2  ஆகும். 
 ∴  வரிகச  = 2

 உச்சவரிகச d y
dx

2

2 -ன்்படி 1 ஆகும்.
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86 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 ∴  ்படி  =  1

(ii) 
d y
dx

dy
dx

y
2

2 2 3 0− + =

  உச்சவரிகச வகைக்ைழு 
d y
dx

2

2  ஆகும்.

 ∴  வரிகச = 2

 உச்சவரிகச d y
dx

2

2 -ன்்படி 1 ஆகும்.

 ∴  ்படி  =  1

(iii) 
d y
dx

dy
dx

y x
3

3

6
23 2− 





+ =

 ∴  வரிகச =  3, ்படி  =  1

(iv) 1
2

2

3
2 2

2+








 =d y

dx
a d y

dx

  மமற்ைாணும் சமன்்பாடடில ்படி மூ்லத்திகன 
நீகை, இருபுறைமும் வர்கைப்படுத்திய பின் 
கிக்டப்பது

 1
2

2

3
2

2

2

2

+








 =







d y
dx

a d y
dx

 ∴  வரிகச =  2,   ்படி =  3

(v) ′ + ′′( ) = + ′′( )y y x y2 2

 ′ + ′′( ) = + ′′ + ′′( )y y x xy y2 2 22

 ′ = + ′′⇒ = +y x xy dy
dx

x x d y
dx

2 2
2

22 2

 ∴ வரிகச =  2,   ்படி =  1

(vi)  
d y
dx

dy
dx

3

3

1
2

0− 





=

 d y
dx

dy
dx

3

3

1
2= 





  சமன்்பாடடில உள்ை ்படி மூ்லத்திகன நீகை,  
இருபுறைமும் வர்கைப்படுத்தியபபின் கிக்டப்பது

        
d y
dx

dy
dx

3

3

2





=   

 ∴ வரிகச  =  3,   ்படி  =  2

(vii) y dy
dx

x dx
dy

= 





+2 4
2

 y dy
dx

x
dy
dx

= 





+






2 4 12

 y dy
dx

dy
dx

x= 





+2 4
3

 ∴ வரிகச =1,   ்படி = 3

வகைவகரைளின குடும்்ம் (Family of Curves)
 சி்ல சமயங்ைளில, வகைவகரைளின் 
குடும்்பத்கத ஒன்று அல்லது அதற்கு மமற்்பட்ட 
மாறைத்தகை மாறிலிைகைக ்ைாண்ட ஒமர ஒரு 
சமன்்பாடடின் மூ்லம் குறிகை்லாம். மாறிலிைளுககு 
்வவமவறு மதிபபுைகை அளிப்பதன் மூ்லம் 
வகைவகரக குடும்்பத்தின் ்வவமவறு வகை 
வகரைகைப  ்்பறை்லாம். மாறைத்தகை மாறிலிைகை 
குடும்்பத்தின்  துகண அ்லகு என்ம்பாம்.

எடுத்துகைாடடுைள் :

(i)  y ax2 4=  என்றை சமன்்பாடு ஆதிகய உச்சியாை 
்ைாண்ட ்பரவகையக குடும்்பத்கதக குறிககிறைது. 
இங்கு  a  ஒரு துகண அ்லகு.

(ii)  ஆதிகய கமயமாைக  ்ைாண்ட ்்பாது கமய 
வட்டங்ைளின் குடும்்பம் x y a2 2 2+ =  என்றை 
சமன்்பாட்டால குறிகைப்படுகிறைது. இங்கு a ஒரு 
துகண அ்லகு.

(iii)  ஒரு தைத்தில அகமயும் மநர் மைாடடுக 
குடும்்பத்தின் சமன்்பாடு y mx c= +  என்றை 
சமன்்பாட்டால குறிகைப்படுகிறைது. இங்கு m 
மற்றும் c என்்பன துகண அ்லகுைள்.

4.1.3   வகைக்ைழுச் சமன்பாடு அகமத்தல் 
(Formation of ordinary differential equation)

 f x y c, , 1 0( ) =   -------(1) என்றை 
சமன்்பாடக்ட ைருத்தில ்ைாள்ை. இங்கு c1 என்்பது 
மாறைத்தகைமாறிலியாகும். இச்சமன்்பாடடிலிருநது 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட அகமகை்லாம். அதற்கு 
சமன்்பாடு (1) -ஐ அதிலுள்ை ஒரு சாரா மாறிகய 
்்பாறுத்து ஒரு முகறை வகைப்படுத்த மவணடும்.
 சமன்்பாடு (1) மற்றும் அதன் வகைக்ைழு 
விலிருநது c1 ஐ நீககுவதன் மூ்லம் மதகவயான 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட நாம் ்்பறுகிமறைாம்.
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87வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

 f x y c c, , ,1 2 0( ) = . இங்கு c1 மற்றும் c2 
என்்பன மாறைத்தகை மாறிலிைள். இச்சமன்்பாடக்ட 
இருமுகறை வகைப்படுத்த மவணடும். ் ைாடுகைப்பட்ட 
சார்பு மற்றும் இரு ்தா்டர் வகைக்ைழு 
ஆகியவற்றிலிருநது c1 மற்றும் c2-கவ நீககியபின் 
மதகவயான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட நாம் 
்்பறுகிமறைாம். 

்்பறைப்படும் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 
வரிகசயானது வகைவகரக குடும்்பத்தின் 
சமன்்பாடடில உள்ை மாறைத்தகை மாறிலிைளின் 
எணணிககைககுச் சமமாை இருககும்.

குறிப்பு

எடுததுகைபாட்டு 4.2
 y mx c= +  எனும் மநர்மைாடடுத் ்தாகுபபில 
(i) m ஒரு மாறைத்தகை மாறிலி (ii) c ஒரு மாறைத்தகை 
மாறிலி (iii) m, c ஆகிய இரணடுமம மாறைத்தகை 
மாறிலிைள் எனில வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் 
அகமகை.

தீர்வு: 
(i) y mx c= +  ...(1)

 m மடடுமம மாறைத்தகை மாறிலி என்்பதால,  
ஒருமுகறை வகைப்படுத்த கிக்டப்பது

 
dy
dx

m=       ...(2)                    

  (1) மற்றும் (2) -லிருநது m-ஐ நீககுவதால 
கிக்டககும் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு

 y x dy
dx

c= +

 x dy
dx

y c− + = 0   இதுமவ மதகவயான முதல 

வரிகச வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு.

y

x

y=(1/3)x+c

y=–(1/3)x+cy=–2x+c

படம் 4.1

(ii) c மாறைத்தகை மாறிலி
  சமன்்பாடு (1) -ஐ வகைப்படுத்த கிக்டப்பது 

dy
dx

m=                                           

 இநத சமன்்பாடடில c நீகைப்படடிருப்பதால,  

மதகவயான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
dy
dx

m=  
ஆகும். 

y

x

படம் 4.2

(iii)  இங்கு m,c ஆகிய இரணடுமம மாறைத்தகை 
மாறிலிைள் என்்பதால, சமன்்பாடு (1) -ஐ 
இருமுகறை வகைப்படுத்த கிக்டப்பது

 
dy
dx

m=                                                                          

 
d y
dx

2

2 0=

 இநத சமன்்பாடடில m,c இரணடுமம நீகைப 
்படடிருப்பதால மதகவயான வகைக்ைழுச் 

சமன்்பாடு d y
dx

2

2 0= ஆகும்.

படம் 4.3

y = –x

y= –2x+4

y=
 –2

x+
8

y

x

எடுததுகைபாட்டு 4.3
 y a

x
b= + என்றை வகைவகரக குடும்்பத்தின் 

வகைக்ைழுச்சமன்்பாடக்டக ைாணை. இங்கு a 
மற்றும் b என்்பன மாறைத்தகை மாறிலிைள்.

தீர்வு: 
 y a

x
b= +  ...(1)

 x-ஐ ்்பாறுத்து வகைப்படுத்தக கிக்டப்பது
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88 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 
dy
dx

a
x

= −
2

 x dy
dx

a2 = −

 மீணடும் x-ஐ ்்பாறுத்து வகைப்படுத்தக 
கிக்டப்பது

 x d y
dx

x dy
dx

2
2

2 2 0+ =  

 ⇒ + =x d y
dx

dy
dx

2

2 2 0

இதுமவ மதகவயான வகைக்ைழுச் சமன்்பா்டாகும்

எடுததுகைபாட்டு 4.4
 y ae bex x= + −4  என்றை வகைவகரககு 
்தா்டர்புக்டய வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்டக 
ைாணை. இங்கு a மற்றும் b என்்பன மாறைத்தகை 
மாறிலிைள்.

தீர்வு: 
 y ae bex x= + −4   (1)     

   
dy
dx

                     =  4 4ae bex x− −   (2)

 மற்றும் 
d y
dx

2

2                     = 16 4ae bex x+ −  (3)

 (1)+(2)  ⇒      y dy
dx

+  = 5 4ae x  (4)

 (2)+(3)  ⇒ dy
dx

d y
dx

+
2

2  = 20 4ae x

   = 4 5 4ae x( )
   = 4 y dy

dx
+





            
dy
dx

d y
dx

+
2

2  = 4 4y dy
dx

+

⇒  
d y
dx

dy
dx

y
2

2 3 4− −  =   0 என்்பது மதகவயான 

வகைக்ைழுச் சமன்்பா்டாகும்.

எடுததுகைபாட்டு 4.5
 y e a x b xx= +( )cos sin  என்றை வகைவகரக 
குடும்்பத்தின் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்டக ைாணை. 
இங்கு a மற்றும் b என்்பன மாறைத்தகை மாறிலிைள்.

தீர்வு :  
 y e a x b xx= +( )cos sin  (1)

 (1)-ஐ  x -ஐ ் ்பாறுத்து வகைப்படுத்த, ் ்பறுவது
dy
dx

= e a x b x e a x b xx xcos sin sin cos+( )+ − +( )

 e a x b x e a x b xx xcos sin sin cos+( )+ − +( )
        = y e a x b xx+ − +( sin cos )   ((1)-லிருநது

⇒  
dy
dx

y−  = e a x b xx ( sin cos )− +   (2)

மீணடும் வகைப்படுத்த கிக்டப்பது,

  
d y
dx

dy
dx

2

2 −  = 

e a x b x e a x b xx x( sin cos ) ( cos sin )− + + − −

  
d y
dx

dy
dx

2

2 −  = 

e a x b x e a x b xx x( sin cos ) ( cos sin )− + − +

  
d y
dx

dy
dx

2

2 −  = 
dy
dx

y y−





−  

((1) மற்றும் (2) லிருநது)

⇒ d y
dx

dy
dx

y
2

2 2 2− +  =  0 என்்பது மதகவயான 

வகைக்ைழுச் சமன்்பா்டாகும்.

்யிற்சி 4.1

1.  பின்வரும் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைளின் 
வரிகச மற்றும் ்படி ைாணை.

 (i)      
dy
dx

y x+ =2 3

 (ii)  
d y
dx

dy
dx

dy
dx

3

3

3

3 2 0+ 





+ =

 (iii)   
d y
dx

y dy
dx

2

2 = −

 (iv) 
d y
dx

3

3 0=

 (v)    
d y
dx

y dy
dx

d y
dx

2

2

3

3

3
2

0+ + −






=
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 (vi) 2 22
2

− ′′( ) = ′′ + ′y y y

 (vii) 
dy
dx

y x dx
dy







+ = −
3

2.  பின்வருவனவற்றிற்கு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
ைகைக ைாணை.

 (i) y cx c c= + − 3  (ii) y c x c= −( )2

 (iii) xy c= 2  (iv) x y a2 2 2+ =

3.  x y r−( ) + −( ) =α β2 2 2 -ல α, β ஆகிய 
வற்கறை நீககி வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட 
அகமகை.

4.  ஆதி வழிச்்சலலும் அகனத்து மநர்மைாடடுத் 
்தாகுபபின் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட அகமகை.

5.  ் சவவை்லம்  4a ஆைவும், அச்சிகன x -அச்சிற்கு 
இகணயாைவும் ்ைாண்ட ்பரவகையத் 
்தாகுபபின் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட 
அகமகை.

6.  ஆதி வழிச் ்சலவதும், கமயம் y-அச்சின் மீது 
அகமயுமாறும் உள்ை வட்டக குடும்்பத்தின் 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்டக ைாணை.

7.  ஆதிகய குவியமாைவும், x அச்சிகன அச்சாைவும் 
்ைாண்ட ்பரவகையத் ்தாகுபபின் வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடக்டக ைாணை.

வகைக்ைழுச் சமன்பாட்டின தீர்வு (Solution of a 
Differential Equation)
 ்ைாடுகைப்பட்ட வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடிகன 
நிகறைவு ்சய்யுமாறு அகமயும் சார்நத மற்றும் சாரா 
மாறிைளுககிக்டமயயான வகைக்ைழுகைைற்றை 
்தா்டர்பு, அச்சமன்்பாடடின் தீர்வு ஆகும்.

 வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் தீர்விலுள்ை 
மாறைத்தகை மாறிலிைளின் எணணிககையானது 
அவவகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் வரிகசககுச் 
சமமாை இருகை மவணடும். அத்தீர்விகன 
சமன்்பாடடின் ்்பாதுத்தீர்வு (முழுகமத் தீர்வு) 
என்ம்பாம்.

4.2   மு்தல் வரிகச  மற்றும் மு்தல் ்டி வகைக்ைழுச் 
சமன்பாடுைள் (First order and first degree 
differential equations)

 வரிகச ஒன்று மற்றும் ்படி ஒன்றுக்டய 

வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடிகன  f x y dy
dx

, ,





= 0

என எழுத்லாம். இங்கு நாம் சி்ல வகை 
சமன்்பாடுைளின் தீர்வுைகைக ைாணம்பாம்.

4.2.1   ் ்பாதுததீர்வு மற்றும் சிைப்புத தீர்வு (General 
solution and particular solution)

 எநத ஒரு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடிற்கும் 
்்பாதுத்தீர்வு மற்றும் சிறைபபுத்தீர்வு  ைாண இயலும்.

4.2.2   மபாறிைள் பிரி்டககூடிய வகைக்ைழுச் சமன்பாடு 
(Differential Equation in which variables are 
separable)

 ஒரு சமன்்பாடடில அகனத்து x -ல அகமயும் 
உறுபபுைள் மற்றும் dx ஒரு புறைத்திலும், அகனத்து  y 
-ல அகமயும் உறுபபுைள் மற்றும் dy மறுபுறைத்திலும் 
அகமயுமாறு பிரிகைத்தகை வகையிலிருபபின், 
அகவைள் பிரி்ப்டககூடிய மாறிைள் என 
அகைகைப்படும். அத்தகைய சமன்்பாடடின்  
்்பாதுவடிவம்.

 f(x)dx = g(y)dy  (அல்லது )  f(x)dx + g(y)dy = 0

 மநரடியாை ்தாகையிடுவதன் மூ்லம் நாம் 
தீர்கவப ்்பறை்லாம்.

எடுததுகைபாட்டு 4.6
தீர்கை :  ( ) ( )x x dx y y dy2 21 3 0+ + + − + =

தீர்வு:  ( ) ( )x x dx y y dy2 21 3+ + + − + = 0

 இது, f x dx g y dy( ) ( )+ = 0 என்றை 
வடிவில உள்ைது.

 ்தாகையி்ட நாம் ்்பறுவது,

( ) ( )x x dx y y dy2 21 3+ + + − +∫∫  =  c

   x x x y y y
3 2 3 2

3 2 3 2
3+ +







+ − +






 =  c

எடுததுகைபாட்டு 4.7

         தீர்கை : 
dy
dx

e x ex y y= +− −2

தீர்வு :    
 

dy
dx

e x e e e e xx y y y x y= + = +− − − −2 2
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        = +( )−e e xy x 2

மாறிைகை பிரிகை நாம் ்்பறுவது, 
e dy e x dxy x= +( )2  

்தாகையி்ட நாம் ்்பறுவது, e dy e x dxy x= +( )∫∫ 2

                e e x cy x= + +
3

3
எடுததுகைபாட்டு 4.8
தீர்கை :      3 1 02e ydx e ydyx xtan ( )sec+ + = ,  

y 0
4

( ) = p

தீர்வு: 
3 1 2e ydx e ec y dyx xtan ( )s+ +  = 0

          3e y dxx tan = − +( )sec1 2e y dyx

    
3

1
e
e

dx
x

x+
 = − sec

tan

2 y
y

dy  

்தாகையி்ட நாம் 

்்பறுவது  3
1

e
e

dx
x

x+∫   =  − +∫ sec
tan

2 y
y

dy c  

       3 1log( )+ ex   = − +log tan logy c

 

′ ( )
( ) = ( )







∫

f x
f x

dx f xlog

log( ) log tan1 3+ +e yx  = log c           

log tan1
3

+( )





e yx  = log c

( ) tan1 3+ e yx   = c (1)

தரவு :  y 0
4

( ) = p
  (அதாவது)   x = 0 எனில y = p

4
 

 (1) ⇒  ( ) tan1
4

0 3+ e p
  = c

 2 13( )   = c

 ⇒  c = 8

மதகவயான தீர்வு   ( ) tan1 3+ e yx  = 8

எடுததுகைபாட்டு 4.9
தீர்கை :  sec tan sec tan2 2 0x ydx y xdy+ =

தீர்வு: 
மாறிைகை பிரிகை, நாம் ்்பறுவது

   
sec
tan

sec
tan

2 2x
x

dx y
y

dy+  = 0

்தாகையி்ட, நாம் ்்பறுவது

 
sec
tan

sec
tan

2 2x
x

dx y
y

dy∫ ∫+  = c

        log tan log tanx y+   = log c

         log(tan tan )x y  = log c

        tan tanx y  = c

எடுததுகைபாட்டு 4.10
தீர்கை : ydx xdy x y e dxx− − =3 02 2 3

தீர்வு: 
 ்ைாடுகைப்பட்ட சமன்்பாடக்ட 
ydx xdy

y
x e dxx−

− =2
23 0

3
 என எழுத்லாம்.

்தாகையி்ட,  
ydx xdy

y
x e dxx−

−∫ ∫2
23

3
 = c

d x
y

e dtt





−∫ ∫ = c (இங்கு t x= 3   மற்றும் 

dt x dx= 3 2  )

 
x
y

et−  = c

 
x
y

ex−
3

 = c

எடுததுகைபாட்டு 4.11

தீர்கை : x y dx
dy

a x dx
dy

− = +






2

தீர்வு:  
 x y dx

dy
−  = a x dx

dy
2 +







 

 x y dx
dy

−  = ax a dx
dy

2 +  

 x ax− 2  = a dx
dy

y dx
dy

+  

 x ax1 −( )  = ( )a y dx
dy

+
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மாறிைகை பிரிகை, நாம் ்்பறுவது
              

dx
x ax( )1 −

 = 
dy

a y+
 

 
a
ax x

dx
1

1
−

+





 = 
dy

a y+
 

்தாகையி்ட,  
a
ax x

dx
1

1
−

+



∫  =   

dy
a y+∫  

− −( ) +log log1 ax x  =   log( ) logca y+ +  

 log x
ax1 −







 = log c a y+( )( )  

        
x
ax1 −







 = c a y( )+  

 x  = ( )( )1 − +ax a y c   என்்பது மதகவயான 
தீர்வாகும்.

எடுததுகைபாட்டு 4.12
 x கையுகறைைகை தயாரிபபு ்சய்வதற்ைான 
இறுதிநிக்லச் ்ச்லவுச்சார்பு 6 10 6 2+ −x x . ஒரு 
ம�ாடி கையுகறைைகை உற்்பத்தி ்சய்ய ஆகும் 
்மாத்த ்ச்லவு `100 எனில, ்மாத்த ்ச்லவுச் சார்பு 
மற்றும் சராசரி ்ச்லவுச்சார்பு ஆகியவற்கறை ைாணை. 

தீர்வு: 
   MC = 6 10 6 2+ −x x

அதாவது, 
dC
dx

 = 6 10 6 2+ −x x

  dC = ( )6 10 6 2+ −x x dx

  dC∫  = ( )6 10 6 2+ − +∫ x x dx k  

  C = 6 10
2

6
3

2 3

x x x k+ − +

  C = 6 5 22 3x x x k+ − +  (1)

்ைாடுகைப்பட்டது :      x = 2  எனில C = 100

     ∴     (1) ⇒         100 =  12 5 4 2 8+ − +( ) ( ) k  

          ⇒               k =   84

  ∴     (1)    ⇒   C x( )  =  6 5 2 842 3x x x+ − +  

சராசரி ்ச்லவுச் சார்பு: AC  = 
C
x

 = 6 5 2 842+ − +x x
x

 

எடுததுகைபாட்டு 4.13
 ஒரு வகைவகரயின் மீதுள்ை ஏமதனும் ஒரு 
புள்ளி (x,y)-இல வகரயப்படும் ்சங்மைாடு (1,0) 
என்றை புள்ளி வழிமயச் ்சலகிறைது. வகைவகர 
(1,2) என்றை புள்ளி வழியாைச் ்சலலுமாயின், 
இதகன வகைக்ைழு சமன்்பாடடு வடிவில மாற்றி, 
வகைவகரயின் சமன்்பாடக்டக ைாணை.

தீர்வு:
 P x y,( )  என்றை ஏமதனும் ஒரு புள்ளியில 
வகைவகரககு வகரயப்பட்ட ்சங்மைாடடின் 

சாய்வு = − dx
dy

 Q, (1,0) என்ை.
∴  ்சங்மைாடு PQ -ன் சாய்வு  = y y

x x
2 1

2 1

−
−

           அதாவது, 
y
x

−
−

0
1

  = 
y

x −1
  

∴        − =
−

⇒ =
−

dx
dy

y
x

dx
dy

y
x1 1

  

    அதாவது, ( )1 − x dx  =  ydy

                   1 −( )∫ x dx  = ydy c∫ +  

 x x−
2

2
 = 

y c
2

2
+  (1)

இது (1, 2) வழிச் ்சலகிறைது.

  1 1
2

−    = 
4
2

+ c  

  c = −1
2

2  = − 3
2

 

  c  = 
−3
2

 என (1) -ல 
பிரதியி்ட,

  x x−
2

2
 = 

y2

2
3
2

−  

  2 2x x−  = y2 3−  

      ⇒   y2   = 2 32x x− +
என்்பது வகைவகரயின் சமன்்பா்டாகும்.

எடுததுகைபாட்டு 4.14
  `2000 என்றை ்தாகைககு ்தா்டர்ச்சி 
கூடடுவடடி ைணககி்டப்படுகிறைது. வடடிவீதம் 
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ஆண்்டான்றுககு 5% இருபபின், அத்்தாகை 
எத்தகன ஆணடுைளில ஆரம்்பத் ்தாகைகயப 
ம்பால இரும்டங்ைாகும்?  (log . )e 2 0 6931=  

தீர்வு:
  ‘t’ மநரத்தில மூ்லதனம் P என்ை.

        
dP
dt

P P= =5
100

0 05.

                      ⇒  
dP
P∫  = 0 05. dt c+∫  

  loge P  = 0 05. t c+  

  P = e et c0 05.

  P = c e t
1

0 05.   (1)

                  t = 0  எனில  P = 2000 

                    ⇒  c1  = 2000

 ∴  (1)       ⇒  P = 2000 0 05e t.

P  =  4000  எனும் ம்பாது t-ஐ ைாணமவணடும்.

       (2) ⇒  4000 = 2,000e0.05t

  2 = e t0 05.

  0.05t = log2

t  =  
0 6931

0 05
.

.
 = 14 ஆணடுைள் (மதாராயமாை).

்யிற்சி 4.2

1. தீர்கை:  (i) 
dy
dx

ae y=   (ii)  
1
1

2+
+

=x
y

xy dy
dx

2. தீர்கை :  y x x dy
dx

( )1 0− − =

3. தீர்கை:  (i) ydx xdy− = 0

  (ii) 
dy
dx

e yex x+ + = 0

4. தீர்கை:  cos ( cos ) sin ( sin )x y dx y x dy1 1 0+ − + =

         cos ( cos ) sin ( sin )x y dx y x dy1 1 0+ − + =

5. தீர்கை:   ( ) ( )1 1 0− − + =x dy y dx

6. தீர்கை: (i) 
dy
dx

y x= sin2

  (ii) log dy
dx

ax by





= +

7.  ஆதி வழிச்்சலலும் வகைவகரயின் மீதுள்ை 
ஏமதனும் ஒரு புள்ளி P x y( , ) யி்டத்து சாய்வு 
x a
y b

−
−

 எனில, அவவகைவகரகயக ைாணை.

4.2.3   சம்டித்தபான வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள் 
(Homogeneous Differential Equations)

 f x y( , )  மற்றும் g(x, y) என்்பன ஒவ்வான்றும் 
x, y -இல அகமநத ஒமர ்படியுள்ை சம்படித்தான 

சார்புை்ைனில dy
dx

f x y
g x y

=
( , )
( , )

 என்்பது ஒரு சம்படித்தான

வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு ஆகும். (அல்லது) சம்படித்தான 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட

 
dy
dx

F y
x

= 





 என எழுத்லாம்.

வரிகச ஒனறு உகடய சம்டித்தபான வகைக்ைழுச் 
சமன்பாட்கட தீர்ககும் முகை (Method of solving  first  
order Homogeneous differential equation)
(i)  f x y,( ) மற்றும் g x y,( ) என்்பன ஒவ்வான்றும்

ஒமர ்படியுள்ை சம்படித்தான சார்புைைா 
எனச்மசாதிகை. 

 அதாவது, dy
dx

F y
x

= 





(ii)  y = vx  மற்றும்  
dy
dx

v x dv
dx

= +   எனப பிரதியிடுை.

சி்ல மநரங்ைளில, சம்படித்தான வகைக்ைழு 

சமன்்பாடக்ட dx
dy

F x
y

=






 ...  (1) 

என்றைவாறு எடுத்து எளிதாை தீர்கை்லாம்.
 இநத முகறையில x = vy மற்றும் 
dx
dy

v x dv
dy

= +  என (1) -இல பிரதியி்ட, 

வரிகச ஒன்று உக்டய சம்படித்தான 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு மாறிைகை 
பிரிகைககூடிய சமன்்பா்டாை மாறிவிடும். 
்தாகையீடுதலுககுப பிறைகு v = 

x
y

எனப 
பிரதியிடடு தீர்கவக ைாண்லாம்.

குறிப்பு
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(iii)  சம்படித்தான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 

v x dv
dx

F v+ = ( )  என உருமாற்றைம் ்்பறும். 

(iv)  மாறிைகைப பிரிகை, கிக்டப்பது 

x dv
dx

F v v= ( ) −   ⇒   
dv

F v v
dx
x( ) −

=  

ஆகும்.

(v)  ் தாகையிடுதலுககுப பிறைகு v மற்றும் x -ல 
சமன்்பாடு அகமயும்.

(vi) v -ஐ y
x

 என்று மாற்றி தீர்கவக ைாண்லாம்.

எடுததுகைபாட்டு 4.15
 வகைக்ைழு சமன்்பாடக்டத் தீர்கை 
y dx xy x dy2 2 0+ + =( )

தீர்வு 
 y dx xy x dy2 2+ +( )  = 0

   ( )xy x dy+ 2  = − y dx2  

   
dy
dx

 = 
−
+
y

xy x

2

2   (1)

 இது ஒமர ்படியுள்ை x, y-இல அகமநத 
சம்படித்தான வகைக்ைழு சமன்்பா்டாகும்.

y vx=  மற்றும் dy
dx

v x dv
dx

= +  என பிரதியி்ட,

 ∴ (1) ஆனது

  v x dv
dx

+  = 
−

+
v x

x vx x

2 2

2  

       = 
−

+
v

v

2

1

  x dv
dx

 = 
−

+
−v

v
v

2

1
 

   = 
− − −

+
v v v

v

2 2

1
 

  x dv
dx

 = 
− +( )

+

v v

v

2

1

2

 

மாறிைகை பிரிகைக கிக்டப்பது,

 
1
1 2

+
+( )

v
v v

dv   = 
−dx

x
 

 
1 2

1 2
+( ) −

+( )
v v

v v
dv   = 

−dx
x

 1 1 2+ = + −( )v v v  

 
1 1

1 2v v
dv−

+
  = 

−dx
x

இருபுறைமும் ்தாகையி்ட, நாம் ்்பறுவது

 
1 1

1 2v v
dv−

+




∫  = −∫ dx

x
 

log logv v− +( )1
2

1 2  = − +log logx c  

 log v
v1 2+







  = log c
x







 

  
v

v1 2+
  = 

c
x

 

v = 
y
x

 என பிரதியி்ட,

  

y
x

y
x

1 2+
  = 

c
x

 

  
y x
x y+ 2

  = c

  
y x

x y

2

2+
  = k

  இங்கு    k     = c2

எடுததுகைபாட்டு 4.16
 வகைக்ைழு சமன்்பாடக்டத் தீர்கை :  
dy
dx

x y
x y

= −
+

.

தீர்வு:
 

dy
dx

x y
x y

= −
+

    (1)

 இது ஒரு சம்படித்தான வகைக்ைழு 
சமன்்பா்டாகும். 

y vx=  மற்றும் 
dy
dx

v x dv
dx

= +  என பிரதியி்ட,

∴ (1) ⇒  v x dv
dx

+   = 
x vx
x vx

−
+

  = 
1
1

−
+

v
v
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                                x dv
dx

 = 
1
1

−
+

−v
v

v        

   = 
1 2

1

2− −
+
v v

v

       
1

2 12
+

+ −
v

v v
dv  = 

−dx
x

 

இருபுறைமும் 2 ஆல்்பருகை,

     
2 2

2 12
+

+ −
v

v v
dv   = −2 dx

x
 

்தாகையி்ட

  
2 2

2 12
+

+ −∫ v
v v

dv  = − ∫2 dx
x

 

  log( )v v2 2 1+ −  = − +2 log logx c  

             v v2 2 1+ −   = 
c

x2  

  x v v2 2 2 1( )+ −  = c

  v  = 
y
x

 என்்பதால

     x y
x

y
x

2
2

2
2 1+ −









  = c

 ∴ y xy x2 22+ −   = c  என்்பது தீர்வாகும்.

1
22

+
+∫ v

v v
dv -ஐ ்பகுதி பின்னமாககுதல 

முகறையில ்தாகையி்ட்லாம்.

குறிப்பு

எடுததுகைபாட்டு 4.17

  x y= =1 1,   எனும் ம்பாது x dy y x y dx2 0+ +( ) = 

x dy y x y dx2 0+ +( ) = என்றை வகைக்ைழு சமன்்பாடடின் 
சிறைபபுத் தீர்கவக ைாணை.

தீர்வு 
x dy y x y dx2 + +( )   = 0

   x dy2  = − +( )y x y dx  

   
dy
dx

 = 
− +( )xy y

x

2

2   (1)

y vx=     மற்றும்         
dy
dx

v x dv
dx

= +   என (1)-இல 
பிரதியி்ட,

     v x dv
dx

+  = 
− +( )x vx v x

x

2 2

2  

    = − +( )v v2

            x dv
dx

 = − − −v v v2  

    = − +( )v v2 2

மாறிைகை பிரிகை கிக்டப்பது,

      
dv

v v2 2+
 = 

−dx
x

 

    
dv

v v +( )2
 = 

−dx
x

       
1
2

2
2

v v
v v

dv
+( ) −

+( )








  = 

−dx
x

     
1
2

1 1
2v v

dv−
+





∫  = −∫ dx

x
 

1
2

2log logv v− +( )  = − +log logx c  

         
1
2 2

log v
v +

 = log c
x

 

  ⇒  
v

v + 2
 = 

c
x

2

2  

 v y
x

=   எனப பிரதியி்ட,

           
y

x y
x

+





2
   = 

k
x2   இங்கு c k2 =  

   
y x

y x

2

2+
 = k  (2)

 x = 1  மற்றும்     = 1y  எனில,

 ∴ (2)  ⇒   k = 
1

1 2+
 

   k = 
1
3

 ∴   3 22x y x y= +  என்்பது தீர்வாகும்.
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எடுததுகைபாட்டு 4.18
 x ைா்லணிைள் தயாரிப்பதற்ைான இறுதிநிக்லச் 
்ச்லவு ( ) ( )3 02 2xy y dx x xy dy+ + + =  மற்றும் 
ஒரு ம�ாடி ைா்லணிைள் தயாரிப்பதற்ைான ்மாத்த 
்ச்லவு ` 12 எனில, ்மாத்த ்ச்லவுச் சார்க்பக 
ைாணை.

தீர்வு:
 இறுதிநிக்லச் ்ச்லவுச் சார்பு : 
( ) ( )x xy dy xy y dx2 23 0+ + + =

 
dy
dx

xy y

x xy
= − +

+

( )3
2

2

 (1)

y vx=   மற்றும் 
dy
dx

v x dv
dx

= +   என (1) –ல 
பிரதியி்ட,

      v x dv
dx

+  = 
− +

+

( )3 2 2

2

x vx v x

x x vx
 

   = 
− +

+
( )3
1

2v v
v

இப்்பாழுது, x dv
dx

 = 
− −

+
−3

1

2v v
v

v  

   = 
− − − −

+
3

1

2 2v v v v
v

             x dv
dx

 = 
− −

+
4 2 2

1
v v

v
 

 
1

4 2 2
+

+

v

v v
dv  = 

−dx
x

 

்தாகையி்ட,

 
1

4 2 2
+

+
∫

v

v v
dv  = −∫

dx
x

 

இருபுறைமும் 4 -ஆல ்்பருககி்ட,

 
4 4

4 2 2
+

+
∫

v

v v
dv  = − ∫4 dx

x
 

     log ( )4 2 2v v+  = − +4 log logx c  

       4 2 2v v+  = 
c

x4  

       x v v4 24 2( )+  = c

           v = 
y
x

 என பிரதியி்ட,

x y
x

y

x
4 4 2

2

2+










 = c

x
xy y

x
4 4 2 2

2
+











 = c

                               c = 2 22 2x xy y( )+  (2)

 ஒரு ம�ாடி ைா்லணிைகை தயாரிப்பதற்ைான 
்ச்லவு = ` 12.

 x  =  2  ம ற் று ம்  y  =  1 2  எ னி ல  c 
= +[ ] =8 48 144 1536

்ச்லவுச் சார்பு :  x xy y2 22( )+   =   768.

எடுததுகைபாட்டு 4.19

 
dy
dq

q y
q y

= +2 23
2

 என்றை  இறுதிநிக்ல 

சமன்்பாடடில வருவாய் ‘y’ மற்றும் ்வளியீடு q என 
்ைாடுகைப்படடுள்ைன. ்வளியீடு 1 அ்லகு இருககும் 
்்பாழுது வருவாய் ` 5 எனில, ்மாத்த வருவாய்ச் 
சார்க்பக ைாணை.

தீர்வு:
              MR dy

dq
=   = 

q y
q y

2 23
2
+

  (1)

y vq=   மற்றும் 
dy
dq

v q dv
dq

= +   என (1) -இல 
பிரதியி்ட,

(1) ⇒   v q dv
dq

+  = 
q v q

q vq

2 2 23
2
+

 

    = 
1 3

2

2+ v
v

          q dv
dq

 = 
1 3

2

2+ −v
v

v  

    = 
1 3 2

2

2 2+ −v v
v

    = 
1

2

2+ v
v

   
2

1 2

v

v
dv

+
 = 

dq
q
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 ்தாகையி்ட,

   
2

1 2

v

v
dv

+
∫  = 

dq
q∫  

           log ( )1 2+ v  = log logq c+  

   1 2+ v  = cq

    v = 
y
q

 என  பிரதியி்ட,

   1
2

2
+ y

q
 = cq 

   q y2 2+  = c q3  (2)

 ்வளியீடு 1  அ்லகு இருககும் ்்பாழுது 
வருவாய் ` 5 எனில
 1 25 26+ = ⇒ =c c  (2) லிருநது

 ∴ + =q y q2 2 326  என்்பது ்மாத்த 
வருவாய் சார்பு ஆகும்.

்யிற்சி 4.3

 கீழவரும் சம்படித்தான வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடுைகைத் தீர்கை.

1.  x dy
dx

x y= +  2. ( )x y dy
dx

x y− = + 3

3. x dy
dx

y x y− = +2 2

4.    
dy
dx

x y
x y

= −
−

3 2
2 3

5.  ( ) ( )y xy dx x xy dy2 22 2− = −   

6.  ஒரு வகைவகரயில உள்ை ஏமதனும் ஒரு புள்ளி 
(x,y) இ்டத்து அகமயககூடிய ்தாடுமைாடடின் 
சாய்வு ( ) ( )y yx dx xy x dy3 2 2 32 2 0− + − =  
ஆகும். மமலும் இநத வகைவகரயானது (1,2) 
புள்ளி வழிச் ்சலகிறைது எனில, வகைவகரயின் 
சமன்்பாடக்டக  ைாணை.

7.  மின்சார சாதனங்ைகை உற்்பத்தி ்சய்யும் 
நிறுவனம் வீடடு  ்பயன்்பாடடிற்ைான மின்        
மாற்றிைகை (switches) தயாரிககின்றைது. 
இதற்ைான இறுதி நிக்ல வருவாய் சார்பு 
( )x y dy xydx2 2+ =  என அநத நிறுவனம் 
மதிபபீடு ் சய்கிறைது (இங்கு x என்்பது அ்லகுைளின் 
எணணிககை (ஆயிரங்ைளில)) எனில, ்மாத்த 
வருவாய் சார்க்ப ைாணை.

4.2.4   வரிகச ஒனறுகடய நேரிய வகைக்ைழுச் 
சமன்பாடுைள் (Linear differential equations of 
first order)

 வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடில உள்ை சார்நத 
மாறி மற்றும் அதன் வகைக்ைழுகைளின் ்படி 
ஒன்று மற்றும் இவவிரணடின் ்்பருகைல ்ப்லன் 
இல்லாமலும் இருககுமாயின் அச்சமன்்பாடு மநரிய 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு எனப்படும்.
 முதல வரிகச மநரிய வகைக்ைழுச் 

சாமன்்பாடடின் ்்பாதுவடிவம் dy
dx

Py Q+ =  ....(1)

 இங்கு P மற்றும் Q ஆகியகவ x இன் சார்புைள் 
மடடுமம. சமன்்பாடு (1) ஆனது y -இல மநரியச் 
சமன்்பா்டாகும். 

 இதன் தீர்வானது ye Qe dx cpdx pdx∫ = ∫ +∫  

என அகமயும் இங்கு e pdx∫  என்்பது ்தாகையீடடுக 
ைாரணி (Integrating factor) எனப்படும். மமலும், 
இதகன ்தா.ைா (I.F) எனச் சுருகைமாை குறிப்பர். 

வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு dx
dy

Px Q+ = (x இல 

மநரியது) இல P மற்றும் Q ஆகியகவ y இன் 
சார்புைள் மடடுமம. இதன் தீர்வானது 

xe Qe dy cpdy pdy∫ = ∫ +∫  என அகமயும்.

குறிப்பு

எடுததுகைபாட்டு 4.20

 தீர்கை :     
dy
dx

y
x

x+ = 3   

தீர்வு:  
    

dy
dx x

y x+ =1 3

இது 
dy
dx

Py+  =Q என்றை வடிவில உள்ைது.

இங்கு P
x

Q x= =1 3,

           Pdx∫  = 
1
x

dx x=∫ log

       I.F = e e xpdx x∫ = =log

மதகவயான தீர்வு :
        y I F.( )  = Q I F dx c.( ) +∫  

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 4.indd   96 3/5/2020   11:28:21 AM



97வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

  yx = x x dx c3. +∫
      = x dx c4 +∫
   = 

x c
5

5
+  

 ∴  yx = 
x c

5

5
+

மநரிய வகைக்ைழுச் சமன்்பா்டானது 
எப்்பாழுதும் முதல வரிகசகய ்்பற்றிருககும். 
ஆனால எல்லா முதல வரிகச வகைக்ைழுச் 

சமன்்பாடும் மநரியதாை இருகைமவணடிய 
அவசியமிலக்ல.

d y
dx

dy
dx

y
2

2
23 2 0− + =  

என்்பது மநரியதாை இலக்ல.

எடுததுகைபாட்டு 4.21
  தீர்கை :   cos tan2 x dy

dx
y x+ =  

தீர்வு: 
்ைாடுகைப்பட்ட சமன்்பாடக்ட 

dy
dx x

y+ 1
2cos

=
tan
cos

x
x2  என எழுத்லாம்.

அதாவது,  dy
dx

y x+ sec2  = tan secx x2  

இது  
dy
dx

Py+ = Q என்றை வடிவில உள்ைது.

இங்கு  P = sec ,2 x Q  = tan secx x2

      Pdx∫  = sec tan2 x dx x=∫
            I.F = e epdx x∫ = tan

மதகவயான தீர்வு : 

   y I F.( )  = Q I F dx c.( ) +∫  

     ye xtan  = tan sec tanx x e dx cx2 +∫  

        tan x = t என்ை.

 sec2 xdx  = dt

 ∴ ye xtan  = te dt ct +∫  

                  = td e ct( ) +∫
  = te e ct t− +

  = tan tan tanx e e cx x− +

 ye xtan  = e x cxtan tan −( ) +1

எடுததுகைபாட்டு 4.22

 தீர்கை :     x dy
dx

xy x2 21 2 4+( ) + =
தீர்வு: 
 ்ைாடுகைப்பட்ட சமன்்பாடக்ட

 
dy
dx

x
x

y+
+

2
12 = 

4
1

2

2
x

x +
 என்றைவாறு மாற்றி 

அகமகை்லாம்.

 இது 
dy
dx

Py+  =   Q என்றை வடிவில உள்ைது.

 இங்கு   P x
x

Q x
x

=
+

=
+

2
1

4
12

2

2,

Pdx x
x

dx∫ ∫=
+

2
12  = log( )x2 1+  

I.F = ∫ = = ++( )e e xpdx xlog 2 1 2 1

மதகவயான தீர்வு:
           y I F( . )   = Q I F dx c.( ) +∫   

       y x( )2 1+    =  
4

1
1

2

2
2x

x
x dx c

+
+( ) +∫

       y x( )2 1+   = 
4

3

3x c+  

எடுததுகைபாட்டு 4.23

 தீர்கை :  
dy
dx

y x x− =3 2cot sin ,  இங்கு  

x = p
2

 எனில, y = 2

தீர்வு: 
 

dy
dx

x y x− ( ) =3 2cot . sin

இது 
dy
dx

Py+  =  Q என்றை வடிவில உள்ைது.
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 இங்கு P x Q x= − =3 2cot , sin  
  

Pdx xdx x x
x

= − = − = − =∫∫ 3 3 13
3cot log sin log sin log

sin

       
Pdx xdx x x

x
= − = − = − =∫∫ 3 3 13

3cot log sin log sin log
sin

I.F. = =e
x

x
log

sin

sin

1
3 1

3
 

மதகவயான தீர்வு :    y I F Q I F dx c( . ) ( . )= +∫
 y

x
1

3sin
 = sin

sin
2 1

3x
x

dx c∫ +

 y
x

1
3sin

 = 2 1
3sin cos

sin
x x

x
dx c× +∫

 =  2 1
sin

cos
sinx

x
x

dx c× +∫
 =  2 cos cotecx xdx c+∫
 y

x
1

3sin
 = − +2cosecx c  (1)

 x = p
2

மற்றும் y = 2 எனில,

(1) ⇒  2 1
1







 = − × + ⇒ =2 1 4c c

∴  (1) ⇒  y
x

1
3sin

 = − +2 4cosecx

எடுததுகைபாட்டு 4.24
 ஒரு நிறுவனம் ஒன்றில குறிபபிட்ட x ்டன்ைள் 

்்பாருகை தயாரிப்பதற்கு ஆகும் ் ச்லவு C -ஐ  x dC
dx

=
3
x

C−  எனும் சமன்்பாடடினால குறித்தால x  = 1 

மற்றும் C  =  2   எனில, C  மற்றும் x 
ஆகியவற்றிற்கிக்டமயயான ்தா்டர்க்பக ைாணை.

தீர்வு: 
         x dC

dx
 = 

3
x

C−  

            
dC
dx

 = 
3

2x
C
x

−  

  
dC
dx

C
x

+  = 
3

2x
 

அதாவது,      dC
dx x

C+ 1
 =    

3
2x

 

இது 
dC
dx

PC+  =   Q என்றை வடிவில உள்ைது.

இங்கு, P
x

Q
x

= =1 3
2,

Pdx∫  = 
1
x

dx∫  = log x

                I.F  = e e xpdx x∫ = =log

தீர்வு : C(I.F) = Q I F dx k∫ ( ) +. , இங்கு k ஒரு மாறிலி

               Cx = 
3

2x
xdx k+∫

    = 3 1
x

dx k+∫
               Cx = 3log x k+  (1)

x = 1  மற்றும் C = 2 எனில, k = 2 ஆகும்.

∴ C மற்றும் x -கைான ்தா்டர்பு : Cx = 3 2log x +

்யிற்சி 4.4

பின்வருவனவற்கறை தீர்கை:

1. 
dy
dx

y
x

x− =

2. 
dy
dx

y x x x+ =cos sin cos

3. x dy
dx

y x+ =2 4

4. 
dy
dx

x
x

y x
x

+
+

= +
+

3
1

1
1

2

3

2

3

5. 
dy
dx

y
x

xex+ =

6. 
dy
dx

y x x+ =tan cos3

7.  
dy
dx

y x x+ =2 tan sin  மற்றும் x = p
3

 எனில 
y = 0 எனும் நிக்லயில y-ஐ x-இன் வாயி்லாை 
எழுதுை. 

8. 
dy
dx

y
x

xex+ =
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9.  ஒரு வங்கியானது ் தா்டர் கூடடுவடடிமுகறையில 
வடடிகயக ைணககிடுகிறைது. அதாவது 
வடடிவீதத்கத அநதநத மநரத்தில அசலின் 
மாறுவீதத்தில ைணககிடுகிறைது. வரு்டத்திற்கு 
8% ்தா்டர் கூடடு வீதத்தில ` 1,00,000 
்தாகைகய அவவங்கியில ஒருவர் முதலீடு 
்சய்தால 10  வரு்டங்ைளுககு பின்னர் அவர் 
எவவைவு ்தாகைகயப ்்பறுவார்?

4.3   மபாறிலிைகைக ்ைழுகைைபாைக ்ைபாணட 
இரணடபாம் வரிகச நேரிய வகைக்ைழுச் 
சமன்பாடுைள் (Second Order first degree  
differential equations with constant coefficients)

4.3.1   மபாறிலிைகைக ்ைழுகைைபாைக ்ைபாணட 
இரணடபாம் வரிகச நேரிய வகைக்ைழுச் 
சமன்பாட்டின ்்பாது வடிவம் (A general 
second order linear differential equation with 
constant coefficients) 

a d y
dx

b dy
dx

cy f x
2

2 + + = ( )

a D y b Dy cy f x2 + + = ( ),   

இங்கு d
dx

D d
dx

D= =,
2

2
2

 அதாவது,       f D y f x( ) = ( )  (1)

 இங்கு   f D aD bD c( ) = + +2 (a,b மற்றும்  
c மாறிலிைள்)

 சமன்்பாடு (1) -ஐ தீர்கை, முதலில நாம் 
f D y( ) = 0  என்றை சமன்்பாடக்டத் தீர்கை 
மவணடும். இத்தீர்வானது நிரபபுச் சார்பு (C.F) 
எனப்படும். 

  அடுத்ததாை f x( ) ன் மீது 1
f D( )

 ்சயல்படுத்தும் 

ம்பாது கிக்டககும் தீர்வானது சிறைபபுச் ்தாகை (P.I) 
என அகைகைப்படுகிறைது.   

      ∴  PI
D

f x= ( ) ( )1
f

 ்்பாதுத் தீர்வு :  y C F P I= +. . நிரபபுச் சார்பு (C.F)  + 
சிறைபபுச் ்தாகை (P.I)

வகை  1 : f(x) = 0

   அதாவது, f D y( ) = 0

 இதகன தீர்கை, f D( ) = 0  

 D ககு ்பதி்லாை m -ஐ பிரதியிடுை, 
இச்சமன்்பாடக்ட துகணச் சமன்்பாடு என்கிமறைாம்.
f m( ) = 0 என்்பது ஒரு இரு்படிச் சமன்்பா்டாகும். 
எனமவ இதற்கு m1  மற்றும் m2  என்றை இரு தீர்வுைள் 
உள்ைன.
 இவவகைத் தீர்வுைள் பின்வரும் நிக்லயில 
அகமயும்.

வ. எண தீர்வுைளின ்தனகம நிரப்புச் சபார்பு

1.
்மய் மற்றும் 
்வவமவறைானகவ  
( )m m1 2≠

Ae Bem x m x1 2+

2.
்மய் மற்றும் 
சமமானகவ 
m m m1 2= =  என்ை

( )Ax B emx+

3. ை்லப்்பணைள்
( )α β± i

e A x B xxα β β( cos sin )+
e A x B xxα β β( cos sin )+

  இங்கு A மற்றும் B என்்பன ஏமதனும் 
இருமாறிலிைைாகும்.

எடுததுகைபாட்டு 4.25
 தீர்கை :  ( )D D y2 3 4 0− − =  
தீர்வு:  
 ( )D D y2 3 4− −  = 0

 துகணச் சமன்்பாடு : 
 m m2 3 4− −  =  0

  ⇒  m m−( ) +( )4 1  = 0

 m = −1 4,
மூ்லங்ைள் ்மய் மற்றும் ்வவமவறைானகவ.
 ∴ நிரபபுச் சார்பு :  CF =  Ae Bex x− + 4

 ்்பாதுத் தீர்வு :   y = Ae Bex x− + 4

எடுததுகைபாட்டு 4.26
 தீர்கை : 9 12 4 0′′ − ′ + =y y y
தீர்வு: 
 9 12 42D D y− +( )   =   0

 துகணச் சமன்்பாடு : 
 3 2 2m −( )    =   0   
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 3 2 3 2m m−( ) −( )  = 0   ⇒ =m 2
3

2
3

,  

மூ்லங்ைள் ்மய் மற்றும் சமம்
    நிரபபுச் சார்பு : C.F  = Ax B e

x
+( )

2
3

     ்்பாதுத் தீர்வு : y   =  Ax B e
x

+( )
2
3

எடுததுகைபாட்டு 4.27

 தீர்கை :  d y
dx

dy
dx

y
2

2 4 5 0− + =

தீர்வு:  
     

d y
dx

dy
dx

y
2

2 4 5− +  =  0

                D D y2 4 5− +( )  = 0

துகணச் சமன்்பாடு : 
 m m2 4 5− +  = 0

 ⇒ −( ) − +m 2 4 52
 = 0

                      m −( )2 2
 = –1

                                    m − 2  = ± −1  

m = 2± i , α β± i  என்றை வடிவில உள்ைது.

           ∴ C.F =   e A x B xx2 cos sin+ 

்்பாதுத் தீர்வு  : y = e A x B xx2 cos sin+ 

எடுததுகைபாட்டு 4.28

  தீர்கை : d x
dt

dx
dt

x
2

2 3 2 0− + = . இங்கு t = 0  

எனில = 0x மற்றும் dx
dt

= 1 .

தீர்வு:
 

d x
dt

dx
dt

x
2

2 3 2− +  = 0

 ( )D D x2 3 2− +  = 0  இங்கு D d
dt

=  

மற்றும் D d
dt

2
2

2=  

துகணச் சமன்்பாடு : m m2 3 2− + =  0

  ( )( )m m− −1 2   =  0

                            m =  1, 2

 நிரபபுச் சார்பு :          C.F = Ae Bet t+ 2

  ்்பாதுத் தீர்வு : x = Ae Bet t+ 2  (1)

  t = 0 மற்றும்  x  = 0 எனில,
 (1) ⇒    0 = A B+  (2)

 (1) -ல t-ஐ ்்பாறுத்து வகைக ைாண,

  
dx
dt

 = Ae Bet t+ 2 2  

 t=0 மற்றும்  
dx
dt

 = 1 எனில,

  A B+ 2  = 1 (3)

A B+ = 0   மற்றும் + =2 1A B -ஐ தீர்கை, நாம் 
்்பறுவது A = –1, B = 1 ஆகும்.

 ∴  (1) ⇒    x = –et+e2t

      = e2t–et

வகை II : ( ) axf x e= அதாவது, (D) y eaxφ =

           P.I =   
1

f D
eax

( )   

 D = a  எனும்்்பாழுது  f D( ) ≠ 0  எனில D 
ககு ்பதி்லாை  a கய பிரதியி்டவும். 

 D = a  எனும்்்பாழுது  f D( ) = 0  எனில,

                    P.I =  x
D

eax1
′ ( )f

 D = a  எனும்்்பாழுது  ′ ( ) ≠f D 0  எனில 
Dககு ்பதி்லாை a-ஐப பிரதியி்டவும்.

 D = a எனும்்்பாழுது ′ ( ) =f D 0  எனில

           P.I = x
D

eax2 1
′′ ( )f

 
இவவாறைாை ்தா்டர்லாம்.

எடுததுகைபாட்டு 4.29
   தீர்கை : D D y e x2 34 1− −( ) = −

தீர்வு: 
  D D y e x2 34 1− −( ) = −

துகணச் சமன்்பாடு :
 m m2 4 1− −  = 0

 m −( ) − −2 4 12
 = 0

              m −( )2 2
 = 5

                  m − 2  = ± 5  
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101வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

                        m = 2 5±  

                        C.F = Ae Bex x2 5 2 5+( ) −( )+

                        PI = 
1

f D
f x( ) ( )

        = 
1
4 12

3

D D
e x

− −
−

  = 
1

3 4 3 12
3

−( ) − −( ) −
−e x  

   (D ககு ்பதி்லாை –3ஐ பிரதியி்ட)

  = 
1

9 12 1
3

+ −
−e x

  = 
e x−3

20
     ்்பாதுத் தீர்வு : y = C.F+P.I

                           = Ae Be ex x
x

2 5 2 5
3

20
+( ) −( ) −

+ +

எடுததுகைபாட்டு 4.30

  தீர்கை: D D y e ex x2 22 1− +( ) = +

தீர்வு: 
              D D y2 2 1− +( )  = e ex x2 +

துகணச் சமன்்பாடு :
 m m2 2 1− +  = 0
 ⇒ m m−( ) −( )1 1  = 0
                 m = 1, 1

              C.F = Ax B ex+( )
                PI = 

1 1
2 12

2

f D
f x

D D
e ex x

( ) ( ) =
− +

+( )

                        

1 1
2 12

2

f D
f x

D D
e ex x

( ) ( ) =
− +

+( )
          இங்கு, P I. 1  = 

1
2 12

2

D D
e x

− +

                                        =  
1

4 4 1
2

− +
e x  (Dககு   

    ்பதி்லாை 2 ஐ பிரதியி்ட)

    = e x2

         மற்றும் P I. 2  = 
1
2 12D D

ex

− +

    =     
1

1 2D
ex

−( )
 D ககு  1-ஐ பிரதியி்ட     D −( ) =1 02

 

 ∴   P I. 2  =    x
D

ex. 1
2 1−( )

 D ககு ்பதி்லாை  1-ஐ பிரதியி்ட,   2(D–1) = 0

  ∴  P I. 2  = x ex2 1
2

  ்்பாதுத் தீர்வு : y = C.F+P.I +P.I
1 2

                                     =  Ax B e e x ex x x+( ) + +2
2

2
எடுததுகைபாட்டு 4.31

 தீர்கை:  3 14 4 132
7

3D D y e
x

+ −( ) = −
−

தீர்வு: 
 3 142D D y+ −( )  = 4 13

7
3−

−

e
x

துகணச் சமன்்பாடு :

3 142m m+ −  = 0

( )( )3 7 2m m+ −  = 0

              m = 
−7
3

2,

           C.F = Ae Be
x x

−

+
7

3 2

      ⇒  PI = 
1 1

3 14
4 132

7
3

f D
f x

D D
e

x

( ) ( ) =
+ −

−












−

                        

1 1
3 14

4 132

7
3

f D
f x

D D
e

x

( ) ( ) =
+ −

−












−

             = 
1

3 14
4 1

3 14
132 2

7
3

D D D D
e

x

+ −
( ) +

+ −
−











−

   

1
3 14

4 1
3 14

132 2

7
3

D D D D
e

x

+ −
( ) +

+ −
−











−

 
     = PI PI1 2+

           P.I1  = 
1

3 14
42

0

D D
e x

+ −

=
1

0 0 14
4 0

+ −
e x   (D -ககு ்பதி்லாை 0 என பிரதியி்ட)
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              P.I1  = 
−4
14

              P I. 2  = 
1

3 14
132

7
3

D D
e

x

+ −
× −( )

−

D-ககு ்பதி்லாை −7
3

என பிரதியி்ட,  3 14 02D D+ − = .

        ∴ P I. 2   = x
D

e
x

. 1
6 1

13
7

3

+
−













−

D -ககு ்பதி்லாை −7
3

 என பிரதியி்ட, 

      ∴  P I. 2   =   x e
x1

6 7
3

1
13

7
3

−





+
−













−

  = x e
x1

13
13

7
3

−
−













−

  = xe
x−7

3

்்பாதுத் தீர்வு :     y     = C F P I P I. . . .+ +1 2

                  y      =  Ae Be xe
x x

x
− −

+ − +
7

3
7

32 2
7

எடுததுகைபாட்டு 4.32

Q p dp
dt

d p
dtd = − − +29 2 5

2

2  மற்றும் Q ps = +5 4  

என்்பன முகறைமய ஒரு ்்பாருளின் மதகவ அைவு 
மற்றும் அளிபபு அைவு ஆகியவற்கறைக குறிககின்றைன.
இங்கு P விக்லகயக குறிககிறைது. சநகத 
்பரிமாற்றைத்தில சமன்நிக்ல விக்லகயக ைாணை.
தீர்வு:
 சமன்நிக்ல விக்லயில, Q Qd s=  

 ⇒   29 2 5
2

− − +p dp
dt

d p
dt

= 5 4+ p  

 ⇒   24 6 5
2

2− − +p dp
dt

d p
dt

= 0

 ⇒  
d p
dt

dp
dt

p
2

2 5 6− −  = –24

 ( )D D p2 5 6− −  = –24

துகணச் சமன்்பாடு :
 m m2 5 6− − = 0

  ( )( )m m− +6 1  = 0

  ⇒        m  = 6, –1

      C.F = Ae6t tBe+ −

       P.I = 
1

f D
f t( ) ( )

    = 
1
5 6

242
0

D D
e t

− −
−( )

    = 
−
−
24
6

 (D-ககு ்பதி்லாை 
0கவ பிரதியி்ட)

    = 4

  ்்பாதுத் தீர்வு : p = C F P I. .+

    = Ae Bet t6 4+ +−  

்யிற்சி 4.5

கீழகைாணும் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைகை தீர்கை :

 1. 
d y
dx

dy
dx

y
2

2 6 8 0− + =

 2.  
d y
dx

dy
dx

y
2

2 4 4 0− + =

 3. D D y2 2 3 0+ +( ) =

 4. 
d y
dx

k dy
dx

k y
2

2
22 0− + =

 5.  D D y2 2 15 0− −( ) = , x = 0 எனும்ம்பாது 

dy
dx

= 0  மற்றும் d y
dx

2

2 2=

 6.  4 4 32 2D D y e x+ −( ) =

 7. 
d y
dx

y
2

2 16 0+ =

 8.  x = 0 மற்றும் x = log 2 எனும்ம்பாது 
D D y e x2 33 2− +( ) = -ன் தீர்வானது பூச்சிய

மாகிறைது எனில, சமன்்பாடக்ட தீர்கை.

 9. D D y e ex x2 3 36+ −( ) = + −

10. D D y e x2 510 25 4 5− +( ) = +

11. 4 16 15 42
3

2D D y e
x

+ +( ) =
−
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 12. 3 14 132 2D D y e x+ −( ) =

13.  Q p
dp
dt

d p

dtd
= − + +13 6 2

2

2
 மற்றும் Q ps = − +3 2  

என்்பன முகறைமய ஒரு ்்பாருளின் மதகவ 
அைவு மற்றும் அளிபபு அைவு ஆகியவற்கறைக 
குறிககின்றைன. இங்கு  p விக்லகயக குறிககிறைது.
 சநகத ்பரிமாற்றைத்தில சமன்நிக்ல விக்லகயக 
ைாணை.

்யிற்சி 4.6

சரியபான விகடகயத ந்தர்ந்்்தடுகைவும் 

1.  
d y
dx

d y
dx

dy
dx

4

4

2

2

4

3−






+ = என்றை வகைக்ைழுச்

சமன்்பாடடின் ்படி ஆனது
 (a) 1         (b) 2         (c) 3         (d) 4

2. 
d y
dx

dy
dx

2

2 5= +  என்றை வகைக்ைழுச் சமன்

 ்பாடடின் வரிகச மற்றும் ்படி முகறைமய
 (a) 2 மற்றும் 3 (b) 3 மற்றும் 2
 (c) 2 மற்றும் 1 (d) 2 மற்றும் 2

3.  
d y
dx

dy
dx

2

2

3
2

4 0






− 





− =  என்றை வகைக்ைழுச்

சமன்்பாடடின் வரிகச மற்றும் ்படி முகறைமய
 (a) 2 மற்றும் 6 (b) 3 மற்றும் 6
 (c) 1 மற்றும் 4 (d) 2 மற்றும் 4

4.  
dx
dy

y x






+ =
3 1

22  என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு

 (a) வரிகச 2 மற்றும் ்படி 1 உக்டயது 
 (b) வரிகச 1 மற்றும்்படி 3 உக்டயது
 (c) வரிகச 1 மற்றும்்படி 6 உக்டயது 
 (d) வரிகச 1 மற்றும்்படி 2 உக்டயது

5.  y ae bex x= + −  என்றை சமன்்பாடடில a -கயயும் 
b கயயும் நீகைக கிக்டககும் வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடு

 (a)  
d y
dx

y
2

2 0− =  (b)  
d y
dx

dy
dx

2

2 0− =

 (c)  
d y
dx

2

2 0=  (d)  
d y
dx

x
2

2 0− =

6.  y cx c c= + − 3  எனில, அதன் வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடு

 (a)  y x dy
dx

dy
dx

dy
dx

= + − 





3

 (b)  y dy
dx

x dy
dx

dy
dx

+ 





= −
3

 (c)  
dy
dx

y dy
dx

x dy
dx

+ = 





−
3

 (d)  
d y
dx

3

3 0=

7.  
dx
dy

Px Q+ =  என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின்

்தாகையீடடுக ைாரணி

 (a) e Pdx∫     (b) e Pdx−∫     (c) Pdy∫     (d) e Pdy∫

8. D y e x2 24+( ) =   இன் நிரபபுச் சார்பு
 (a) Ax B e x+( ) 2

 (b) Ax B e x+( ) −2

 (c) A x B xcos sin2 2+
 (d) Ae Bex x− +2 2

9.  y mx c= +   -இன் வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
(m மற்றும் c என்்பன மாறைத்தகை மாறிலிைள்)

 (a) 
d y
dx

2

2 0=  (b) y x dy
dx

c= +

 (c) xdy ydx+ = 0  (d) ydx xdy− = 0

10.  
d y
dx

dy
dx

y e x
2

2
48 16 2− + =  என்றை வகைக்ைழுச் 

சமன்்பாடடின் சிறைபபுத் ்தாகை

 (a) 
x e x2 4

2!
     (b) 

e x4

2!
     (c) x e x2 4      (d) xe x4

11. 
dx
dy

px+ = 0  என்்பதன் தீர்வானது

 (a) x ce py=  (b)  x ce py= −

 (c) x py c= +  (d) x cy=

12.  
dy
dx

Py Q+ =  என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 
்தாகையீடடுக ைாரணி sec2 x  எனில P = 

 (a) 2 tan x    (b) sec x    (c) cos2 x    (d) tan2 x
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13. x dy
dx

y x− = 2  -இன் ்தாகையீடடுக ைாரணி

 (a) 
−1
x

     (b)
1
x

     (c) log x      (d) x

14.  
dy
dx

Py Q+ =  (இங்கு P மற்றும் Q  என்்பன x 
-ஐ சார்நத சார்புைள்) என்றை வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடடின் தீர்வு

 (a) y Qe dx cPdx= ∫ +∫
 (b) y Qe dx cPdx= ∫ +−∫
 (c) ye Qe dx cPdx Pdx∫ = ∫ +∫
 (d) ye Qe dx CPdx Pdx∫ = ∫ +−∫
15.  y e A x B xx= +( )−2 cos sin -ல A மற்றும் B 

கய நீககுவதன் மூ்லம் அகமகைப்படும் வகைக 
்ைழுச் சமன்்பாடு

 (a) y y2 14 5 0− + =
 (b)  y2+ 4y – 5 = 0

 (c) y y2 14 5 0− − =
 (d) y y2 14 5 0+ + =

16.  f D y eax( ) =  இங்கு f D D a( ) = −( )2
 

என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 
சிறைபபுத்்தாகை 

 (a) 
x eax

2

2
    (b) xeax     (c) 

x eax

2
    (d) x eax2

17. x y a2 2 2+ =  என்்பதன் வகை்ைழுச்  சமன்்பாடு
 (a) xdy+ydx=0 (b) ydx–xdy=0
 (c) xdx–ydx=0  (d) xdx+ydy=0

18. 
d y
dx

dy
dx

2

2 0− =   என்்பதன் நிரபபுச் சார்பு

 (a) A Bex+  (b) A B ex+( )
 (c) Ax B ex+( )  (d) Ae Bx +

19. ( )3 14 132 2D D y e x+ − =  -ன் சிறைபபுத் ் தாகை

 (a) 
x e x

2
2     (b) xe x2    (c) 

x e x
2

2

2
   (d) 13 2xe x

20.  
dy
dx

x= cos  என்றை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் 

்்பாதுத் தீர்வு
 (a) y x= +sin 1
 (b) y x= sin - 2
 (c) y x c c= +cos ,  மாறைத்தகை மாறிலி
 (d) y x c = +sin , c மாறைத்தகை மாறிலி

21.  
dy
dx

f y
x

= 





என்றை வடிவில உள்ை 

சம்படித்தான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
தீர்கைப்ப்ட ்பயன்்படுத்தப்படும் பிரதியி்டல

 (a)  y = v x (b) v = y x

 (c) x = v y  (d) x = v 

22.  
dx
dy

f x
y

=






என்றை வடிவில உள்ை 

சம்படித்தான வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
தீர்கைப்ப்ட  ்பயன்்படுத்தப்படும் பிரதியி்டல,

 (a)  x = v y     (b) y = v x      (c) y = v      (d) x = v 

23.  
dy
dx

y x y
x x y

=
−( )
+( )  என்றை வகைக்ைழுச் 

சமன்்பாடடில y = v x மற்றும் dy
dx

v x dv
dx

= +  

என பிரதியீடு ்சய்யும் ம்பாது கிக்டககும், 
மாறிைள் பிரிகைத்தகை வகையில அகமநத 
சமன்்பாடு

 (a)  
2
1

2v
v

dv dx
x+

=   (b) 
2
1

2v
v

dv dx
x+

= −

 (c) 
2
1

2v
v

dv dx
x−

=   (d)  
1
2 2
+ = −v
v

dv dx
x

24.  பின்வருவனவற்றுள் எது சம்படித்தான வகைக 
்ைழு சமன்்பா்டாகும்?

 (a) 3 5 4 1x dx y dy−( ) = −( )
 (b) xy dx x y dy− +( ) =3 3 0

 (c) y dx x xy y dy2 2 2 0+ − −( ) =

 (d) x y dx y x dy2 2+( ) = +( )
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25.  
dy
dx

y
x

f y
x

f y
x

= +







′ 





 என்றை சம்படித்தான வகைக 

 ்ைழுச் சமன்்பாடடின் தீர்வு

 (a)  f y
x

k x





=  (b) x f y
x

k





=

 (c) f y
x

k y





=  (d) y f y
x

k





=

இ்தர ைணககுைள்

 1 .   Q p dp
dt

d p
dtd = − + +30 5 2

2

2  மற்றும்

Q ps = +6 3  என்்பன முகறைமய ஒரு 
்்பாருளின் மதகவ அைவு மற்றும் அளிபபு 
அைவு ஆகியவற்கறைக குறிககின்றைன. இங்கு p 
விக்லகயக குறிககிறைது. சநகத ்பரிமாற்றைத்தில 
சமன்நிக்ல விக்லகயக ைாணை.

 2.  y ax bx= +2  -ஐ ்்பாதுத் தீர்வாை ்ைாண்ட 
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடிகன அகமகை.

 3. தீர்கை : yx dx e dyx2 0+ =−

 4.  தீர்கை :  x y dx xy dy2 2 2 0+( ) + =

 5. தீர்கை : x dy
dx

y x+ =2 4

 6.  ஒரு தயாரிபபு நிறுவனத்தில, உ்பைரணங்ைகை 
இயகைவும் ்பராமரிகைவும் ஆகும் ்ச்லவு C 
மற்றும் அடுத்தடுத்த இரு ்பழுது ்பார்த்தலுக 
குரிய இக்ட்வளிகைா்லம் m ஆகியவற்கறை 

m dC
dm

mC2 2 2+ =  எனும் சமன்்பாடடினால 
குறித்தால, m = 2 மற்றும் c = 4 எனில, C  
மற்றும் m ஆகியகவைளுககிக்டமயயானத் 
்தா்டர்க்பக ைாணை.

 7.  தீர்கை : D D y e x2 43 2− +( ) =   இங்கு  x = 0 
மற்றும்  x = 1 எனில y = 0. 

 8.  தீர்கை : 
dy
dx

y x x+ =cos cos2  

 9. தீர்கை x ydx x y dy2 3 3 0− +( ) =

10. தீர்கை : dy
dx

xy x y= + + + 1

்்தபாகுப்புகர
 z ஒரு சார்பு மற்றும் அவற்றின் ஒன்று அல்லது அதற்கு மமற்்பட்ட வகைக்ைழுகைகை ்ைாண்ட 

சமன்்பாடு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு ஆகும். அதாவது y f x= ( ) சார்பு மற்றும் அதன் 

வகைக்ைழுகைள் 
dy
dx

d y
dx

, ...
2

2  ்ைாண்ட சமன்்பாடு வகைக்ைழுச் சமன்்பா்டாகும்.

 z  ஒரு வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடில இ்டம் ் ்பற்றிருககும் வகைக்ைழுவின் மிை உயர்நத வரிகசமய, 
அவவகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் வரிகச எனப்படும்.

 z வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் ்படி என்்பது அதில இ்டம் ்்பற்றுள்ை வகைக்ைழுகைளின் உச்ச 
வரிகசயின் ்படியாகும். குறிப்பாை வகைச்்ைழுவின் பின்னங்ைள் மற்றும் ்படி மூ்லங்ைள் இருபபின் 
அவற்கறை நீககியபின் ்படி ைாணப்ப்டமவணடும்.

 z ்ைாடுகைப்பட்ட வகைக்ைழுச் சமன்்பாடடிகன நிகறைவு ்சய்யுமாறு அகமயும் சார்பு 
அச்சமன்்பாடடின் தீர்வு ஆகும். வகைக்ைழுச் சமன்பாடடின் தீர்விலுள்ை மாறைத்தகை மாறிலிைளின் 
எணணிககையானது அவவகைக்ைழுச் சமன்்பாடடின் வரிகசககுச் சமமாை இருகை மவணடும். 
அத்தீர்விகன சமன்்பாடடின் ்்பாதுத்தீர்வு என்ம்பாம்.

 z ்ைாடுகைப்பட்ட  சார்பிலிருநது வகைக்ைழுச் சமன்்பாடக்ட அகமகை அதில இ்டம் ்்பற்றிருககும் 
மாறைத்தகை மாறிலிைளின் எணணிகைகமைற்்ப அதகன ்தா்டர்ச்சியாை வகைப்படுத்தியபின் 
அம்மாறைத்தகை மாறிலிைகை நீகை மவணடும்.

 z ஒரு சமன்்பாடடில அகனத்து x-ல அகமயும் உறுபபுைள் மற்றும் dx  ஒருபுறைத்திலும், அகனத்து y-ல 
அகமயும் உறுபபுைள் மற்றும்  dy மறுபுறைத்திலும் அகமயுமாறு பிரிகைத்தகை வகையிலிருபபின், 
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அகவைள் பிரி்ப்டகூடிய மாறிைள்  என அகைகைப்படும். அத்தகைய சமன்்பாடடின் ்்பாதுவடிவம்
f x dx g y dy( ) = ( ) அல்லது f x dx g y dy( ) + ( ) = 0  மநரடியாை ்தாகையிடுவதன் மூ்லம் 

நாம் தீர்கவப ்்பறை்லாம்.

 z f x y,( ) மற்றும் g x y,( )  என்்பன ஒவ்வான்றும் பூச்சிய ்படியுள்ை சம்படித்தான சார்புைைாை 

இருகையில,  dy
dx

f x y= ( ),  அல்லது dx
dy

g x y= ( ),  என்்பன ஒரு சம்படித்தான வகைக்ைழுச் 
சமன்்பாடு ஆகும்.

 z  dy
dx

Py Q+ =  (இங்கு  P மற்றும் Q ஆகியகவ மாறிலிைள் அல்லது  x -இன் சார்புைள் மடடும்) என்றை 

வடிவில உள்ை வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு முதல வரிகச மநரிய வகைக்ைழுச் சமன்்பாடு 
எனப்படும்.

 z மாறிலிைகைக ்ைழுகைகைக ்ைாண்ட இரண்டாம் வரிகச மநரிய வகைக்ைழுச் 

சமன்்பாடடின் ்்பாதுவடிவம்  a
d y
dx

b dy
dx

cy f x
2

2 + + = ( ) ஆகும்.

ைக்லச்்சாற்ைள்  (GLOSSARY)

இரண்டாம் வரிகச மநரிய வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் Second order linear differential equations

கிக்ட அச்சுத் ்தாக்லவு Abscissa
குத்தாயம் Ordinate
சம்படித்தான சமன்்பாடுைள் Homogeneous equations
சாதாரண வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் Ordinary differential equations
சிறைபபுத் ்தாகை Particular integral
துகணச் சமன்்பாடு Auxiliary equation
நிரபபுச் சார்பு Complementary function

நிக்லயான மாறிலி  Fixed constant
மநரிய வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் Linear differential equations
்பகுதி  வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் Partial differential equations
்படி Degree
்்பாதுத் தீர்வு General solution
மாறைத்தகை மாறிலி Arbitrary constant
மாறி Variable
மாறிைள் பிரிகைக கூடியன Variable separable
மாறிலி Constant
வகைக்ைழுச் சமன்்பாடுைள் Differential equations
வரிகச Order
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107வகைக்ைழுச் சமன்பாடுைள்

“Differential Equation” என்னும் திகர 
மதான்றும். அதில ்ைாடுகைப்படடுள்ை 
வகர்ப்டத்தில உள்ை புள்ளி  a கவ 
நைர்த்தினால வகர்ப்டத்தில மதான்றும் 
மாற்றைத்கத ்தரிநது்ைாள்ை்லாம். 

 ்ைர க் க QR Code

கீழகைாணும் உரலி / விகரவுக 
குறியீடக்டப ்பயன்்படுத்தி இச்்சயல 
்படடிற்ைான இகணயப ்பகைத்திற்குச் 
்சலை. பின்பு “12th Standard Business 
Mathematics and Statistic ” என்னும் 
திகரயில “Volume-1” கய ்தரிவு 
்சய்யவும்.

இகணயச் ்சயல்்பாடு

்சயல்்பாட்டின இறுதியில் 
எதிர்்பார்கைப்்டும் விகைவு

்டி  2

்டி  1
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அறிமுகம்

எணணியல �குப�ாய்வு என�து 
கணிதத்தின ஒரு கிழையாகும். அது 

இயற்கணிதத்தின அடிப�ழெ பெயலிகழை திரும்�த்திரும்� 
�யன�டுத்தப�டும் ப�ாழுது கிழெக்கும் ்தாைாயத் தீரவுகளுக்கு வழி 
வகுக்கிைது. எணணியல �குப�ாய்விழன அறிவதற்கு எணணிெத்தக்க 
்வறு�ாடுகழைப �ற்றி அறிந்திருப�து அவசியமாகும்.

்ஜாெப-லூயி இலக்ைாஞ்சி ஒரு இத்தாலிய கணிதவியலாைரும், 
வானியைலாைரும் ஆவார.  இவர �குப�ாய்வு, எண ்காட்�ாடு மற்றும் 

வானிய இயக்கவியல ஆகிய துழைகளில குறிபபிெத்தக்க �ஙகளிபழ� பெய்துள்ைார.

5

்ஜோெப்- லூயி  இ்க்ைோஞ்சி
(25.01.1736 - 10.04.1813)

கற்றல் ்நோக்கங்கள் 

இந்த அத்தியாயத்ழத �டித்த பினனர பினவரும் 
�ாெக் கருத்துக்கழை மாணவரகைால புரிந்துக் 
பகாள்ை இயலும்.

 z திட்ெமான ்வறு�ாடுகழை அழமத்தல.
 z திட்ெமான ்வறு�ாடுகழைக் பகாணடு 

�லலுறுபபுக் ்காழவழய
காணல.

 z பெயலிகளுக்கிழெ்ய
யான பதாெரபுகழை
அறிதல.

 z விடு�ட்ெ உறுபபுகழைக்
காணல.

 z பகாடுக்கப�ட்டுள்ை பதாெரின இழெ 
மதிபபுகழை நியூட்ெனின இழெச்பெருகல 
சூத்திைஙகழைப �யன�டுத்தி காணல.

 z இலக்ைாஞ்சியின இழெ மதிபபு சூத்திைத்ழதப 
�யன�டுத்துதல.

5.1   திட்்டமோன ்ேறுபோடுகள் (FINITE 
DIFFERENCES)

 x x x xn0 1 2, , , ,  எனை ொரபின மாறிகழையும்  
(arguments) y y y yn0 1 2, , , ,  எனை ொர�லன
கழையும் (entries) எடுத்துக்பகாள்்வாம். இஙகு 

y f x= ( )  என�து ஒரு ொர�ாகும். x-ன மதிபபுகள் 
ஏறுவரிழெயில இருப�தாகவும் மற்றும் அழவ ெம 
இழெபவளிகளில இருப�தாகவும் எடுத்துக்
பகாள்்வாம். ெமஇழெபவளிகளின நீைம் h 
என்�ாம். x x h x h x nh0 0 0 02, , , ,+ + +

என�ன x-ன மதிபபுகள் என்�ாம். அவற்றிற்குரிய 
ெ ா ர � ல ன க ள் f x f x h( ), ( ),0 0 + f x h( ),0 2+
, ( )f x nh0 +  என�னவாகும்.  இஙகு y f x= ( )  
எனை ொரபுக்கான திட்ெமான ்வறு�ாடுகள் குறித்துக் 
காண்�ாம்.

5.1.1   முன்்னோக்கு ்ேறுபோட்டுச் செயலி, 
பின்்னோக்கு ்ேறுபோட்டுச் செயலி மறறும் 
இ்டப்சபயர்வுச் செயலி (Forward Difference 
Operator, Backward Difference Operator 
and Shifting Operator)

முன்்நோக்கி ்ேறுபோட்டுச் செயலி [∆ ச்டல்்டோ] 
(Forward Difference Operator):
 y = f(x) என�து பகாடுக்கப�ட்டுள்ை ொரபு 
எனக .  y y y yn0 1 2, , , ,  என�ன முழை்ய 
x = x x x xn0 1 2, , , ,…  எனை புள்ளிகளில y -ன 
மதிபபுகள் ஆகும், y y y y y y y yn n1 0 2 1 3 2 1− − − … − −, , , , 

y y y y y y y yn n1 0 2 1 3 2 1− − − … − −, , , , என�ன முதல (முன்நாக்கு) ் வறு�ாடுகள். 
இழவகள் முழை்ய D D D Dy y y yn0 1 2 1, , , ..., −  .
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109எண்ணியல் முறைகள்

 அதாவது, D D D Dy y y y y y y y y y y yn n n0 1 0 1 2 1 2 3 2 1 1= − = − = − = −− −, , , ... ,
D D D Dy y y y y y y y y y y yn n n0 1 0 1 2 1 2 3 2 1 1= − = − = − = −− −, , , ... ,  

 ப�ாதுவாக , Dy y y nn n n= − =+1 0 1 2 3, , , , , ...  

 குறியீடு D  என�து  முன்நாக்கு ்வறு�ாட்டுச் 
 பெயலி. Dஎன�து பெலொ (delta) என அழைக்கப�டும்.   

 முன்நாக்கு ்வறு�ாட்டுச் பெயலி ∆-ழவ  
கீழக்கணெவாறும் வழையறுக்கலாம். 

 Df x f x h f x( ) = +( ) − ( ) , h என�து ெம 
இழெபவளி.

 �ணபுகளின நிரூ�ணஙகள் நமது 
�ாெத்திட்ெத்தில ்ெரக்கப�ெவிலழல.
D  பெயலியின �ணபுகள்:

�ணபு 1:   c  என�து மாறிலி எனில Dc = 0  

நிரூபணம்:  f x c( ) =  எனக.

∴ +( ) =f x h c  (இஙகு  h என�து ெம இழெபவளி)

 ∆ ( ) = +( ) − ( )f x f x h f x

 Dc c c= − = 0

�ணபு 2: D  �ஙகீட்டு �ணழ� நிவரத்தி பெய்யும். 
அதாவது  D D Df x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( )+[ ] = +

நிரூபணம்:   ∆ + f x g x( ) ( )  

= f x h g x h f x g x( ) ( ) ( ) ( )+ + +  − + 

= f x h g x h f x g x( ) ( ) ( ) ( )+ + + − −

= f x h f x g x h g x( ) ( ) ( ) ( )+ − + + −

= ∆ + ∆f x g x( ) ( )

இ்த்�ானறு ∆ ( ) − ( )  = ∆ − ∆ ( )f x g x f x g x( )

ப�ாதுவாக,  ∆ + + f x f x f xn1 2( ) ( )...... ( )   
            = ∆ + ∆ + + ∆f x f x f xn1 2( ) ( ) .... ( )

�ணபு 3:   c  என�து ஒரு மாறிலி எனில 
D Dc f x c f x( ) = ( )

நிரூபணம்: D[ ( )]c f x  = c f x h c f x+( ) − ( )  

 = c f x h f x[ ( ) ( )]+ −

 = c f xD ( )  

நிரூபணமற்ற முடிவுகள்
1.  m மற்றும் n என�து மிழக முழுக்கள் எனில  

∆ ∆ = ∆ +m n m nf x f x. ( ) ( )

2. ∆   = ∆ + ∆f x g x f x g x g x f x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3. ∆








 =

∆ − ∆
+

f x
g x

g x f x f x g x
g x g x h

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ). ( ).

 முதலநிழல ்வறு�ாடுகளின ்வறு�ாடுகள் 
முழை்ய D D D2

0
2

1
2y y yn, , ...,  என�ன 

இைணொம்நிழல ்வறு�ாடுகள் ஆகும்.

இஙகு D2 yn   = D D Dy y yn n n( ) = −( )+1  

  = D Dy yn n+ −1    

 D2 yn  = D Dy yn n+ −1 , n = 0,1,2,…

 D2
0y  = D Dy y1 0−

 D2
1y  = D Dy y2 1−

 இ்த்�ானறு இைணொம்நிழல ்வறு�ாடு 
களின ்வறு�ாடுகள் மூனைாம்நிழல ்வறு�ாடுகள் 
ஆகும்.
 D3 y

n
= D D2 2

1
y y

n n+
− , n = 0,1,2,…

 குறிப�ாக, D3
0y  = D D2

1
2

0y y−

  D3
1y  = D D2

2
2

1y y−

D D Dk k kf x f x h f x( ) ( ) ( )= + −− −1 1

குறிப்பு

ப�ாதுவாக  yn -இன k-ம் நிழல ்வறு�ாடுகள்
 Dk

ny = D Dk k
ny y

n
− −

+
−1 1

1
, n = 0,1,2,…

 ்மற்கணெ ்வறு�ாடுகழை கீழகணெ 
அட்ெவழணயில எளிய முழையில குறிக்கலாம்.
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y-ன் முன்்நோக்கு ்ேறுபோட்டின் அட்்டேணண :

x y ∆y ∆2 y ∆3 y ∆4 y ∆5 y
x

0
y

0

∆y0

x
1

y
1

∆2
0y

∆y1 ∆3
0y

x
2

y
2

∆2
1y ∆4

0y

∆y2 ∆3
1y ∆5

0y

x
3

y
3

∆2
2y ∆4

1y

∆y3 ∆3
2y

x
4

y
4

∆2
3y

∆y4

x
5

y
5

f(x)-ன் முன்்நோக்கு ்ேறுபோட்டின் அட்்டேணண

x f x( )
∆ f x( )

x h+ f x h( )+ ∆2 f x( )
∆ +f x h( ) ∆3 f x( )

x h+ 2 f x h( )+ 2 ∆ +2 f x h( ) ∆4 f x( )
∆ +f x h( )2 ∆ +3 f x h( )

x h+ 3 f x h( )+ 3 ∆ +2 2f x h( )
∆ +f x h( )3

x h+ 4 f x h( )+ 4

பின்்நோக்கு ்ேறுபோட்டுச் செயலி [Ñ சநப்்ோ] 
(Nepla) (Backward difference operator) :
 y = f(x) என�து பகாடுக்கப�ட்டுள்ை ொரபு 
எனக. y y yn0 1, ,...  என�ன முழை்ய x x x xn= 0 1 2, , x ,...

x x x xn= 0 1 2, , x ,...  எனை புள்ளிகளில y -ன மதிபபுகள் 
ஆகும். பிைகு
    y y y1 0 1− = Ñ

   y y y2 1 2− = Ñ

 ப�ாதுவாக,  y y yn n n− = Ñ−1

 என�ன முதலநிழல (பின்நாக்கு) ்வறு 
�ாொகும். குறியீடு Ñ  என�து பின்நாக்கு ்வறு 
�ாட்டுச் பெயலி. இதழன நாம் பநபலா (Nepla) 
எனஅழைக்கி்ைாம்.

 இைணொம்நிழல (பின்நாக்கு) ்வறு�ாடுகள்:  

Ñ = Ñ − Ñ −
2

1y y yn n n , n = 1,2,3,…

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 5.indd   110 3/5/2020   11:38:39 AM



111எண்ணியல் முறைகள்

 மூனைாம்நிழல (பின்நாக்கு) ்வறு�ாடுகள்:    

Ñ = Ñ − Ñ −
3 2 2

1y y yn n n ,  n = 1,2,3,…

  ப�ாதுவாக, k-ம் நிழல ்வறு�ாடுகள்: 

Ñ = Ñ − Ñ− −
−

k
n

k
n

k
ny y y1 1

1,  n = 1,2,3,… 

பின்்நோக்கு ்ேறுபோட்டுஅட்்டேணண:
x y Ñy Ñ2 y Ñ3 y Ñ4 y
x0 y0

Ñy1

x1 y1 Ñ2
2y

Ñy2 Ñ3
3y

x2 y2 Ñ2
3y Ñ4

4y

Ñy3 Ñ3
4y

x3 y3 Ñ2
4y

Ñy4

x4 y4

 பின்நாக்கு ்வறு�ாட்டுச் பெயலி பினவரு 
மாறும் வழையறுக்கப�டுகிைது.
Ñ = − −f x f x f x h( ) ( ) ( )
முதலநிழல (பின்நாக்கு) ்வறு�ாடு: 
Ñ + = + −f x h f x h f x( ) ( ) ( )
Ñ + = + − +f x h f x h f x h h( ) ( ) ( ),2 2
இஙகு h  என�து ெம இழெபவளி.

இைணொம்நிழல (பின்நாக்கு) ்வறு�ாடு: 
Ñ +2 f x h( ) =Ñ Ñ +( ( ))f x h = Ñ + −( ( ) ( ))f x h f x

                  = Ñ + − Ñf x h f x( ) ( )

Ñ +2 2f x h( )  = Ñ + − Ñ +f x h f x h( ) ( )2

மூனைாம்நிழல (பின்நாக்கு) ்வறு�ாடு:
Ñ +3 f x h( )  = Ñ + − Ñ2 2f x h f x( ) ( )

Ñ +3 2f x h( ) = Ñ + − Ñ +2 22f x h f x h( ) ( )

இஙகு, Ñ +f x h( ) = f x h f x( ) ( )+ −  = Df x( )

         Ñ +f x h( )2 = f x h f x h( ) ( )+ − +2   
    =Df x h( )+

Ñ +2 2f x h( )  = Ñ + − Ñ +f x h f x h( ) ( )2

  = D Df x h f x( ) ( )+ −

  = D2 f x( )
ப�ாதுவாக,  Ñ + =n nf x nh f x( ) ( )D

இ்டப்சபயர்வுச் செயலி (E):   
 y f x= ( )  பகாடுக்கப�ட்ெ ொர�ாகவும்  
மற்றும் x x h x h x h x nh0 0 0 0 02 3, , , , ,+ + + … +  
என�து  x-ன அடுத்தடுத்த ெம இழெபவளியிலான 
மதிபபுகைாகவும் இருக்கும் �ட்ெத்தில  E  எனை 
பெயலி கீழக்கணெவாறு வழையறுக்கப�டுகிைது.
 E f x f x h( ) ( )0 0  = +
 E என�து இெபப�யரவுச் பெயலி.

E f x h0 +( )   =  f h E f hx x( ) ( )], [0 02 2+ +

f h E f hx x( ) ( )], [0 02 2+ +  = f hx( ),...,0 3+  

E[ ( )]( )f n hx0 1+ − = f nhx( )0 +   

ப�ாதுவாக, E f x f x h( ) ( )[ ] = + ,  
h என�து ெம இழெபவளி

 f x( ) -இல  E எனை பெயலிழய இருமுழை 
�யன�டுத்தும்்�ாது E f x2 ( )  என கிழெக்கும்.

 அதாவது,    E E E2 f x f x( ) ( )=  
           = E[ ( )] ( )f x h f x h+ = + 2

           E[ ( )] ( )f x h f x h+ = + 2

 ப�ாதுவாக,

En f x f x nh( ) ( )= +  மற்றும் 
E− = −n f x f x nh( ) ( )

செயலி E-ன் பண்புகள்:

1. Ε[ f1(x) + f2(x) + ..... + fn(x)] = E[ f1(x)] + E[ f2(x)] + .... + E[ fn(x)] 

 
Ε[ f1(x) + f2(x) + ..... + fn(x)] = E[ f1(x)] + E[ f2(x)] + .... + E[ fn(x)] 

2. E c f x cE f x( ) ( )  = [ ]  c ஒரு மாறிலி

3. E E E E Em n n m m nf x f x f x( ) ( )  = ( ) = ( )+  

4.  If ‘n’ மிழக முழுக்கள் எனில, 
E En n f x f x− ( )  =( ) ( ) .
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  y = f(x) என�து x-ன ொரபு மற்றும் 
y y y yn0 1 2, , , ,  என�து x = x x x xn0 1 2, , , ...,  

இெத்து  y-ன மதிபபுகள் எனில
E E Ey y y y y yn n0 1 1 2 1= = =−, , ... ,

E y Ey yE 0 1 2  = =  ப�ாதுவாக  E y yn
n0 =

குறிப்பு

 

∆ ,  Ñ  மறறும்  E  ஆகியேறறிறகிண்ட்யயோன 
ச�ோ்டர்புகள்:

1.  D ≡ −E 1  

நிரூபணம்: D-ன வழையழைலிருந்து  

∆ = + −f x f x h f x( ) ( ) ( )

மற்றும் E f x f x h[ ( )] ( )= +

இஙகு h என�து ெம இழெபவளியாகும்.

∆f x( )  = f x h f x( ) ( )+ −

∆f x( )  = Ef x f x( ) ( )−

⇒  D f x( )  = ( ) ( )E f x−1

              ∆ ≡  E −1

          ∴ E ≡  1+ ∆

2.  E E∆ ≡ ∆

நிரூபணம்:E ∆( )f x( )  = + − E f x h f x( ) ( )

    = + −E f x h E f x( ) ( )

    
= + − +
= ∆ +
= ∆

f x h f x h
f x h

Ef x

( ) ( )
( )
( )

2

        ∴ ∆ ≡ ∆E E

3. Ñ ≡ −E
E

1

நிரூபணம்:        Ñf x( )  = − −f x f x h( ) ( )

     = − −f x f x( ) ( )E 1

     = − −( ( ))1 1E f x  

               ⇒ Ñ  ≡ − −1 1E

               i.e., Ñ  ≡ −1 1
E

                      ∴ Ñ   ≡ −E
E

1

(i) 1 1 1+ ∆( ) − Ñ( )=
(ii) ∆Ñ ≡ ∆ − Ñ

(iii) Ñ ≡ ∆−Ε 1

எடுத்துக்கோட்டு 5.1
 கீ்ை பகாடுக்கப�ட்டுள்ை விவைஙகளுக்கு 
முன்நாக்கு ்வறு�ாட்டின அட்ெவழணழய 
வடிவழமக்கவும்.

x 0 10 20 30

y 0 0.174 0.347 0.518

தீர்வு:
 பகாடுக்கப�ட்டுள்ை விவைஙகளுக்கு முன்நாக்கு 
்வறு�ாட்டின அட்ெவழண

x y Dy D2 y D3 y
0 0

0.174
10 0.174 -0.001

0.173 -0.001
20 0.347 -0.002

0.171
30 0.518

எடுத்துக்கோட்டு 5.2
 x = 1,2,3,4,5 எனில y = f(x) = x x3 2 1+ +  
எனை ொரபுக்கு முன்நாக்கு ்வறு�ாட்டின  
அட்ெவழணழய வடிவழமக்கவும் 

தீர்வு 
 y = f(x) = x x3 2 1+ + ,   x =1,2,3,4,5

x y Dy D2 y D3 y D4 y
1 4

9
2 13 12
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21 6
3 34 18 0

39 6
4 73 24

63
5 136

எடுத்துக்கோட்டு 5.3
  8,12,19,29,42, …எனை பதாெருக்கான 
்வறு�ாட்டு அட்ெவழனயில, இைணொம்நிழல 
்வறு�ாட்டிழன மாறிலி எனக் பகாணடு 
்வறு�ாட்டின அட்ெவழணழய �யன�டுத்தி 
6-வது உறுபழ�க் காணக.

தீர்வு: 
 k என�து 6-வது உறுபபு எனக.

 முதலில முன்நாக்கு ்வறு�ாட்டிழனக் 
காண்�ாம்.

x y Dy ∆2y
1 8

4
2 12 3

7
3 19 3

10
4 29 3

13
5 42 k–55

k–42
6 k

 இைணொம்நிழல ்வறு�ாடுகைானது 
மாறிலிகள் என பகாடுக்கப�ட்டுள்ைன.
 ∴  k – 55 = 3
          k = 58
 ∴ 6 -வது உறுபபு  58  ஆகும்.
எடுத்துக்கோட்டு 5.4
(i) ∆eax       (ii) ∆2ex   (iii) ∆ log x
ஆகியவற்ழைக் காணக.
தீர்வு:
       (i) ∆eax  = e ea x h ax( )+ −

  = −e e eax ah ax.     
a a am n m n+ = .

   = − e eax ah 1

                (ii) ∆2ex   = ∆ ∆ . ex

   = ∆ − 
+e ex h x    

   
= ∆ − e e ex h x

   
= ∆ − e ex h 1

   
= −( )∆e eh x1

   = −( ) −( )e e eh h x1 1. .

   = −( )e eh x1
2

.

     (iii) ∆ log x  = + −log( ) logx h x

   = +log x h
x

 

   
= +





= +





log

log

x
x

h
x

h
x

1

எடுத்துக்கோட்டு 5.5 

h = 1 எனில, D
5 12

5 62

x
x x

+
+ +









  -ஐ மதிபபிடுக.

தீர்வு: 
 �குதி பினனமாக பிரித்தல முழைப�டி

 
5 12

5 6 3 22
x

x x
A

x
B

x
+

+ +
=

+
+

+

A = +
+

= −[ ]5 12
2

3x
x

x   = − +
−

= −
−

=15 12
1

3
1

3

B= +
+

= − 
5 12

3
2x

x
x  = =2

1
2

∴ 
5 12

5 62
x

x x
+

+ +
  = 3

3
2

2x x+
+

+
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D
5 12

5 62

x
x x

+
+ +









   = D

3
3

2
2x x+

+
+







   
=

+ +
−

+






+
+ +

−
+









3
1 3

3
3

2
1 2

2
2x x x x

   
=

+
−

+






+
+

−
+







3 1
4

1
3

2 1
3

1
2x x x x

   
= −

+ +
−

+ +






3
4 3

2
3 2( )( ) ( )( )x x x x

 =  − −
+ + +

5 14

2 3 4

x
x x x( )( )( )

எடுத்துக்கோட்டு 5.6

h = 1 எனில,  D2 1
x







 -ஐ மதிபபிடுக.

தீர்வு:

  D2 1
x







 = 











D D
1
x

 இஙகு    D 1
x







 =
+

−1
1

1
x x

  ∴   ∆2 1

x






 = ∆ 1
1

1
+

−



x x

   = ∆ ∆1
1

1
+







− 



x x

 ⇒      D2 1
x







 =
+( ) +( )

2
1 2x x x

        h = 1 எனில,

Dn

x
1





 =
−( )

+( ) +( ) +( )
1

1 2

n n
x x x x n

!
......

எடுத்துக்கோட்டு 5.7
     h = 1 எனில f f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 2 1 12 3= + + +D D D 

f f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 2 1 12 3= + + +D D D என நிறுவுக. 
தீர்வு:
f f( ) ( )4 3− = D f ( )3 என�து நாம் அறிந்த ஒனறு.

f f( ) ( )4 3−  = D f ( )3

  = ∆ +  − = f f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 2D D

 
= ∆ +  − = f f f f f( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 2D D

= ∆ + ∆f f( ) ( )2 22

= ∆ + + ∆ f f f( ) ( ) ( )2 1 12D

⇒∴ f ( )4  = + ∆ + ∆ + ∆f f f f( ) ( ) ( ) ( ).3 2 1 12 3

எடுத்துக்கோட்டு 5.8
 U U U U0 1 2 31 11 21 28= = = =, , , ,  

மற்றும் U4 29=  எனில D4
0

U  காணக.

தீர்வு :
∆4

0U  = −( )E U1 4
0  

= − + − +( )E E E E U4 3 2
04 6 4 1

  
= − + − +E U E U E U EU U4

0
3

0
2

0 0 04 6 4
  
= − + − +U U U U U4 3 2 1 04 6 4
  
= − + − +29 4 28 6 21 4 11 1( ) ( ) ( ) .

 = 156–156 = 0

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1

எடுத்துக்கோட்டு 5.9
 y y y y3 4 5 62 6 8 9= = − = =, , ,  மற்றும் 

y7 17=    எனில  D4
3y  கணக்கிடுக.

தீர்வு  :
 y y y y3 4 5 62 6 8 9= = − = =, , ,  மற்றும் 

y7 17=  பகாடுக்கப�ட்ெழவ.

D4
3y  = ( )E y−1 4

3  

 = (E )4 3 2
34 6 4 1− + − +E E E y  

 = E y E y E y Ey y4
3

3
3

2
3 3 34 6 4− + − +  
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 = y y y y y7 6 5 4 34 6 4− + − +  

 = 17 – 4(9) + 6(8) –4(–6)+2

 = 17 – 36 + 48 +24+2 = 55

5.1.2   விடுபட்்ட உறுப்புகணைக் கோணல் (Finding the 
missing terms)

 ் வ று � ா ட் டு ச்  ப ெ ய லி க ள்  ம ற் று ம்  இெப
ப�யரவுச் பெயலி ஆகியவற்ழைக் பகாணடு 
ப க ா டு க் க ப � ட் டு ள் ை  ப த ா ெ ரி ன  வி டு � ட் ெ 
உறுபபுகழைக் காணலாம்.

எடுத்துக்கோட்டு 5.10
 கீழகணெ விவைஙகழைக் பகாணடு விடு�ட்ெ 
உறுபழ�க் காணக.

x 2 3 4 5 6

f(x) 45.0 49.2 54.1 - 67.4

தீர்வு: 
 f(x)-ல நானகு மதிபபுகள் பகாடுக்கப
� ட் டி ரு ப � த ா ல ,  f ( x )  ஒ ரு  மூ ன ை ா ம் � டி 
�லலுறுபழ�க்்காழவ என எடுத்துக் பகாள்்வாம். 
எ ன ் வ  ந ா ன க ா ம்  நி ழ ல  ் வ று � ா டு க ள் 
பூச்சியமாகும்.

(ie)  D4
0 0y = ,          ∴ − =( )E y1 04

0

 ( )E E E E y4 3 2
04 6 4 1− + − +  = 0 

E y E y E y Ey y4
0

3
0

2
0 0 04 6 4− + − +  = 0

 y y y y y4 3 2 1 04 6 4− + − +  = 0

67 4 4 6 54 1 4  49 2 453. . .− + ( )  − ( (+y  = 0

           240 2 4 3. = y             ∴ =y3 60 05.

எடுத்துக்கோட்டு 5.11
 பகாடுக்கப�ட்டுள்ை விவைஙகழைக் பகாணடு 
1964  மற்றும் 1966 ஆம் ஆணடுகளுக்கான 
உற்�த்திகழைக் காணக.

ேரு்டம் 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967

உறபத்தி 200 220 260 - 350 - 430

தீர்வு:
 f ( x ) - ல  ஐ ந் து  ம தி ப பு க ள்  ப க ா டு க் க ப
�ட்டிருப�தால, f(x) ஒரு நானகாம்�டி �லலுறுபபுக்

்காழவ என எடுத்துக் பகாள்்வாம். என்வ 
ஐந்தாம்நிழல ்வறு�ாடு பூச்சியமாகும்.

     D5 0yk =    (ie) ( )E yk− =1 05

i.e., ( )E E E E E yk
5 4 3 25 10 10 5 1− + − + −   = 0

E y E y E y E y Ey yk k k k k k
5 4 3 25 10 10 5− + − + −  = 0 (1)

k = 0 என  (1)-ல பிைதியிெ

E y E y E y E y Ey y5
0

4
0

3
0

2
0 0 05 10 10 5− + − + −  = 0

y y y y y y5 4 3 2 1 05 10 10 5− + − + −  = 0 

y y5 35 350 10 10 260 5 220 200− + − + −( ) ( ) ( )  = 0 

 y y5 310+  = 3450  (2)

k = 1  என  (1)-ல பிைதியிெ

E y E y E y E y y5
1

4
1

3
1

3
1 15 10 10− + − −  = 0

y y y y y6 5 4 3 15 10 10− + − −  = 0 

430 5 10 350 10 5 260 2205 3− + ( ) − + ( ) −y y  = 0

5 105 3y y+  = 5010  (3)

(3) – (2) ⇒  4y5 = 1560

  y5  = 390

  (2)-ன �டி 390 10 3+ y  = 3450

 10 3y  = 3450 – 390

 y3  ≅  306

1
1 2 1

3
4

5
4

31 1
1 6 1

1 10 10 5 1

பயிறசி 5.1

1. மதிபபிடுக: ∆ (log )ax .

2.  y x x x= − + −3 2 1  எனில, x = 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 
என�னவற்றுக்கு y-ன மதிபபுகழைக்கணக்கிட்டு  
முன்நாக்கு ்வறு�ாட்டு அட்ெவழணழய 
அழமக்க.
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3.  h = 1 எனில, ( )E x x x− = − +1 3 23 3 1D  என 
நிறுவுக.

4 .   f x x x( ) = +2 3  ம ற் று ம்  h  =  1  எ னி ல  
D f x x( )= +2 4  என நிறுவுக.

5.  h = 1 எனில,   D 1
1 2x x+( ) +( )







 -ஐ மதிபபிடுக.

6.  பகாடுக்கப�ட்டுள்ை அட்ெவழணழயப �யன 
�டுத்தி விடு�ட்ெ உறுபழ�க் காணக.
x 0 1 2 3 4
yx 1 3 9 - 81

7.  ஒரு மாவட்ெத்தின மக்கள்த் பதாழக விவைம் 
கீ்ை பகாடுக்கப�ட்டுள்ைது.

ஆணடு (x) 1881 1891 1901 1911 1921 1931

மக்கள்பதாழக (y)
(ஆயிைத்தில) 363 391 421 - 467 501

1911ம் ஆணடிற்கான மக்கள் பதாழகழயக் 
காணக.  
8.  பினவரும் விவைஙகழைக் பகாணடு விடு�ட்ெ 

உறுபபுகழைக் காணக.

x 0 1 2 3 4 5

y = f(x) 0 - 8 15 - 35

5.2  இண்டச்செருகல் (Interpolation)
 ஒரு உற்�த்தி நிறுவனத்தின �ல்வறு 
வருெஙகளுக்கான இலா�ஙகள் கீ்ை பகாடுக்கப 
�ட்டுள்ைன.

வருெம் (x) 1986 1987 1988 1990 1991 1992

வருமானம்  
(இலட்ெத்தில) 25 29 24 30 32 31

 1989 -ஆம் ஆணடிற்கான இலா�ம் பகாடுக்கப 
�ெவிலழல. 1989-ஆம் ஆணடின இலா�த்திழன 
மதிபபீடு பெய்வதற்கு நாம் இழெச் பெருகல 
உத்திழயப �யன�டுத்துகி்ைாம். x மற்றும் y 
என�ழவ முழை்ய வருெம் மற்றும் இலா�த்திழன 
குறிப�தாக எடுத்துக்பகாள்்வாம். ொைா மாறி x 
என�து மாறி (argument) எனவும் மற்றும்  ொரந்த 
மாறி (entries)  ொர�லன எனவும் அழைக்கப�டும்.

 பகாடுக்கப�ட்ெ பதாகுபபு மதிபபுகளுக்கு 
உள்்ை அழமந்துள்ை x-ன மதிபபிற்கு  y-ழய 
மதிபபீடு பெய்வது இழெச் பெருகல என 
அழைக்கப�டும்.

 பகாடுக்கப�ட்ெ பதாகுபபு மதிபபுகளுக்கு 
பவளி்ய அழமந்துள்ை x-ன மதிபபிற்கு  
y-ழய மதிபபீடு பெய்வது புைச் பெருகல என 
அழைக்கப�டும்.

5.2.1   இண்டச்செருகலின்  முண்றகள் (Methods of 
interpolation)

 இழெச்பெருகலில இைணடு முழைகள் உள்ைன. 
ஒனறு வழை�ெம் முழை மற்பைானறு இயற்கணித 
முழை ஆகும்.

5.2.2  ேணைப்டம் முண்ற (Graphical method)
 பகாடுக்கப�ட்ெ ொரபு y f x= ( ) -க்கு x-ன 
n மதிபபுகளும் அதற்்கற்� y-ன மதிபபுகளும் 
பகாடுக்கப�ட்டிருக்கும் .  x y ii i, , , , , ...,( ) = 1 2 3  n 
எனை ‘n’ புள்ளிகழை குறித்து அதன வழியாக 
பமனழமயான வழைவழை வழை�ெம் வழைய 
்வணடும். வழையப�ட்ெ வழை�ெத்தில x-ன 
எந்தபவாரு இழெமதிபபிற்கும் ப�ாருத்தமான y-ன 
மதிபழ� காண�்த வழை�ெ முழையாகும்.  
இவவாறு ப�ைப�டும் y-ன மதிபபு உணழமயான  
y-ன மதிபபிலிருந்து ப�ரும்�ாலும் மாறு�ட்டிருக்கும்.  
வழை�ெ முழையில இது ஒரு குழை�ாொக கருதப 
�டுகினைது.

எடுத்துக்கோட்டு 5.12
 வழை�ெத்தின மூலம் x = 38 க்கான y-ன 
மதிபழ� பினவரும் அட்ெவழணழயக் பகாணடு 
காணக:

x 10 20 30 40 50 60

y 63 55 44 34 29 22

தீர்வு: 
 ேணைப்ட முண்றயின் படிகள்:
 x  மற்றும் y மதிபபுகளுக்கு ப�ாறுத்தமான 
அலகுகழை எடுத்துக் பகாணடு, பகாடுக்கப�ட்டுள்ை  
x, y மதிபபுகழை புள்ளிகைாக வழை�ெத்தாளில 
குறிக்கவும்.
 குறிக்கப�ட்ெ புள்ளிகளின வழி்ய பெலலும் 
பமனழமயான வழைவழை வழைக.
 x = 38 எனை மதிபபிற்கு பதாெரபுழெய 
வழைவழை புள்ளிழயக் கணடு, y -அச்சின மீதுள்ை 
பதாெரபுழெய y  - மதிப�ானது ்தழவயான 
இழெச்பெருகல மதிப�ாகும்.
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வழை�ெத்லிருந்து, x = 38 எனும்்�ாது y = 32 ஆகும்.

5.2.3  இயறகணி� முண்ற (Algebraic method)
 கிரி்காரி - நியுட்ெனின முன்நாக்கு இழெச்
பெருகல சூத்திைம் (அலலது) நியுட்ெனின முன்நாக்கு 
இழெச்பெருகல சூத்திைம் (ெம இழெபவளியில).

  முதல இைணடு உறுபபுகழை மட்டும் 
பகாணடிருந்தால அது ் நரிய இழெச்பெருகல 
எனவும் முதல மூனறு உறுபபுகழை 
மட்டும் பகாணடிருந்தால அது �ைவழைய 
இழெச்பெருகல எனவும் அழைக்கப�டும்.

 y f x= ( )  என�து n+1 மதிபபுகழைக் 
பகாணெ n-ம் �டி �லலுறுபபுக்்காழவ எனக. 
y y y yn0 1 2, , , ...  என�ன முழை்ய x = x x x xn0 1 2, , , ..., 

x x x xn0 1 2, , , ..., எனை புள்ளிகளில y-ன மதிபபுகைாகும்.  

அதாவது x x h x x h x x h x x nhn1 0 2 0 3 0 02 3= + = + = + … = +, , , ,

               x x h x x h x x h x x nhn1 0 2 0 3 0 02 3= + = + = + … = +, , , ,

 x-ன மதிபபு x x x xn0 1 2, , , ...,  என�ன ெம 
இழெபவளியில உள்ைது.

 x = x0+nh எனை இெத்து  f(x) -ன மதிபபு,

f x nh f x n f x n n f x n n n f( ) (
!

( ( )
!

( ( )( )
!

() ) )0 0 0
2

0
3

1
1

2
1 2
3

+ = + + − + − −
D D D xx0) ...+ 

f x nh f x n f x n n f x n n n f( ) (
!

( ( )
!

( ( )( )
!

() ) )0 0 0
2

0
3

1
1

2
1 2
3

+ = + + − + − −
D D D xx0) ...+

(அலலது)

 y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D 

y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D  இஙகு n = 
x x
h
− 0

y-ன ்தழவயான மதிபபு x-ன ஆைம்� 
மதிபபுகளுக்கு அருகில இருந்தால ப�ாதுவாக 
நியுட்ெனின முன்நாக்கு சூத்திைம் �யன�டுத்தப
�டுகிைது.

குறிப்பு

கிரி்கோரி - நியூட்்டனின் பின்்நோக்கு இண்டச்
செருகல் சூத்திைம்.
 y-ன ்தழவயான மதிபபு x-ன இறுதி 
மதிபபுகளுக்கு அருகில இருந்தால நியூட்ெனின 
முன்நாக்கு சூத்திைத்ழத ப�ாதுவாக �யன
�டுத்துவது இலழல. அதற்கு நாம் நியூட்ெனின 
பின்நாக்கு இழெச்பெருகல சூத்திைத்ழத 
ப�ாதுவாக �யன�டுத்து்வாம்.

 x = xn +nh இெத்து , f(x) ன மதிப�ானது,

f x nh f x n f x n n f x n n n fn n n n( ) (
!

( ( )
!

( ( )( )
!

() ) )+ = + Ñ + + Ñ + + + Ñ
1

1
2

1 2
3

2 3 xxn) ...+ 

f x nh f x n f x n n f x n n n fn n n n( ) (
!

( ( )
!

( ( )( )
!

() ) )+ = + Ñ + + Ñ + + + Ñ
1

1
2

1 2
3

2 3 xxn) ...+

(அலலது)

 y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3

 
y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !

( )
!

( )( )
!

...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ
1

1
2

1 2
3

2 3 இஙகு n = 
x x
h

n−

 

y - ன  ் த ழ வ ய ா ன  ம தி ப பு  x - ன  மு டி வு 
மதிபபுகளுக்கு அருகில இருந்தால ப�ாதுவாக 
நி யூ ட் ெ னி ன  பி ன ் ந ா க் கு  சூ த் தி ை ம்
�யன�டுத்தப�டுகிைது.

குறிப்பு

  

எடுத்துக்கோட்டு 5.13
 நியூட்ெனின இழெச்பெருகல சூத்திைத்ழதப 
�யன�டுத்தி பினவரும் விவைஙகளிலிருந்து 1905 
ஆம் ஆணடின மக்கள் பதாழகழயக் காணக:
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வருெம் 1891 1901 1911 1921 1931

மக்கள்பதாழக 98,752 1,32,285 1,68,076 1,95,670 2,46,050

தீர்வு
 1905 ஆம் ஆணடின மக்கள்பதாழக காணல 
அதாவது, x = 1905-க்கு  y-ன மதிபபு காணல.
 y-ன ்தழவயான மதிபபு அட்ெவழணயில  
x-ன ஆைம்� மதிபபுக்கு அருகில உள்ைது. என்வ  
நாம் நியூட்ெனின முன்நாக்கு இழெச்பெருகல 
சூத்திைத்ழத �யன�டுத்து்வாம்.

y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D

            
y y n n n n n ny y yx x nh( ) !

( )
!

( )( )
!

...= + = + + − + − − +
0 0 0

2
0

3
01

1
2

1 2
3

D D D

 x = 1905  இெத்து  y-ஐ காண ்வணடும்.   
∴ + =x nh0 1905 , x h0 1891 10= =,   

       1891+n(10)=1905      ⇒ n = 1.4

x y Dy D2 y D3 y D4 y
1891 98,752

33,533
1901 1,32,285 2,258

35,791 –10,435
1911 1,68,076 -8,177 41,358

27,614 30,293
1921 1,95,690 22,746

50,360
1931 2,46,050

y x=( )1905   = + +98 752 1 4 33533
1 4 0 4

2
2258, ( . )( )

( . )( . )
( )

            = + +98 752 1 4 33533
1 4 0 4

2
2258, ( . )( )

( . )( . )
( )

           
+

−
−

( . )( . ) ( . )
( )

1 4 0 4 0 6
6

10435

           
+

− −( . )( . )( . )( . )
( )

1 4 0 6 0 6 1 6
24

41358

                = 98752 + 46946.2 + 632.24 + 584.36 + 1389.63
= 148304.43
≅ 1,48,304 

எடுத்துக்காட்டு 5.14
 y f x= ( )  எனை ொரபுக்கான, x = 0 1 2 6, , , ...,  
இெத்து மதிபபுகள் கீ்ை பகாடுக்கப�ட்டுள்ைது. 

x 0 1 2 3 4 5 6

y 2 4 10 16 20 24 38

 நானகு மதிபபுகழை மட்டும் பகாணடு  
y (3.2) -ன ்தாைாய மதிபழ� முன்நாக்கு இழெச் 
பெருகலின சூத்திைத்ழதப �யன�டுத்திக் காணக.

தீர்வு:
 முன்நாக்கு இழெச்பெருகலின சூத்திைத்ழதப 
�யன�டுத்த உள்ைதால f x( ) -ன கழெசி நானகு 
மதிபபுகழை கருத்தில பகாள்க. [x = 3 -லிருந்து 
எடுத்துக்பகாள்க].
 முன்நாக்கு இழெச்பெருகல சூத்திைம் 

y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D

            
y y n n n n n ny y yx x nh( ) !

( )
!

( )( )
!

...= + = + + − + − − +
0 0 0

2
0

3
01

1
2

1 2
3

D D D

x nh x h0 03 2 3 1+ = = =. , ,  

  ∴ n =
1
5

 

்வறு�ாட்டு அட்ெவழண

x y ∆y ∆2 y ∆3 y
3 16

4
4 20 0

4 10
5 24 10

14
6 38

y x=( )3 2.  = + +

−



 ( ) +

−





−





×16 1
5

4

1
5

4
5

2
0

1
5

4
5

9
5

6
10( )

       
= + +

−



 ( ) +

−





−





×16 1
5

4

1
5

4
5

2
0

1
5

4
5

9
5

6
10( )

= + + +
=

16 0 8 0 0 48
17 28

. .
.

 
= + + +
=

16 0 8 0 0 48
17 28

. .
.
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எடுத்துக்கோட்டு 5.15
 பகாடுக்கப�ட்டுள்ை விவைஙகழைக் பகாணடு  
45-க்கு குழைவான மதிபப�ணகள் ப�ற்ை 
மாணவரகளின எணணிக்ழகழய காணக.

மதிபப�ணகள் 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80
மாணவரகளின 
எணணிக்ழக 31 42 51 35 31

தீர்வு: 
 x என�து மதிபப�ண மற்றும் y என�து 
மாணவரகளின எணணிக்ழக எனக. 
 கூட்டு நிகழபவண �ைவலில மாற்ைம் பெய்த 
பிைகு கிழெக்கும் ்வறு�ாட்டு அட்ெவழண.

x y Dy ∆2 y ∆3 y D4 y
40-க்குக் 

குழைவான 31

42
50 73 9

51 –25
60 124 -16 37

35 12
70 159 -4

31
80 190

y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )
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( )( )
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...= + = + + − + − − +
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...= + = + + − + − − +
0 0 0
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01

1
2

1 2
3

D D D

 x  = 45 இெத்து  y-ஐக் காண ்வணடும்.

∴ + =x nh0 45 , x h0 40 10= =,   ⇒ n = 
1
2

 

y x( )=45  = + × +

−



 ( ) +

−





−





× −( )31 1
2

42

1
2

1
2

2
9

1
2

1
2

3
2

6
25 

        
= + × +

−



 ( ) +

−





−





× −( )31 1
2

42

1
2

1
2

2
9

1
2

1
2

3
2

6
25

                         
        

+

−





−





−





× ( )
1
2

1
2

3
2

5
2

24
37

         
= + − − − ×31 21 9

8
25
16

37 15
384

        = 47.867 ≅ 48

எடுத்துக்காட்டு 5.16
 கீ்ை பகாடுக்கப�ட்டுள்ை விவைஙகளுக்கான 
இழெச்பெருகல சூத்திைத்ழத �யன�டுத்தி 
60க்கும் 70க்கும் இழெப�ட்ெ நிழை பகாணெ 
மாணவரகளின எணணிக்ழகழயக் காணக.

நிழை  (lbs) 0-40 40-60 60-80 80-100 100-120
மாணவரகளின 
எணணிக்ழக 250 120 100 70 50

தீர்வு: 
  நிழை  = x எனக. மாணவரகளின 
எணணிக்ழக = y எனக. கூட்டு நிகழபவண 
�ைவலில மாற்ைம் பெய்த பிைகு கிழெக்கும் 
்வறு�ாட்டு அட்ெவழண.

x y Dy ∆2 y ∆3 y D4 y
40-க்குக் 

குழைவான 250

120
60 370 –20

100 –10
80 470 –30 20

70 10
100 540 –20

50
120 590

 70 க்கு கீழ நிழை பகாணெ மாணவரகளின 
எணணிக்ழகழய காண நாம் முன்நாக்கு 
இழெபவளி சூத்திைத்ழத �யன�டுத்து்வாம்.

 y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D

  
y y n n n n n ny y yx x nh( ) !

( )
!

( )( )
!

...= + = + + − + − − +
0 0 0

2
0

3
01

1
2

1 2
3

D D D

 x  =  70  இெத்து y-ஐ காண ்வணடும்.

∴ + =x nh0 70 , x h0 40 20= =,  

      40+n(20) =70   ⇒  n = 1.5

∴  y x=( )70  = + ( )+
( )( )

−( )+
( ) ( ) −( )

−( )250 1 5 120
1 5 0 5

2
20

1 5 0 5 0 5
3

10.
. .

!
. . .

!
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= + ( )+

( )( )
−( )+

( ) ( ) −( )
−( )250 1 5 120

1 5 0 5
2

20
1 5 0 5 0 5

3
10.

. .
!

. . .
!

           +
( ) ( ) −( ) −( ) ( )1 5 0 5 0 5 1 5

4
20

. . . .
!

                               
 

= 250 + 180 – 7.5 + 0.625 + 0.46875
= 423.59
≅ 424

 

  60-க்கும் 70-க்கும் இழெப�ட்ெ நிழை பகாணெ 
மாணவரகளின எணணிக்ழக. = ( )− ( ) = − =y y70 60 424 370 54

                  = ( )− ( ) = − =y y70 60 424 370 54

எடுத்துக்கோட்டு 5.17
 ஒரு குறிபபிட்ெ நகைத்தின மக்கள்பதாழக 
கீ்ை பகாடுக்கப�ட்டுள்ைது.

வருெம் : x 1941 1951 1961 1971 1981 1991

மக்கள்பதாழக 
(இலட்ெத்தில) : y 20 24 29 36 46 51

 இழெக்பெருகல சூத்திைத்ழதப �யன�டுத்தி 
1946–ம் ஆணடுக்கான மக்கள் பதாழகழயக் 
காணக.

தீர்வு:

x 1941 1951 1961 1971 1981 1991

y 20 24 29 36 46 51

 1946-ஆம் அணடின மக்கள்பதாழகழய 
கணக்கிடுவதற்கு (அதாவது x=1946க்கு y -ன 
மதிபழ� கணக்கெ)  நாம், நியூட்ெனின முன்நாக்கு 
இழெச்பெருகல சூத்திைத்ழத �யன�டுத்து்வாம்.

y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D

              
y y n n n n n ny y yx x nh( ) !

( )
!

( )( )
!

...= + = + + − + − − +
0 0 0

2
0

3
01

1
2

1 2
3

D D D

 x = 1946 ∴ + =x nh0 1946 ,

 x h0 1941 10= =,  

1941+n(10)  =1946  ⇒   n = 0.5

x y Dy D2 y D3 y D4 y D5 y
1941 20

4
1951 24 1

5 1
1961 29 2 0

7 1 - 9
1971 36 3 - 9

10 - 8
1981 46 - 5

5
1991 51

y x=( )1946
 
= + + − + − −20 0 5

1
4 0 5 0 5 1

2
1 0 5 0 5 1 0 5 2

3
1.

!
( ) . ( . )

!
( ) . ( . )( . )

!
( )

 

          
= + + − + − −20 0 5

1
4 0 5 0 5 1

2
1 0 5 0 5 1 0 5 2

3
1.

!
( ) . ( . )

!
( ) . ( . )( . )

!
( )

  + − − − + − − −0 5 0 5 1 0 5 2 0 5 3
4

0 0 5 0 5 1 0 5 2 0 5 3 0. ( . )( . )( . )
!

( ) . ( . )( . )( . )( .55 4
5

9− −)
!

( )

+ − − − + − − −0 5 0 5 1 0 5 2 0 5 3
4

0 0 5 0 5 1 0 5 2 0 5 3 0. ( . )( . )( . )
!

( ) . ( . )( . )( . )( .55 4
5

9− −)
!

( )

 = + − + −20 2 0 125 0 0625 0 24609. . .

 = 21.69 இலட்ெஙகள். 

எடுத்துக்கோட்டு 5.18
 பினவரும் விவைஙகள் நீைாவி அட்ெவழணயில 
இருந்து எடுக்கப�ட்ெது.

பவப�நிழல C0 140 150 160 170 180
அழுத்தம் kg f/cm2 3.685 4.854 6.302 8.076 10.225

 பவப�நிழலயானது 175 oC எனும்ப�ாழுது 
நீைாவியின அழுத்தத்ழதக் காணக.
தீர்வு: 
 ் த ழ வ ய ா ன  நீ ை ா வி யி ன  ம தி ப பு 
அட்ெவழணயின இறுதிப புள்ளிக்கு அருகில 
உ ள் ை த ா ல ,  நி யூ ட் ெ னி ன  பி ன ் ந ா க் கு 
இழெச்பெருகல சூத்திைத்ழத �யன�டுத்து்வாம்.

y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3

  
y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !

( )
!

( )( )
!

...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ
1

1
2

1 2
3

2 3

x = 175   

∴ + =x nhn 175 , x hn = =180 10,   ⇒   n = −0 5.  
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x y Ñy Ñ2 y Ñ3 y Ñ4 y
140 3.685

1.169
150 4.854 0.279

1.448 0.047
160 6.032 0.326 0.002

1.774 0.049
170 8.076 0.375

2.149
180 10.225

y x=( )175  = + −( )( ) +
−( ) −( ) ( )10 225 0 5 2 149

0 5 0 5
2

0 375. . .
.

!
.

      
= + −( )( ) +

−( ) −( ) ( )10 225 0 5 2 149
0 5 0 5

2
0 375. . .

.
!

.

      +
−( ) −( )( ) ( )+

− −( )( )( )( ) ( )0 5 0 5 1 5
3

0 049
0 5 0 5 1 5 2 5

4
0 002

. .
!

.
. . .

!
.

      
+

−( ) −( )( ) ( )+
− −( )( )( )( ) ( )0 5 0 5 1 5

3
0 049

0 5 0 5 1 5 2 5
4

0 002
. .

!
.

. . .
!

.

      = − − − −10 225 1 0745 0 046875 0 0030625 0 000078125. . . . .

   = − − − −10 225 1 0745 0 046875 0 0030625 0 000078125. . . . .

       = 9.10048438 = 9.1

எடுத்துக்கோட்டு 5.19
 கீ்ை பகாடுக்கப�ட்டுள்ை அட்ெவழணயிலிருந்து 
x = 7.5 எனும்்�ாது  y –ன மதிபழ�க் கணக்கிடுக.

x 1 2 3 4 5 6 7 8

y 1 8 27 64 125 216 343 512

தீர்வு:
 இஙகு பின்நாக்கு இழெச்பெருகல சூத்திைத்ழத 
�யன�டுத்து்வாம்.

x y Ñy Ñ2 y Ñ3 y Ñ4 y
1 1

7
2 8 12

19 6
3 27 18 0

37 6
4 64 24 0

61 6

5 125 30 0
91 6

6 216 36 0
127 6

7 343 42
169

8 512

y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3

  
y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !

( )
!

( )( )
!

...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ
1

1
2

1 2
3

2 3

 x = 7.5∴ + =x nhn 7 5. , x hn = =8 1,  ⇒  

 n = –0.5 

y x=( )7 5. = + − +
− − +( ) +

− − +( ) − +( ) +…512 0 5
1

169
0 5 0 5 1

2
42

0 5 0 5 1 0 5 2
3

6.
!

. .
!

. . .
!

� 

        
= + − +

− − +( ) +
− − +( ) − +( ) +…512 0 5

1
169

0 5 0 5 1
2

42
0 5 0 5 1 0 5 2

3
6.

!
. .

!
. . .

!
�

              = 421.88

எடுத்துக்கோட்டு 5.20
 பவவ்வறு வயதில முடியும் முதிரவு 
காலத்திற்கான பெலுத்தப�டும் அழைவருெ  காபபீட்டுத் 
பதாழக கீ்ை பகாடுக்கப�ட்டுள்ைது. 63 வயதில 
முதிரவு காலம் பகாணெ ஒரு பிரிமியத்தின 
காபபீட்டுத் பதாழக காணக.

வயது 45 50 55 60 65
காபபீட்டுத் 
பதாழக 114.84 96.16 83.32 74.48 68.48

தீர்வு:  
 வயது = x  ,  காபபீட்டுத்பதாழக =  y எனக.
 இஙகு, நியூட்ெனின பின்நாக்கு சூத்திைத்ழதப  
�யன�டுத்தி  y-ன   மதிபழ�க் காண்�ாம்.

y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3

  y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3   

x = 63   ∴ + =x nhn 63 ,

xn = 65, h = 5  ⇒   n = −
2
5
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x y Ñy Ñ2 y Ñ3 y Ñ4 y

45 114.84
-18.68

50 96.16 5.84
-12.84 -1.84

55 83.32 4 0.68
-8.84 -1.16

60 74.48 2.84
-6

65 68.48

y x=( )63 = +

−

−( ) +

− − +





+

− − +





− +

68 48

2
5
1

6

2
5

2
5

1

2
2 84

2
5

2
5

1 2
5

2
.

! !
.





−( )
3

1 16
!

.

              
= +

−

−( ) +

− − +





+

− − +





− +

68 48

2
5
1

6

2
5

2
5

1

2
2 84

2
5

2
5

1 2
5

2
.

! !
.





−( )
3

1 16
!

.

            +

− − +





− +





− +



 ( )

2
5

2
5

1 2
5

2 2
5

3

3
0 68

!
.   

       = 68.48 + 2.4 – 0.3408 + 0.07424 – 0.028288

y(63)  = 70.585

எடுத்துக்கோட்டு 5.21
 பகாடுக்கப�ட்டுள்ை மதிபபுகளிலிருந்து இரு�டி 
�லலுறுபபுக் ்காழவழயக் காணக.

x 0 1 2 3 4 5 6 7

y 1 2 4 7 11 16 22 29

தீர்வு: 
 நியுட்ெனின பின்நாக்கு இழெச்பெருகலின 
சூத்திைத்ழதப �யன�டுத்தி �லலுறுபபுக் ்காழவழயக் 
காண்�ாம்.

y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3
 

  
y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !

( )
!

( )( )
!

...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ
1

1
2

1 2
3

2 3

x y Ñy Ñ2 y Ñ3 y
0 1

1
1 2 1

2 0
2 4 1

3 0
3 7 1

4 0
4 11 1

5 0
5 16 1

6 0
6 22 1

7
7 29

 x -ன வாயிலாக  y -ஐ காண,    ∴ + =x nh xn , 
x hn = =7 1,  ⇒   n = x − 7  

y x( )
 

= + −( )( )+
−( ) −( ) ( )29 7 7

7 6
2

1x
x x

   
= + − + − +( )29 7 49 1

2
13 422x x x

   
= + − + − + 

1
2

58 14 98 13 422x x x

= + + 
1
2

22x x

5.2.4   இ்க்ைோஞ்சியின் இண்டச்செருகல் சூத்திைம் 
(Lagrange’s interpolation formula)

 நியூட்ெனின முன்நாக்கு மற்றும் 
பின்நாக்கு இழெச்பெருகலின சூத்திைம் x-ன ெம 
இழெபவளிகளுக்கு மட்டு்ம �யன�டுத்த முடியும். 
x-ன ெம மற்றும் ெமமற்ை இழெபவளிகளுக்கு   
இலக்கைாஞ்சியின இழெச்பெருகல சூத்திைத்ழதப 
�யன�டுத்தலாம்.

 y f x= ( ) என�து x-ன ொர�ாகவும்,  
x x x x xn= 0 1 2, , , ...,  எனை ெம பிரிவற்ை மதிபபு 
களுக்கு முழை்ய f x( )  -ன மதிபபுகள் 
y y y yn0 1 2, , , .......,  ஆகவும் இருந்தால  பகாடுக்கப 

�ட்ெ x- க்கான y-ஐ காண இலக்ைாஞ்சியின சூத்திைம் 
கீ்ை பகாடுக்கப�ட்டுள்ைது.
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y = f x( )  =
x x x x x x

x x x x x x
yn

n

−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

1 2

0 1 0 2 0
0

...
...

 

       
+

−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

x x x x x x
x x x x x x

y + ... +n

n

0 2

1 0 1 2 1
1

...
...

       
+

−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

−

−

x x x x x x
x x x x x x

yn

n n n n
n

0 1 1

0 1 1

...
...

எடுத்துக்கோட்டு 5.22
 பகாடுக்கப�ட்டுள்ை அட்ெவழணயிலிருந்து 
y(10)-ன மதிபழ� இலக்ைாஞ்சியின சூத்திைத்ழதப 
�யன�டுத்தி காணக:

x 5 6 9 11

y 12 13 14 16

தீர்வு:
 இஙகு x-ன மதிபபுகள் ெம பிரிவற்ைழவ. 
எ ன ் வ  இ ப ல க் ை ா ஞ் சி யி ன  சூ த் தி ை த் ழ த 
�யன�டுத்தவும்.
 x x x x0 1 2 35 6 9 11= = = =, , ,  

 y y y y0 1 2 312 13 14 16= = = =, , ,  

y= f x( )=
x x x x x x

x x x x x x
x x x x x x

y
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( ) × +

−( ) −( ) −1 2 3

0 1 0 2 0 3

0 2
0

33

1 0 1 2 1 3
1

( )
−( ) −( ) −( ) ×

x x x x x x
y

       

x x x x x x
x x x x x x

x x x x x x
y

−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( ) × +

−( ) −( ) −1 2 3

0 1 0 2 0 3

0 2
0

33

1 0 1 2 1 3
1

( )
−( ) −( ) −( ) ×

x x x x x x
y

+
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( ) × +

−( ) −( ) −x x x x x x
x x x x x x

x x x x x
y0 1 3

2 0 2 1 2 3

0 1
2

xx
x x x x x x

y2

3 0 3 1 3 2
3

( )
−( ) −( ) −( ) ×

+
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( ) × +

−( ) −( ) −x x x x x x
x x x x x x

x x x x x
y0 1 3

2 0 2 1 2 3

0 1
2

xx
x x x x x x

y2

3 0 3 1 3 2
3

( )
−( ) −( ) −( ) ×

 =  
x x x x x x−( ) −( ) −( )

−( ) −( ) −( ) ( )+
−( ) −( ) −( )
−( )

6 9 11
5 6 5 6 5 11

12
5 9 11

6 5 66 9 6 9
13

−( ) −( ) ( )

            

x x x x x x−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( ) ( )+

−( ) −( ) −( )
−( )

6 9 11
5 6 5 6 5 11

12
5 9 11

6 5 66 9 6 9
13

−( ) −( ) ( )

 
+

−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( ) ( )+

−( ) −( ) −( )
−(

x x x x x x5 6 11
9 5 9 6 9 11

14
5 6 9

11 5)) −( ) −( ) ( )
11 6 11 9

16

          
+

−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( ) ( )+

−( ) −( ) −( )
−(

x x x x x x5 6 11
9 5 9 6 9 11

14
5 6 9

11 5)) −( ) −( ) ( )
11 6 11 9

16
   

x = 10  எனக.

y f10 10( ) = ( ) =  
4 1 1
1 4 6

12
5 1 1

1 3 5
13

5 4 1( ) −( )
−( ) −( ) −( ) ( ) + ( )( ) −( )

( ) −( ) −( ) ( )+
( ) −( ))
( ) −( ) ( ) + ( )( )( )

( )( ) ( )
4 3 2

14
5 4 1
6 5 2

16

     

4 1 1
1 4 6

12
5 1 1

1 3 5
13

5 4 1( ) −( )
−( ) −( ) −( ) ( ) + ( )( ) −( )

( ) −( ) −( ) ( )+
( ) −( ))
( ) −( ) ( ) + ( )( )( )

( )( ) ( )
4 3 2

14
5 4 1
6 5 2

16

= ( ) − + ( )
×

+ ×1
6

12 13
3

5 14
3 2

4 16
12

    = 14.6663

பயிறசி 5.2

1. வழை�ெ முழைழயப �யன�டுத்தி x=48 எனில 
பினவரும் விவைஙகளிலிருந்து y-ன மதிபழ�க் 
காணக:

x 40 50 60 70

y 6.2 7.2 9.1 12

2.  பினவரும் விவைஙகளிலிருந்து 350  அலகு
களில ஏற்�ெக்கூடிய பெலவினத்ழத வழை�ெ
முழைழயப �யன�டுத்திக் காணக.

மோ�ம் ஜனவரி பிபைவரி மாரச்
சேளியீடு அ்குகள் 200 300 400

மண்றமுக உணழப்பூதியச் 
செ்வினம் 2500 2800 3100

மோ�ம் ஏபைல ்ம ஜூன
சேளியீடு அ்குகள் 640 540 580

மண்றமுக உணழப்பூதியச் 
செ்வினம் 3820 3220 3640

3. நியுட்ெனின முன்நாக்கு இழெச்பெருகலின 
சூத்திைத்ழத �யன�டுத்தி முப�டி �லலுறுபபு 
்காழவழயக் காணக.

x 0 1 2 3

f(x) 1 2 1 10

4. 10 வருெஙகளுக்கு ஒருமுழை எடுக்கப�டும் ஒரு 
நகைத்தின மக்கள் பதாழக கணக்பகடுபபின 
விவைஙகள் கீ்ை பகாடுக்கப�ட்டுள்ைன. 1955 
வருெத்தின மக்கள் பதாழகழய மதிபபிடுக.

ேரு்டம் 1951 1961 1971 1981

மக்கள் 
பதாழக 

(இலட்ெத்தில)
35 42 58 84

வழை�ெ முழைழயப �யன�டுத்தி 
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5. ஒரு ்தரவில குறிபபிட்ெ இழெபவளிக்குள் 
மதிபப�ணகள் ப�றும் மாணவரகளின 
எணணிக்ழக கீ்ை பகாடுக்கப�ட்டுள்ைன:

மதிப்சபண்கள் 0-19 20-39 40-59 60-79 80-99
மோணேர்களின் 
எண்ணிக்ணக 41 62 65 50 17

  70-க்கு குழைவான மதிபப�ணகள் ப�றும் 
மாணவரகளின எணணிக்ழகழய காணக.

6. பகாடுக்கப�ட்டுள்ை அட்ெவழணழயக் பகாணடு 
x = 32  எனில f(x) ன மதிபழ�க் காணக. 

x 30 35 40 45 50

f(x) 15.9 14.9 14.1 13.3 12.5

7. உ்லாகம் மற்றும் துத்தநாகத்தில உள்ை
காரீயத்தின உருகும் நிழல கீ்ை பகாடுக்கப
� ட் டு ள் ை து .  ‘ T ’  எ ன � து  ப வ ப � நி ழ ல 
(�ாழகயில) மற்றும் P என�து உ்லாகத்தில 
காரீயத்தின ெதவீதம்.

P 40 50 60 70 80 90

T 180 204 226 250 276 304

  84 ெதவீத காரீயம் பகாணெ உ்லாகத்தின 
உருகும்  நிழலழயக் காணக. 

8. கீழக்கணெ அட்ெவழையிலிருந்து f(2.8)-ன 
மதிபழ�க் காணக.

x 0 1 2 3

f(x) 1 2 11 34

9. இழெச்பெருகல முழைழயப �யன�டுத்தி  
1986-ஆம் வருெத்திற்கான பதாழிற்ொழலயின 
உற்�த்திழயக் காணக.

ேரு்டம் 1974 1978 1982 1990

உறபத்தி (ஆயிைம் 
்டன்களில்) 25 60 80 170

10. கீழக்கணெ விவைஙகளிலிருந்து மாத வருமானம் 
`26-க்கு மிகாமல ப�றும் பதாழிலாைரகளின 
எணணிக்ழகழய இலக்ைாஞ்சியின சூத்திைத்ழதப 
�யன�டுத்தி காணக.

ேருமோனம் மிகோமல் (`) 15 25 30 35
ச�ோழி்ோைர்களின் 

எண்ணிக்ணக 36 40 45 48

11. இழெச்பெருகழலப �யன�டுத்தி 1985-ஆம்  
வருெத்தின வியா�ாைத்ழத மதிபபிடுக.

ேரு்டம் 1982 1983 1984 1986

வியோபோைம் 
(இ்ட்ெங்களில்) 150 235 365 525

12. இலக்ைாஞ்சியின இழெச்பெருகழலப �யன
�டுத்தி  f(x) -ன மதிபழ� x = 15 -ல காணக. 

x 3 7 11 19

f(x) 42 43 47 60

பயிறசி 5.3

ெரியோன விண்டணயத் 
்�ர்ந்ச�டுக்க. 
1. ∆ =2

0y

 (a) y y y2 1 02− +

 (b) y y y2 1 02+ −

 (c) y y y2 1 02+ +  (d) y y y2 1 02+ +

2. ∆ ( ) =f x
 (a) f x h+( )  (b) f x f x h( ) − +( )
 (c) f x h f x+( ) − ( )  (d) f x f x h( ) − −( )
3. E ≡
 (a)1+ ∆  (b) 1 − ∆
 (c)1+ Ñ  (d) 1 − Ñ

4. h=1 எனில , ∆( ) =x2

 (a) 2x  (b) 2 1x −
 (c)  2 1x +  (d) 1

5. c ஒரு மாறிலி எனில ∆ =c
 (a) c (b) ∆
 (c) ∆2  (d) 0

6. m மற்றும் n என�ழவ மிழக முழுக்கள் எனில 
∆ ∆ ( ) =m n f x

 (a) ∆ ( )+m n f x  (b) ∆ ( )m f x
 (c) ∆ ( )n f x  (d) ∆ ( )−m n f x

7. ‘n’ மிழக முழு எண எனில, ∆ ∆ ( ) 
−n n f x

 (a) f x2( )  (b) f x h+( )
  (c) f x( )  (d) ∆ ( )f x
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8. E f x( ) =

 (a) f x h−( )  (b) f x( )
 (c) f x h+( )  (d) f x h+( )2

9. Ñ ≡
 (a) 1+E (b) 1-E

 (c)1 1− −E  (d) 1 1+ −E

10. Ñ ( ) =f a
 (a) f a f a h( ) + −( )   

 (b) f a f a h( ) − +( )  

 (c) f a f a h( ) − −( )   

 (d) f a( )
11. x y0 0,( ) , x y1 1,( )  எனை புள்ளிகள் பகாடுக்கப 

�ட்ொல இலக்ைாஞ்சியின சூத்திைம்

 (a) y x
x x
x x

y
x x
x x

y( ) =
−
−

+
−
−

1

0 1
0

0

1 0
1

 (b) y x
x x
x x

y
x x
x x

y( ) =
−
−

+
−
−

1

0 1
0

0

1 0
1

 (c) y x
x x
x x

y
x x
x x

y( ) =
−
−

+
−
−

1

0 1
1

0

1 0
0

 (d) y x
x x
x x

y
x x
x x

y( ) =
−
−

+
−
−

1

0 1
1

0

1 0
0

12. இலக்ைாஞ்சியின இழெச்பெருகலின சூத்திைம் 
எபப�ாழுது �யன�டுத்தப�டும் 

 (a) ெமமான இழெபவளிகளுக்கு மட்டும்
 (b) ெமமற்ை இழெபவளிகளுக்கு மட்டும் 
 (c) ெம மற்றும் ெமமற்ை இழெபவளிகளுக்கு
 (d)  இவற்றுள் ஏதும் கிழெயாது.

13. f x x x( ) = + +2 2 2  மற்றும் h=1 எனில  
∆ ( )f x -ன மதிபபு 

 (a) 2 3x −  (b) 2 3x +
 (c) x + 3      (d) x − 3

14. பகாடுக்கப�ட்டுள்ை விவைஙகளிலிருந்து ∆3
0y  

-ன மதிபபு
x 5 6 9 11

y 12 13 15 18

 (a) 1 (b) 0
 (c) 2  (d) –1

இ�ை கணக்குகள்
1. f x eax( ) =   எனில  f f f0 0 02( ) ∆ ( ) ∆ ( ), ,

என�ன ப�ருக்குத்பதாெரில இருக்கும் எனக் 
காட்டுக.

2. i) 1 1 1+ ∆( ) − Ñ( ) =  ii)∆Ñ = ∆ − Ñ  
(iii) E EÑ = ∆ = Ñ  என நிறுவுக.

3. ஒரு இைணடு �டி பகாணெ �லலுறுபபுக் 
்காழவயானது (1,-1)  (2,-1) (3,1) (4,5) எனை 
புள்ளிகள் வழிச்பெலகினைது. �லலுறுபபுக் 
்காழவழயக் காணக. 

4. பகாடுக்கப�ட்டுள்ை அட்ெவழணயிலிருந்து 
விடு�ட்ெ உறுபபுகழைக் காணக.

x 0 5 10 15 20 25
y 7 11 - 18 - 32

5. f −( ) =1 202,  f 0 175( ) = , f 1 82( ) =  

மற்றும் f 2 55( ) =  எனில f 0 5.( )  காணக.
6. பகாடுக்கப�ட்டுள்ை அட்ெவழணயிலிருந்து 

x = 43 மற்றும் x = 84 எனும் புள்ளிகளில 
y-ன மதிபபு காணக

x 40 50 60 70 80 90

y 184 204 226 250 276 304

7. ‘D’-ஐ விட்ெமாகவும் A-ஐ �ைப�ாகவும் பகாணெ 
வட்ெத்தின மதிபபுகள் கீ்ை பகாடுக்கப�ட்டுள்ைது.

D 80 85 90 95 100

A 5026 5674 6362 7088 7854

 82 மற்றும் 91 என�னவற்ழை விட்ெமாகக் 
பகாணெ வட்ெஙகளின �ைபபுகழைக் காணக.

8. u0 560= , u1 556= , u2 520= , u4 385= ,
எனிலu3 465=  என நிரூபி

9. பின வரும் அட்ெவழணயிலிருந்து நியூட்ெனின 
பின ்நாக்கு சூத்திைத்ழதப �யன�டுத்தி  
�டி 4 -ஐ பகாணெ  �லலுறுபபுக் ் காழவழயக் 
காணக.

x 1 2 3 4 5

y 1 –1 1 –1 1

10. இலக்ைாஞ்சியின இழெமதிபபுத்்தற்ைத்ழதப 
�யன�டுத்தி (0, –12), (1, 0), (3, 6) மற்றும் (4,12)  
எனை புள்ளிகள் வழிச்பெலலும் �லலுறுபபுக் 
்காழவழயக் காணக  
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ச�ோகுப்புணை
 z ∆ ( ) = +( ) − ( )f x f x h f x

 z Ñ = − −f x f x f x h( ) ( ) ( )

 z Ñ +( ) = ∆ ( )f x h f x

 z Ef x f x h( ) = +( )
 z E f x f x nhn ( ) = +( )
 z நியூட்ெனின முன்னாக்கு   விதி:

        y y n n n n n ny y yx x nh( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + − + − − +

0 0 0
2

0
3

01
1

2
1 2
3

D D D

 z நியூட்ெனின பின்னாக்கு விதி: 

 y y n n n n n ny y yx x nh n n n nn( ) !
( )

!
( )( )

!
...= + = + + + + + + +Ñ Ñ Ñ

1
1

2
1 2
3

2 3

 z இலக்ைாஞ்சியின இழெமதிபபுத்்தற்ைம்

y = f x( )  =
x x x x x x

x x x x x x
yn

n

−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

1 2

0 1 0 2 0
0

...
...

+
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

x x x x x x
x x x x x x

yn

n

0 2

1 0 1 2 1
1

...
...

+ 

                                                                   ... +
−( ) −( ) −( )
−( ) −( ) −( )

−

−

x x x x x x
x x x x x x

yn

n n n n
n

0 1 1

0 1 1

...
...

கண்ச் செோறகள் (GLOSSARY) 

இெபப�யரவுச் பெயலி Shifting operator

இழெச்பெருகல Interpolation

இயற்கணித முழைகள் Algebraic methods

இலக்ைாஞ்சியின சூத்திைம் Lagrange’s formula

எணணியியல Numerical

காபபீடு Policy

கிரி்காரி-நியுட்ெனின சூத்திைஙகள் Gregory- Newton’s formulae

திட்ெமான ்வறு�ாடுகள் Finite differences

பின்நாக்கு ்வறு�ாட்டுச் பெயலி Backward difference operator

புைச்பெருகல Extrapolation

முன்நாக்கு ்வறு�ாட்டுச் பெயலி Forward difference operator

வழை�ெ முழை Graphic method
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Step 1

“Numerical Methods” எனனும் திழை 
்தானறும். Forward Difference table 
எனனும் அட்ெவழண ்தானறும், அதில 
பகாடுக்கப�ட்டுள்ை ப�ட்டியில புதிய 
ொரபுகழை தட்ெச்சு பெய்க. பினபு கிழெக்கும் 
விழெயிழன அட்ெவழன்யாடு ஒபபிடுக.

படி  2

படி  1

இணணயச் செயல்போடு

செயல்போட்டின் இறுதியில் 
எதிர்போர்க்கப்படும் விணைவு

கீழக்காணும் உைலி / விழைவுக் குறியீட்ழெப 
�யன�டுத்தி இச்பெயல�ட்டிற்கான 
இழணயப �க்கத்திற்குச் பெலக. பினபு “12th 
Standard Business Mathematics and Statistics 
” எனனும் திழையில “Volume-1” ழய பதரிவு 
பெய்யவும்.

ை க  க (QR Code) :
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இந்த அத்தியாயத்்்தப் படித்்தப் பின்பு பின்்வரும் 
பாடக்கருத்து்க்ை மாண்வர்கள் புரிநதுக்காள்ை 
இயலும்.

 z சம்வாய்ப்பு மாறியி்ை ஏன் பயன்படுத்து 
கிற�ாம்?

 z சம்வாய்ப்பு மாறியி்ை நாம் ஏன் 
்வ்ையறுக்க ற்வண்டும்?

 z சம்வாய்ப்பு மாறியின் ்வ்்க்கள்.

 z நி்கழ்த்கவு சாரபு.

 z பை்வல் சாரபு.

 z ்கணககின் இயல்பு (்தன்்ம).

 z எண்ணியல் ரீதியா்க வி்வரிக்கககூடிய 
க்வளியீடு்களுடன் சம்வாய்ப்பு 
றசா்த்ை்க்ைப் படிப்ப்தற்காை 
மு்�்க்ை றமம்படுத்து்தல். 

 z உண்்ம நி்கழ்த்க்்வ 
்கணககிடு்தல்.

 z ்தனித்்த மறறும் க்தாடரச்சி 
யாை சம்வாய்ப்பு மாறியின் 
்கணககியல் எதிரபாத்்தலின் ்கருத்துரு.

 z ்தனித்்த மறறும் க்தாடரச்சியாை 
சம்வாய்ப்பு மாறியின் ்கணககியல் 
எதிரபாரத்்தலின் பண்பு்கள்.

 z ்தனித்்த மறறும் க்தாடரச்சியாை 
சம்வாய்ப்பு மாறியின் சைாசரி மறறும் 
மாறுபாடு ஆகிய்வற்� ்கணககிடு்தல்.

 z ்தனித்்த மறறும் க்தாடரச்சியாை 
சம்வாய்ப்பு மாறியின் ்கணககியல் 
எதிரபாரத்்தலின் ந்டமு்� 
பயன்பாடு்கள்.

அறிமுகம்

சில் க ்வ ஸ ்ட ற ை 
பிைான்ற்காஸ லாகறைாய்ஸ (1816) 
மறறும் லூயிஸ றபச்சிலியர (1914) ஆகிறயாரின் 

்காலங்களுககு இ்டப்ப்டட ்காலத்தில்  சம்வாய்ப்பு மாறி மறறும் 
சம்வாய்ப்பு மாறிக்காை சைாசரி எனும் ்கருத்துக்கள் உரு்வாக்கப்ப்டடை. 
சில நூல் ஆசிரியர்கள் ்சமன் கடனிஸ பாய்சான்  அ்வர்கைால் சம்வாய்ப்பு 
மாறி மறறும் எதிரபாரத்்தலுக்காை மதிப்பு எனும் ்கருத்துக்கள் 
்கண்டுபிடித்்த்தா்க கூறுகின்�ைர.  ்சமன் கடனிஸ பாய்சான் ஒரு பிைஞ்சு 
்கணி்தவியலாைர ஆ்வார. இ்வர நி்கழ்த்கவு 
்கருத்தியலின் பணிக்கா்க நன்கு அறியப்ப்டட்வர. 
பாய்சானின் மி்கப்கபரிய ஆய்்வாைது நி்கழ்த்க்்வப் 

பறறிய்தாகும். 1838 ஆம் ஆண்டில் பாய்சான் ்தைது ்கருத்துக்க்ை நி்கழ்த்கவு ற்கா்டபா்டடின் 
மூலம் க்வளியி்டடார. இது ்தறறபாது பாய்சான் பை்வல் எை அறியப்படுகி�து. இ்வர மின்சாைம் 
மறறும் ்காந்தவியல், மறறும் ்வானியல் பயன்பாடு உள்ளி்டட 300-ககும் றமறப்டட 
்கணி்தப்டப்பு்க்ை க்வளியி்டடுள்ைார. 

6 சமவாய்ப்பு மாறி மற்றும் 
கணக்கியல் எதிர்ார்த்தல்

சசமன் டெனிஸ் ்ாய்சான் 
(ஜுன் 21, 1781–ஏப்ைல்25, 1840)

கற்்றல் ந�ாக்கஙகள்
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6.1 சமவாய்ப்பு மாறி (Random variable)

அறிமுகம்
 ஒரு நாணயம் சுண்டு்வ்்த சம்வாய்ப்பு 
மாறியா்க எடுத்துக க்காள்ற்வாம். ‘n’ நாணயங்க்ை 
சுண்டும் கபாழுது கி்டக்கககூடிய ்த்ல்களின் 
எண்ணிக்்க்யத் க்தரிநது க்காள்ை ஒரு்வருககு 
ஆர்வம் இருக்கலாம். இற்த றபால, ஒரு றஜாடி 
ப்க்ட்க்ை உரு்டடும் கபாழுது  கி்டக்கககூடிய 
ஒவக்வாரு கூறு புள்ளி்களின் கூடு்தல் பறறிய 
்த்க்வ்லப் கப� ஆர்வம் ்கா்டடலாம். இவ்வா�ா்க, 
ஒரு றசா்த்ையின்  ஒவக்வாரு க்வளிப்பா்டடிறகும், 
ஒரு கமய்கயண்்ை நாம் க்தாடரபு படுத்துகிற�ாம். 
இ்த்ை ற்வறு்வ்்கயில் கூறு்வ்தைால், நாம் ஒரு 
சார்பக ்கருத்தில் க்காண்டால் அ்வறறின் சாரப்கம் 
என்பது க்வளிப்பா்டடின் க்தாகுப்பாகும். அ்வறறின் 
வீச்சு்கம் என்பது கமய்கயண்்கள் க்தாகுப்பின் 
உ்ட்கணமாகும். அத்்த்்கய ஒரு சாரபு சம்வாய்ப்பு 
மாறி என்று அ்ைக்கப்படுகி�து.

 இயற்கணி்தத்தில், X அல்லது Y அல்லது 
ற்வறு எ்தா்வது எழுத்்்த ஒரு குறிப்பி்டட ்கணககில் 
நீங்கள் க்வவற்வறு மாறி்கைா்கப் பயன்படுத்திக 
்கறறிருப்பீர்கள். எைற்வ, அடிப்ப்ட ்கணி்தத்தில், 
ஒரு மாறி என்பது ஒரு க்தரியா்த எண்்ண 
பிைதிபலிககும் ஒரு அ்கை்வரி்ச எழுத்்தாகும். 
சம்வாய்ப்பு  மாறி என்பதும் ஒரு மாறி, அது றமலும் 
சம்வாய்ப்பிறகு உ்டப்டடது என்பது அ்தன் கபாருள்.  
அ்தா்வது இது க்வவற்வ�ாை மதிப்பு்க்ைப் 
கபறறிருககும். புள்ளியியலில், X-ஐக  க்காண்டு 
சம்வாய்ப்பு மாறி்யக குறிப்பது மி்கவும் கபாது 
்வாைது ஆகும். றமலும் அது றசா்த்ைத் 
்தன்்ம்யப் கபாறுத்து க்வவற்வறு மதிப்பு்க்ைப் 
கபறறிருககும்.

சம்வாய்ப்பு மாறிக்காை சில உ்தாைணங்கள்:
(i)  ஒரு நாணயம் 8 மு்� சுண்டப்படு்வ்தால் 

கி்டக்கககூடிய ்த்ல்களின் எண்ணிக்்க.
(ii)  ஒரு ்வருடத்தில், ஒரு  ்கால அைவில்  ஒரு 

மு்தலீ்டடில் இருநது கப�ப்படும்  ்வருமாைம்
(iii)  உரு்டடிய ப்க்டயின் மீதுள்ை மு்கங்கள்.
(iv)  திங்கள்கிை்ம மு்தல் க்வள்ளிககிை்ம ்வ்ை 

்கா்ல 9.00 மணி மு்தல் மா்ல 4.30 மணி 
்வ்ை ்வைக்கமாை ஒவக்வாரு  ஒரு மணி றநை 
இ்டக்வளியில் ஒரு ்வஙகிககு ்வரு்்க புரியும் 
்வாடிக்்கயைார்களின் எண்ணிக்்க.

(v)  ஒரு குறிப்பி்டட நாளில் ்க்டயில் ந்டகபற� 
விறப்ை அைவு.

 எ டு த் து க ்க ா ்ட ட ா ்க , 
சம்வாய்ப்பு றசா்த்ை ‘E’ 
என்பது ஒரு நாணயத்்்த 
மூன்று மு்� சுண்டு 
்வ்்தக குறிக்க்டடும். இந்த 
றசா்த்ையின் க்வளிப் 
பாடு்கள் கூறுக்வளி ‘S’-ஐ 
உரு்வாககி�து. ‘X’ என்பது 
கப�ப்ப்டட ்த்ல்களின் எண்ணிக்்க குறிக்க்டடும். 
இஙகு X ஆைது ஒரு சம்வாய்ப்பு றசா்த்ை  
‘E’-இன் க்வளிப்பா்டடு்களுடன் இ்ணக்கப்ப்டட 
கமய்கயண்்கள் ஆகும். இ்தன் வி்வைங்கள் கீறை 
க்காடுக்கப்ப்டடுள்ைை.

க்வளிப்பாடு்கள் (ω)  :

(HHH) (HHT) (HTH) (THH) (HTT) (THT) (TTH) (TTT)

X x=  ன் மதிப்பு்கள் :

3 2 2 2 1 1 1 0

அ்தா்வது, RX  = {0, 1, 2, 3}
 றமறகுறிப்பி்டட எடுத்துக்கா்டடில், ஒவக்வாரு 
க்வளிப்பாடும் அ்தனுடன் க்தாடரபு்டய கமய்கயண் 
X(ω)உடன் இ்ணக்கப்ப்டடுள்ைது. கூறுக்வளி 
‘S’ என்ப்்த றசா்த்ை க்வளிப்பா்டடிறகு க்தாடர 
பு்டய ஒவக்வாரு புள்ளி  ω ∈S எை ்வ்ையறுக்கலாம்.

6.1.1 சமவாய்ப்பு மாறியின் வசையச்ற 
(Definition of a random variable)

வசையச்ற 6.1

ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி X என்பது ‘S’ என்� 
கூறுக்வளியின் மீது ்வ்ையறுக்கப்ப்டட ஒரு 
கமய்மதிப்பீ்டடுச் சாரபு எை ்வ்ையறுக்கப்படுகி�து. 
றமலும் இது (–∞, ∞) இல் மதிப்பு்க்ைப் 
கபறறிருககும் அல்லது இது ஒரு சம்வாய்ப்பு 
றசா்த்ையின் சாத்தியமுள்ை மதிப்பு்களின் எண் 
க்வளிப்பாடு்கள் எைவும் கூ�லாம்.

சமவாய்ப்பு மாறியின் வசககள்  
(Types of Random Variable)
 சம்வாய்ப்பு மாறி்க்ை இரு ்வ்்க்கைா்க 
்வ்்கப்படுத்்தலாம், அ்்வ ்தனித்்த மறறும் க்தாடரச்சி 
யாை சம்வாய்ப்பு மாறி்கள் ஆகும். இ்்வ, ்கணி்தம் 
மறறும் புள்ளியியல் து்�யில் ந்டமு்�ப் பயன் 
பாடு்களுககு முககியத்து்வம் ்வாய்ந்த்்வயா்க

நாணயம் சுண்டு்தல்
படம் 6.1
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இருககின்�ை. றமறகுறிப்பி்டட சம்வாய்ப்பு மாறி்க்ை
எடுத்துக்கா்டடு்களுடன் பின்்வருமாறு 
்வ்ையறுப்றபாம்.

x  ஒரு  கமய்கயண்  எனில் , S இல் உள்ை 
அ்ைத்து ω க்தாகுப்பு்களுடன் X(ω)=x 
எனுமாறு , X=x எை குறிக்கப்படுகி�து. 
எைற்வ P(X = x) = P{ω:X(ω) = x}.

(vi) P(X < a) = P{ω:X(ω)∈(– ∞, a]} மறறும்  
P(a < X < b) = P{ω: X(ω)∈(a, b]}.

(vii) ஒரு பரிமாண சம்வாய்ப்பு மாறி்கள், 
X Y Z, , ,...  என்� கபரிய எழுத்துக்கள் 
மூலம் குறிக்கப்படும். கபாது்வா்க, ஒரு 
றசா்த்ையின் க்வளிப்பாடு்கள் ω ஆல் 
குறிக்கப்படும். இவ்வா�ா்க, b ∈X(ω) 
என்பது ஒரு கமய்கயண்்ண குறிககும் 
சம்வாய்ப்பு மாறி X  உடன் க்தாடரபு்டய 
க்வளிப்பாடு ω  ஆகும். X Y Z, , ,...  
ற ப ா ன் � ் ்வ ்க ள்  க ்க ா ண் டி ரு க கு ம் 
மதிப்பு்க்ைச் சிறிய எழுத்துக்க்ைக 
க்காண்டு, அ்தா்வது x y z, , ,...  றபான்� 
்வற�ால் குறிக்கலாம். 

குறிப்பு

6.1.2 ்தனி்த்த சமவாய்ப்பு மாறி 
(Discrete random variable)

்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறியின் எடுத்துக்கா்டடு்கள்:
 z ஒரு ற்தரவில் கபற� மதிப்கபண்்கள்.
 z ஒரு ஜாடியில் உள்ை சி்வப்பு பளிஙகு்களின் 

எண்ணிக்்க.
 z ஒரு குறிப்பி்டட றநைத்தில், க்தா்லறபசி 

அ்ைப்பு்களின் எண்ணிக்்க.
 z ஒரு மா்தத்தில், ஒரு மகிழுநது விறப்ை 

யாைைால் விற்கப்படும் மகிழுநது்களின் 
எண்ணிக்்க மு்தலியை.

வசையச்ற  6.2

சாத்தியமாை மதிப்பு்கைால் ்வ்ையறுக்கப்ப்டட 
எண்்க்ை ஏறறுகக்காள்ைக கூடிய ஒரு மாறி 
அல்லது ஒரு எண்ணத்்தக்க கமய்கயண்்களின் 
முடிவிலாத் க்தாடைாைது ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி 
எை ்வ்ைய�க்கப்படுகி�து. 

 எடுத்துக்கா்டடா்க P
1
, P

2
 மறறும் P

3
 ஆகிறயார 

ஒரு குறிப்பி்டட மா்வ்டடத்தில் ஒரு மாதிரி பள்ளி்ய 
உரு்வாககு்வ்தற்கா்க சில நபர்களின் ்கருத்துக 
்க்ைப் பதிவு கசய்கி�ார்கள். ஒவக்வாரு நபரின் 
பதிவும் ஆம் (Y) அல்லது இல்்ல (N)  எை பதிவு 
கசய்யப்படுகி�து.
 இது க்தாடரபாை ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு 
மாறி்யத் தீரமானிககும் சாத்தியககூறு்கள் 
பின்்வருமாறு அ்மயலாம்.

அ்டட்வ்ண 6.1

சாத்திய கூறு்கள் P
1

P
2

P
3

சம்வாய்ப்பு மாறியின் மதிப்பு்கள் (ஆம் என்று 
க்காடுக்கப்ப்டட்வர்களின் எண்ணிக்்க)

1. Y Y Y 3

2. Y Y N 2

3. Y N Y 2

4. Y N N 1

5. N Y Y 2

6. N Y N 1

7. N N Y 1

8. N N N 0
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றமறல உள்ை அ்டட்வ்ணயிலிருநது கப�ககூடிய 
்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறியின் மதிப்பு்கள் 0, 1, 2 
மறறும் 3 ஆகும். 

(i)  X1  மறறும் X2  ஆகிய்்வ 
சம்வாய்ப்பு மாறி்கள் மறறும்  
c என்பது மாறிலி எனில், 
cX X X X X X X1 1 2 1 2 1 2, , ,+ −  
என்பைவும் சம்வாய்ப்பு மாறி்கைாகும்.

(ii)  X  என்பது சம்வாய்ப்பு மாறி எனில், 
( )i

X
1

 மறறும் ( )ii X  ஆகிய்்வ 
்களும் சம்வாய்ப்பு மாறி்கைாகும்.

நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு (Probability Mass 
function)
்வ்ைய்� 6.3

X என்� ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறியின் 
்தனித்்த மதிப்பு்கள் x x xn1 2, , ..., , ...  என்்க. 
றமலும் இ்தன் நி்கழ்த்கவு சாரபு P xX ( )  எைக 
குறியிடப்படுகி�து எனில், 
P x x

x p p x
X

i i( )
) ( )

=
= =




p( )=
P(X = i

0

P x x
x p p x

X
i i( )

) ( )
=

= =



p( )=
P(X = i

0
 
,
,

எை ்வ்ையறுக்கப்படுகி�து.
இது, X இன் நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு அல்லது 
்தனித்்த நி்கழ்த்கவு சாரபு என்றும் அ்ைக்கப் 
படுகி�து.

இந்த நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு P xX ( ) ஆைது 
பின்்வரும் நிபந்த்ை்க்ை நி்�வு கசய்ய 
ற்வண்டும்.

(i)  p x ii( ) ≥ ∀0    மறறும்

(ii) p xi
i

( ) =
=

∞

∑ 1
1

எட்ததக்காகட ாட் 
 சில குடும்பங்களில் உள்ை மகிழுநது்களின் 
எண்ணிக்்க கீறை க்காடுக்கப்ப்டடுள்ைை.

, , , , ..., , ...
,

x x i n
x x

i

i

= =
≠

1 2, , , ,..., , ...
,

x x i n
x x

i

i

= =
≠

1 2

மகிழுநது்களின் 
எண்ணிக்்க 0   1   2   3  4

குடும்பங்களின்  
எண்ணிக்்க 30 320 380 190 80

 இவ வி்வைங்க்ைக க்காண்டு நி்கழ்த்கவு 
நி்� சார்ப மதிப்பிடு்க, றமலும் p xi( )  ஒரு 
நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு என்ப்்தயும் சரிபாரக்க.
தீரவு:
 மகிழுநது்களின் எண்ணிக்்க X  என்்க. 

அ்டட்வ்ண 6.2

 X xi= குடும்பங்களின்  
எண்ணிக்்க p xi( )

0 30 0.03

1 320 0.32

2 380 0.38

3 190 0.19

4 80 0.08

கமாத்்தம் 1000 1.00

(i)  p x ii( ) ≥ ∀0  மறறும் 

(ii)  p xi
i

( )
=

∞

∑
1

 

= p p p p p(0)+ (1)+ (2)+ (3)+ (4)

   = 0.03+0.32+0.38+0.19+0.08  = 1

எைற்வ, p xi( ) ஒரு நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு ஆகும்.

X = 0  -க்காை நி்கழ்த்கவு 0.03 ஆைது 30/1000 
-லிருநது கப�ப்படுகி�து. மற� நி்கழ்த்கவு்களும் 
இற்தறபால் மதிப்பிடப்படுகின்�ை.

குறிப்பு

எட்ததக்காகட ாட் 
 ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி X  ஆைது பின்்வரும் 
நி்கழ்த்கவு சார்ப கபறறுள்ைது எனில், 

X ன் 
மதிப்பு்கள்

0 1 2 3 4 5 6 7

p(x) 0 a 2a 2a 3a a2 2a2 7a2 + a
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(i) a ்்வ ்கண்டுபிடிக்கவும்,  றமலும் (ii) P X( )< 3 , 

(iii) P X( )> 2  மறறும்  (iv) P X( )2 5< ≤  -ஐ 
மதிப்பிடவும்.
தீரவு:
(i) நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபின் நிபந்த்ையிலிருநது, 

       p xi
i

( )
=

∞

∑
1

 = 1

 ஃ   p xi
i

( )
=
∑

0

7

 = 1

0+a+2a+2a+3a+a2+2a2+7a2+a = 1
 10a2+9a–1      = 0 
 (10a–1)(a+1) = 0

 a= 
1

10
 அல்லது –1

ஆ ை ா ல் p x( )  ஆ ை து  கு ் �  ம தி ப் ் ப க 
க்காண்டிருக்கமுடியாது என்ப்தால், a = – 1 ஆைது 

கபாருந்தாது எைற்வ, a = 
1

10
 ஆகும். 

(ii) P X P X P X P X( ) ( ) ( ) ( )< = = + = + =3 0 1 2

  = 0+a+2a

  =3a

  = 
3

10
   a =





1
10

(iii) P X P X( ) ( )> = − ≤2 1 2

= − = + = + = 1 0 1 2P X P X P X( ) ( ) ( )

= 1 3
10

−

= 
7

10
(iv) P X P X P X P X( ) ( ) ( ) ( )2 5 3 4 5< ≤ = = + = + =

  =  2a+3a+a2

  =  5a+a2

  = 
5

10
1

100
+

  = 
51

100

எட்ததக்காகட ாட் 

p x
x

( )
,

=





20
0

x = 0,1,2,3,4,5 

மறக�ஙகிலும்
எனில்,  (i) P X( )< 3  மறறும் (ii) P X( )2 4< ≤  
ஆகிய்வற்�க ்கண்டுபிடிக்கவும்.
தீரவு: 
(i) P X( )< 3      = P X P X P X( ) ( ) ( )= + = + =0 1 2

 = 0 1
20

2
20

+ +

 = 
3

20

(ii) P X( )2 4< ≤  = P X P X( ) ( )= + =3 4

 = 
3

20
4

20
+

 = 
7

20

எட்ததக்காகட ாட் 
 நீங்கள் ஒரு பி்ையற� நாணயத்்்த  
மூன்று மு்� சுண்டு்வ்தா்கக ்கருதுற்வாம். இந்த 
றசா்த்ையின் க்வளிப்பாடு சம்வாய்ப்பு மாறியா்க 
்கரு்தப்ப்டடு, றமறல திருப்பப்ப்டட மு்கங்களில் 
உள்ை ்த்ல்களின் எண்ணிக்்க ்கணககிடப் 
படுகி�து. இ்தன் நி்கழ்த்கவு நி்� சார்ப ்கண்டு 
பிடிக்கவும். றமலும் நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபின் 
பண்பு்க்ையும் சரிபார.
தீரவு: 
 றமறல திருப்பப்ப்டட மு்கங்களில் உள்ை 
்த்ல்களின் எண்ணிக்்க்யக ்கணககிடும் 
சம்வாய்ப்பு மாறி்ய X என்்க. இ்தன் க்வளிப்பாடு்கள் 
கீறை குறிப்பிடப்ப்டடுள்ைது.

க்வளிப்பாடு்கள்
 X இன் 

மதிப்பு்கள் 

(HHH) 3
(HHT) 2
(HTH) 2
(THH) 2

க்வளிப்பாடு்கள்
 X இன் 

மதிப்பு்கள் 

(HTT) 1
(THT) 1
(TTH) 1
(TTT) 0

 இ்தன் மதிப்பீடு்கள் பின்்வரும் நி்கழ்த்கவு 
அ்டட்வ்ண 6.3-இல் ்தைப்ப்டடுள்ைை.
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அ்டட்வ்ண 6.3
X ன் 

மதிப்பு்கள் 
0 1 2 3 கமாத்்தம்

p xi( ) 1
8

3
8

3
8

1
8 p xi

i
( )=

=
∑ 1

0

3

(i)  p x ii( ) ≥ ∀0  மறறும்   (ii) p xi
i

( )=
=
∑ 1

0

3

எைற்வ, p xi( )  ஒரு நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபாகும்.

எட்ததக்காகட ாட் 
 இைண்டு ப்க்ட்கள் ஒறை 
சமயத்தில் வீசப்படுகி�து. இதில் 
றமறல திருப்பப்ப்டட மு்கங்களின் 
கூடு்தல் சம்வாய்ப்பு மாறியா்கக 
்கரு்தப்படுகி�து எனில், அ்தன் 
நி்கழ்த்கவு நி்� சார்ப 
உரு்வாக்கவும்.
தீரவு:

கூறுக்வளி ( )S =

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (44,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,44) (6,5) (6,6)





























 கமாத்்த க்வளிப்பாடு :  n(S) = 36

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P xX ( )
1

36
2

36
3

36
4

36
5

36
6

36
5

36
4

36
3

36
2

36
1

36

(6
,6

)

(5
,6

) (
6,

5)

(4
,6

)  
(5

,5
)  

(6
,4

)

(3
,6

)  
(4

,5
)  

(5
,4

)  
(6

,3
)

(2
,6

)  
(3

,5
)  

(4
,4

)  
(5

,3
)  

(6
,2

)

(1
,6

)  
(2

,5
)  

(3
,4

)  
(4

,3
)  

(5
,2

)  
(6

,1
)

(1
,5

) (
2,

4)
 (3

,3
) (

4,
2)

 (5
,1

)

(1
,4

)  
(2

,3
)  

(3
,2

)  
(4

,1
)

(1
,3

) (
2,

2)
 (3

,1
)

(1
,2

)  
(2

,1
)

(1
,1

)
வ
ெ
ளி

பவ
பொ

டு
கள்

அ்டட்வ்ண  6.4

தி
ரு

ப்பி
ய 

மு
்கங

்களி
ன்

கூ
டு்த

ல் 
 (X

)

படம் 6.2

்தனி்த்த ்ைவல் சாரபு (Discrete distribution 
function)

்வ்ைய்� 6.4

x x xn1 2, , ..., , ...  என்� எண்ணத்்தக்க 
கமய்மதிப்பு்க்ை உ்டய ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு 
மாறி X -இன் நி்கழத்்த்கவு்கள் p(x

1
), p(x

2
), p(x

3
), ..., 

p(x
n
),... எனில், இ்தன் ்தனித்்த திைள் பை்வல் சாரபு 

அல்லது  பை்வல் சாரபு பின்்வருமாறு ்வ்ையறுக்கப் 
படுகி�து. 

அ்ைத்து x∈R -ககு, F
X
(x)= P(X ≤  x) .   

அ்தா்வது, F
X
(x)= P xi

x xi

( )
<
∑   

 எடுத்துக்கா்டடா்க, ஒரு குடும்பத்தில் இைண்டு 
குைந்்த்கள் உள்ைைர எைக ்கருதுற்வாம். 
அவ்வா�ாயின் அ்தன் கூறுக்வளி (S) = {bb, bg, gb, 
gg} ஆகும். இஙகு b = சிறு்வன் (boy) மறறும்  
g= சிறுமி (girl) என்ப்த்ை குறிககி�து.

 குைந்்த்களின் எண்ணிக்்க்யக 
்கணககிடும் சம்வாய்ப்பு மாறி X என்்க.  

 ∴கூறுக்வளிககுத் க்தாடரபு்டய X இன் 
மதிப்பு்கள் 2,1,1 மறறும் 0 ஆகும். 

 எைற்வ, நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு p(x) -ஐ 
பின்்வருமாறு அ்மக்கலாம்.

X = x 0 1 2

p(x)
1
4

1
2

1
4

 றமலும் இந்த X இன் திைள் பை்வல் சாரபாைது 
பின்்வருமாறு  ்கணககிடப்படுகி�து.

X = x 0 1 2

p(x) 1
4

1
2

1
4

F x P X xX ( ) ( )= ≤
1
4

1
4

1
2

3
4

+ = 3
4

1
4

1+ =

எட்ததக்காகட ாடா 
 ஒரு நாணயம் மூன்று மு்� சுண்டப் 
படுகி�து. X என்பது  ்கணககிடப்ப்டட ்த்ல்களின்  
எண்ணிக்்க எனில், X இன் திைள் பை்வல் 
சார்பக ்கண்டுபிடிக்கவும்.
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தீரவு:
கூறுக்வளி (S) ={(HHH), (HHT), (HTH), (HTT), 
(THH), (THT), (TTH), (TTT)}

X ஏறகும் மதிப்பு்கள் : 3, 2, 2, 1, 2, 1, 1 மறறும் 0.

X-இன் வீச்சு(R
X
) 0 1 2 3

P
X
(x)

1
8

 
3
8

 
3
8

 
1
8

F
X
(x)

1
8

 
4
8

  
7
8

1

 இவ்வா�ா்க,

F x

x

x

x

x

x

X ( )

,

,

,

,

,

=

<

≤ <

≤ <

≤ <

≤

















0 0
1
8

0 1

4
8

1 2

7
8

2 3

1 3

  என்ப்்தப் கப�லாம்.

எட்ததக்காகட ாட் 
 கீறை க்காடுக்கப்ப்டடுள்ை ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு 
மாறி X இன் நி்கழ்த்கவுப் பை்வலுக்காை பை்வல் 
சார்ப அ்மக்கவும்.

X = x 1 2 3 4 5 6 7

P(x) 0.10 0.12 0.20 0.30 0.15 0.08 0.05

தீரவு:
 க்காடுக்கப்ப்டட நி்கழ்த்கவு பை்வல் p x( ) இன் 
மதிப்பிலிருநது நாம் கபறு்வது,
F P X P( ) ( ) ( ) .1 1 1 0 10= ≤ = =

F P X P P( ) ( ) ( ) ( ) . . .2 2 1 2 0 10 0 12 0 22= ≤ = + = + =

F P X P P P( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 1 2 3= ≤ = + +

 = +F P( ) ( )2 3

 = +0 22 0 20. .

 = 0.42

            F F P( ) ( ) ( )4 3 4= +

  = +0 42 0 30. .

  = 0 72.

                   F F P( ) ( ) ( )5 4 5= +

  = +0 72 0 15. .

  = 0 87.

                   F F P( ) ( ) ( )6 5 6= +

   = 0.87 + 0.08

  = 0 95.    
  

                  F F P( ) ( ) ( )7 6 7= +

  = +0 95 0 05. .

  = 1 00.

X = x

p(
x)

p(x)

1 2 3 4 5 6 7 8

0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

படம் 6.3

X = x

F(
x)

F(x)

1 2 3 4 5 6 7

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

படம் 6.4

 எைற்வ,
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                 FX ( )

,
. ,
. ,
. ,
. ,
. ,
. ,

x

x
x
x
x
x
x
x

=

<
≤
≤
≤
≤
≤
≤

0 1
0 10 1
0 22 2
0 42 3
0 72 4
0 87 5
0 95 66
1 7, x ≤



















  ஆகும்.

6.1.3 ட்தாெரச்சியான சமவாய்ப்பு மாறி 
(Continuous random variable)

வசையச்ற 6.5

 ஓர இ்டக்வளியில் உள்ை அ்ைத்து  
கமய் மதிப்பு்க்ையும் (முழுக்கைா்கற்வா, பின்ைங 
்கைா்கற்வா) ஏறகும் ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி  X ஆைது 
க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி என்று 
அ்ைக்கப்படுகி�து. 

ட்தாெரச்சியான சமவாய்ப்பு மாறியின் 
எட்ததக்காகடகள்:

 z   ஒரு 10 அவுன்ஸ பா்டடிலில் உள்ை ்தண்ணீரின் 
அைவு.

 z  ஒரு மகிழுநதின் ற்வ்கம்.
 z  மின் நு்கரவு கிறலா்வா்ட மணி றநைத்தில். 
 z  மக்கள் க்தா்்கயில் மக்களின் உயைம்.
 z  ஒரு ்வகுப்பில் மாண்வர்களின் எ்ட.
 z   கசன்்ையிலிருநது மது்ைககுச் கசல்ல ஒரு 

சைககு்வண்டி ஒ்டடுநர எடுத்துகக்காள்ளும் 
றநைம். 

நிகழ்தகவு அெர்ததிச் சாரபு (Probability density 
function)

வசையச்ற 6.6

 க்தா்்கயிடககூடிய ஓர இ்டக்வளி 
[ , ]t t1 2  இல் (தி�ந்த அல்லது மூடிய) அ்மயும் ஒரு 
சம்வாய்ப்பு மாறி X இன் நி்கழ்த்கவு f xX ( )  ஆைது 
நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு  என்று ்வ்ையறுக்கப் 
படுகி�து.

P t X t f x dxX
t

t

1 2
1

2

≤ ≤( )= ∫ ( )

நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு f xX ( )  அல்லது 
சுருக்கமா்க, f x( )  ஆைது பின்்வரும் நிபந்த்ை 
்க்ை நி்�வு கசய்ய ற்வண்டும்.

(i) f x x( ) ≥ ∀0     மறறும்   (ii) f x dx( ) =
−∞

∞

∫ 1 .

 நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபிறகுப் பதிலா்கப் 
பயன்படுத்்தப்படும் பி� கபயர்கைா்வை அடரத்திச் 
சாரபு, க்தாடரச்சியாை நி்கழ்த்கவு சாரபு, க்தா்்க 
அடரத்திச் சாரபு ஆகிய்்வ ஆகும்.

எட்ததக்காகட ாட் 
 ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி  X -இன் 
நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு f(x) பின்்வருமாறு 
உள்ைது

 f x ax x( ) ,= ≤ ≤0 1  எனில்,

 மாறிலி a ்்வக ்கண்டுபிடிக்கவும். றமலும் 

P X ≤





1
2

 இன் மதிப்்பயும் ்காண்்க.

தீரவு:

  f x dx( ) =
−∞

∞

∫ 1  என்ப்்த நாம் அறிற்வாம்.

 ax dx a xdx⇒ =∫∫ 1=1
0

1

0

1

           ⇒






=a x2

0

1

2
1

           ⇒ −( ) =a
2

1 0 1

                      ⇒ =a 2

              P x f x dx≤





=
−∞
∫1

2

1
2

( )

  = ∫axdx
0

1
2

          = ∫2
0

1
2

xdx

         = 1
4
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எட்ததக்காகட ாட் 
 ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி X -இன் 
நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு (p.d.f)

f x x x( ) ,= ≤ ≤5 0 14  எனில்,
(i) P X a P X a[ ] [ ]≤ = >1 1  மறறும்
(ii)  P X a[ ] .> =2 0 05  என்ப்வற்�க க்காண்டு 
a1  மறறும்  a2  ஆகிய்வற்�க ்கண்டுபிடிக்கவும்.
தீரவு :
 (i)  P X a P X a[ ] [ ]≤ = >1 1  இதிலிருநது,

   P X a[ ]≤ =1
1
2

        f x dx
a

( ) =∫ 1
20

1

        ⇒ 5 1
2

4

0

1

x dx
a

=∫   

     5
5

1
2

5

0

1x
a







 =

          a1

1
50 5= ( ).

 (ii)

     

P X a

f x dx

x dx

x

a

a

a

[ ] .

( ) .

.

.

> =

=

=









 =

∫

∫

2
1

4
1

5 1

0 05

0 05

5 0 05

5
5

0 0

2

2

2

55

0 952

1
5a = [ ].

ட்தாெரச்சியான ்ைவல் சாரபு (Continuous 
distribution function)

வசையச்ற  6.7
 க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி X இன் 
நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு f xX ( )  எனில், சாரபு  
F xX ( )  பின்்வருமாறு ்வ்ையறுக்கப்படுகி�து. 

F x P X x f t dt xX

x

( ) [ ] ( ) ,= ≤ = −∞ < < ∞
−∞
∫

இது க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி X- இன் 
பை்வல் சாரபு  அல்லது (சில றநைங்கள்) திைள் பை்வல் 
சாரபு என்று அ்ைக்கப்படுகி�து.

திைள் ்ைவல் சாரபின் ்ண்புகள் (Properties of 
cumulative distribution function)
 சாரபு F xX ( )  அல்லது சுருக்கமா்க F(x) ஆைது 
பின்்வரும் பண்பு்க்ைப் கபறறுள்ைது.
(i)  0 1≤ ≤ − ∞ < < ∞F x x( ) ,

(ii)  F F x
x

( ) lim ( )−∞ = =
→−∞

0  மறறும் 

F F x
x

( ) lim ( ) .+∞ = =
→∞

1
(iii) F( )⋅  என்பது ஓரியல்புத் ்தன்்மக க்காண்ட 

கு்�யாச் சாரபு.  
அ்தா்வது a b<  -ககு F a F b( ) ( )≤

(iv) F( )⋅ என்பது ்வலப்பு�த்திலிருநது க்தாடரச்சி 
யாைது, அ்தா்வது lim ( ) ( ).

h
F x h F x

→
+ =

0

(v)  ′ = = ≥F x d
dx

F x f x( ) ( ) ( ) 0

(vi) ′ = = ⇒ =F x d
dx

F x f x dF x f x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

dF x( ) என்பது X-இன் நி்கழ்த்கவு ்வ்்கயீடு 
எை அறியப்படுகி�து.

(vii)  P a x b f x dx f x dx f x dx
b a

a

b

( ) ( ) ( ) ( )≤ ≤ = = −
−∞ −∞
∫ ∫∫

         = ≤ − ≤P X b P X a( ) ( )
     = −F b F a( ) ( )

எட்ததக்காகட ாட்ட 
 ஒரு ்வாகைாலிக குைாயின் ஆயு்ட்காலமாைது 
(மணி றநைங்களில்) பின்்வரும் நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் 
சார்ப க்காண்டிருககி�து

 f x x
x

x
( )

,

,
=

≥

<







100 100

0 100
2

 எனில், அ்தன் பை்வல் சார்ப ்காண்்க.
தீரவு:

 

F x f t dt

t
dt x

x

x

( ) ( )

,

=

= ≥

−∞
∫

∫ 100 1002
100

 =
−







≥100 100
100t

x
x

,
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 F x
x

x( ) ,= −





≥1 100 100

எட்ததக்காகட ாட்் 

 ஒரு குறிப்பி்டட அடும்ையில் ஒரு நாளில் 
விறறு முடிந்த கைா்டடி X-இன் அைவு்கள் (நூறு 
பவுண்டு்களில்) ஒரு எண் சாரந்த சம்வாய்ப்பு 
நி்கழ்வா்கக ்கண்டறியப்ப்டடது. அ்தன் நி்கழ்த்க
்வாைது,  f(x) என்� நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபின் 
மூலம் க்காடுக்கப்ப்டடுள்ைது எனில்,

 f x
Ax x
A x x( )

,
( ),

,
=

≤ <
− ≤ <









0 10
20 10 20

0

(a) A -இன் மதிப்்ப ்காண்்க. 
(b)  மறுநா்ைககு விற்கப்படவிருககும் 

கைா்டடி்களின் எண்ணிக்்கக்காை 
பவுண்டு்களின் நி்கழ்த்கவு என்ை ?

(i)  10 பவுண்டு்களுககு அதி்கமா்க.

(ii)  10 பவுண்டு்களுககுககு்�்வா்க.

(iii)  5 மறறும் 15 பவுண்டு்களுககு இ்டயில்.

தீரவு:

 (a) f x dx( ) =
−∞

∞

∫ 1  என்பது நமககுத் க்தரியும்.

            Axdx A x dx+ − =∫ ∫
0

10

10

20

20 1( )

        A x x x2

0

10 2

10

20

2
20

2
1









 + −






















=

      A ( ) ( ) ( )50 0 400 200 200 50 1− + − − −[ ]=

      A = 1
100

 (b) (i)  மறுநா்ைககு விற்கப்படவிருககும் 
கைா்டடி்களின் எண்ணிக்்க 10 
பவுண்டு்களுககு அதி்கமா்க இருப்ப்தற
்காை நி்கழ்த்கவு:

      

P X x dx( )10 20 1
100

20
10

20

≤ ≤ = −( )∫

மறக�ஙகிலும்

 

= −










= −( )− − 
=

1
100

20
2

1
100

400 200 200 50

0 5

2

10

20

x x

( )

.
(ii)  மறுநா்ைககு விற்கப்படவிருககும் கைா்டடி

்களின் எண்ணிக்்க 10 பவுண்டு்களுககு 
கு்�்வா்க இருப்ப்தற்காை நி்கழ்த்கவு:

P X xdx

x

( )

.

0 10 1
100

1
100 2

1
100

50 0

0 5

0

10

2

0

10

≤ < =

=










= −( )
=

∫

(iii)  மறுநா்ைககு விற்கப்படவிருககும் கைா்டடி
்களின் எண்ணிக்்க 5 மறறும் 15 பவுண்டு
்களுககு இ்டயில் இருப்ப்தற்காை 
நி்கழ்த்கவு:

P X xdx x dx

x

( ) ( )5 15 1
100

1
100

20

1
100 2

1

5

10

10

15

2

5

10

≤ ≤ = + −

=








 +

∫ ∫

1100
20

2
0 75

2

10

15

x x−










= .

்யிற்சி 6.1

1.  க்காடுக்கப்ப்டடுள்ை நி்கழ்த்கவுப் பை்வலுக்காை 
திைள் பை்வல் சார்ப அ்மக்கவும்.

X 0 1 2 3
P(X = x) 0.3 0.2 0.4 0.1

2.  X  என்� ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறியின் நி்கழ்த்கவு 
நி்� சாரபு ஆைது

 p x

x
x
x
x

( )

. ,

. ,

. ,

. ,
,

=

=
=
=
=














0 3 3
0 2 5
0 3 8
0 2 10
0 மறக�ஙகிலும்
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  எனில், X -இன் திைள் பை்வல் சார்பக 
்கண்டுபிடிக்கவும். றமலும் ்வ்ைபடம் ்வ்ையவும்.

3.  ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி  X ஆைது பின்்வரும் 
நி்கழ்த்கவு சார்ப கபறறுள்ைது

 P X x
kx x
k x x( )

, , ,
( ) ,

,
= =

=
− =









2 4 6
2 8

0
         

இஙகு ஒரு  k மாறிலி எனில், k = 1
18

 எை நிறுவு்க.

4.  ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி X ஆைது பின்்வரும் 
நி்கழ்த்கவுச் சார்பப் கபறறுள்ைது எனில்,  
k = 0.1  எை ்காண்பிக்கவும்.

X 1 2 3 4

P(X = x) k 2k 3k 4k

5.  இைண்டு நாணயங்கள் ஒறை சமயத்தில் 
சுண்டப்படுகி�து. ்த்ல கபறு்வது க்வறறி 
யா்கக ்கரு்தப்படுகி�து எனில், க்வறறி்களின் 
எண்ணிக்்கக்காை நி்கழ்த்கவுப் பை்வ்ல 
்கண்டுபிடிக்கவும்.

6.  ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி X ஆைது  
பின்்வரும் நி்கழ்த்கவுச் சார்பப் கபறறுள்ைது 
எனில்,

Value of 
X = x

0 1 2 3 4 5 6 7

P(x) 0 k 2k 2k 3k k2 2 2k 7 2k k+

(i) k ன் மதிப்்பக ்காண்்க.
(ii)  p x p x( ), ( )      < ≥6 6  மறறும் 

p x(0 <  < 5)  ஐக ்காண்்க.

(iii)   P X x( )≤ >   1
2

க்காை x இன் கு்�ந்தப்டச 

மதிப்்பக ்கண்டுபிடிக்கவும்.
7.  ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி  X ஆைது 

வீச்சு[-3, 3] உ்டய நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் 
சாரபா்கக க்காடுக்கப்ப்டடுள்ைது

 
f x

x x

x x

x x
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=
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 எனில்,

மறக�ஙகிலும்

 ்வ்ை்வ்ையின் பைப்பு ஒன்று என்ப்்த 
சரிபாரக்கவும்.
8.  ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி Xஆைது 

பின்்வரும் பை்வல் சார்ப கபறறுள்ைது

 F x

x

k x x
x

( )

,

( ) ,
,

=

≤

− < ≤
>









0 1

1 1 3
1 3

4

 எனில்,  (i)  k  மறறும் (ii) நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் 
சார்பக ்காண்்க. 

9.  ஒரு குறிப்பி்டட நபர க்தா்லறபசியில் றபசும் 
றநைம் (நிமிடங்களில்) சம்வாய்ப்பு நி்கழ்வா்கக 
்கண்டறியப்ப்டடது,  அ்தன் நி்கழ்த்கவுச் சாரபு, 
நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு f x( )  ஆல்

 குறிப்பிடப்படுகி�து. றமலும்,    

 f x
Ae xx

( )
,
,

/

=
≥






− 5 0
0

    

 எனில், (a) f x( )  ஒரு நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் 
சார்ப உரு்வாககும் எனில் A- இன் மதிப்்பக 
்காண்்க.
 (b) ஒரு நபர க்தா்லறபசியில்  (i) 10 
நிமிடங்களுககு றமல்  (ii) 5 நிமிடங்களுககுக 
கு்�்வா்க (i i i )  5 மறறும் 10 நிமிடங்களுககு 
இ்டயில் றபசும் நிமிடங்களில் எண்ணிக்்க்களின் 
நி்கழ்த்கவு என்ை ?

10.  ஒரு நபர ஒரு குறிப்பி்டட க்தாடர்வண்டி 
நி்லயத்தில் ்காத்திருக்க ற்வண்டிய றநைம் 
நிமிடங்களில் ்கண்டறியப்ப்டடு அ்்த ஒரு 
சம்வாய்ப்பு நி்கழ்வா்க ்்வத்துக க்காள்ற்வாம்.
அ்தன் நி்கழ்த்கவுச் சாரபின் பை்வல் சாரபால் 
குறிப்பிடப்ப்டடுள்ைது

 F x
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 எனில்,

 (a)  பை்வல் சாரபு க்தாடரச்சியா்க இருககுமா? 
அப்படியாைால், அ்தன் நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் 
சார்ப எழுது்க. 

மறக�ஙகிலும்
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  (b)   ஒரு நபர (i) 3 நிமிடங்களுககு றமல் (ii) 3 
நிமிடங்களுககுக கு்�்வா்க (iii) 1   
மறறும் 3 நிமிடங்களுககு இ்டயில் 
்காத்திருப்ப்தற்காை நி்கழ்த்கவு என்ை?

11. சம்வாய்ப்பு மாறி ்வ்ையறுக்கவும்.

12.  சம்வாய்ப்பு மாறியின் ்வ்்க்கள் யா்்வ? 
அ்வற்� விைக்கவும்.

13. ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி்ய ்வ்ையறுக்கவும்.

14.  க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி பறறி நீங்கள் 
என்ை புரிநது க்காள்கிறீர்கள்?

15.  சம்வாய்ப்பு மாறியின் கபாருள் என்ை என்ப்த்ை 
வி்வரிக்கவும்.

16.  ்தனித்்த மறறும் க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு 
மாறி்க்ை ற்வறுபடுத்்தவும். 

17. சம்வாய்ப்பு மாறியின் பை்வல் சார்ப விைக்கவும்.

18.  கசாறக�ாடர்கள், (i) நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு 
(ii) நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு மறறும் 
(iii) நி்கழ்த்கவு பை்வல் சாரபு ஆகிய்வற்� 
விைக்கவும்.

19.  (i) ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி மறறும் (ii) 
க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி ஆகிய்வறறின் 
பண்பு்கள் யா்்வ?

20. பை்வல் சாரபின் பண்பு்க்ைக கூ�வும்.

6.2  கணக்கியல் எதிர்ார்த்தல் 
(Mathematical Expectation)

அறிமுகம்
 சம்வாய்ப்பு மாறி்கள் அல்லது பை்வல்்கள் 
சம்பந்தப்ப்டட ்கணககு்களில் மி்கவும் பயனுள்ை 
்க ரு த் ் ்த  எ தி ர ப ா ர த் ்த ல்  க ்க ா ண் டு ள் ை து . 
அைவீடு்க்ைக ்கருத்தில் க்காண்டு ந்டமு்� 
றநாக்கங்களுக்கா்கச் சம்வாய்ப்பு மாறிப்பண்பு்கள் 
உரு்வாக்கப்ப்டடு தி�ம்பட ்்கயாளு்வ்்தறய 
அ்வறறின் எதிரபாரத்்தல் என்�்ைக்கப்படுகி�து. 
வி்ையா்டடு்கள் க்தாடரபாை க்வறறி ்வாய்ப்பு்களில் 
்கணககியல் எதிரபாரத்்தலின் ்கருத்து எழுந்தது. 
எடுத்துக்கா்டடா்க, ஒரு வி்ையா்டடு வீைர, ஒரு 

றபா்டடியில் அ்வரின் சைாசரி க்வறறி்யக ்காண, 
ஒரு க்தாழிலதிபர ஒரு உறபத்தியில் அ்வரின் சைாசரி 
இலாபம் ்காண ஆர்வமா்க இருக்கலாம். ஒரு 
சம்வாய்ப்பு நி்கழவின் சைாசரி மதிப்பாைது அ்தன் 
்கணககியல் எதிரபாரத்்தல் அல்லது எதிரபாரககும் 
மதிப்பா்க குறிப்பிடப்படுகி�து.  பின்்வரும் பிரிவு்களில், 
்தனித்்த மறறும் க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி்களுக 
்காை ்கணககியல் எதிரபாரத்்தலின் ்கருத்்்த நாம் 
்வ்ையறுத்துப் படிப்றபாம். 

6.2.1 எதிர்ாரக்கும் மதிப்பு மற்றும் 
மாறு்ாகட அளசவ (Expected 
value and Variance)

எதிர்ாரக்கும் மதிப்பு
 எதிரபாரககும் மதிப்பு என்பது ஒரு சம்வாய்ப்பு 
மாறி மதிப்பின் எ்டயி்டட சைாசரி  எை 
்கரு்தப்படுகி�து. இஙகு நி்கழ்த்கவு்கள் எ்ட்கைா்க 
இருககின்�ை.
வசையச்ற 6.8

 ஒரு ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி X இன் 
நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு p(x) எனில், அ்தன் 
எதிரபாரககும் மதிப்பு

E X x p x
x

( ) ( )=∑             ... (1)

ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி X இன் 
நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு f(x) எனில், அ்தன் 
எதிரபாரககும் மதிப்பு

E X x f x dx( ) ( )=
−∞

∞

∫  ... (2) எை 

்வ்ையறுக்கப்படுகி�து.

 z  E(X) என்பது அலகு நி்� புவி 
ஈரப்பு வி்சயின் ்மயம் 
அல்லது நடுமம் (centroid) ஆகும். 
இது X-இன் அடரத்தி சாரபின் 
மூலம் தீரமானிக்கப்படுகி�து. 
எைற்வ X -இன் சைாசரி என்பது 
சம்வாய்ப்பு மாறி Xக்காை 
மதிப்பு்களின் “்மயப்படுத்்தப் 
ப்டட” அை்வாகும். 

 z  X -இன் சைாசரி m
x
 அல்லது  E(X) 

ஆல் குறிக்கப்படுகி�து. 
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 z (1) இல், E(X) என்பது குறிப்பிடப்ப்டட 
க்தாடர முழு்வதிலும் குவி்தலியல்பு்டய 
(absolutely convergent) க்தாடைா்க 
இருக்க ற்வண்டும் என்� நிபந்த்ைககு 
உ்டப்டடு ்வ்ையறுக்கப்படுகி�து. இல்்ல 
கயனில், சைாசரி ்காணத்்தக்கது அல்ல 
என்று கூறுகிற�ாம்.

 z (1) இல், E(X) என்பது சம்வாய்ப்பு மாறி 
கபறும் மதிப்பு்களின் “சைாசரி” ஆகும். 
ஒவக்வாரு சம்வாய்ப்பு மாறி மதிப்பும், 
அம்மதிப்பின் நி்கழ்த்கவு மூலம் நி்�யிடப் 
படுகி�து. சாத்தியமாை நி்கழ்த்கவு 
மதிப்பு்கள் அதி்க நி்�்யப் கபறும்.

 z (2) இல், குறிப்பிடப்ப்டட க்தாகுப்பு 
க்தா்்கயிடத்்தக்கது எனில், E(X) என்பது 
அ்மவுறு க்தாகுப்பா்க ்வ்ையறுக்கப் 
படுகி�து இல்்லகயனில், சைாசரி 
்காணத்்தக்கது அல்ல என்று கூறுகிற�ாம். 

 z (2) இல், E(X) என்பது சம்வாய்ப்புமாறி 
கபறும் மதிப்பு்களின் “சைாசரி” ஆகும். 
ஒவக்வாரு x மதிப்பும் X -இன் ற்தாைாய 
நி்கழ்த்கவு f

X
(x) மூலம் கபருக்கப்படுகி�து, 

பின்ைர அ்ைத்து மதிப்பு்களுககும் 
க்தாகுப்பாக்கப்படுகி�து. 

குறிப்பு

மாறு்ாகட அளசவ (Variance)
 மாறுபா்டடு அை்்வ என்பது ஒரு சம்வாய்ப்பு 
மாறியிலிருநது அ்தன் சைாசரியின் ்வரக்க விலக்கங 
்களின் எ்டயி்டட சைாசரி ஆகும். இஙகு நி்கழ 
்த்கவு்கள் எ்ட்கைா்க இருககும். ஒரு சம்வாய்ப்பு 
மாறி X-இன் சைாசரி (1) மறறும் (2) -இல் 
்வ்ையறுக்கப்ப்டட X-இன் அடரத்தி ்மயநி்ல 
அைவு ஆகும். ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி X-இன் 
மாறுபாடாைது X-இன் அடரத்தியின் சி்த�ல் 
அல்லது பை்வல் அை்்வயா்க இருககும் அல்லது 
சுருக்கமா்க, ஒரு சீைற� மாறி மதிப்பு்களின் 
மாறுபாடு ஆகும். 

வசையச்ற 6.9

 X-இன் மாறுபா்டடு அை்்வ பின்்வருமாறு 
்வ்ையறுக்கப்படுகி�து. 

்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி X-இன் நி்கழ்த்கவு 
நி்� சாரபு p(x) எனில்,

Var X x E X p x( ) ( ) ( )= − ∑ 2
                  ... (3)

க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி X-இன் 
நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு f xX ( )  எனில்,

Var X x E X f x dxX( ) ( ) ( )= − 
−∞

∞

∫
2

        ... (4) 

ஆகும்.

வசையச்ற 6.10

[X –E(X)]2 இன் எதிரபாரககும் மதிப்பாைது 
சம்வாய்ப்பு மாறியின் மாறுபா்டடு அை்்வ என்று 
அ்ைக்கப்படுகி�து. 
 அ்தா்வது,  
Var X E X E X E X E X( ) ( ) ( )= −[ ] = ( )−[ ]2 2 2  ... (5)

இஙகு E X

x p x

x f x dx

x2

2

2
( )=










∑

∫
−∞

∞

( ) ,

( ) ,

 z பின்்வரும் எடுத்துக்கா்டடு்களில், மாறுபா்டடு 
அை்்வயாைது ்வ்ைய்� 6.10-ஐ பயன் 
படுத்திக ்கண்டறியப்ப்டடிககும்.

 z (3)-இல் க்தாடைாைது குவி்தலியல்பு்டய 
்தா்கவும் அல்லது (4)-இல் க்தாகுப்பு்டயை 
்வா்கவும் இருந்தால் ம்டடுறம மாறுபாடு்கள் 
்வ்ையறுக்கப்படுகின்�ை.

 z X ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி எனில், X -இன் 
தி்டடவிலக்கம் sX  என்று குறியிடப்ப்டடு
+ [ ]Var X  எ ன் று  ்வ ் ை ய று க ்க ப் 
படுகி�து.

 z X இன் மாறுபாடு, sX
2   அல்லது Var X( )  

அல்லது V X( )  என்றும் குறிக்கப்படுகி�து. 

குறிப்பு

X  ஒரு ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு 
மாறி எனில்

X  ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு 
மாறி எனில்

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 6.indd   140 3/5/2020   12:15:12 PM



141சமவாய்ப்பு மாறி மற்றும் கணக்கியல் எதிர்ார்த்தல்

சைாசரி என்பது ஒரு அடரத்தி புவிஈரப்பு 
வி்சயின் ்மயம் ஆகும். இற்தறபால், 
மாறுபா்டடு அை்்வயாைது புவிஈரப்பு 
வி்ச ்மயத்தின் கசஙகுத்து அச்்சப் 
கபாறுத்து அற்த அடரத்தி க்காண்ட 
திருப்புத்தி�்ை பிைதிபலிககி�து.

6.2.2 கணக்கியல் எதிர்ார்த்தலின் 
்ண்புகள் (Properties of 
Mathematical expectation)

(i) E a a( )= ,  ‘a’என்பது ஒரு மாறிலி. 

(ii) E aX aE X( ) ( )=

(iii)  E aX b aE X b( ) ( )+ = + , ‘a’ மறறும ‘b’ 
ஆகிய்்வ மாறிலி்கள்.

(iv) X ≥0  எனில், E X( )≥0  ஆகும்.

(v) V a( )= 0 , a ஒரு மாறிலி.

(vi)  X   என்பது ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி எனில், 
V aX b a V X( ) ( )+ = 2

விலக்கப்  ட்ருக்கு்தட்தாசகயின் கரு்த்தாக்கம் 
(Concept of moments)
 ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறியின் அல்லது ஒரு 
பை்வலின் விலக்கப்கபருககுத்க்தா்்க (அல்லது சீர 
படா விலக்கப்கபருககுத்க்தா்்க) என்பது க்காடுக்கப் 
ப்டட பை்வலுககுரிய சம்வாய்ப்பு மாறியின் அடுககு்களின் 
எதிரபாரத்்தலாகும். 

வசையச்ற 6.11

ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி X-ஆ்க இருந்தால் X -இன் 
r-்வது விலக்கப்கபருககுத்க்தா்்க, கபாது்வா்க  m¢

r
 

மூலம் குறிக்கப்ப்டடு பின்்வருமாறு ்வ்ையறுக்கப் 
படுகி�து. 

m¢
r 
=  E X

x p x

x f x dx

r

r

x

r
( )=










∑

∫
−∞

∞

( ) ,

( ) ,

இஙகு எதிரபாரத்்தல் ்காணத்்தக்க்தா்க இருத்்தல் 
ற்வண்டும்.

X  ஒரு ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு 
மாறி எனில்

X  ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு 
மாறி எனில்

வசையச்ற 6.12

X ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி எனில் a-ஐ கபாருத்்த 
X-இன் r-்வது சீரபடா விலக்ககபருககுத்க்தா்்க  
E X a r( )−    எை ்வ்ையறுக்கப்படுகி�து. a=m

X
 

எனில், m
x
 -ஐ கபாருத்்த X-இன் r-்வது ்மய 

விலக்ககபருககுத்க்தா்்க்ய m
r
 மூலம் குறிக்கப் 

ப்டடு, பின்்வருமாறு ்வ்ையறுக்கப்படுகி�து. 
m

r
 = E[(X–m

X
)r]

 z m
1
'
 
 = E(X) = m

X
 , X -இன் சைாசரி.

 z m
1
 = E[X–m

X
] = 0.

 z m
2
 = E[(X–m

X
)2], X -இன் மாறுபாடு

 z X இன் விலக்ககபருககுத்க்தா்்க ்காணத் 
்தக்கது மறறும் அ்தன் அடரத்தி சாரபு   m

X 
ஐ 

கபாருத்து சமச்சீைா்க இருந்தால், m
X
-ஐ 

கபாருத்்த X-இன் அ்ைத்து ஒற்�  
வி ல க ்க க ப ரு க கு த் க ்த ா ் ்க ்க ளு ம் 
பூஜ்ஜியமா்க இருககும்.

குறிப்பு

எட்ததக்காகட ாட்் 
 பின்்வரும் நி்கழ்த்கவுப் பை்வ்லக க்காண்ட 
சம்வாய்ப்பு மாறியின் சைாசரி மறறும் மாறுபா்ட்டக 
்கண்டுபிடிக்கவும்.

X = x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P(x)

0.15

0.10

0.10

0.01

0.08

0.01

0.05

0.02

0.28

0.20

தீரவு:
 சம்வாய்ப்பு மாறி X-இன் சைாசரி : 
E X x P x

x
X( ) ( )=∑

=  (1 × 0.15) + (2 × 0.10) + (3 × 0.10) +  
(4 × 0.01) + (5 × 0.08) + (6 × 0.01) +  
(7 × 0.05) + (8 × 0.02) + (9 × 0.28) + (10 × 0.20) 

E X( )=6.18

E X x P xX
x

2 2( )=∑ ( )

=  (12 × 0.15) + (22 × 0.10) + (32 × 0.10) + (42 × 0.01) 
+ (52 × 0.08) + (62 × 0.01) + (72 × 0.05) + (82 × 
0.02) + (92 × 0.28) + (102 × 0.20)
E (X2) = 50.38
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 சம்வாய்ப்பு மாறியின் மாறுபா்டடைவு : 
V X E X E X( ) ( )= ( )−[ ]2 2

 = 50.38 – (6.18)2

         = 12.19
 எைற்வ, க்காடுக்கப்ப்டட ்தனித்்த பை்வலின் 
சைாசரி மறறும் மாறுபா்டடு அை்்வ மு்�றய 6.18  
மறறும் 12.19 ஆகும்.
எட்ததக்காகட ாட்் 
 ஆறு ஆண்்கள் மறறும் ஐநது கபண்்கள், ஒரு 
சிறிய நிறு்வைத்தில் ஒரு நிர்வா்க நி்லககு 
விண்ணப்பிககின்�ைர.  இைண்டு விண்ணப்ப 
்தாைர்கள் றநர்காணலுககுத் ற்தரநக்தடுக்கப்ப்டடைர. 
றநரக்காணல் குழுவில் உள்ை கபண்்களின் 
எண்ணிக்்க X எைக குறிக்கப்ப்டடு. X இன் 
நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு பின்்வருமாறு ்கண்டறியப் 
ப்டடுள்ைது.

X = x 0 1 2

P(x)
2

11
5

11
4

11

 றநர்காணல் குழுவில் எத்்த்ை கபண்்க்ை 
நீங்கள் எதிரபாரககிறீர்கள்? 
தீரவு:
 றநர்காணல் குழுவில் உள்ை கபண்்களின் 
எதிரபாரப்பு எண்ணிக்்க :

   E X x P x
x

X( ) ( )=∑

 = ×





+ ×





+ ×













0 2

11
1 5

11
2 4

11
  

 = 13
11

 (ற்தாைாயமா்க ஒரு கபண்)

எட்ததக்காகட ாட்் 
 ஒரு ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறியின் சைாசரி 
மறறும் மாறுபா்டடு அை்்வ்யக ்கண்டுபிடிக்கவும். 
இ்தன் பை்வல் சாரபாைது பின்்வருமாறு கப�ப் 
ப்டடுள்ைது.

X = x 1 2 3 4 5 6

F
x
(x) 1

6
2
6

3
6

4
6

5
6

1

தீரவு :
 க்காடுக்கப்ப்டட வி்வைத்திலிருநது, நீங்கள் 
மு்தலில் சம்வாய்ப்பு மாறியின் நி்கழ்த்கவு பை்வ்லக 
்கணககிடவும். அ்்தப் பயன்படுத்தி சைாசரி மறறும் 
மாறுபா்டடை்்வ்யக ்கணககிடற்வண்டும்.
 X   p x( )

 1  F(1) = 
1
6

 2  F(2) –F(1) = 
2
6

1
6

1
6

− =

 3  F(3) – F(2) = 
3
6

2
6

1
6

− =

 4  F(4) – F(3) = 
4
6

3
6

1
6

− =

 5  F(5) – F(4) = 
5
6

4
6

1
6

− =

 6  F(6) – F(5) = 1 5
6

1
6

− =

 நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு :

X = x 1 2 3 4 5 6

P(x) 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

 சம்வாய்ப்பு மாறி X-இன் சைாசரி: 

  = E X x P x
x

X( ) ( )=∑
  = 1 1

6
2 1

6
3 1

6
4 1

6
5 1

6
6 1×





+ ×





+ ×





+ ×





+ ×





+ ×
66







  = 
1
6

1 2 3 4 5 6+ + + + +( )
  = 

7
2

E X x P xX
x

2 2( )=∑ ( )

  = 1 1
6

2 1
6

3 1
6

4 1
6

5 1
6

2 2 2 2 2×





+ ×





+ ×





+ ×





+ ×





+ ×





6 1
6

2

  = 
1
6

1 2 3 4 5 62 2 2 2 2 2+ + + + +( )
  = 

91
6

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 6.indd   142 3/5/2020   12:15:22 PM



143சமவாய்ப்பு மாறி மற்றும் கணக்கியல் எதிர்ார்த்தல்

சம்வாய்ப்பு மாறியின் மாறுபா்டடைவு : 

V X E X E X( ) ( )= ( )−[ ]2 2

 = −





91
6

7
2

2

 = 35
12

எட்ததக்காகட ாட்் 
 பின்்வரும் ்த்க்வல் க்வறறி்களின் நி்கழ்த்கவு 
பை்வ்லக குறிககி�து எனில், க்வறறியின் 
எதிரபாரத்்தல் எண்ணிக்்க்யக ்கண்டுபிடிக்கவும்.

க்வறறி்களின் 
எண்ணிக்்க X=x

0 1 2

நி்கழ்த்கவு p(x)
6

11
9

22
1

22
தீரவு:
 க்வறறியின் எதிரபாரத்்தல் எண்ணிக்்க :

E X x P x
x

X( ) ( )=∑

 = ×





+ ×





+ ×





0 6
11

1 9
22

2 1
22

 = 11
22

 = 0.5

எைற்வ, க்வறறியின் எதிரபாரத்்தல் எண்ணிக்்க 
0.5 ஆகும். (ற்தாைாயமா்க ஒரு க்வறறி)
எட்ததக்காகட ாட்ா 
 ஒரு குடு்்வயில் சி்வப்பு, ்கருப்பு, பச்்ச, 
மறறும் நீலம் ஆகிய நான்கு நி� பநது்கள் உள்ைை. 
எந்த நி� பந்்தயும் கப� சமமாை நி்கழ்த்கவு ்வைங்கப் 
ப்டடுள்ைது. முப்பது றசா்த்ை்களில் பநது்கள் 
திரும்பி ்்வககும் மு்�யில், நீலநி� பநது கபறு்வ்தற 
்காை எதிரபாரக்கத்்தக்க மதிப்பு என்ை?
தீரவு:

நீலபநது கபறு்வ்தற்காை நி்கழ்த்கவு : p = 
1
4

 = 0.25

  கமாத்்த றசா்த்ை்கள் : N = 30

  றசா்த்ை்களின் மதிப்பு = 
றசா்த்ை்களின் எண்ணிக்்க X நி்கழ்த்கவு
   = N × p
   = 30 × 0.25
   = 7.50

 எைற்வ, நீலப்பந்்தப் கபறு்வ்தற்காை எதிர 
பாரக்கத்்தக்க மதிப்பு ற்தாையமா்க 8 ஆகும்.

எட்ததக்காகட ாட்் 
 ஒரு நடுநி்லயாை ப்க்ட உரு்டடப்படுகி�து 
எனில், அ்தன் வி்ைவு்களில் எதிரபாரக்கப்ப்டட 
மதிப்்பக ்கண்டுபிடிக்கவும்.
தீரவு:

 உரு்டடப்ப்டட ஒரு நடுநி்லயாை ஆறு 
மு்கங்கள் உள்ை ப்க்டயின் (றமல்பக்கம்) சம்வாய்ப்பு  
மாறி X இன் நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு

 P xX ( ) ,= 1
6

  x = 1,2,3,4,5 மறறும் 6 எனில்

 உரு்டடப்ப்டடதின் சைாசரி, அ்தா்வது X -இன் 
எதிரபாரத்்தல் :

 E X x P x
x

X( ) ( )=∑
               E(X) = 

1 1
6

2 1
6

3 1
6

4 1
6

5 1
6

6 1×





+ ×





+ ×





+ ×





+ ×





+ ×
66







 = 1
6

1 2 3 4 5 6+ + + + +( )
 = 7

2
 = 3.5
 எைற்வ ஒரு நடுநி்லயாை ஆறு பக்கமுள்ை 
ப்க்டயின் எதிரபாரத்்தல் 3.5 ஆகும்
எட்ததக்காகட ாட்் 
்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறியின் நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபாைது,

X = x 0 1 2 3
p(x) 0.2 0.1 0.4 0.3

எனில், E(3X + 2X2) இன் மதிப்்பக ்காண்்க? 
தீரவு:

 E X x P x
x

X( ) ( )=∑
  = (0 × 0.2) + (1 × 0.1) + (2 × 0.4) +
   (3 × 0.3)
  = 1.8

 E X x P xX
x

2 2( )=∑ ( )
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  = (02 × 0.2) + (12 × 0.1) + (22 × 0.4)   
  + (32 × 0.3)
  = 4.4

E(3X + 2X2) = 3E(X) + 2E(X2)
  = (3 × 1.8) + (2 × 4.4)
  = 14.2

எட்ததக்காகட ாட்் 
 ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி  X-க்காை நி்கழ்த்கவு 
அடரத்திச் சாரபாைது

  f x
x x

( )
,

,
=

< <





4 0 1
0

3

   

எனில்,  E(X) மறறும் V(X) ்கண்டுபிடிக்கவும்.

தீரவு:

E X x f x dx

x x dx

x

E X

( ) ( )

( )

=

=

=










=

−∞

∞

∫

∫ 4

4
5

4
5

3

0

1

5

0

1
 

என்பது நமககுத் க்தரியும்.

E X x f x dx

x x dx

x

2 2

2 3

0

1

6

0

1

4

4
6

( )=

=

=










−∞

∞

∫

∫

( )

= =

= ( )− ( ) 

= − 





=

4
6

2
3

2
3

4
5

2
75

2 2

2

V X E X E X( )

மறக�ஙகிலும்

எட்ததக்காகட ாட்ட 
  f (x) மூலம் ்வ்ையறுக்கப்படும் சாரபு 
f x ke xx( ) ,= ≤ <∞−2 0  ஆைது ஒரு அடரத்திச் சாரபு 

எனில், மாறிலி  k மறறும் சைாசரி ஆகிய்வற்�க 
்கண்டு பிடிக்கவும். 
தீரவு:

 f(x) என்பது ஒரு அடரத்திச்  சாரபு எனில்,

  f x dx( ) =
−∞

∞

∫ 1   என்பது நமககுத் க்தரியும்.

   

ke dx

k e dx

k e

k

x

x

x

−
∞

−
∞

− ∞

=

=

−








 =

=> =

∫

∫

2

0

2

0

2

0

1

1

2
1

2

E X x f x dx

xk e dx

xe dx

xe

x

x

x

( ) ( )=

=

=

=
−









 −

−∞

∞

−
∞

−
∞

− ∞

∫

∫

∫

2

0

2

0

2

0

2

2
2

ee dx

udv uv vdu

e dx

x

x

−∞

−
∞

−













= −( )
=

=

∫

∫

∫

∫

2

0

2

0

2

1
2

எட்ததக்காகட ாட்் 
 ்தயாரிக்கப்ப்டட DVD இயககியில் பயன்படுத்்தப் 
படும் மின்ைணு உப்கைணங்களின் முககிய 
பகுதியின் கசயலிைப்பிற்காை றநைம் (ஆயிைத்தில்) 
அடரத்திச் சாரபா்க க்காடுக்கப்ப்டடுள்ைது.

  f x
e xx

( )
,

,
=

>





−3 0
0

3

மறக�ஙகிலும்
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 இந்த உப்கைண பகுதியின் எதிரபாரக்கத்்தக்க 
கசயல் ்வாழ்்வ ்கண்டுபிடிக்கவும். 

தீரவு:

 E X x f x dx( ) ( )=
−∞

∞

∫  என்பது நமககுத் க்தரியும்.

=

=

=
−









 −

−






−
∞

−
∞

− ∞ −∞

∫

∫

∫

x e dx

x e dx

x e e d

x

x

x x

3

3

3
3 3

3

0

3

0

3

0

3

0

xx

u dv uv v du

e dxx













= −( )
=

=

∫∫

∫ −
∞

3

0

1
3

 எைற்வ, உப்கைணபகுதியின் எதிரபாரக்கத் 
்தக்க கசயல் ்வாழவு 

1

3
 மணி றநைம் (ஆயிைத்தில்) 

ஆகும்.

எட்ததக்காகட ாட்் 
 ஒரு பயணி்கள் இையில் ஒவக்வாரு 25 நிமிடங 
்களுககும், ஒரு இையில் நி்லயத்திறகு ்வநது 
கசல்கி�து. ஒரு பயணி ஒவக்வாரு ்கா்லயும் அ்வைது 
வீ்ட்டவி்டடு க்வளிறயறி சா்தாைணமா்க நடநது 
இையில் நி்லயத்திறகு கசல்கி�ார.  அ்வர இையில் 
நி்லயத்்்த அ்டந்த றநைத்திலிருநது இையிலுககுக 
்காத்திருககும் றநைஅைவு (நிமிடங்களில்) X எைக 
குறிக்கப்ப்டடு அது X-இன் நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் 
சாரபா்க அறியப்படுகி�து.

  f x
x

( )
,

,
=

< <





1
25

0 25

0
   

எனில்,

 சம்வாய்ப்பு மாறி X -இன் எதிரபாரக்கத்்தக்க 
மதிப்்ப கப�வும் மறறும் விைக்கவும். 

தீரவு:

 சம்வாய்ப்பு மாறியின் எதிரபாரக்கத்்தக்க மதிப்பு:  

மறக�ஙகிலும்

E X x f x dx( ) ( )=
−∞

∞

∫

 = ∫ x dx1
250

25

 = ∫1
25 0

25

x dx     =










=

1
25 2
12 5

2

0

25
x

.

 எைற்வ, பயணி எதிரப்பாரக்கத்்தக்க ்காத்திருப்பு 
றநைம் 12.5 நிமிடங்கள் ஆகும். 

எட்ததக்காகட ாட்் 
 ஒரு ்வாகைாலி குைலின் (Valve) ்வாழநாள் 
(மணி றநைங்களில்) பின்்வரும் நி்கழ்த்கவு 
அடரத்திச்சார்பக க்காண்டிருப்ப்தா்க 
்்வத்துகக்காள்ளுங்கள்.

 f x e x
x

x

( ) ,
,

= ≥
<







−
100 100

0 100
  எனில்,

 ்வாகைாலி குைலின் ்வாழநாளின் சைாசரி்ய 
்கண்டுபிடிக்கவும். 

தீரவு:

 சம்வாய்ப்பு மாறியின் எதிரபாரத்்தல் :

E X x f x dx

x e dx

x e

x

x

( ) ( )=

=

=
−
























−∞

∞

−∞

−

∫

∫ 100

100

100

1
100













−
−



































∞
−∞

∫
100

100

100
1

100

e dx

u

x

ddv uv v du

e e

= −( )
= ( )( )+ ( )( )





= ( )

∫∫
− −10000 10000

10000 0 3679

1 1

.(( )+ ( )( ) 10000 0 3679.
         = 7358 மணி்கள்

 எைற்வ, ்வாகைாலி குைலின் சைாசரி ்வாழநாள் 
7,358 மணி்கள் ஆகும்.
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எட்ததக்காகட ாட்் 
 ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி X -இன் நி்கழ்த்கவு 
அடரத்திச் சாரபு 
 f x ke xx( ) ,= − ∞< <∞− எனில், k-இன் 
மதிப்்பக ்கண்டுபிடிக்கவும் மறறும் சம்வாய்ப்பு 
மாறியின் சைாசரி மறறும் மாறுபா்டடு அை்்வ்யக 
்கண்டுபிடிக்கவும். 

தீரவு

 f x dx( ) =
−∞

∞

∫ 1   என்பது நமககுத் க்தரியும்

 

k e dx

k e dx

x

x
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−∞

∞

−

−∞

∞

=

=

∫

∫

1

1
  

 2 1
0

k e dxx−
∞

=∫  ( e x−| |  ஒரு இை்ட்ட சாரபு))

 
2

1
1

1
2

0

k e

k

x− ∞

−








 =

∴ =

 சம்வாய்ப்பு மாறியின் சைாசரி :  

         E X x f x dx( ) ( )=
−∞

∞

∫

        E X x k e dxx( )= −

−∞

∞

∫   

      = −

−∞

∞

∫1
2

x e dxx   

   ( xe x−| |  ஒரு ஒற்�ச் சாரபு)

       = 0

      

E X x f x dx

x k e dx

x e dx

x

x
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∞
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∫

∫
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2
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2
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்யிற்சி 6.2

1. ஒரு நடுநி்லயாை ப்க்டயிைசம்வாய்ப்பு 
மாறி்களுக்காை எதிரபாரத்்தல் மதிப்்பக 
்கண்டுபிடிக்கவும்.

2. மாண்வர்கள் A ்தைநி்ல்ய கபறு்வ்தற்காை 
எண்ணிக்்க்ய ்வ்ையறுககும் சம்வாய்ப்பு 
மாறியா்க X இருக்க்டடும். க்காடுக்கப்ப்டட அ்டட்வ்ண
யிலிருநது X-இன் எதிரபாரத்்தல் மதிப்்பக 
்கண்டறியவும்.

X= x 0  1  2  3

P(X = x) 0.2 0.1 0.4 0.3

3. பின்்வரும் அ்டட்வ்ண சம்வாய்ப்பு மாறி X-இன் 
நி்கழ்த்கவு நி்� சார்ப பறறி வி்வரிககி�து 
எனில்,

x 3 4 5

P(x) 0.2 0.3 0.5
  x-இன் தி்டட விலக்கத்்்தக ்கண்டு பிடிக்கவும்.
4. X என்பது ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி 

என்்க.  அ்தன் நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபாைது 

  f x
x x

X ( ) =
≤ ≤




2 0 1
0

,
,

 எனில், X-இன் எதிரபாரத்்தல் மதிப்்ப ்கண்டு
பிடிக்கவும்.

5. X என்பது ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி 
என்்க. அ்தன் நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபாைது  

  f x x
x( )=

≥





3 1

0
4 ,

,
 எனில், X -இன் சைாசரி மறறும் மாறுபா்ட்ட 

்கண்டுபிடிக்கவும்.

மறக�ஙகிலும்

மறக�ஙகிலும்
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6. ஒரு்வர, ஒரு மு்தலீ்டடில் ` 5,000  இலாபம் 
ஈ்டடு்வ்தற்காை நி்கழ்த்கவு 0.62 அல்லது 
` 8,000  இைப்பு ்வரு்வ்தற்காை நி்கழ்த்கவு 0.38 
எனில், இதில் எதிரபாரக்கப்ப்டட ஆ்தாயத்்்தக 
்கண்டறியவும். 

7. ்கணககியல் எதிரபாரத்்தலின் பண்பு்கள் யா்்வ?

8. ்கணககியல் எதிரபாரத்்தலில் மூலம் நீங்கள் என்ை
புரிநது க்காண்டீர்கள்? 

9. ்கணககியல் எதிரபாரத்்தலில் அடிப்ப்டயில் மாறு
பா்டடு அை்்வ்ய நீங்கள் எவ்வாறு ்வ்ையறுக்க 
ற்வண்டும்? 

10. ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறியின் ்கணககியல் எதிர
பாரத்்த்ல ்வ்ையறுக்கவும். 

11. க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி்யப் பயன்
படுத்தி ்கணககியல் எதிரபாரத்்தலின் ்வ்ை
ய்�்யக கூ�வும்.

12. ஒரு வியாபாை முயறசியில் ஒரு்வர ` 2,000  
இலாபம் ஈ்டடு்வ்தற்காை நி்கழ்த்கவு 0.4  அல்லது 
` 1,000  இைப்்ப கபறு்வ்தற்காை நி்கழ்த்கவு 0.6 
எனில், அ்வைது எதிரபாரத்்தல், மாறுபாடு மறறும் 
தி்டடவிலக்கம் இலாபம் என்ை? 

13. ஓரு றமா்டடார ்வண்டிச்சக்கை டயரின் (Motor 
cycle tyre) இறுதி அடிப்பகுதி ற்தய்மாைத்்்த 
எதிரத்து ்தாஙகும் தி�ைாைது ஒரு 
கநருக்கடியாை ்தரு்வா்ய அ்டயும்்வ்ை 
்கடந்த ்மல்்களின் எண்ணிக்்க ஒரு 
நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபின் மூலம் 
குறிக்கப்படுகி�து

  f x e x

x

x

( ) ,

,
= >

≤







−1
30

0

0 0

30

 எனில், ்வண்டிச்சக்கை டயரின் இறுதி அடிப்பகுதி 
ற்தய்மாைத்்்த எதிரத்து ்தாஙகுத் தி�ைாைது 
ஒரு கநருக்கடியாை ்தரு்வா்ய அ்டயும் 
்வ்ைக்காை எதிரபாரக்கத்்தக்க ்மல்்கள் 
(ஆயிைத்தில்) எண்ணிக்்க்யக ்கண்டு
பிடிக்கவும். 

14. ஒரு நபர ஒரு நாணயத்்்தச் சுண்டுகி�ார, 
்த்ல எனில்,  ` 4-ஐப் கபறுகி�ார மறறும் பூ 
எனில்,  ` 2-ஐ கசலுத்துகி�ார. அ்வைது 
இலாபத்தின் எதிரபாரப்பு மறறும் மாறுபா்டடு
அை்்வ்யக ்கண்டறியவும். 

15. ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி X ஆ்க இருக்க்டடும் மறறும் 
Y= 2X + 1. சம்வாய்ப்பு மாறி X-இன் மாறுபா்டடைவு 
5 என்�ால் Y-இன் மாறுபா்டடைவு என்ை?

்யிற்சி 6.3

ஏற்புசெய விசெசய்த ட்தரிவு டசய்க:
1. நி்கழவின் நி்கழ்த்கவு க்காண்ட சம்வாய்ப்பு 

மாறியின் சாத்தியமுள்ை மதிப்பு்க்ைப் கபருககு
்வ்தன் மூலம் கப�ப்ப்டட எந்த மதிப்பு எ்டயி்டட 
சைாசரிககு சமம் எை அ்ைக்கப்படுகி�து.

 (a) ்தனித்்த மதிப்பு
 (b) எ்டயி்டட மதிப்பு 

 (c) எதிரபாரத்்தல் மதிப்பு
 (d) திைள் மதிப்பு

2. நாள் ஒன்றுககு கபாருள்்களின் ற்த்்வயாைது, 
மூன்று நாள்்களுககு மு்�றய 21, 19, 22  
அலகு்கள் ஆகும். அ்வறறின் நி்கழ்த்கவு்கள் மு்�றய 
0.29, 0.40, 0.35 ஆகும். அலகு ஒன்றுககு இலாபம் 
0.50 ் பசாக்கள் எனில், மூன்று நாள்்களுக்காை 
எதிரபாரக்கப்ப்டட இலாபம். 

 (a) 21, 19, 22 (b) 21.5, 19.5, 22.5

 (c) 0.29, 0.40, 0.35 (d) 3.045, 3.8, 3.85

3. x-ஐ வி்வரிககும் நி்கழ்த்கவு குறிப்பி்டட மதிப்்ப 
விட சமமா்கற்வா அல்லது கு்�்வா்கற்வா உள்ை 
நி்கழ்த்கவு

 (a) ்தனித்்த நி்கழ்த்கவு  
 (b)திைள் நி்கழ்த்கவு 
 (c) விளிம்பு நி்கழ்த்கவு
 (d) க்தாடரச்சியாை நி்கழ்த்கவு

4. E(X) = 5 மறறும் E(Y) = –2 எனில், E(X – Y) –ன் 
மதிப்பாைது

 (a) 3  (b) 5  (c) 7  (d) –2

5. இைண்டு புள்ளி்களுககு இ்டயில் எந்தவி்தமாை 
மதிப்பும் அனுமானிக்கலாம் எனும் மாறியாைது

 (a) ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி 
 (b) க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி
 (c) ்தனித்்த கூறுக்வளி  
 (d) சம்வாய்ப்பு மாறி
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6. ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறியின் நி்கழ 
்த்கவு பை்வ்லப் குறிககும் ஒரு சூத்திைம் அல்லது 
சமன்பாடு 

 (a) நி்கழ்த்கவு பை்வல் 
 (b) பை்வல் சாரபு  
 (c) நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு 
 (d) ்கணககியல் எதிரபாரத்்தல்

7.  ஒரு ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி  X   மறறும் X -இன் 
நி்கழ்த்கவு p x( )  எனில், சம்வாய்ப்பு மாறியின் 
எதிரபாரத்்தல் மதிப்பாைது

 (a) f x( )∑    (b) x f x+ ∑ ( )  

 (c) f x x( )+∑  (d) xp x( )∑
8. நி்கழ்த்கவு பை்வலில் பின்்வரும் எந்த ஒன்று 

சாத்தியமில்்ல

 (a) p x( )≥∑ 0  (b) p x( )=∑ 1  

 (c) x p x( )=∑ 2  (d) p x( ) .= − 0 5

9.  c ஒரு மாறிலி எனில்,  E c( )  இன் மதிப்பு

 (a) 0   (b) 1  (c) c f c( )   (d) c 

10. ஒரு ்தனித்்த நி்கழ்த்கவுப் பை்வல் இ்தன் மூலமும் 
குறிப்பிடப்படலாம்.

 (a) அ்டட்வ்ண 
 (b) ்வ்ைபடம்
 (c) ்கணி்தவியல் சமன்பாடு
 (d) இ்்வ அ்ைத்தும் 

11. ஒரு நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு இ்தன் மூலமும் 
குறிப்பிடப்படலாம்.

 (a) அ்டட்வ்ண 
 (b) ்வ்ைபடம் 
 (c) ்கணி்தவியல் சமன்பாடு   
 (d) (b) மறறும் (c)

12. ஒரு க்தாடரச்சியாை நி்கழ்த்கவு பை்வலில் c 
என்பது ஒரு மாறிலி என்�ால் P(X = c) எப்றபாதும் 
எ்தறகு சமமா்க இருககும்

 (a) பூஜ்ஜியம்  (b) ஒன்று
 (c) எதிரம்�  (d) ்காணஇயலாது.

13. E X E X− ( )  என்பது
 (a) E X( )   (b) V X( )
 (c) 0   (d) E X X( )−

14. E X E X− ( )
2  என்பது

 (a) E X( )   (b) E X( )2

 (c) V X( )  (d) S D X. ( )  

15. சம்வாய்ப்பு மாறியாைது கு்� மதிப்பு்க்ை 
கபறும் எனில், அந்த கு்� மதிப்பு்கள் கபறு்வது

 (a) றநரம்� நி்கழ்த்கவு்கள்  
 (b) எதிரம்� நி்கழ்த்கவு்கள்
 (c) நி்லயாை நி்கழ்த்கவு்கள்  
 (d) கசால்்வது ்கடிைம்

16. f x x x( ) ,= ≤ ≤2 0 1 எனில், f x( )  ஒரு
 (a) நி்கழ்த்கவு பை்வல்   
 (b) நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு
 (c) பை்வல்  சாரபு  
 (d) க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி.

17. f(x) ஆைது ஒரு அடரத்திச் சாரபு எனில்,

f x dx( )
−∞

∞

∫  ஆைது எப்றபாதும் இ்தறகு சமமா்க 

இருககும்

 (a) பூஜ்யம்  (b) ஒன்று 

 (c) E X( )   (d) f x( )+1

18. ஒரு றசா்த்ையின் அ்ைத்து க்வளிப்பாடு 
்களின் ப்டடியல் மறறும் ஒவக்வாரு க்வளிப் 
பா்டடிறகும் க்தாடரபு்டய நி்கழ்த்க்வாைது 
இவ்வாறு அ்ைக்கப்படுகி�து. 

 (a) நி்கழ்த்கவு பை்வல்   
 (b) நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு
 (c) பண்புக கூறு்கள்  
 (d) பை்வல் சாரபு

19. எந்த ஒன்று சம்வாய்ப்பு றசா்த்ைக்காை 
உ்தாைணம் அல்ல?

 (a)  ஒரு நாணயம் சுண்டப்ப்டடது மறறும் 
க்வளிப்பாடு ஒரு ்த்ல அல்லது ஒரு பூ ஆகும்.
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 (b) ஆறு பக்கமுள்ை ப்க்ட உரு்டடப்ப்டடது.
 (c)  ஒரு மருத்து்வம்ையின் அ்வசை அ்�யில் 

அ னு ம தி க ்க ப் ப ்ட ட  சி ல  ந ப ர ்க ளி ன் 
எண்ணிக்்க. 

 (d)   குறிப்பி்டட ்வருடத்திறகு ஒரு நிறு்வைத்்தால் 
கப�ப்ப்டட அ்ைத்து மருத்து்வ்காப்பீ்டடு 
உரி்மக ற்காரிக்்க்கள்.

20. கூறுக்வளிககு ஒதுக்கப்ப்டடுள்ை எண்ணியல் 
மதிப்பு்களின் க்தாகுப்பு

 (a) சம்வாய்ப்பு கூறு  

 (b) சம்வாய்ப்பு மாறி
 (c) சம்வாய்ப்பு எண்்கள்  
 (d) சம்வாய்ப்பு றசா்த்ை

21. முடிவுறு அல்லது ்கணககிடத்்தக்க முடிவு�ா 
எண் மதிப்பு்க்ை கபறும் ஒரு மாறி

 (a) க்தாடரச்சியாைது   
 (b) ்தனித்்தது  

 (c) பண்பாரந்தது   

 (d)இதில் எதுவும் இல்்ல

22. ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறியின் நி்கழ்த்கவு சாரபு 
பின்்வருமாறு ்வ்ையறுக்கப்ப்டடுள்ைது

X= x –1 –2 0 1 2

P(x) k 2k 3k 4k 5k

 எனில், k-இன் மதிப்பாைது

 (a) பூஜ்யம்  (b) 1
4

 

 (c) 1
15

   (d) ஒன்று

23. p x( )= 1
10

, x  = 10 எனில்,   E X( )  மதிப்பாைது.

 (a) பூஜ்யம்  (b) 
6

8
 

 (c) 1   (d) –1

24. ஒரு ்தனித்்த நி்கழ்த்கவுச் சாரபு p x( )  ஆைது 
எப்றபாதும் 

 (a) எதிரம்� அல்லா்தது 

 (b) எதிரம்�யாைது  

 (c) ஒன்று 

 (d)  பூஜ்யம்  

25. ஒரு ்தனித்்த பை்வல் சாரபில் அ்ைத்து 
நி்கழ்த்கவு்களின் கூ்டடுத்க்தா்்கயாைது

 (a) பூஜ்யம்   (b) ஒன்று 

 (c) மீச்சிறுமம்  (d) மீப்கபருமம்

26. ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறியின் எதிரபாரக்கத்்தக்க 
மதிப்பு என்பது  

 (a) மாறுபாடு 

 (b) தி்டடவிலக்கம்  

 (c) சைாசரி                            

 (d) இ்ண மாறுபாடு

27. ஒரு ்தனித்்த நி்கழ்த்கவுச் சாரபு p(x)  எப்றபாதும் 
கு்�யற�து மறறும் அது அ்மயும் இ்டக்வளி 
யாைது 

 (a) 0  மறறும் ∞  

 (b) 0  மறறும்1 

 (c) –1 மறறும்+1  

 (d) –∞  மறறும் +∞ 

28. நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு p(x) –ன் மீப்கபரு 
மதிப்பாைது 

 (a)  பூஜ்ஜீயம்   
 (b) ஒன்று 

 (c) சைாசரி  

 (d) முடி்வற�நி்ல

29. ஒரு நா்டடில் உள்ை நபர்களின் உயைத்்்த 
க்காண்டு அ்மயும்  சம்வாய்ப்பு மாறியின் ்வ்்க 
யாைது 

 (a) ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி 

 (b) க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி
 (c) (a) மறறும் (b)   

 (d) (a) யும் அல்ல (b) யும் அல்ல

30. பை்வல் சாரபு F(x) ஆைது
 (a) P X x( )=  

 (b) P X x( )≤   

 (c) P X x( )≥  

 (d) இ்்வய்ைத்தும்

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 6.indd   149 3/5/2020   12:15:48 PM



150 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

இ்தை கணக்குகள்
1. ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி  X - இன் நி்கழ்த்கவு சாரபு 

கீறை க்காடுக்கப்ப்டடுள்ைது

 p x

x

x

x

( )

,

,

,

,

=

= −

=

=
















1
4

2

1
4

0

1
2

10

0

 எனில், பின்்வரும் நி்கழ்த்கவு்க்ை மதிப்பிடவும்
 (i) P X ≤( )0   (ii) P X <( )0   

 (iii) P X ≤( )2    (iv) P X0 10≤ ≤( )
2. ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி  X  - ஆ்க இருக்க்டடும் 

அ்தன் திைள் பை்வல் சாரபாைது.

 F x

x
x x

x x

x x

x

( )=

<

≤ <

+ ≤ <

+ ≤ <

≤

















0 0

8
0 1

1
4 8

1 2

3
4 12

2 3

1 3

,

,

,

,

, .

 எனில், 
 (a)  (i) P X( )1 2≤ ≤  மறறும் (ii) P X( )= 3  

்கணககிடவும்
 (b)  X  ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறியா? உங்கள் 

பதி்ல நியாயப்படுத்்தவும்.
3. X இன் நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு பின்்வருமாறு 

்வ்ையறுக்கப்ப்டடுள்ைது எனில்,

 f x
k x( )=

< ≤



,
,

0 4
0

 k இன் மதிப்்பக ்கண்டுபிடிக்கவும், றமலும் 
P X2 4≤ ≤( )  -ஐ ்கண்டுபிடிக்கவும்.

4. ஒரு ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி  X  இன் நி்கழ்த்கவு 
பை்வல் சாரபு

 f x

k x
k x
k x

( )

,
,
,

,

=

=
=
=











2 1
3 3
4 5
0

  
  
  

   

 

மறக�ஙகிலும்

மறக�ஙகிலும்

மறக�ஙகிலும்

 இஙகு k ஒரு மாறிலி எனில்,  

 (a) k  -ன் மதிப்பு யாது ?  ™மறறும்

 (b) P X( )> 2  -ஐ ்காண்்க.

5. ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி X - இன் 
நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு

 f x
a bx x

( )
,

,
=

+ ≤ ≤





2 0 1
0

 

 இதில் a மறறும் b ஆகிய்்வ மாறிலி்கள் எனில்,

 (i)  E X( ) = 3
5

 எைகக்காண்டு  

  a மறறும்  b- ஐ ்காண்்க. 

 (ii) Var X( )  ஐ ்காண்்க.

6. E X( )  = 0 எனில், V X( )  = E X 2( )  எை 
நிரூபிக்கவும்.

7. பின்்வருமாறு கசயலாறறும் ஒரு வி்ையா்டடுக 
்காை எதிரபாரத்்தல் மதிப்பு என்ை? நான் ஒரு 
நாணயத்்்த சுண்டுகிற�ன், பூ என்�ால் ` 2 -ஐ 
நீங்கள் கசலுத்்தற்வண்டும். ்த்ல என்�ால் 
`1-ஐ நீங்கள் கசலுத்்தற்வண்டும். எந்த 
நி்கழச்சியா்க இருந்தாலும் நான் உங்களுககு  
` 0.50 -ஐ ்தருகிற�ன்.

8. நிரூபிக்கவும்: (i) V aX a V X( ) ( )= 2  மறறும்  
(ii) V X b( )+ = V X( )

9. ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி X- இன் நி்கழ்த்கவு 
அடரத்திச் சாரபு பின்்வருமாறு

 f x
x x

( )
,

,
=

< <





3 0 1
0

2

 

 எனில், E X( )  மறறும் V(3X–2) -ஐ ்காண்்க.

10. ்தயாரிக்கப்ப்டட DVD இயககியில் பயன்படுத்்தப் 
படும் மின்ைணு உப்கைணங்களின் முககிய 
பகுதியின் கசயலிைப்பிற்காை றநைம் (ஆயிைத்தில்) 
அடரத்திச் சாரபா்க கப�ப்ப்டடது

 f x
e xx

( )
,

,
=

>





−2 0
0

2

 

 எனில், உப்கைணப் பகுதியின் எதிரபாரக்கத்்தக்க 
கசயல் ்வாழ்்வ ்கண்டுபிடிக்கவும்.

மறக�ஙகிலும்

மறக�ஙகிலும்

மறக�ஙகிலும்
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ட்தாகுப்புசை
 z ்தனி்த்த சமவாய்ப்பு மாறி (Discrete random variable) சாத்தியமாை மதிப்பு்கைால் ்வ்ையறுக்கப்ப்டட 

எண்்க்ை ஏறறுகக்காள்ைக கூடிய ஒரு மாறி அல்லது எண்ணத்்தக்க கமய்கயண்்களின் முடிவிலாத் 
க்தாட்ை ஒரு ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி எை அ்ைக்கலாம். 

 z நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு (Probability mass function) (p.m.f.)

 P x x
x p p x x x i n

x xX
i i i

i
( )

) ( ); , , , ..., , ...
;

=
= = = =

≠




p( )=
P(X = i 1 2
0

நி்ந்தசனகள்:
z p x ii( )≥ ∀0 மறறும்  z p xi

i
( )=

=

∞

∑ 1
1

 z ்தனி்த்த ்ைவல் சாரபு (Discrete distribution function) (d.f.):

 அ்ைத்து x R∈  -ககு, F x P X xX ( )= ≤( ) .  அ்தா்வது F x p xX i
x xi

( ) ( )=
≤
∑

 z ஓர இ்டக்வளியில் உள்ை அ்ைத்து கமய் மதிப்பு்க்ையும் (முழுக்கைா்கற்வா, பின்ைங்கைா்கற்வா) 
ஏறகும் ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி  X ஆைது க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி என்று அ்ைக்கப்படுகி�து.

 z நிகழ்தகவு அெர்ததிச் சாரபு (Probability density function (p.d.f.))

க்தா்்கயிடககூடிய ஓர இ்டக்வளி [ , ]t t1 2  இல் (தி�ந்த அல்லது மூடிய) அ்மயும் ஒரு சம்வாய்ப்பு 
மாறி X இன் நி்கழ்த்கவு f xX ( )  ஆைது நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு  என்று அ்ைக்கப்படும்.

P t X t f x dxX
t

t

1 2
1

2

≤ ≤( )= ∫ ( ) .

நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு f xX ( )  அல்லது சுருக்கமா்க f(x) பின்்வரும் நிபந்த்ை்க்ை பூரத்தி கசய்ய 
ற்வண்டும்.
நி்ந்தசனகள்:

z f x x( ) ≥ ∀0     z f x dx( ) =
−∞

∞

∫ 1

நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபிறகு பதிலா்கப் பயன்படுத்்தப்படும் பி� கபயர்கைா்வை அடரத்திச் சாரபு, 
க்தாடரச்சியாை நி்கழ்த்கவு சாரபு, க்தா்்க அடரத்திச் சாரபு ஆகிய்்வ ஆகும்.

 z ட்தாெரச்சியான ்ைவல் சாரபு (Continuous distribution function)

 க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி X இன் நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு f xX ( ),  எனில் சாரபு   F xX ( )  
பின்்வருமாறு ்வ்ையறுக்கப்படுகி�து.

         F x P X x f t dt xX X

x

( ) [ ] ( ) ,= ≤ = −∞ < < ∞
−∞
∫

இது க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி X - இன் பை்வல் சாரபு F xX ( )  அல்லது (சில றநைங்கள்) திைள் 
பை்வல் சாரபு என்று அ்ைக்கப்படுகி�து. 

 z திைள் பை்வல் சாரபின் பண்பு்கள் (Properties of cumulative distribution function) 
சாரபு F

X
(x) அல்லது சுருக்கமமா்க F(x) பின்்வரும் பண்பு்க்ைப் கபறறுள்ைது.

(i)  0 1≤ ≤ −∞ < < ∞F x x( ) ,
(ii)  F F x

x
( ) lim ( )−∞ = =

→−∞
0  மறறும் F F x

x
( ) lim ( ) .+∞ = =

→∞
1
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(iii)  F( )⋅  என்பது ஓரியல்புத் ்தன்்மக க்காண்ட கு்�யா சாரபு  
அ்தா்வது a b<  ககு F a F b( ) ( )≤

(iv)  F( )⋅  என்பது ்வலது பு�த்திலிருநது க்தாடரச்சியாைது அ்தா்வது  lim ( ) ( ).
h

F x h F x
→

+ =
0

(v)  ′ = = ≥F x d
dx

F x f x( ) ( ) ( ) 0

(vi)  ′ = = ⇒ =F x d
dx

F x f x dF x f x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(vii) dF x( )  என்பது X  இன் நி்கழ்த்கவு ்வ்்கயீடு எை அறியப்படுகி�து.

(viii)  P a x b f x dx f x dx f x dx
b a

a

b

( ) ( ) ( ) ( )≤ ≤ = = −
−∞ −∞
∫ ∫∫

= ≤ − ≤P X b P X a( ) ( )

= −F b F a( ) ( )

 z எதிர்ாரக்கும் மதிப்பு (Expected value) 
எதிரபாரககும் மதிப்பு என்பது ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறியின் மதிப்பின் எ்டயி்டட சைாசரி எை ்கரு்தப் 
படுகி�து. இஙகு நி்கழ்த்கவு்கள் எ்ட்கைா்க இருககி�து.

 z ஒரு ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறியின் நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு X-எனில் அ்தன் எதிரபாரககும் மதிப்்ப 
பின்்வருமாறு ்வ்ையறுக்கலாம்.

 E X x p x
x

( ) ( )=∑  ஆகும்.

 z ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி X மறறும் f(x) என்பது அ்தன் நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு எனில் 
X -இன் எதிரபாரககும் மதிப்பு

 E X x f x dx( ) ( )=
−∞

∞

∫  ஆகும்.

 z X இன் சைாசரி அல்லது எதிரபாரத்்தல் என்பது m
X
 அல்லது E(X) ஆல் குறிக்கப்படுகி�து.

 z மாறுபா்டடை்்வ (Variance)
மாறுபா்டடு அை்்வ என்பது ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறியிலிருநது அ்தன் சைாசரியின் ்வரக்க விலக்கங்களின் 
எ்டயி்டட சைாசரி ஆகும்.

 z ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி X-இன் நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு p(x) எனில், Var X x E X p x( ) ( ) ( )= − ∑ 2
 

 z க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி X-இன் நி்கழ்த்கவு அடரத்திச் சாரபு f xX ( )  எனில்,

Var X X E X f x dxX( ) ( ) ( )= − 
−∞

∞

∫
2

 ஆகும்.

 z [X –E(X)]2 இன் எதிரபாரககும் மதிப்பாைது சம்வாய்ப்பு மாறியின் மாறுபா்டடை்்வ என்று 
அ்ைக்கப்படுகி�து. அ்தா்வது,Var X E X E X E X E X( ) ( ) ( )= −[ ] = ( )−[ ]2 2 2

இஙகு E X

x p x

x f x dx

x2

2

2
( )=










∑

∫
−∞

∞

( ) ,

( ) ,

X ஒரு ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி எனில்

X ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி எனில்

 z X ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி எனில், X-இன் தி்டடவிலக்கம்  sX  எைக குறியிடப்ப்டடு   + [ ]Var X  என்று 
்வ்ையறுக்கப்படுகி�து.
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 z X -இன் மாறுபாடு,  sX
2  அல்லது Var X( ) அல்லது V X( )ஆல் குறிக்கப்படுகி�து.

 z கணக்கியல் எதிர்ார்த்தலின் ்ண்புகள்:
(i)  E a a( )= , ‘a’ என்பது ஒரு மாறிலி. 

(ii)  E aX aE X( ) ( )=
(iii)  E aX b aE X b( ) ( )+ = + ,  ‘a’  மறறும் ‘b’  ஆகிய்்வ மாறிலி்கள்.
(iv)  X ≥0  எனில், E X( )≥0
(v)  V a( )= 0

(vi)  X  என்பது ஒரு சம்வாய்ப்பு மாறி எனில்,  Var Var( ) ( )aX b a X+ = 2 .
 z விலக்கப்  கபருககுத்க்தா்்கயின் ்கருத்்தாக்கம்

m
r
'=E X

x p x

x f x dx

r

r

x

r
( )=










∑

∫
−∞

∞

( ) ,

( ) ,

X ஒரு ்தனித்்த சம்வாய்ப்பு மாறி எனில்

X ஒரு க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி எனில்
 z விலக்கப் ட்ருக்கு்தட்தாசக :

 m
r
 = E[(X–m

X
)r]

 m
1
'
 
 = E(X) = m

X
 , X-இன் சைாசரி

m
1
 = E[X–m

X
] = 0.

m
2
 = E[(X–m

X
)2], X-இன் மாறுபா்டடை்்வ

கசலச்டசாற்கள் (Glossary)
எதிரபாரக்கத்்தக்க மதிப்பு / எதிரபாரத்்தல் மதிப்பு Expected value
எதிரபாரத்்தல் Expectation
்கணககியல்  எதிரபாரத்்தல் Mathematical expectation
குடு்்வ, ்கலசம் Urn
சம்வாய்ப்பு மாறி Random variable
சைாசரி Mean
தி்டட விலக்கம், நியமச்சாய்வு Standard deviation
திைள், குவிந்த Cumulative
க்தாடரச்சியற� சம்வாய்ப்பு மாறி Discrete random variable
க்தாடரச்சியற� பை்வல் சாரபு Discrete distribution function
க்தாடரச்சியாை சம்வாய்ப்பு மாறி Continuous random variable
க்தாடரச்சியாை பை்வல் சாரபு Continuous distribution function
நடுநி்லயற� Biased
நடுநி்லயாை Unbiased 
நி்கழ்த்கவு நி்� சாரபு Probability mass function
நி்கழ்த்கவுச் சாரபு Probability function 
நி்கழவு, நி்கழச்சி Event
நி்� சைாசரி Weighted average 
பை்வல் சாரபு Distribution function
மாறுபா்டடு அை்்வ / பை்வறபடி Variance
முறறிலும் குவி்தல் இயல்பு்டய Absolutely Convergent
்மயநி்ல விலக்கப் கபருக்கம் Central moments
விலக்கப் கபருக்கங்கள் Moments
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்டி – 1 : கீழக்காணும் உைலி / வி்ைவுக குறியீ்ட்டப் பயன்படுத்தி இச்கசயல்ப்டடிற்காை 
இ்ணயப் பக்கத்திறகுச் கசல்்க. பின்பு “12th Standard Business Mathematics and Statistics” 
என்னும் தி்ையில் “Volume-2” ்ய க்தரிவு கசய்யவும்.

்டி - 2 : “Expectation of continuous Random Variable” என்னும்  பயிறசித்்தாளி்ை க்தரிவு 
கசய்துக்காள்ைவும். பின்பு ்வலது பக்கத்தில் க்காடுக்கப்ப்டடுள்ை கப்டடியில்  Function f(X), Limits 
ஆகிய்வறறின்  மதிப்பு்க்ை ்த்டடச்சு கசய்்தால் Mean , Variance மதிப்பி்ை கப�லாம்.

்டி 1

்டி 2

 அல் ல ை  க  (QR Code)

இசணயச் டசயல்்ாட

எதிர்ாரக்கப்்டம்  
விசளவு
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அறிமுகம் அலைவெண் பரெைானது 
இரண்டு ெலைபபடும். அலெ 
ைண்்டறிந்த அலைவெண் பரெல் மற்றும் 

அறிமுலை அலைவெண் பரெல் எனபபடும்.   சரியான ்தரவுைள் 
அல்ைது பரிசசா்தலனைலை லமயமாை வைாண்்ட பரெைாை இருபபின் 
அ்தலனக் ைண்்டறிந்த அலைவெண் பரெல் என்று அலைக்ைபபடும்.  
சமலும் முநல்தய அனுபெம் ஏற்படுத்தும் எதிரபாரபபிலன சாரந்த  
பரெலை அறிமுலை அலைவெண் பரெல் அல்ைது நிைழ்தைவு பரெல் 
என அலைக்ைபபடும்.இபபகுதியில் ்தனித்்த  பரெைான ஈருறுபபுப பரெல்  
பாயசான் பரெல் மற்றும் வ்தா்டரச்சியான பரெைான இயல்நிலை பரெல் 

ஆகியெற்லை பற்றி விொதிபசபாம். 
 ச�ாைன் ைாரல் பிவரட்ரிக் ைாஸ் (1777-1855) என்பெர வ�ரமனிலயச் சசரந்த ைணி்தவியைாைரும், 
இயற்பியைாைரும் ஆொர. ைணி்தத்திலும் அறிவியலிலும் அெர குறிபபி்டத்்தக்ை ைண்டுபிடிபபுைலைத் 
்தநதுள்ைார.  அெர ைணி்த ெரைாற்றில்  மிை உயரந்த இ்டத்ல்தப பிடித்துள்ைார.

நிகழ்தகவு பரவலகள்

ஜ�ோகன் கோர்ல பிரரட்ரிக் கோஸ் 
(ஏபரல் 30, 1777 – பிப. 23, 1855)

7.1 பரவல (Distribution) 
அறிமுலைக்குறிய பரெல் 
இரண்டு ெலைபபடும் அலெ  :

1.  ்தனித்்த பரெல்  

2.  வ்தா்டரசியான பரெல் ஆகும்.

       கற்றல ஜ�ோக்கஙகள் 

மாணெரைள் இந்த அத்தியாத்ல்த ைற்ை பிைகு 
கீழக்ைண்்ட பா்டபகுதிைலை புரிநதுவைாள்ை 
இயலும்.

 z வபரசனாலி முயற்சியின் ைருத்துரு.
 z ஈருறுபபு, பாயசான் மற்றும் இயல்நிலை 

அ்டரத்திச் சாரபு.
 z ஈருறுபபு மற்றும் பாயசான் பரெலின் 

சராசரி மற்றும் மாறுபாடு.
 z இயல்நிலை நிைழ்தைவு ெலைெலரயின் 

பண்புைள்.

்தனித்த பரவல
 ஈருறுபபு மற்றும் பாயசான் பரெல்ைள், 
வ்தா்டரச்சியற்ை மாறிைளுக்ைான மிைவும் பயனுள்ை 
அறிமுலை பரெல்ைைாகும்.

7.1.1 ஈருறுப்புப் பரவல (Binomial  
distribution)

 கி.பி. (வபா.ஆ.) 1700 ஆம் ஆண்டு ச�ம்ஸ் 
வபரசனாலி(1654 – 1705) என்பெர ஈருறுபபுப 
பரெலைக் ைண்டுபிடித்்தார. அெர இைநது 8 
ெரு்டஙைள் ைழிந்த பின்பு, 1713இல் மு்தல் 
முலையாை ஈருறுபபுப பரெல் வெளியி்டபபட்்டது. 
 ஒரு சமொயபபு சசா்தலன இரண்டு 
விலைவுைலை ஏற்படுத்தும். அவ்விலைொனது  
இரு ெலைபபடும் அலெ வெற்றி (S) மற்றும்  
ச்தால்வி (F) ஆகும்.  அ்தனுல்டய நிைழ்தைவுைள் 
முலைசய p மற்றும் q எனக் குறிக்ைபபடும்.  அது 
வபரசனாலி சசா்தலன (அல்ைது முயற்சி ) என்று 
அலைக்ைபபடும். 
வபரசனாலி முயற்சிக்ைான சிை உ்தாரணஙைள் 

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 7.indd   155 3/5/2020   12:29:07 PM



156 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

(i) நாணயத்திலனச் சுண்டு்தல் (்தலை அல்ைது பூ)
(ii) பைல்ட உருட்டு்தல் (ஒற்லைப பல்ட எண் 

அல்ைது இரட்ல்டப பல்ட எண்)
 ‘n’சாரபற்ை வபரசனாலியின் முயற்சிைள் 
வைாண்்ட ஒரு ைணத்திலனக் வைாண்டு அதில்  
இருநது கில்டக்கும் முடிவுைளில் p என்பது 
வெற்றிக்ைான நிைழ்தைவு மற்றும் மாறிலியாை 
இருக்கும். சமலும் q என்பது ச்தால்வியின் 
நிைழ்தைவிலனக் குறிபப்தாகும். சாரபற்ை 
சசா்தலனயில் x என்பது வெற்றியின் நிைழ்தைொைக் 
வைாண்்டால் அ்தனுல்டய வ்தா்டரசியாை  (n–x) எனும் 
ச்தால்வியின் நிைழ்தைவு கீழைண்்டொறு அலமயும். 
ஒருஙகிலணக்ைபபட்்ட ச்தற்ைத்தின்படி ஒரு 
ெரிலசயில் SSFSFFFS…. FSF என்று விெரிக்ை 
முடியும்.

P(SSFSFFFS…..FSF) =  P(S)P(S)P(F)P(S) … P(F)
P(S)P(F)

  = p.p.q.p … q.p.q

  = p.p.p.p … q.q.q.q.q.q ...

  = {x ைாரணிைள்}    
      {(n–x) ைாரணிைள்}

  = p qx n x−( )

 ‘n’ முயற்சியில் x வெற்றி என்பது nC
x
 என்ை 

ெழியில் கில்டக்கும் மற்றும் அ்தனுல்டய 
நிைழ்தைொனது p qx n x− ஆகும்.
   வெற்றியின் எண்ணிக்லையிலன இவ்ொைாை 
வபைபபடின் அ்தலன ஈருறுபபு நிைழ்தைவு பரெல் 
மற்றும் ஈருறுபபு வபருக்ைம் (q + p)n எனபபடும். 

வரரயர்ற 7.1

 X என்ை சமொயபபு மாறி ஈருறுபபுப 
பரெலைப பின்பற்றி அ்தனுல்டய பண்பைலெ 
ைைான n மற்றும் p ஆகியலெ குலையற்ை 
மதிபபிலனக் வைாண்டிருபபின், அ்தன் நிைழ்தைவு 
நிலை சாரபு

P (X = x) = p(x)

n
x

x n xC p , xq n q p− = … = −







0 1 2 1
0

, , , .. ;
, மற்ைபடி=

ஈருறுபபுப பரெலைக் வைாண்டுள்ை X 
எனும்   சமொயபபு மாறி  ஈருறுபபு மாறி 
எனபபடும். அ்தாெது  X ~ B(n,p) என்பது 
ஈருறுபபு மாறி ஆகும். 

குறிப்பு 

ஈருறுபபுப பரெலைக் ைாணும் நிபந்தலனைளின்படி 
நாம் பயன்படுத்துகின்சைாம் :

1. முயற்சிைளின் எண்ணிக்லை ‘n’ என்பது 
ஒரு முடிவுறு எண்ணாை இருத்்தல் 
செண்டும்.

2. முயற்சிைள் ஒன்றுக்வைான்று சாரபற்ைலெ 
யாை இருத்்தல் செண்டும்.

3 .  வ ெ ற் றி க் ை ா ன  நி ை ழ ்த ை வு  p  எ ன் ப து 
ஒவ்வொரு முயற்சியிலும் மாறிலியாை 
இருக்ை செண்டும்.

4 .  ஒ வ் வ ெ ா ரு  மு ய ற் சி க் கு ம்  இ ர ண் டு 
விலைவுைசை சாத்தியமானது.  அலெ 
வெற்றி அல்ைது ச்தால்வி மட்டுசம.

ஈருறுப்புப் பரவலின் சரோசரி மறறும் மோறுபோட்டின் 
நிரூபணம்:
 ஈருறுபபுப பரெலின் சராசரி 

 E(X) = 
x

n
x n xx

n
x

p q
=

−∑




0

 = p 
x

n
x n xx n

x
n
x

p q
=

− −∑ 





−
−





1

11
1

.

 = np (q+p)n–1        [since p+q = 1]
 = np
 E(X) = np

∴  ஈருறுபபுப பரெலின் சராசரி என்பது  np ஆகும்

 Var (X) = E(X2) – {E(X)}2 

  இஙகு, E(X2) = 
x

n
x n xx

n
x

p q
=

−∑




0

2

 
x

n
x n xx x x

n
x

p q
=

−∑ −( ) +{ }



0

1

= 
x

n n
x n x x n xx x

n
x

p q x
n
x

p q
=

− −∑ ∑−( ){ }





+




0 x=0

1
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= 
n

n

x n xx x
n n
x x

n
x

p q

x
n
x

− −∑

∑

−( ){ } −( )
−( )







−
−







+


x=2

x=0

2p21
1
1

2
2





−p qx n x

   = n(n–1) p2 { ∑
−
−







− −n
x

p qx n x2
2

2 }
x=2

n
  + np

  =  n(n–1)p2(q+p)(n–2) + np

  = n(n–1)p2+ np

 ∴ மாறுபாடு =  E(X2) – {E(X)}2

  = n2p2 – np2 + np – n2p2

  = np(1–p) = npq
ஈருறுபபுப பரெலின் சராசரி np மற்றும் மாறுபாடு 
npq ஆகும்.

ஈருறுப்புப் பரவலின் பண்புகள்
1. p = q = 0.5 என இருக்கும்வபாழுது ஈருறுபபுப 

பரெைானது சமச்சீரானது.
2. p ≠ q எனும்வபாழுது  சமச்சீர அற்ை்தாை 

இருக்கும்.
3. p < 0.5 எனில், ஈருறுபபுப பரெல் மிலை 

சைாட்்ட அைலெயாை இருக்கும்.
4. p > 0.5 எனில், ஈருறுபபுப பரெல் குலை 

சைாட்்ட அைலெயாை இருக்கும்.
5. ஈருறுபபுப பரெலில் மாறுபாட்்டைலெயின் 

மதிபபு,  சராசாரியின் மதிபலபவி்டக் 
குலைொன்தாை இருக்கும். அ்தாெது 
குறியீட்டின்படி

6.  மாறுபாட்்டைலெ npq = (np)q < np

எடததக்கோட்ட ாட் 
 A என்ை விலையாட்டு வீரரும் B எனும் 
மற்வைாரு விலையாட்டு வீரரும் ைைநது வைாள்ளும்  
விலையாட்டில் வெற்றி வபறுெ்தற்ைான ொயபபு 
விகி்தம் 3:2 ஆகும். ஐநது முலை விலையாடும் 
விலையாட்டில் A  எனும் விலையாட்டு வீரர 
குலைந்த பட்சம் 3 முலை வெற்றி வபறுெ்தற்ைான    
நிைழ்தைவிலனக் ைாண்ை. 

தீர்வு: 
 p என்பது A  என்பெர வெற்றி வபறுெ்தற்ைான   
நிைழ்தைவு ஆகும். ஈருறுபபுப பரெலின் 
பண்பைலெைள் n மற்றும் p என்பனொகும். இஙகு 
முயற்சிைளின்   எண்ணிக்லை  n = 5,  

p = 3/5, q = 1– 
3
5

 = 
2
5

 என்ப்தாகும். (  q = 1–p)

 5 முலை  விலையாடும் விலையாட்டில் A 
எனும் வீரர வெற்றி வபறுெ்தற்ைான  நிைழ்தைவு

 P(X=x) = p x Cx
x x

( ) = 











−

5 3
5

2
5

5

 A என்பெர குலைந்தபட்சம் 3 முலை வெற்றி 
வபறுெ்தற்ைான  ொயபபின் நிைழ்தைவு

P X P P P≥( ) = = + = + =3 3 4 5(X ) (X ) (X )

= 5 3
5

2
5

3
5

2
5

3
5

2
5

3 2 4 1 5

C 











+ 











+ 











0

3 5C4 5C5  

= 0.6826

எடததக்கோட்ட ாட் 
 பிலையற்ை ஒரு நாணயம் 6 முலை 
சுண்்டபபடுகின்ைது.  அெற்றில் சரியாை 2 ்தலைைள் 
கில்டபப்தற்ைான நிைழ்தைவு ைாண்ை.
தீர்வு :  
ஓர  ஈருறுபபுப பரெல் சமச்சீர பரெைாை இருபபின் 

p = q = 1/2

சரியாை 2 ்தலைைள் மட்டும் கில்டபப்தற்ைான    
நிைழ்தைவு

 P(X = 2) = 
6
x

p qx n x





−

  =   6
2

1
2

1
2

2 6-2
 


 







    = 64
15

எடததக்கோட்ட ாட் 
    ஓர ஈருறுபபுப பரெலின் சராசரி 12 அ்தனுல்டய 
திட்்டவிைக்ைம் 4 எனும் கூற்றிலனபபற்றி உன் 
ைருத்ல்தத் ்தருை.
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தீர்வு:

ஈருறுபபுப பரெலின் பண்பைலெைள் n மற்றும் p 
ஆகும். 
ஈருறுபபுப பரெலின்  சராசரி  np = 12

திட்்டவிைக்ைம்  SD = npq = 4   

மாறுபாட்்டைலெ =  npq

சராசரியின் மதிபபு / மாறுபாட்டின் மதிபபு

= 
np

npq
= =12

16
3
4

  

 q= >=> 4
3 1  என்பது சாத்தியமில்லை

 எனசெ வைாடுக்ைபபட்்ட கூற்று  ்தெைான்தாகும்.

எடததக்கோட்ட ாட் 
 ஒரு மாணென் பட்்டம் வபறுெ்தற்ைான  
நிைழ்தைவு 0.4 ஆகும். இவ்ொைாை இருபபின்  ஐநது 
மாணெரைளுள் (அ) ஒருெர மட்டும் பட்்ட்தாரியாை 
(ஆ) குலைந்தபட்சம் ஒருெர பட்்ட்தாரியாை இருபப்தற் 
ைான நிைழ்தைலெ ைாண்ை. 

தீர்வு:

 பட்்டம் வபறுெ்தற்ைான நிைழ்தைவு  p= 0.4

  ∴     q = 1– p
  = 1 – 0.4
  = 0.6
(i)  ஒருெர மட்டும் பட்்ட்தாரியாை இருபப்தற்ைான நிைழ 

்தைவு = P(X = 1) = 5C
1
 (0.4)(0.6)4

     = 0.2592

(ii)  குலைந்தபட்சம் ஒருெர பட்்ட்தாரியாை இருக்ை 
நிைழ்தைவு = P(x >1)

   = 1–P(x =0)

  

= −

= −
= −

−1 5

1 5 0 4 0 6
1 0 0777

0
0 5 0

0
0 5

C P q

C

( )( )

( . ) ( . )
.

  = 0.9222

எடததக்கோட்ட ாட் 
 பிலையற்ை ஐநது நாணயஙைள் ஒசர சமயத்தில் 
சுண்்டபபடுகின்ைன.  அெற்றில் சரியாை 3 ்தலைைள் 
வபறுெ்தற்ைான  நிைழ்தைவு ைாண்ை.

தீர்வு :

n = 5,   ்தலை வபறுெ்தற்ைான நிைழ்தைவு  p = q = 1/2

X என்ை சமொயபபு மாறியானது , கில்டக்கும் 
்தலைைளின் எண்ணிக்லைலயக் குறிபப்தாைக் 
வைாண்்டால், n முயற்சியில் கில்டக்கும் வெற்றியின் 
நிைழ்தைவு சாரபானது p = q = 1/2

3 ்தலைைள் மட்டும் கில்டபப்தற்ைான நிைழ்தைவு  

  = 5 1
2

1
2

5

Cx

x x











−

  = ( ) ( ) −
5 1

2
1

23

3 5 3
C

  = ( )5 1
23

5
C

  = 5
16

எடததக்கோட்ட ாட் 
 ஈருறுபபுப பரெலின் சராசரி மதிபபு 20 எனவும், 
திட்்டவிைக்ைத்தின் மதிபபானது 4 எனவும் வைாண்்டால், 
‘n’ இன் மதிபபிலனக் ைாண்ை.
தீர்வு  

ஈருறுபபுப பரெலின் பண்பைலெைள் n மற்றும் p 
ஆகும்.
ஈருறுபபுப பரெலின் சராசரியின் மதிபபு np = 20

 திட்்டவிைக்ைம்= npq = 4
             ∴     npq = 16 

                     ⇒   
npq
np   = 16/20 =  4

5
     q = 4

5
           ⇒   p = 1–q = 1– (4/5) = 1

5
   np = 20

       n
p

= 20

        n= 100
எடததக்கோட்ட ாடா 
 சமொயபபு மாறி X என்பது ஈருறுபபுப பரெ 
ைாகும். சமலும் அ்தன் சராசரி மதிபபு E(x) =2 மற்றும் 
மாறுபாட்்டைலெ மதிபபு 4

3
 எனில் P x( )= 5  இன் 

மதிபபு ைாண்ை. 
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தீர்வு:

ஈருறுபபுப பரெலின் நிைழ்தைவு அ்டரத்திச் சாரபு 

 p(x) =  nC
x
p qx n x−

/

ஈருறுபபுப பரெலின் சராசரி np மற்றும் மாறுபாடு npq 

என்ப்தாகும்.

  np = 2    ... (1)

 npq = 4
3

   ... (2)

  

npq
np 2

= = =⇒
4
3( ) 4

6
(2)
(1)

2
3

 q = 
2
3

   மற்றும்  p = 1–
2
3

 = 
1
3

 n = 6

 P(X=5) = 6
1

3

2

3
5

5 6 5

C 











−

 = 0.0108 

எடததக்கோட்ட ாட் 
ஒவ்வொரு முபபது நாள்ைளிலும் சராசரியாை ஒன்பது 
நாள்ைள் மலை வபாழிகின்ைது. குலைந்த பட்சம் 
ொரத்தில் இரண்டு நாள்ைள் மலை வபாழிெ்தற்ைான  
நிைழ்தைவிலனக் ைாண்ை.
தீர்வு :

மலை வபாழிெ்தற்ைான நிைழ்தைவு  p = 
9

30
3

10
=

 மற்றும்   q =  1–p = 
7

10
.

 P(X = x) = nC
x
 px qn–x

 ஒரு ொரத்திற்கு ஏழு  நாள்ைள் எனில் 

P(X = x) = 
7 3

10
7

10

7

x

x x

















−

குலைந்தபட்சம் இரண்டு நாள்ைள் மலைவபாழிெ்தற் 
ைான நிைழ்தைவுைள், 

P P X(X )≥ = − <( )2 1 2

 = − =( ) + =( ) 1 0 1P X P X

P X =( ) =


















−

0
7
0

3
10

7
10

0 7 0

  = 0.0823 மற்றும்

 P X =( ) =


















−

1
7
1

3
10

7
10

7 1

     = 0.2471

எனசெ , ச்தலெயான நிைழ்தைவு 
  = 1– [P(x = 0) +P(x = 1)]

  = 1– [0.082+ 0.247]

  = 0.6706

எடததக்கோட்ட ாட் 
 பைொயபபு வினாக்ைள் வைாண்்ட ச்தரவில் 
பத்து வினாக்ைளுக்கு ஆறு சரியான பதில்ைலைக்  
ைணிபப்தற்ைான நிைழ்தைவிலனக் ைாண்ை.

தீர்வு :  

p என்பது சரியான பதிலைக் ைணிபப்தாகும் p = 1
2

 

 ⇒  q = 1
2

பத்து வினாக்ைளில் சரியான பதிலைக் ைணிபப்தற் 
ைான நிைழ்தைவு

  P(X = x) = p(x) = n
x

x n xC p q −

   =   10 1
2

1
2

10

Cx
x x











−

சரியான 6 பதில்ைலை ைணிபப்தற்ைான நிைழ்தைவு
P(X ≥ 6)

 = P(6) + P(7) + P(8) + P(9) + P(10)

 = 1
2

10 10 10 10 10
10

6 7 8 9 10






+ + + + C C C C C

 = 1
1024

210 120 45 10 1





+ + + +[ ]

 = 512
193

எடததக்கோட்ட ாட்ட 
 அட்்டெலணபபடி சபருநது சசலெ இயக்ைத் 
திற்கு உண்்டான நிைழ்தைவு 0.8 ஆகும். அட்்டெலணப 
படி பத்து சபருநது இயக்ைபபடுமாயின் அதில் (அ) 
சரியாை ஒரு சபருநது ்தாம்தமாை  (ஆ) குலைந்தபட்சம் 
ஒரு சபருநது ்தாம்தமாை இயக்ைபபடுெ்தற்ைான நிைழ 
்தைவிலனக் ைாண்ை.

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 7.indd   159 3/5/2020   12:29:20 PM



160 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

தீர்வு :  
சபருநது ்தாம்தமாை ெருெ்தற்ைான நிைழ்தைவு  p 
எனக்குறிக்ைபபடுகின்ைது , 

அ்தன் மதிபபு   p =  1–0.8 = 0.2

சபருநது சரியாை இயக்ைபபடுெ்தற்ைான நிைழ்தைவு 

 q = 0.8 

 n = 10

ஈருறுபபுப பரெல்   p(x) = 10 0 2 0 8 10Cx
x x. .( ) ( ) −

(i)  சரியாை ஒரு சபருநது ்தாம்தமாை இயக்ைபபடுெ்தற் 
ைான நிைழ்தைவு

    P(x=1) = 10 1
9C pq

     = 10 0 2 0 81
9C . .( )( )

(ii)  குலைந்தபட்சம் ஒரு சபருநது ்தாம்தமாை இயக்ைப 
படுெ்தற்ைான நிைழ்தைவு

 =  1 – ்தாம்தமாை எந்த ஒரு சபருநதும் 
இயக்ைபப்டவில்லை

 = 1 – p(x=0)

 = 1– (0.8)10

எடததக்கோட்ட ாட்் 
 ஈருறுபபுப பரெலின் சராசரி மற்றும் மாறு 
பாட்்டைலெயின் கூட்டுத் வ்தாலை மற்றும் வபருக்குத் 
வ்தாலையின் மதிபபு முலைசய 24,128 எனில் 
பரெலைக் ைாண்ை.

தீர்வு:

ஈருறுபபுப பரெலின் சராசரி np மற்றும் மாறுபாடு  
npq ஆகும்.
np + npq = 24;     np(1 + q) = 24    ... (1)

np × npq = 128;   n p q2 2 128=   ... (2)

 (1)  லிருநது  np = 24/(1+q)   ⇒   n2p2 = (24/(1+q))2

 (2) ல் பிரதியி்ட

24
1

128
2

+






=
q

q        ⇒   9q = 2(1+2q+q2)

    ⇒    (2q – 1)(q – 2) = 0

 இஙகு q = 1
2

 மற்றும் p = 1
2

 (1) ல் பிரதியி்ட, நாம் வபறுெது  n = 32

 ஈருறுபபுப பரெல்    32 1
2

1
2

32

Cx

x x











−

எடததக்கோட்ட ாட்்  

A என்ை விலையாட்டு வீரர மற்றும் B எனும் 
விலையாட்டு வீரர இருெரும் சரிசமமான சமலச 
பந்தாட்்ட வீரரைைாெர.
கீழெருெனெற்றுள் எந்த நிைழவுைளுக்கு  
அதிைமான சாத்தியக்கூறுைள் இருக்கிைது :
(a)  A எனும் வீரர B எனும் வீரலரத்  ச்தாற்ைடிபப 

்தற்குச் சரியாை நான்கு முலை விலையாடும் 
விலையாட்டில் மூன்று முலை வெற்றி வபை 
செண்டும் அல்ைது

(b)  A எனும் வீரர B என்ை வீரலரத்  ச்தாற்ைடிபப 
்தற்குச் சரியாை எட்டு முலை விலையாடும்  
விலையாட்டில் ஐநது முலை வெற்றி வபை 
செண்டும்.

தீர்வு :

 p = q = 
1
2

(a)  விலையாடும் விலையாட்டில் மூன்று முலை 
வெற்றி வபறுெ்தற்ைான நிைழ்தைவு

  =  



4
3

1
2

1
2

3 4-3














  
1
4= = 25%

(b)  A எனும் வீரர  B என்ை வீரலர ச்தாற்ைடிபப்தற்ைாை 
சரியாை  எட்டு முலை விலையாடும் 
விலையாட்டில் ஐநது முலை வெற்றி 
வபறுெ்தற்ைான நிைழ்தைவு 

  =  



8
5

1
2

1
2

5 8-5














  =  32
7   = 21.875%

எனசெ, மு்தல் நிைழச்சி அதிை சாத்தியமுல்டய்தாை 
உள்ைது.
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எடததக்கோட்ட ாட்் 
 ஒரு சசாடி பைல்ட நான்கு முலை உருட்்டப
படுகிைது. வெற்றி என்பது ஒசர எண்லண குறிக்கின்ைது  
எனில் இரண்டு முலை வெற்றி வபறுெ்தற்ைான 
நிைழ்தைவிலன ைண்டுபிடி.

தீர்வு :
இரண்டு பைல்டைள் உருட்்டபபடும்சபாது கில்டக்கும் 
இரட்ல்டைைாென

\(1,1) (2,2) (3,3) (4,4) (5,5) (6,6)

இரட்ல்டைள் வபறுெ்தற்ைான நிைழ்தைவு 

p = 6/36 = 1/6

ஆலையால்   q = 1 – p = 5/6  மற்றும்  n = 4 

 P(X = x)  =
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 இரண்டு வெற்றிக்ைான நிைழ்தைவு 

 P(X = 2)   =
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    = 6 × 36
1  × 36

25

    =  216
25

பயிறசி 7.1

1. ஈருறுபபுப பரெல்: ெலரயறு.
2. வபரசனாலி முயற்சி : ெலரயறு
3. ஈருறுபபுப பரெலின் விைக்ைபவபருக்குத் 

வ்தாலைைலைத் ்தருவி
4. ஈருறுபபுப பரெலில் பயன்படுத்்தபபடும் ைட்டுப

பாடுைலை  எழுதுை.
5. ஈருறுபபுப பரெலின் பண்புைலைக் குறிபபிடுை.
6. ்தயாரிக்ைபபடும் வபாருள்ைளில் 5 ச்தவிகி்தம் 

குலைபாடுள்ைலெ.  சமொயபபு முலையில் 20 
வபாருள்ைள் ச்தரநவ்தடுக்கும் வபாழுது

(i) மூன்று மட்டும் குலைபாடுள்ை்தாை
(ii)  குலைந்தபட்சம் இரண்டு வபாருள் 

குலைபாடுள்ை்தாை
(iii) நான்கு  மட்டும் குலைபாடுள்ை்தாை 

இருபப்தற்ைான நிைழ்தைவிலன ைாண்ை.

(iv)  சராசரி மற்றும் மாறுபாட்டிலனக் 
ைண்டுபிடி.

7. பல்ைலைக்ைைைத்தில் 40 ச்தவீ்த மாணெரைள் 
நூைைத்ல்தப பயன்படுத்தும் பைக்ைம் 
வைாண்்டெரைள். நூைைத்ல்தப பயன்படுத்தும் 
சநாக்ைத்திலன அறிய ஒன்பது மாணெரைள் 
ச்தரநவ்தடுக்ைபபடுகிைாரைள் எனில் அதில்

(i)  ஒருெர கூ்ட படிக்ைவில்லை
(ii) அலனெரும் படிக்கின்ைனர

(iii) மூன்றில் இரண்டு பஙகு மாணெரைள் 
படிபப்தற்ைான நிைழ்தைவிலனக் 
ைாண்ை.

8. மூன்று குைநல்தைள் வைாண்்ட ஒரு குடும்பத்தில் 
சரியாை இரண்டு வபண் குைநல்தைள் இருபப்தற்
ைான நிைழ்தைவிலனக் ைாண்ை.

9. உள்ளூர ஆலையில் உற்பத்தி வசயயப
படும் நூலில் சராசரியாை ஒவ்வொரு 6 மீட்்டர 
நூலிற்கும் 1.2 குலைபாடுைள் இருக்கும். 
இரண்டுக்கும் குலைொை குலைபாடுைள் 
இருபப்தற்ைான நிைழ்தைவிலன ெலரயறு.

10. ஒரு குறிபபிட்்ட இயநதிரம் ொயிைாை 
உற்பத்தி வசயயபபடும் திருகுமலையில் 
உள்ை குலைபாடுைள் 18 ச்தவிகி்தம் எனில் 
சமொயபபு முலையில் ச்தரநவ்தடுக்ைபபடும் 
நான்கு திருகுமலையில் 

(i) சரியாை ஒரு குலைபாடுள்ை திருகுமலை
(ii) குலைபாடு இல்ைா திருகுமலை

(iii) அதிைபட்சம் 2 குலைபாடுைள் உள்ை 
திருகுமலை இருபப்தற்ைான நிைழ
்தைவு ைாண்ை.

11. வெற்றிக்ைான நிைழ்தைவு 0.09-ஐ 
வைாண்்ட ஓர ஈருறுபபு சசா்தலனயில் 
குலைந்தபட்சம் ஒரு வெற்றிக்ைான 
நிைழ்தைொனது  அல்ைது அல்தவி்ட 
அதிைமாைப வபை குலைந்தது எத்்தலன 
முயற்சிைள் சமற்வைாள்ைபப்ட செண்டும்.

12. 28 சபராசிரியரைலைக் வைாண்்ட ஒரு 
துலையில் 18 சபராசிரியரைள் வெளிநாட்டி
லிருநது ்தருவிக்ைபபட்்ட மகிழுநது (Car) 
மற்றும் 10 சபராசிரியரைள் உள்ளூர ்தயாரிபபு 
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மகிழுநல்த பயன்படுத்துகிைாரைள். சமொயபபு 
முலையில் ச்தரநவ்தடுக்ைபபடும் 5 சபராசிரியர 
ைளில் குலைந்தபட்சம் 3 நபரைள் வெளிநாட்டு 
மகிழுநல்த இயக்குெ்தற்ைான நிைழ்தைவிலன 
ைாண்ை.

13. நான்கு குைநல்தைள் வைாண்்ட 750  
குடும்பஙைளில்

(i) குலைந்தபட்சம் ஓர ஆண் குைநல்த
(ii) அதிைபட்சம் இரண்டு வபண் 

குைநல்தைள்
(iii) மற்றும் இரு பாலின குைநல்தைளும் 

இருபப்தற்ைான நிைழ்தைவிலன 
ைாண்ை.

 (ஆண் மற்றும் வபண் குைநல்தைளின் பிைபபு 
சமமான நிைழ்தைொை எடுத்துக்வைாள்ை).
14. வியாபார நிமித்்தமாை பயணிக்கும் 40 ச்தவீ்த 

பயணிைள் ்தஙைளு்டன் மடிக்ைணினி 
எடுத்துச் வசல்லும் பைக்ைம் உல்டயெரைள். 
அெரைளுள் 15 நபரைலை கூறு எடுத்்தால்

(i) 3 நபரைள் மடிக்ைணினி 
லெத்திருத்்தல்

(ii) 12 நபரைளி்டத்தில் மடிக்ைணினி 
இல்லை

(iii) குலைந்தபட்சம் 3 நபரைைாெது  
மடிக்ைணினி உபசயாைபபடுத்துெ்தற் 
ைான நிைழ்தைவிலன ைணக்கிடுை.

15. இரண்டு சீரான பைல்டைள் ஒசர சமயத்தில் 4 
முலை உருட்்டபபடுகின்ைன.  அ்தன் விலைவு 
இரட்ல்டத் ்தன்லமயாை இருபபின் அ்தலன 
வெற்றி என்று ைருத்தில் வைாண்டு 2 வெற்றி 
ெருெ்தற்ைான நிைழ்தைவிலன ைண்டுபிடி.

16. ஈருறுபபுப பரெலின் சராசரி 5 மற்றும் 
திட்்டவிைக்ைமானது 2 எனில், பரெலை 
தீரமானிக்ைவும்.

17. ஈருறுபபுப பரெலின் சராசரி 4 மற்றும் திட்்ட 
விைக்ைமானது 2 ஆை இருபபின் பரெலை 
தீரமானித்து சமலும் P (x=15)  ைண்டுபிடி.

18. ஒரு மருநது 100 சநாயாளிைளில்    மூன்று  
சநாயாளிைளுக்கு தீவிர பக்ை விலைவுைலை 

ஏற்படுத்துகிைது என அனுமானம் வசயை.  
சமொயபபு முலையில் ச்தரநவ்தடுக்கும் 10 
சநாயாளிைளில் அதிைபட்சம் ஒருெருக்கு பக்ை 
விலைவிலன ஏற்படுத்துெ்தற்ைான நிைழ்தை 
விலன ைணக்கிடுை.

19. லெட்்டமின் A குலைபாடுள்ை 5 எலிைலை 
ஒசர கூண்டில் இருநது எடுக்ைபபட்டு அ்தற்கு 
அைொை சைரட் ஊட்்டபபடுகிைது. சநாயி 
லிருநது மீண்டு ெருெது என்பது சநரமலை 
எதிரவிலனயாகும். அ்தனுல்டய நிைழ்தை 
ொனது 0.73 ஆகும். அவ்ொவைனில் குலைந்த 
பட்சம் மூன்று எலிைள் குலைபாடுைளில் 
இருநது மீண்டு ெருெ்தற்ைான நிைழ ்தைவிலன 
கூறுை.

20. ஒரு சசா்தலனயில் வெற்றிக்ைாண ொயபபு 
ச்தால்விக்ைான ொயபலபசபால் இரும்டஙகு 
எனில் அடுத்து ெரும் ஐநது முயற்சிைளில் 
(i) சரியாை மூன்று வெற்றிைள் (ii) குலைந்த 
பட்சம் மூன்று வெற்றிைள் வபறுெ்தற்ைான 
நிைழ்தைவு என்ன

7.1.2 போயசோன் பரவல  (Poisson Distribution)

 பிவரஞ்சு ைணி்த சமல்தயான லசமன் வ்டனிஸ் 
பாயசான் எனபெர 1837 ஆம் ெரு்டம் பாயசான் 
பரெலை  ெலரயறுத்்தார. ஈருறுபபுப பரெலில் 
ெரும் ‘n’இன் மதிபபு  வபரிய்தாை இருக்குவமனில் 
நிைழ்தைவு ைணக்கீடு வசயெது மிைவும் சிக்ைைாை 
இருக்கும். இம்மாதிரியான சூைலில் ஈருறுபபுப 
பரெல் நிைழ்தைவுைளில் ஓர எளிய உத்ச்தச 
ைணக்கீட்டிலனப பயன்படுத்்தைாம். அந்த ஈருறுபபுப 
பரெலின் உத்ச்தசக் ைணக்கீடு என்பது  ‘n’  வபரி்தாை 
மற்றும் p என்பது பூஜயத்திற்கு வநருக்ைமாை 
இருபப்தாை நிறுவினார. அ்தலனப பாயசான் பரெல் 
என்று அலைக்கின்சைாம்.
 பாயசான் பரெலின் நிைழவுைள் திட்்டெட்்ட 
மான எண்ணிக்லையிலனக் வைாண்்ட சசா்தலனயில் 
நல்டவபைாது. அரி்தான சசா்தலனயில் நிைைக்கூடிய 
்தாகும். சமலும், கீழக்ைாணும் எடுத்துக்ைாட்டுைள் 
சிைெற்றிலன ஆயவு வசயயைாம் : 

(i) ஒரு ைன வச.மீ  இல் உள்ை நுண்ணுயிரைளின் 
எண்ணிக்லை.
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(ii) ்தட்்டச்சு வசயயபபட்்ட ஒரு பக்ைத்தில் உள்ை 
்தட்்டச்சுபபிலைைளின் எண்ணிக்லை.   

(iii) ஒரு வநாடிக்குள்  ைதிரியக்ைப வபாருளிலிருநது 
வெளிபபடுகின்ை ஆல்ஃபா துைள்ைளின் 
எண்ணிக்லை.

(iv) ஒரு நாளில் குறிபபிட்்ட  இல்டவெளி சநரத்தில் 
ை்டக்கும் சபருநதுைளின் எண்ணிக்லை.

(v)  ஒரு வினாடியில் ஏற்படும் மின்னலின் 
எண்ணிக்லை.

 பாயசான் பரெல் ஈருறுபபுப பரெலின் 
எல்லையாை இருபப்தற்ைான நிபந்தலனைள்
(i) முயற்சிைளின் எண்ணிக்லை ெலரயறுக்ை 

இயைா்த நிலையில் அதிைமாை இருக்கும்.  
அ்தாெது n → ∞ .

(ii) ஒவ்வொரு முயற்சியிலும் வெற்றிக்ைான 
நிைழ்தைவு மிைவும் சிறிய்தாை இருக்கும்.  
அ்தாெது p → 0

(iii) np = l  இது ஒரு முடிவுறு எண். p
n

= l
, 

q
n

= − 





1 l
 சமலும் l  என்பது சநரமலை 

வமயவயண் ஆகும்.

வரரயர்ற  7.2

 X என்ை சமொயபபு மாறி பாயசான் 
பரெலை பின்பற்றி அ்தனுல்டய பண்பைலெ 
யான λ என்பது குலையற்ை மதிபபிலனப 
வபற்றிருபபின், அ்தன் நிைழ்தைவு அ்டரத்திச் 
சாரபிலன பின்ெருமாறு ெலரயலை 
வசயயைாம். 

P(x,l )= P(X=x)

e
x

x
x−

= …… >






λλ
λ

!
, , , .;0 1 2 0

0 ,    மற்ைபடி
=

போயசோன் பரவலின் சரோசரி மறறும் மோறுபோட்டிரை 
வருவித்தல 

   சராசரி  E(X) = 
x

x p x
=

∞

∑ ( )
0

,l

   =    
x

x

x e
x=

∞ −

∑
0

ll
!

   = λ
λλe

x

x
−

−

∑ −( )


















1

1 !x=1

∞

   = λe – λ(1 + λ + λ2/2! +……)
   = λe – λ eλ

   = λ

மாறுபாட்்டைலெ (X)= E(X2) – [E(X)]2 

  E(X2) = 
x

x p x
=

∞

∑ ( )
0

2 ,l

  = 
x

x p x
=

∞

∑ ( )
0

2 ,l

    = 
x

x x x p x
=

∞

∑ −( ) +{ } ( )
0

1 ,l

  = 
x

x x x e
x

−

−( ) +{ }
x=

∞

∑
0

1
λλ

!

  = e–λ x(x–1) λx/x! +  x e– λ l
x

x!

  = λ2 e–λ 
x

x

x=

∞ −

∑ −( )2

2

2
l

!
 + λ

  = λ2 e–λ eλ + λ = λ2 + λ

 மாறுபாட்்டைலெ (X) = E(X2) – [E(X)]2 

  =  λ2 + λ – (λ)2

  =  λ
பாயசான் பரெலின் பண்பு  :

1. சராசரி மற்றும் மாறுபாட்்டைலெ சமமாை 
உள்ை  ஒசர பரெல், பாயசான் பரெல் மட்டுசம.

எடததக்கோட்ட ாட்் 
 பாயசான் பரெலின் மு்தல் நிைழ்தைவு மதிபபு 
0.2725 எனில் அ்தற்கு அடுத்்த நிைழ்தைவு மதிபபிலனக் 
ைாண்ை.
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தீர்வு :

 p(0) = 0.2725  என வைாடுக்ைபபட்டுள்ைது

   
e−

=
ll0

0
0 2725

!
.

     ⇒ =−e l 0 2725.   

            l = 1 3.
(அடுக்கு அட்்டெலணலய பயன்படுத்தி)

      ∴ =( ) = ( )−p X e1 1 3 11 3. . / !

    = e− ( )1 3 1 3. .

    = 0.2725 x 1.3

    = 0.3543

எடததக்கோட்ட ாட்் 
520 பக்ைஙைலைக் வைாண்்ட புத்்தைத்தில், 390 
்தட்்டச்சுப பிலைைள் உள்ைன. பாயசான் ெழியிலன 
அனுமானித்து சமொயபபு முலையில் ச்தரநவ்தடுக்ைப 
பட்்ட 5 பக்ைஙைளில் பிலைசய இல்ைாமல் இருபப்தற் 
ைான நிைழ்தைவு ைாண்ை. 
தீர்வு : 
புத்்தைத்தில் சராசரியாை ஒரு பக்ைத்திற்கு ஏற்படும்  
்தட்்டச்சுப பிலைைள்

           l =  (390/520) = 0.75.

பாயசான் நிைழ்தைவு விதிபபடி, பக்ைத்திற்கு x 
பிலைக்ைான நிைழ்தைவு 

  P(X = x) = 
e

x

x−ll
!

 = 

e
x

x
− ( )0 75 0 75. .

!
 , x = 0,1,2,3……

 5 பக்ைஙைளில் பிலைசய இல்ைாமல் 
இருபப்தற்குத் ச்தலெயான நிைழ்தைவு :

  [P(X=0)]5 = e e− −( ) =0 75 5 3 75. .

எடததக்கோட்ட ாட்் 
 ஒரு ைாபபீட்டு நிறுெனம், 0.1 ச்தவீ்த மக்ைள் 
மட்டுசம ஒவ்வொரு ெரு்டமும் விபத்துக்கு உட்படு 
கிைாரைள் என்பல்தக் ைணிக்கின்ைனர. ைாபபீடு 

வசயதுள்ை 10,000 பாலிசி்தாரரைலை சம ொயபபு 
முலையில் ச்தரநவ்தடுக்கும் பட்சத்தில் அடுத்து ெரக் 
கூடிய ஆண்டில் 5-க்கு மிைாமல் ொடிக்லையாைரைள் 
விபத்துக்குள்ைாெ்தற்ைான நிைழ்தைவு என்ன? 
( e− =10 000045. )
தீர்வு : 

 p = ொடிக்லையாைர ஒருெர ஒரு ெரு்டத்தில் 
விபத்துக்குள்ைாெ்தற்ைான நிைழ்தைவு
  = 0.1/100 = 1/1000

   இஙகு n = 10,000

ஆலையால்,  np 10000 1000
1 10= = =b l

 5-க்கு மிைாமல் ொடிக்லையாைரைள் விபத்துள்ைா 
ெ்தற்ைான நிைழ்தைவு

        P(X < 5) =  P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+

P(X=4)+P(X=5)

= e−10 [ 1 10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

2 3 4 5

+ + + + +
! ! ! ! !

]

    = 0.06651

எடததக்கோட்ட ாட்ா 
 1/5 ச்தவீ்த பிசைடுைள் பழு்தானலெ என்று 
பிசைடுைளின் உற்பத்தியாைர வ்தரிவிக்கிைார. 
ஒவ்வொரு அட்ல்ட வபட்டியிலும் 10 பிசைடு அல்டத்து 
விற்பலனக்கு ெருகிைது.  சரக்குப வபட்டியில் 
இருக்கும் 1,00,000 பாக்வைட்டுைலை பாயசான் 
பரெலைக் வைாண்டு ச்தாராயமாை எத்்தலன 
பாக்வைட்டுைள் 
 (i) பழு்தற்ை பிசைடுைள்
 (ii) பழுதுள்ை ஒரு பிசைடு
 (iii)  பழுதுள்ை இரண்டு பிசைடுைள் 

வைாண்டிருக்கும் என்ப்தலன 
ைணக்கிடுை.

 (e–0.02 =.9802)

தீர்வு :

P = 1/5/100 = 1/500 =0.002      n = 10.    λ = np = 0.02

  p x e
x

e
x

x x

( ) = = ( )− −ll
!

.
!

.0 02 0 02

(i)   பழு்தற்ை  பிசைடுைலைக் வைாண்்ட அட்ல்ட வபட்டி 
ைளின் எண்ணிக்லை 
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165நிகழ்தகவு பரவலகள்

  = N × p(o)  = 1,00,000 × e–0.02

             = 98020

(ii)  பழுதுள்ை ஒரு பிசைடு வைாண்்ட அட்ல்டப 
வபட்டிைளின் எண்ணிக்லை 

  = N × p(1) = 1,00,000 × 0.9802 × 0.02

            = 1960

(iii)   பழு்தற்ை இரண்டு பிசைடுைள் வைாண்்ட 
வபட்டிைளின் எண்ணிக்லை

              = N × p(2) = 1,00,0007 x .0002

             = 20

எடததக்கோட்ட ாட்் 
ஒரு மனி்தனுக்கு ஊசியின் மூைமாை வசலுத்்தபபடும் 
மருநது எதிர விலைவிலன ஏற்படுத்துெ்தற்ைான 
நிைழ்தைவு 0.001 ஆகும்.  2000 நபரைளில் (அ) மூன்று 
நபருக்கு மட்டும் (ஆ) இரண்டு நபருக்குக் குலை 
வில்ைாமல் மாறுபட்்ட விலைவுைள் ஏற்படுெ்தற்ைான 
நிைழ்தைவிலனக் ைணக்கிடுை. 

தீர்வு :

ஊசிமூைம் மருநது எடுத்துக்வைாள்ளும் 2000 

்தனிநபரைலைக் ைருத்தில் வைாள்ை. n = 2000

  x=0,1,2,...2000
்தனிநபர எதிரவிலைொல் பாதிக்ைபபடுெ்தற்ைான 
நிைழ்தைவு p  என்ை.  p = 0.001

  ∴  q = 1– p = 1– 0.001 = 0.999

 இஙகு n வபரிய்தாைவும் p சிறிய்தாைவும் 
உள்ை்தால் இது பாயசான் பரெலுக்கு உட்பட்டுள்ைது. 
  λ = np = 2000 × 0.001  = 2

(i)   2000,  சபரில் சரியாை, 3 நபரைள் எதிரவிலைொல் 
பாதிக்ைபபடுெ்தற்ைான நிைழ்தைவு

 P(X = 3) = 
e

x

x−ll
!

 = 
e−2 32

3!
 = 0.1804

(ii)  2000, சபரில் 2 ்தனி நபரைளுக்கு சமல் எதிர 
விலைொல் பாதிக்ைபபடுெ்தற்ைான நிைழ்தைவு 

  = P(X > 2)

  = 1– [( P X( ≤ 2)]

  = 1 – [P(x = 0) + P(x = 1) + P(x = 2)]

  =  1 – 
e e e− − −

+ +










2 0 2 1 2 22
0

2
1

2
2! ! !

  =   1 – e− + +






2
0 1 22

0
2
1

2
2! ! !

  =   0.323

எடததக்கோட்ட ாட்் 
 இரத்்தத்தில் சிெபபு அணுக்ைளின் எண்ணிக்லை 
யிலனக் ைணக்கிடுெ்தற்கு ஒரு சதுர ைட்்டத்தில் ஒரு 
துளி இரத்்த மாதிரி சீராை பரபபபபடுகிைது. நுண் 
சநாக்கியின் ெழியாை ைண்ைாணித்்ததில் சராசரியாை 
8 சிெபபு அணுக்ைள் ஒரு சதுரத்தில் இருபப்தாை 
உறுதி வசயயபபடுகிைது. அவ்ொறு இருபபின் 
சரியாை 5 சிெபபு அணுக்ைள் ஒரு சதுரத்தில் இருபப்தற் 
ைான நிைழ்தைவு என்ன?

தீர்வு : 
இரத்்த சிெபபு அணுக்ைளின் எண்ணிக்லை சமொயபபு 
மாறி X என்ை. 
சராசரி  λ  = 8 சிெபபு அணுக்ைள் / ஒரு சதுரத்திற்கு 

 P (ஒரு சதுரத்தில் சரியாை 5 சிெபபணுக்ைள்) 

 = P(X = 5) = 
e

x

x−ll
!

  = 
e−8 58

5!
  

 = 
0 000335 32768

120
. ×

 = 0.0916

ஒரு சதுரத்தில் சரியாை 5 சிெபபணுக்ைள் இருபப்தற் 
ைான நிைழ்தைவு 0.0916. அ்தாெது ஒரு சதுரத்தில் 
சரியாை 5 சிெபபணுக்ைள் இருபப்தற்ைான ொயபபு 
9.16% ஆகும். 

எடததக்கோட்ட ாட்ட 
இரட்ல்ட குைநல்தைள் பிைபப்தற்ைான ொயபபு 80 
பிைபபுைளில்  ஒன்று எனக்வைாண்்டால், ஒரு நாளில் 
பிைக்கும் 30 குைநல்தைளில் இரண்டு அல்ைது அ்தற்கும் 
சமற்பட்்ட இரட்ல்டயர பிைபப்தற்ைான நிைழ்தைவிலனக் 
ைணக்கிடுை.
தீர்வு : 

 P (இரட்ல்ட குைநல்தைள்) = p = 1/80 = 0.0125 

மற்றும்  n = 30
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  λ = np = 30 × 0.0125 = 0.375

X ஆனது பாயசான் பரெலை பின்பற்றுகிைது 

 p(x) = 
e

x

x−ll
!

 P (2 அல்ைது அ்தற்கு சமல்) = 1 – [p (x = 0) + 

p (x =1)] =  1–[
e− ( )0 375 00 375

0

. .
!

+
e− ( )0 375 10 375

1

. .
!

]  

  = 1 – e−0 375.   [1+0.375]

  = 1– (0.6873 × 1.375) 

 = 0.055

பயிறசி 7.2

1. ெலரயறு: பாயசான் பரெல்.
2. பாயசான் பரெலுக்ைான இரு எடுத்துக்ைாட்டு

ைலை எழுதுை.
3. பாயசான் பரெைானது ஈருறுபபுப பரெலின் 

எல்லையாை அலமெ்தற்ைான ைட்டுபபாடுைலை 
எழுதுை.

4. பாயசான் பரெலின் சராசரி மற்றும் மாறுபாட்ல்ட 
ெருவி.

5. பாயசான் பரெலின் பண்புலைக் குறிபபிடுை.

6. சநாய ்தாக்ைத்தினால் இைபபின் விகி்தம்  1000 
சபருக்கு 7 நபர வீ்தம் என்று இருக்குமானால் 
400 நபருக்கு 2 நபர வீ்தம் சநாயின் ்தாக்ைம் 
ஏற்படுத்தும் இைபபிற்ைான  நிைழ்தைவிலனக் 
ைாண்ை (e–2.8 = 0.06)

7. ஒரு நிறுென ்தயாரிபபுைளில் 5% குலைபாடுள்ை 
மின்விைக்குைள் ்தயாரிக்ைபபடுெ்தாை 
அறிகிைாரைள். பாயசான் பரெலை பயன்படுத்தி, 
120 மின்விைக்குைள் வைாண்்ட கூறு   
வ்தாகுதியில் குலைபா்டற்ை மின்விைக்குைள் 
இருபப்தற்ைான நிைழ்தைவிலனக் ைணக்கிடுை.

8. மகிழுநதுைலை ொ்டலைக்கு அனுபபும் ஒரு 
நிறுெனம், இரண்டு மகிழுநதுைலைக் 
வைாண்டுள்ைது. ஒவ்வொரு நாள் 
ொ்டலைக்கும் ச்தலெபபடும் மகிழுநது 

பாயசான் பரெலைப பின்பற்றுகின்ைது.   
அ்தன் சராசரி 1.5 என்று ைணக்கி்டப
பட்டுள்ைது எனில்,

(i) இரண்டு மகிழுநதுைளும் ச்தலெ 
இல்லை. 

(ii) சிை ச்தலெைள் ஏற்க்ைபப்டவில்லை 
என்ை நிலைைளில் நாள்ைளின் 
விகி்தத்ல்த ைணக்கிடுை.

9. ஒரு நிறுெனதிற்கு ைாலை 10.00 மணியில்  
இருநது மதியம் 2.30 மணி ெலர ெரும் 
வ்தாலைசபசி அலைபபுைளின் எண்ணிக்லை 
சராசரியாை ஒரு நிமி்டத்திற்கு 2.5 ஆகும். ஒரு 
குறிபபிட்்ட நிமி்டத்தில் (i) அலைபபுைள் இல்லை
(ii) சரியாை 3 அலைபபுைள் மட்டும் (iii) குலைந்த
பட்சம் 5 அலைபபுைள் ெருெ்தற்ைான நிைழ
்தைவிலன ைாண்ை.

10. ஒரு நைரத்தில் ந்டக்கும் சாலை விபத்துைளின் 
எண்ணிக்லை பாயசான் பரெலைக் 
வைாண்டுள்ைது. விபத்துக்ைளின் சராசரி 4 
ஆகும்.  நூறு நாள்ைளில் (i) விபத்து இல்ைா்த 
நாள்ைள் (ii) குலைந்தபட்சம் 2 விபத்துக்ைள் 
ஏற்படும் நாள்ைள் (iii) அதிை பட்சம் 3 
விபத்துக்ைள் ஏற்படும் நாள்ைள் ஆகிய
ெற்றுக்ைான நிைழ்தைவிலனக் ைணக்கிடுை.

11. ஒரு வ்தாழிற்சாலையில் ந்டக்கும் அபாயைர
மான விபத்துைளின் எண்ணிக்லை 1/1200 
ஆகும்.  300 வ்தாழிைாைரைள் செலை வசயயும் 
வ்தாழிற்சாலையில் குலைந்தபட்சம் 2 அபாய
ைரமான விபத்து ஒரு ெரு்டத்தில் ஏற்படுெ்தற்
ைான நிைழ்தைவிலனக் கூறுை. 

12. ெஙகிக்கு ெரும் ொடிக்லையாைரைளின் 
எண்ணிக்லை சராசரியாை ஒரு நிமி்டத்திற்கு 
இரண்டு ஆகும். ஒரு நிமி்டத்தில் (i) ொடிக்லை
யாைர எெரும் ெரவில்லை (ii) 3 அல்ைது 
அ்தற்கு சமல் ொடிக்லையாைர ெருெ்தற்ைான 
நிைழ்தைவிலனக் ைண்்டறிை.
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ர்தோடர்ச்சியோை பரவல
 ்தனித்்த மாறிப பரெல்ைைான ஈருறுபபுப 
பரெல் மற்றும் பாயசான் பரெல் இரண்ல்டயும் 
இ்தற்கு முநல்தய பகுதியில் நாம் விைக்ைமாை 
அறிநச்தாம்.  இபபகுதியில் முக்கியமான வ்தா்டர 
மாறிப பரெலைப பற்றி ைாண்சபாம்.  இத்வ்தா்டர 
மாறிபபரெலை இயல்நிலை நிைழ்தைவுப பரெல் 
அல்ைது இயல்நிலைப பரெல் என்று அலைக்கிசைாம்.  
புள்ளியியல் சைாட்பாடுைளில் முக்கியபபஙகு 
ெகிபப்தால் இபபரெல் மிைவும் முக்கியத்துெம் 
ொயந்தது. மு்தன்மு்தைாை 1733 இல் ஆஙகிை 
ைணி்தசமல்த டீ மாயெர என்பெர ஈருறுபபுப 
பரெலின் எல்லை நிலையாைக் வைாண்்ட 
இயல்நிலைப பரெலைக் ைண்டுபிடித்்தார.  பின்னர 
பிரஞ்சுக் ைணி்தசமல்த ைாபைாஸ் (1749 – 1827) 
எனபெரும் ைாரல் பிரிவ்டரிக் ைாஸியன் (1827 -1855) 
என்பெரும் சசரநது உருொக்கி இயல்நிலைப 
பரெல் என்று அலைத்்தனர.

7.1.3 இயலநிரைப் பரவல

வரரயர்ற  7.3

 சராசரி m மற்றும் மாறுபாட்்டைலெ σ2 
ஆகியெற்லைப பண்பைலெைைாைக் வைாண்்ட  
x  என்ை சமொயபபு மாறி இயல்நிலைப 
பரெலைப வபற்றிருக்கிைது எனில் அ்தன் 

நிைழ்தைவு  அ்டரத்திச் சாரபு f(x : m, σ)

= 
1
2σ π

exp − −













1
2

2x µ
σ

 

−∞ < < ∞
−∞ < < ∞

>

x ,
,µ

σ 0
என்று ெலரயறுக்ைபபடுகிைது.

இயல்நிலைப பரெலின் ெலரப்டம் பின்ெருமாறு :

ெலைவு 
மாற்றுபபுள்ளிைள்

கீழசநாக்கிய ெலைவு
ெலைெலரயின்

 உச்சபபுள்ளி

சமல்சநாக்கிய
 ெலைவுஜமலஜ�ோக்கிய

வரைவு

μ – 3σ μ + 3σμ – 2σ μ + 2σμ – σ μ + σμ

இயலநிரை பரவலின் வரரபடம்
படம் 7.1

ஆலையால் இயல்நிலை ெலைெலரயானது மணி 
ெடிெ ெலைெலர என அலைக்ைபபடுகிைது.
(i) முயற்சிைளின் எண்ணிக்லை ‘n’ ஆனது மிைப 

வபரிய முடிெைா எண்ணாை (n → ∞ )அலமகிைது. 
(ii) p, q ஆகியலெ மிைச்சிறியலெ அல்ை.
 ெலரப்டம் ொயிைாைக் குறிக்ைபபடும் இயல் 
நிலைப பரெைானது இருபுைமும் சமச்சீர ெடிெம் 
வபற்று இயல்நிலை நிைழ்தைவு ெலைெலர 
என்ைலைக்ைபபடும். சமலும் X – அச்சில் ெலை 
ெலரயானது வ்தாலைத் வ்தாடுசைா்டாை இருபுைமும் 
ெைது மற்றும் இ்டது புைமாைச் வசல்லும். 

 இயல்நிலை நிைழ்தைவுப பரெல் மற்றும் 
இயல்நிலை நிைழ்தைவு ெலைெலர ஆகியெற்றின் 
மு்தன்லம சிைபபியல்புைள் அல்ைது பண்புைள்

 இயல்நிலை நிைழ்தைவு ெலைெலர அ்தன் 
சராசரி  m மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் σ கீழக்ைாணும் 
பண்புைலைப வபற்றிருக்கின்ைது :

(i) இயல்நிலைப பரெலின் ெலைெலரயானது 
மணி ெடிவில் உள்ைது சமலும் x=μ என்ப்தலனப 
வபாருத்து சமச்சீரானது.

(ii) பரெலின் சராசரி, இல்டநிலை மற்றும் முைடு 
மூன்றும் ஒன்றுகின்ைன.

(iii) x – அச்சானது ெலைெலரக்கு ஒரு வ்தாலைத் 
வ்தாடுசைா்டாை அலமகிைது. (ெலைெலர 
யானது  X – அச்சிலனத் வ்தா்டரநது வசன்ைாலும் 
X – அச்சிலனத் வ்தா்டாமல் இலணயாைச் 
வசல்லும்) 

(iv) f(x)  என்பது நிைழ்தைவு சாரபாை உள்ை்தால் 
ெலைெலரயின் எபபகுதியும் x-அச்சின் கீழபபுைம் 
அலமயாது. 

ெலைவு 
மாற்றுபபுள்ளிைள்

μ – 3σ μ + 3σ xμ – 2σ μ + 2σμ – σ μ + σ

ப்டம் 7.2
μ

(v) ெலைெலரயின் ெலைவு மாற்றுப புள்ளிைள் 
x = ±µ σ  இல் அலமயும்.
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(vi) இயல்நிலைப பரெலின் ெலைெலரக்கு 
ஒற்லை உயரம், அ்தாெது அந்த புள்ளியில் ஒரு 
முைடு மட்டும் இருக்கும். 

(vii) x இன் மதிபபு எண்ணைவில் அதிைரிக்கும்சபாது 
f (x) ஆனது செைமாைக் குலைநது x = μ இல் 
மீபவபரு நிைழ்தைவு நிைழநது நிலைத் தூரம் 
(உயரம்) [p(x)]max = 1 2/ σ π√  கில்டக்கிைது.

(i) இயல்நிலை ெலைெலரயின் கீழ அலமயும்  
வமாத்்த பரபபு ஒன்று மற்றும் இயல்நிலை 
ெலைெலரயின் கீழ அலமயும் ச்தவீ்த 
பஙகீடு கீசை வைாடுக்ைபபட்டுள்ைது. 

(a)  μ – σ  மற்றும்  μ + σ –க்கு இல்டயில் அலமயும் 
பரபபு 68.27% (ச்தாராயமாை) 

  P(μ – σ < X < μ + σ) = 0.6826

(b)  μ – 2σ  மற்றும்  μ + 2σ -க்கு இல்டயில் அலமயும் 
பரபபு 95.5% (ச்தாராயமாை)

  P(μ – 2σ < X < μ + 2σ) = 0.9544

(c)  μ – 3σ  மற்றும் μ + 3σ –க்கு இல்டயில் அலமயும் 
பரபபு 99.7% (ச்தாராயமாை)
  P(μ – 3σ < X < μ + 3σ)  = 0.9973

μ–3σ μ+3σ xμ–2σ μ+2σμ–σ

f(x)

μ+σμ

68.27%
95.45%
99.73%

-3 -2 -1 z=0 1 2 3
ப்டம் 7.3

திட்ட இயலநிரை பரவல
 சமொயபபு மாறி    Z = (X–μ)/σ  என்பது திட்்ட 
இயல்நிலை பரெலைப பின்பற்றுமானால்  Z 
என்பது திட்்ட இயல்நிலை மாறி என 
அலைக்ைபபடுகிைது.  சமலும் அ்தனுல்டய சராசரி 0 
மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 1 ஆகும்  அ்தாெது Z ~ N(0,1) 
அ்தன் நிைழ்தைவு அ்டரத்திச் சாரபு : 

  
π

z e z( ) = −−1
2

2

2  –∞ < z < ∞

1.  திட்்ட இயல்நிலை ெலைெலரயின் கீழ அலமயும் 
பரபபு ஒன்று.

2.  திட்்ட இயல்நிலை ெலைெலரயின் கீழ z = –1 
இலிருநது z = 1 ெலர அலமயும் பரபபு 68.26%  

ஆகும். 

  Z = –2 இலிருநது  Z = 2 ெலர அலமயும் பரபபு 
95.44%  ஆகும்.

  Z = –3  இலிருநது Z = 3 ெலர அலமயும் பரபபு 
99.74% ஆகும்.

எடததக்கோட்ட ாட்் 
கீழக்ைாணும் இயல்நிலை மாறியின் 
நிைழ்தைவிலனக் ைாண்ை.

(i) Z = 1.09 க்கு ெைபபுைம் அலமயும் பரபபு ைாண்ை

(ii)  Z = –1.65 க்கு இ்டபபுைம் அலமயும் பரபலபக் 
ைாண்ை.

(iii) திட்்ட இயல்நிலை மாறியின் மதிபபு   Z = –1.00 
மற்றும் Z = 1.96 க்கு இல்டபபட்்ட பரபலபக் 
ைாண்ை.

(iv) திட்்ட இயல்நிலை மாறியின் மதிபபு Z = –1.00 

மற்றும் Z = 1.96 க்கு இல்டபபட்்ட பரபலபக் 
ைாண்ை

(v)  திட்்ட இயல்நிலை மாறியின் மதிபபு  Z = 1.25 

மற்றும் Z = 2.75 க்கு இல்டபபட்்ட பரபலபக் 
ைாண்ை.

தீர்வு :

(i) 1.09 க்கு சமைாை  

ப்டம் 7.4
z = 1.09z = 0

ெலைெலரயின் கீழ அலமயும் வமாத்்த பரபபு 1 
என்ப்தால் Z = 0 -க்கு ெைது புைம் அலமயும் பரபபு 
0.5 (ெலைெலர சமச்சீரானது) 
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Z = 0 மற்றும் 1.09 -க்கு இல்டபபட்்ட பரபபு 0.3621
( அட்்டெலணயிலிருநது) 
P(Z > 1.09) = 0.5000 -  0.3621  =  0.1379

Z = 1.09-க்கு ெைதுபுைமாை நிைலி்டபபட்்ட பரபபு 
என்பது P(Z > 1.09)

(ii) –1.65 -க்கு குலைொை 

ப்டம் 7.5

z = 0z = –1.65

 -1.65 மற்றும் 0-க்கு இல்டபபட்்ட பரபபும் 0- மற்றும் 
1.65 -க்கு இல்டபபட்்ட பரபபும் சமம். அட்்டெலணயில் 
0 மற்றும் 1.65 இல்டபபட்்டபரபபு 0.4505 ஆகும்.

 Z = 0-க்கு இ்டபபுைம் உள்ை பரபபு 0.5 என்ப்தால்,

P(Z<–1.65) = 0.5000 – 0.4505 = 0.0495.

(iii) –1.00 மற்றும் 1.96–க்கு இல்டசய

ப்டம் 7.6

Z=-1.00  Z=0     Z=1.96

Z =–1.00 மற்றும் 1.96–க்கு இல்டசய  அலமயும் 
சமொயபபு மாறி Z-ன் நிைழ்தைலெ ஒத்்த பரபபுைலைக் 
கூட்டுெ்தன் மூைம் ைாணைாம்.:

-1.00 மற்றும் 1.96–க்கு இல்டபபட்்ட பரபபு = -1.00 

மற்றும் 0-க்கு இல்டபபட்்ட பரபபு + 0 மற்றும் 
1.96-க்கு  இல்டபபட்்ட பரபபு 

P(–1.00 < Z < 1.96) = P(–1.00 < Z < 0) + P(0 < 

Z < 1.96) 

 = 0.3413 + 0.4750  (அட்்டெலணயிலிருநது)

 = 0.8163

(iv)  1.25 மற்றும் 2.75 –க்கு இல்டசய

ப்டம் 7.7

z = 2.75z = 1.25z = 0

Z = 1.25 மற்றும் 2.75-க்கு இல்டபபட்்ட பரபபு = 

(z = 0 மற்றும் z = 2.75 -க்கு இல்டபபட்்ட பரபபு) 

– (z=0 மற்றும்  z = 1.25) க்கு இல்டபபட்்ட பரபபு

P(1.25 < Z < 2.75) = P(0 <  Z < 2.75) – P(0 < 

Z < 1.25)

 = 0.4970  -  0.3944   = 0.1026

எடததக்கோட்ட ாட்் 
இயல்நிலைப பரெலின் சராசரி 30 மற்றும் 
திட்்டவிைக்ைம் 5 எனில் (i) 26 ≤ ≤X 40  (ii) X > 45 

ஆகிய பரபபிலன ைாண்ை. 

தீர்வு : 

இஙகு சராசரி μ= 30 மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் σ  =  5

(i)  X = 26  எனில்,   Z X= −( )µ σ/   = (26 – 30)/5  

= –0.8

 மற்றும் X = 40 எனில்,    Z = 
40 30

5
2− =

ப்டம் 7.8

z = –0.8 z = 0 z = 2.0

 ஆலையால், 

   P(26<X<40) ) = P(–0.8 ≤ Z < 2)

     = P(–0.8 ≤ Z ≤ 0) + p(0 ≤ Z ≤ 2)
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  = P(0 ≤ Z ≤ 0.8) + P(0 ≤ Z ≤ 2)

  = 0.2881 +0.4772  

(அட்்டெலணயிலிருநது)

  = 0.7653

(ii) X≥45 எனும் சபாது நிைழ்தைவு 

 X = 45 எனில், 

 Z X= − = − =µ
σ

45 30
5

3

ப்டம் 7.9

z = 3.0z = 0

 P( X ≥ 45)  = P(Z ≥ 3)

         = 0.5 – 0.49865

      =  0.00135

எடததக்கோட்ட ாட்் 
 ஒரு நிறுெனத்தின் 550 கிலை 
அலுெைைத்தின் சராசரி வியாபாரமானது  தினமும் 
`150 ஆயிரம் மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் ` 15 ஆயிரமாகும். 
இயல்நிலைப பரெலைக் வைாண்டு எத்்தலன 
கிலைைளில்  எவ்ெைவு விற்பலன நல்டவபற்ைது 
என்ப்தலன அறிை. 

 (i)  ` 1,25,000 மற்றும்  ` 1,45,000

 (ii)  ` 1,40,000 மற்றும் ` 1,60,000

தீர்வு : 

சராசரி μ= 150 மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் σ  =  15

(i) X = 125 ஆயிரம் எனில்

  Z X= − = −µ
σ

125 150
15

 =  -1.667

  X = 145 ஆயிரத்தில் எனில்

  Z X= − = −µ
σ

145 150
15

 = -0.33

 Z = 0  மற்றும் Z = -1.67  -க்கு இல்டபபட்்ட 
பரபபைவு 0.4525

 Z = 0  மற்றும் Z = -0.33 -க்கு இல்டபபட்்ட 
பரபபைவு 0.1293.

z = –1.6 z = –0.33 z = 0

ப்டம் 7.10

 P(–1.667 ≤ Z ≤ –0.33) =  0.4525 – 0.1293

           = 0.3232

125 ஆயிரத்திற்கு மற்றும் 145  ஆயிரத்திற்கும் 
இல்டபபட்்ட விற்பலனலயப வபற்ை கிலைைளின் 
எண்ணிக்லை 550 × 0.3232 =  178

 (ii)  X = 140 ஆயிரம் எனில்

  Z X= − = −µ
σ

140 150
15

  = –0.67

  X =  160 ஆயிரம் எனில்

 Z X= − = −µ
σ

160 150
15

  =  0.67

ப்டம் 7.11
z = –0.67 z = 0 z = 0.67

  P(–0.67 < Z < 0.67) = P(–0.67 < Z < 0) + 

P(0 < Z < 0.67)

 = P(0 < Z < 0.67) + P(0 < Z < 0.67)

 =  2 P(0 < Z < < 0.67)

 =   2 × 0.2486

 = 0.4972

` 140 ஆயிரத்திற்கு மற்றும் ` 160 ஆயிரத்திற்கும் 
இல்டபபட்்ட விற்பலனலயப  வபற்ை கிலைைளின் 
எண்ணிக்லை = 550 × 0.4972 = 273.
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எடததக்கோட்ட ாட்் 
 ஒரு பள்ளியில் பயிலும் குைநல்தைளின் 
சராசரி உயரமானது 69.25 வச.மீ மற்றும் 
மாறுபாட்்டைலெ 10.8 வச.மீ எனக் வைாண்்டால் 1200 
குைநல்தைளில் 74 வச.மீ க்கும் அதிை உயரம் 
வைாண்்ட குைநல்தைள் எத்்தலன  சபர இருபபாரைள்  
என்ப்தலன ைணக்கிடுை.
தீர்வு
உயரஙைளின் பரெல் இயல்நிலைபபரெலை 
ஒத்துள்ைது என்ை. சராசரி 69.25 மற்றும் திட்்ட
விைக்ைம் 3.286.

 Z X X= − = −µ
σ

69 25
3 286

.
.

  

 எனில் , X = 74   

 Z X= − = −µ
σ

74 69 25
3 286

.
.

  =  1.4455

ப்டம் 7.12

z = 1.44z = 0

 இபவபாழுது P(Z > 74)  = P(Z > 1.44)

   = 0.5 – 0.4251

   =  0.0749

1200 குைநல்தைளில் 74 வச.மீட்்டருக்கு சமைாை உள்ை 
குைநல்தைளில் எதிரபாரக்ைபடும் எண்ணிக்லை.
=  1200 × 0.0749  ≈  90 குைநல்தைள் (ச்தாராயமாை)

எடததக்கோட்ட ாட்் 
ஒரு ச்தரவில் மதிபவபண் வபறு்தல் என்ப்தலன 
இயல்நிலை பரெல் வைாண்டு பாரக்ைபடுமானால் 
அ்தன் சராசரி 45 மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 10 ஆகும்.  
1300 மாணெரைள் ச்தரவு எழுதுகிைாரைள் எனில், 
எத்்தலன மாணெரைள் (i) 35 மதிபவபண்ணிற்கும் 
குலைொை (ii) 65 மதிபவபண்ணிற்கும்  அதிைமாை, 
ச்தரச்சி வபறுகிைாரைள் என்ப்தலனக் ைணக்கிடுை.

தீர்வு :

 X என்ை இயல்நிலைமாறி மாணெரைளின் 
மதிபவபண்ைளின் சராசரி 45 மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 
10 என ைாட்டுகிைது என்ை.
(i) 35 மதிபவபண்ைளுக்கும் குலைொை
 X = 35 எனும்சபாது 

 Z X= − = −µ
σ

35 45
10

  = –1

ப்டம் 7.13

z = –1.0 z = 0

  P(X < 35) = P(Z < –1) 

 P(Z > 1) = 0.5 – P(0 < Z < 1) 

    = 0.5 – 0.3413

    = 0.1587

35 மதிபவபண்ைளுக்கும் குலைொை வபறும் 
மாணெரைளின் எதிரபாரக்ைபபடும் எண்ணிக்லை 
0.1587 × 1300  = 206.31

 = 206 மாணெரைள் (ச்தாராயமாை)
(ii) 65 மதிபவபண்ைளுக்கும் சமைாை
  X = 65 எனும்சபாது

 Z X= − = −µ
σ

65 45
10

  =   2.0

  P(X > 65) = P(Z > 2.0)

ப்டம் 7.14

z = 2.0z = 0

  0.5 – P(0 < Z < 2.0)

  0.5 – 0.4772

  = 0.0228
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 65 மதிபவபண்ைளுக்கு சமைாை வபறும் 
மாணெரைளின் எதிரபாரக்ைபபடும் எண்ணிக்லை 
0.0228 x 1300 =  30 மாணெரைள் (ச்தாராயமாை).

எடததக்கோட்ட ாட்் 
 புதிய வ்தாழிற்சாலையில் 900 மின்விைக்குைள் 
வபாருத்்தபபடுகிைது. இயல்நிலை பரெலை வைாண்்ட 
அ்தனுல்டய சராசரி ொழநாள் என்பது 125 நாள்
ைைாகும் மற்றும் திட்்டவிைக்ைமானது 18 நாள்ைைாகும். 
95க்கும் குலைொன நாள்ைளில் பயனற்று சபாகும் 
என்று எதிரபாரக்ைபபடும் விைக்குைள் எத்்தலன?

தீர்வு :

சராசரி 125 மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 18 வைாண்்ட 
மின்விைக்குைளின் ொழநாள்.

(i) 95 நாள்ைளுக்கும் குலைொை

 X = 95 எனில், 

 Z X= − = −µ
σ

95 125
18

  =  –1.667

 P(X < 95) = P(Z < –1.667)

ப்டம் 7.15

z = –1.67 z = 0

      = P(Z > 1.667)

      = 0.5 – P(0 < Z < 1.67)

      = 0.5 – 0.4525

      =  0.0475

900 மின்விைக்குைளில் 95 நாள்ைளுக்குள்ைாைப 
பயனற்றுபசபாகும் மின் விைக்குைளின் எதிரபாரக்ைப
படும் எண்ணிக்லை 900 × .0475 = 43 விைக்குைள்

எடததக்கோட்ட ாட்ா 
 பல்ட வீரரைளின் சராசரி உயரமானது 69.25 

அஙகுைம் மற்றும் மாறுபாடு 9.8 அஙகுைமாகும். 6000 

வீரரைள் வைாண்்ட பல்டத்்தைத்தில் 6 அடிக்கும் 
சமைாை உயரம் வைாண்்ட வீரரைளின் எதிரபபாரக்ைப
படும் எண்ணிக்லை யாது?

தீர்வு :

 பல்டவீரரைளின் உயரத்ல்த இயல்நிலை 
மாறி X குறிக்கும். சராசரி =  69.25  அஙகுைஙைள், 
திட்்டவிைக்ைம் = 3.13. அஙகுைஙைள் 
 திட்்ட இயல்நிலை மாறி 

  Z X= − = −µ
σ

72 69 25
3 13

.
.

  =  0.8786

ப்டம் 7.16

z = 0.87z = 0

 P(X > 72)  =  P(Z > 0.8786) = 0.5 – P(0 < Z < 

0.88) = 0.5 – 0.3106  = 0.1894

= 6000 வீரரைளில் 6 அடிக்கு சமைாை உயரம் 
உள்ைெரைள் எண்ணிக்லை 

= 6000 × 0.1894 =1136 வீரரைள் (ச்தாராயமாை)

எடததக்கோட்ட ாட்் 
 ெஙகியின் சமைாைர ைண்ைாணித்்ததில் 
ெஙகியின் ொடிக்லையாைரைள் ைாசாைரின் 
சசலெலய வபறுெ்தற்குக் ைாத்திருக்கும் 
சநரமானது இயல்நிலை பரெலைக் வைாண்டு 
சராசரியாை 5 நிமி்டமும், அ்தன் திட்்டவிைக்ைமானது 
0.7 நிமி்டமாகும் என்று ைணக்கி்டபபடுகிைது. ஒரு 
ொடிக்லையாைர சசலெ வபறுெ்தற்ைான (i) 6 
நிமி்டத்திற்கும் குலைொை (ii) 3.5 நிமி்டத்திற்கும் 
மற்றும் 6.5 நிமி்டத்திற்கும் இல்டசய ைாத்திருபப்தற்
ைான நிைழ்தைவிலனக் ைாண்ை.

தீர்வு :

 ொடிக்லையாைரைள் ெரிலசயில் ைாத்திருக்கும் 
சநரத்ல்த X குறிக்ைட்டும் இது இயல்நிலை பரெலை 
ஒத்்த சராசரி 5 மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 0.7 என்ை. 
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(i) 6 நிமி்டஙைளுக்குக் குலைொை

 Z X= − = −µ
σ

6 5
0 7.

  = 1.4285

z = 0 z = 1.43

ப்டம் 7.17

 P(X < 6)  = P(Z < 1.43)

     = 0.5 + 0.4236

     = 0.9236

(ii) 3.5 மற்றும் 6.5 நிமி்டஙைளுக்கு இல்டசய

 X = 3.5 எனில்

 Z X= − = −µ
σ

3 5 5
0 7
.

.
  =  –2.1429

 X = 6.5 எனில்

 Z X= − = −µ
σ

6 5 5
0 7
.

.
   =  2.1429

z = 0z = –2.14 z = 2.14

ப்டம் 7.18

 P(3.5 < X < 6.5) 

 = P (–2.1429 < Z < 2.1429) 

  = P(0 < Z < 2.1429) + P(0 < Z < 2.1429)

  = 2 P(0 < Z < 2.1429)

  = 2 × .4838

  =  0.9676

எடததக்கோட்ட ாட்் 
 ஒரு கூறில் இருநது எடுத்்த 125 உைரந்த 
மின்ைைஙைள் அ்தனுல்ட ஆயுட்ைாைம் எத்்தலன 
மணி சநரம் என்ப்தலன சசா்தலன முடிவுைளில் 
சராசரியாை 12 மணி சநரம் மற்றும் அ்தன் திட்்ட 
விைக்ைம் 3 மணி சநரம் என்று ைணக்கி்டபபட்டுள்ைது. 
அ்தன் ்தரவுைள் இயல்நிலைப பரெலைக் வைாண்்டது 
எனில், எத்்தலன ச்தவீ்த மின்ைைஙைள்

(i) 13 மணி சநரத்திற்கும் அதிைமாை
(ii) 5 மணி சநரத்திற்கும் குலைொை

9 மணி சநரத்திற்கும் 14 மணி சநரத்திற்கும் 
இல்டபபட்்ட சநரத்தில் ஒளிரும் என்ப்தலனக் 
ைணக்கிடுை.  
தீர்வு :

 உைர மின்ைைஙைளின் ஆயுட்ைாைம் X என்ை. 
இது இயல்நிலைப பரெலைப பின்பற்றி சராசரி 12 

மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 3 மணி என்ை.
(i) 13 மணி சநரத்திற்கும் சமைாை
 P(X > 13) 

 X = 13  எனில்

 Z X= − = −µ
σ

13 12
3

  =  0.333

ப்டம் 7.19

z = 0.33z = 0

P(X > 13) = P(Z>0.333) = 0.5 – 0.1293  = 0.3707

 13 மணி சநரத்திற்கும் சமைாை ஆயுட்ைாைம் 
வைாண்்ட உைரமின்ைைஙைளின் எதிரபாக்ைாக்ைப
படும் ச்தவீ்தம் =125 × 0.3707 = 46.34%

(ii)   5 மணி சநரத்திற்கும் குலைொை
P(X < 5)

X = 5 எனில், Z X= − = −µ
σ

5 12
3

  =  –2.333
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z = 0z = –2.33

ப்டம் 7.20

 P(X < 5)  = P(Z < –2.333) = P(Z > 2.333)  

  =  0.5 – 0.4901 = 0.0099

5 மணி சநரத்திற்கும் குலைொை ஆயுட்ைாைம் 
வைாண்்ட உைர மின்ைைஙைளின் எதிரபாரக்ைபபடும் 
ச்தவீ்தம் 125 × 0.0099 =1.23%

(iii) 9 மற்றும் 14  மணி சநரத்திற்கு இல்டயில்

 X = 9 எனில்,

  Z X= − = −µ
σ

9 12
3

  =  –1

    X = 14 எனில்,

  Z X= − = −µ
σ

14 12
3

  =  0.667

z = –1 z = 0 z = 0.67

ப்டம் 7.21

P(9 < X < 14) = P(–1 < Z < 0.667)

    = P(0 < Z < 1) + P(0 < Z < 0.667)

    = 0.3413 + 0.2486

    = 0.5899

 9 மற்றும் 14 மணி சநரத்திற்கில்டயில் ஆயுட்
ைாைம் வைாண்்ட உைர மின்ைைஙைளின் எதிரபாரக்ைப
படும் ச்தவீ்தம் 125 x 0.5899 =73.73%

எடததக்கோட்ட ாட்ட 
 ஒரு ெழிபசபாக்ைன் பிடித்்த மீனின் எல்ட
யானது ச்தாராயமாை இயல்நிலைபபரெலைப 
சாரநது சராசரியாை 2.25 கிசைா மற்றும் திட்்ட

விைக்ைம் 0.25 கிசைா வபற்றுள்ைது. மீனின் எல்ட
யானது 2 கிசைாலெ வி்ட குலைொை இருபப்தற்ைான 
ச்தவீ்தம் என்ன?

தீர்வு : 

 சராசரி  μ = 2.25 மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் σ = 

0.25. மீனின் எல்ட 2 கிசைாக்கு குலைொை 
இருபப்தற்ைான நிைழ்தைவு  P(X < 2.0) 

x = 2.0 எனில்,     Z = − = −X µ
σ

2 0 2 25
0 25

. .
.

 = -1.0

P(Z< -1.0) = P(Z >1.0) = 0.5 –  0.3413   = 0.1587

 ஆலையால் 15.87% மீன்ைளின் எல்ட 2 கிசைா
விற்கும் குலைொை இருக்கும்

எடததக்கோட்ட ாட்் 
 கிராம கூட்டுைவு சஙைத்தின் ொயிைாைக் 
வைாள்மு்தல் வசயயபபடும் பாலின் அைவு 800 லிட்்டர 
மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 100 லிட்்டர ஆகும்.  ஒரு நாள் 
800 லிட்்டர மு்தல் 1000 லிட்்டர ெலர கூட்டுைவு 
சஙைத்தின் ொயிைாைக் வைாள்மு்தல் வசயெ்தற்ைான 
விகி்தசாரத்திலனக் ைணக்கிடுை.

தீர்வு : 

 சராசரி μ = 800 மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் σ = 100,  
நாள் ஒன்றுக்கு வைாள்மு்தல் வசயயபபடும் பாலின் 
அைவு 800 லிட்்டருக்கும், 1000 லிட்்டருக்கும் இல்டயில் 
இருபப்தற்ைான நிைழ்தைவு

 P(800 < X < 1000)

= P (
800 800

100
1000 800

100
− < < −z )

= P (0 < Z < 2) = 0.4772

 எனசெ பாலின் அைவு 800 லிட்்டருக்கும், 
1000 லிட்்டருக்கும் இல்டயில் வைாள்மு்தல் வசயயும் 
சஙைஙைளின் ச்தவீ்தம் 47.72 ஆகும்.

பயிறசி 7.3

1. ெலரயறு: இயல்நிலைப பரெல்.
2. ெலரயறு: திட்்ட இயல்நிலை மாறி.
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3. இயல்நிலைபபரெல் ஈருறுபபுபபரெலின் 
எல்லையாை அலமெ்தற்ைான ைட்டுபபாடுைலை 
எழுதுை.

4. இயல்நிலை நிைழ்தைவு ெலைெலரயின் 
ஏச்தனும் ஐநது மு்தன்லமப பண்புைலை எழுதுை.

5. 2000 மின்விைக்குைள் சசா்தலனக்கு 
உட்படுத்்தபபடுகிைது. சசா்தலனயின் முடிவில் 
ஒரு குறிபபிட்்ட ்தயாரிபபுைள் சராசரியாை எரியும் 
சநரமானது இயல்நிலைப பரெலில் 2040 மணி 
சநரமும் திட்்டவிைக்ைமானது 60 மணி சநரமும் 
உள்ை்தாை ைணக்கி்டபபடுகிைது.

(i) 2150 மணி சநரத்திற்கு சமைாை
(ii) 1950 மணி சநரத்திற்கும் குலைொை 

(iii) 1920 மற்றும் 2100 மணி சநரத்திற்கும் 
இல்டபபட்்ட சநரத்தில் எத்்தலன 
மின்விைக்குைள் ஒளிரும் என்ப்தலன 
மதிபபீடு வசயை.

6. ஒரு பரெலில் 30 ச்தவீ்த வபாருள்ைள் 50க்கும் 
குலைொை மற்றும் 10 ச்தவீ்த வபாருள்ைள் 86 
க்கும் அதிைமாை இருபபின் அ்தனுல்டய 
சராசரி , திட்்டவிைக்ைம் ைாண்ை.

7. X எனும் மாறி இயல்நிலைப பரெலின் சராசரி 
12 மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 4 எனில்   P(X < 20) 

மற்றும் P(0 ≤ X ≤ 12) மதிபபிலன ைாண்ை.
8. 500 மாணெரைளின் உயரமானது இயல்நிலைப 

பரெலில் சராசரியாை 68 அஙகுைமும் அ்தன் திட்்ட
விைக்ைம் 3 அஙகுைமாை ைணக்கி்டபபடுகிைது.

(i) 72 அஙகுைத்திற்கும் அதிைமாை
(ii) 64 அஙகுைத்திற்கும் குலைொை 
(iii) 65 மற்றும் 71 அஙகுைத்திற்கும் இல்டப

பட்்ட மாணெரைளின் எண்ணிக்லை
யிலன ைணக்கிடுை.

9. புலைபப்ட பிரதி உருொக்குெ்தற்கு ஆகும் 
புலைபப்ட வசயல்முலையின் சநரமானது 
இயல்நிலை பரெலில் சராசரியாை 16.28 

வினாடிைள் மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 0.12 
வினாடிைள் ச்தலெபபடுகிைது. புலைபப்டம் 
உருொக்குெ்தற்கு 16.35 வினாடிைளுக்கும் 
குலைொை இருபப்தற்ைான நிைழ்தைவிலன 
ைாண்ை.

10. ஒரு ைட்டுமான நிறுெனம் சமம்பாைம் ைட்டு
ெ்தற்கு இயல்நிலைப பரெலில் சராசரியாை 
400 செலை நாள்ைள் மற்றும் திட்்டவிைக்ை
மாை 100 செலை நாள்ைைாை சநரத்ல்த 
ெலரயறுக்கிைது.  450 அல்ைது அ்தற்கும் 
குலைொன செலை நாள்ைளுக்குள் சமம்
பாைம் ைட்டும் பணியிலன நிலைவு வசயெ்தாை 
உறுதி அளிக்கின்ைது. சமலும் அநநிறுெனம் 
உறுதி ்தெறும் நிலையில் 450 நாள்ைளுக்கும் 
அதிைமாை ஆகும் ஒவ்வொரு நாள்ைளுக்கும் 
அபரா்தமாை ` 10,000 அளிபப்தாை ஒபபந்தம் 
வசயகிைது.

(i) ைட்டுமான நிறுெனம் குலைந்தபட்சம் 
2 ைட்சம் அபரா்தமாை வைாடுபப்தற்கும்

(ii) அதிைபட்சம் 500 நாள்ைள் சமம்பாைம் 
ைட்டி முடிபப்தற்கும் நிைழ்தைவிலன 
ைணக்கிடுை.

பயிறசி 7.4

ஏறபுரடய விரடரயத ர்தரிவு ரசயக: 

1. இயல்நிலைப பரெலைக் ைண்டுபிடித்்தெர

(a) ைாபசைஸ்
(b) டீ மாயெர
(c) ைாஸ்
(d) அலனத்தும்

2. X ~N(9,81)  எனில் திட்்ட 
இயல்நிலைப பரெலின் மாறி Z என்பது

(a) Z X= − 81
9

     (b) Z X= − 9
81

(c) Z X= − 9
9

       (d)  Z X= −9
9

  

3. Z என்பது திட்்ட இயல்நிலை மாறி எனில் 
Z = –0.5 லிருநது   Z = –3.0 ெலர அலமயும் 
உருபபடிைளின் விகி்தமானது.

(a) 0.4987     (b) 0.1915     

(c) 0.3072    (d) 0.3098
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4. X ~N(μ, σ2), இயல்நிலை பரெலின் ெலைவு 
மாற்றுபபுள்ளியில் மீபவபரு நிைழ்தைொனது 

 (a) 
1
2

1
2

p






e                        (b)   e2
1

2
1-d bn l

 (c)      
1
2

1
2

σ π






−



e  (d)  

1
2p







       

5. சராசரியும் மாறுபாட்்டைலெயும் சமமாை இருக்கும் 
நிைழ்தைவுப பரெைானது.

(a) ஈருறுபபு       (b) இயல்நிலை   

(c) பாயசான்  (d) அலனத்தும்

6. வபாம்லமைள் ்தயாரிக்கும் நிறுெனம்  
சராசரியாை 1% குலைபாடுள்ை ்தயாரிபபுைலை 
அளிக்கின்ைது.  கூவைடுத்்தலில் 100 வபாம்லமக்கு 
3 வபாம்லமைள் குலைபாடுள்ைலெைைாை 
இருபப்தற்ைான நிைழ்தைவின் மதிபபானது

(a) 0.0613     (b)  0.613      

(c) 0.00613       (d)  0.3913

7. f x e x

( ) = 





− −( )1
72 72

10 2

p
    -∞< x < ∞ 

என்ை இயல்நிலை பரெலின் பண்பைலெ 
ைைானது

(a)   (10,6)          (b)  (10,36)           

(c)  (6,10)           (d)  (36,10)

8. ஒரு உற்பத்தியாைர ்தயாரிக்கும் மின் விலச 
மாற்றுக்குமிழைளில் (Switches) 2 ச்தவீ்த 
்தயாரிபபுைள் குலைபாடுள்ைலெ என்று 
அறியபபடுகிைது. ஒரு சபலையில் இருக்கும் 
50 மின்விலச மாற்றுக்குமிழைளில் அதிை 
பட்சமாை 2 குலைபாடுைள் இருபப்தற்ைான 
நிைழ்தைொனது.

(a) 2.5 e-1     (b) e-1      

(c) 2 e-1     (d)  இலெ 
ஏதுமில்லை

9. ஒவ்வொரு சசா்தலனயிலும் வெற்றி என்பது 
ச்தால்விக்ைான ொயபலபப சபால் இரும்டஙகு  
எனில் அடுத்து ெரும் 6 முயற்சிைளில் குலைந்த 
பட்சம் நான்கு முலை வெற்றி வபறுெ்தற்ைான 
ொயபபானது.

(a) 240/729   (b) 489/729    

(c) 496/729    (d) 251/729

10. ஈருறுபபுப பரெலின் பண்பைலெைைான 
B(n,p)-க்கு சராசரியின் மதிபபு 4 மற்றும் 
மாறுபாடு 4/3 எனில்  P(X ≥ 5) இன் மதிபபானது.

(a) (2/3)6     (b) (2/3)5(1/3)    

(c) (1/3)6     (d)   4(2/3)6

11. சராசரியாை ஒரு ச்தரவில் 40% மாணெரைள் 
ச்தால்வி அல்டகின்ைனர. ஒரு குழுவிலுள்ை 6 
மாணெரைளில் குலைந்தபட்சம் 4 நபர வெற்றி 
அல்டெ்தற்ைான நிைழ்தைொனது. 

(a)  0.5443      ( b) 0.4543      

(c) 0.5543     (d) 0.4573

12. ஒரு குறிபபிட்்ட ெழி்த்டத்தில் வசல்லும் 
விமானத்தில் பயணிக்கும் 40 ச்தவீ்த 
பயணிைள் பயணிக்கும் சநரத்தில் 
்தஙைளு்டன் எந்த ஒரு உல்டலமைலையும் 
எடுத்துச் வசல்ெதில்லை. அவ்ெழித்்த்டத்தில் 
வசல்லும் விமானஙைள் 15 இருக்லைைள் 
வைாண்்டது எனில், உ்டலமைள் இல்ைாமல் 
பயணிக்கும் பயணிைளின் சராசரி 
எண்ணிக்லையானது.

(a) 6.00     (b) 6.45     

(c) 7.20     (d) 7.50

13. பின்ெரும் கூற்றில் (கூற்றுைளில்) எலெ 
இயல்நிலைப பரெல் ெலைெலர வ்தா்டரபுல்டய 
்தாை இருக்கும்?

(a)  இது சமச்சீரானது மற்றும் மணிெடிெம் 
உல்டயது.

(b)  இது வ்தாலைத்வ்தாடுசைாட்ல்ட உல்டயது. 
அ்தாெது ெலைெலர கில்டஅச்சிலன 
வ்தா்டரநது வசன்ைாலும் அ்தலன வ்தா்டாமல் 
இலணயாை வசல்லும்.
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(c)  இ்தன் சராசரி, இல்டநிலை மற்றும் முைடு 
ஆகியன ஒன்றுகின்ைன.

(d)  சமற்ைண்்ட கூற்றுைள் அலனத்தும் 
உண்லம.

14. பின்ெருெனெற்றுள் எலெ பாயசான் பரெலை 
 உருொக்ைாது?

(a)  10 நிமி்ட இல்டவெளியில் வபைபபடும் 
வ்தாலைசபசி அலைபபுைள்

(b)  வபட்சரால் நிலையத்திற்கு ெநது 
சசரும் ொடிக்லையாைரைளின் 
எண்ணிக்லை

(c)  ைனஅடி மண்ணில் ைாணபபடும் 
பாக்டீரியாக்ைளின் எண்ணிக்லை

(d) ஒரு பக்ைத்தின் அச்சுப பிலைைளின் 
எண்ணிக்லை.

15. சராசரி 70 மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 10 எனக் 
வைாண்்ட இயல்நிலைப பரெலை சமொயபபு 
மாறி X  ்தழுவுகிைது. X ஆனது 72 மற்றும்  
84-க்கு இல்டயில் உள்ைசபாது அ்தன் 
நிைழ்தைொனது

(a) 0.683    (b) 0.954       

(c) 0.271      (d) 0.340

16. புதி்தாை ச்தரச்சிவபற்ை பட்்டயக் ைணக்ைரின் 
ஆரம்பைாை ெரு்டாநதிர ஊதியம்   
இயல்நிலைப பரெலைப பின்பற்றுகிைது. 
இ்தன் சராசரி 1,80,000 மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 
10,000 ஆகும். சமொயபபு முலையில்  
ச்தரநவ்தடுக்ைபபடும் புதி்தாை ச்தரச்சிவபற்ை 
பட்்டயக் ைணக்ைர   ெரு்டத்திற்கு ` 1,65,000 
லிருநது ` 1,75,000 ெலர ஈட்டுெ்தற்கு 
உண்்டான நிைழ்தைொனது.

(a) 0.819     (b) 0.242      

(c) 0.286     (d) 0.533
17. புள்ளியியல் ெகுபபில் பயிலும் மாணெரைளின் 

உயரமானது இயல்நிலை பரெலை பின்பற்றி 
சராசரி 172 வச.மீ மற்றும் மாறுபாடு 25 வச.மீ 
வபற்றுள்ைது, எனில் 165 வச.மீ  மற்றும் 181 
வச.மீ க்கும் இல்டபபட்்ட உயரத்தில் இருக்கும் 
மாணெரைளின் விகி்தமானது.

(a) 0.954   (b)  0.601     

(c)  0.718     (d)  0.883

18. புள்ளிவிெர ஆயவில் வ்தாலை தூரத்தில் 
இருபபெரைளின் உலரயா்டல்ைளின் 
சநரமானது இயல்நிலை பரெலைபின்பற்றி 
சராசரி 240 வநாடிைாைவும், திட்்ட விைக்ைம் 40 
வநாடிைைாைவும் உள்ை்தாை  அறியபபடுகிைது, 
எனில்  180 வநாடிைளுக்கும் குலைொை 
உலரயா்டல் சநரத்ல்த முடிபபெரைளின் 
விகி்தமானது.

(a) 0.214     (b) 0.094    

(c) 0933     (d) 0.067

19. சைப நைர மக்ைள் வ்தாலையில் 21 ச்தவீ்த மக்ைள் 
DSTV எனும் வசயற்லைசைாள் வ்தாலைக்ைாட்சி 
சசலெக்கு சந்தா்தாரரைைாை ்தஙைலை 
இலணத்துக் வைாண்்டனர மாதிரிக்கூைாை 
நான்கு வீட்டிலனத் ச்தரநவ்தடுக்கும் பட்சத்தில் 
அலனத்து வீடுைளும் DSTV சசலெயிலன 
பயன்படுத்துெ்தற்ைான நிைழ்தைொனது.

(a) 0.2100   (b) 0.5000 

(c) 0.8791   (d) 0.0019
20. திட்்ட இயல்நிலை அட்்டெலணலய பயன் 

படுத்துலையில்  z = 2.18 –க்கு ெைபபுைம் 
மற்றும்  z = -1.75 –க்கு இ்டதுபுைம்  அலமயும்  
மதிபபுைளுக்ைான நிைழ்தைவுைளின் கூடு்தைானது.

(a) 0.4854   (b) 0.4599 

(c) 0.0146    (d) 0.0547

21. ஒரு லமத்்தலர அச்சு இயநதிரம் (Inkjet Printer) 
மு்தல் முலை பழுது ஏற்படுெ்தற்ைான 
ைாைஅைவு இயல்நிலைப பரெலை 
ஒத்துள்ைது. இ்தன் சராசரி 1500 மணி சநரம் 
மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் 200 மணி சநரம் 
எனில்  1000 மணி சநரத்திற்கு முன்பாை 
அவ்வியநதிரம் பழு்தல்டெ்தற்ைான விகி்தமானது

(a) 0.0062   (b) 0.0668    

(c) 0.8413    (d) 0.0228

22. புதி்தாைப பிைந்த குைநல்தயின் எல்டயானது 
இயல்நிலைப பரெலை பின்பற்றி சராசரியாை 
3.2 கிசைா மற்றும் திட்்டவிைக்ைமாை 1.1  
கிசைா வபற்றுள்ைது. சமொயபபு முலையில் 
ச்தரவ்தடுக்ைபபடும் புதி்தாைப பிைந்த ஒரு 
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குைநல்தயின் எல்டயில் 2.0 கிசைாவுக்கும் 
குலைொை இருபப்தற்ைான நிைழ்தைொனது.

(a) 0.138     (b) 0.428     

(c) 0.766     (d) 0.262
23. ஒரு குறிபபிட்்ட ெஙகியின் ை்டன் அட்ல்ட 

்தாரரைள், ்தஙைைது ை்டன் அட்ல்டலயப  பயன் 
படுத்தி வசைவு வசயயும் மா்தாநதிர வசைவு இயல் 
நிலைப பரெலை ஒத்துள்ைது. சராசரி ̀  1295.00  

மற்றும் திட்்டவிைக்ைம் ` 750.00 எனில், ை்டன் 
அட்ல்ட்தாரரைள் ்தஙைளின ை்டன் அட்ல்டயின் 
மூைம் மா்தம் ̀  1500-க்கு சமைாை வசைெழிக்கும் 
ை்டன் அட்ல்ட்தாரரைளின் விகி்தாச்சாரமானது.

(a) 0.487    (b) 0.392     

(c) 0.500    (d) 0.791

24. z ஒரு திட்்ட இயல்நிலைமாறி என்ை. z-க்கு 
ெைபபுைம்  உள்ை பரபபு 0.8413 எனில், z-ன் 
மதிபபானது

(a) 1.00    (b) –1.00    

(c) 0.00     (d) –0.41

25. z–க்கு இ்டபபுைம் அலமயும் (z- என்பது திட்்ட 
இயல்நிலை பரெலை வைாண்டுள்ைது) பரபபு 
0.0793, எனில் z-ன் மதிபபானது.

(a) -1.41   (b) 1.41     

(c) –2.25     (d)  2.25

26. P(Z > z) = 0.8508 எனில் z-ன் (z-என்பது 
திட்்ட இயல்நிலை பரெலை வைாண்டுள்ைது) 
மதிபபானது 

(a) –0.48     (b) 0.48  

(c) –1.04    (d) 1.04

27. P(Z > z) = 0.5832 எனில் z-ன் (z-என்பது 
திட்்ட இயல்நிலை பரெலை வைாண்டுள்ைது) 
மதிபபானது

(a) –0.48    (b) 0.48    

(c) 1.04    (d) –0.21
28. ஈருறுபபுப பரெலில் வெற்றிக்ைான நிைழ 

்தைொனது ச்தால்விக்ைான நிைழ்தைலெப 
சபால் இரும்டஙகு எனில் நான்கு முயற்சிைளில் 
பூஜஜிய வெற்றி வபறுெ்தற்ைான நிைழ்தைவு

(a) 16/81       (b) 1/16        

(c) 2/27           (d)  1/81

இ்தர கணக்குகள்

1. சராசரி 12 ச்தவீ்த பம்புைள்  அைவில் சிறிய்தாை 
அல்ைது வபரிய்தாை ்தயாரிக்ைபபடுெ்தாை 
ைண்டு நிராைரிபபடுெல்த பம்பு ்தயாரிபபாைரைள்  
ைாண்கின்ைனர. ஒரு வ்தாகுதியில் உள்ை 10 
பம்புைளில்  

 (a)  இரண்டிற்கும் சமற்ப்டாமல் 
நிராைரிக்ைபபட்்ட பம்புைள். 

 (b)  குலைந்தபட்சம் இரண்டு நிராைரிக்ைபபட்்ட 
பம்புைள் இருபப்தற்ைான நிைழ்தைவிலன 
ைாண்ை.?

2. குறிபபிட்்ட சநாயின் ்தாக்ைத்தினால் 75 ச்தவீ்த 
சநாயாளிைள் இைநது சபாெ்தாை மருத்துெ 
அறிக்லை கூறுகிைது. அெரைளில் 6 நபலரத் 
ச்தரநவ்தடுபபின் அதில் 4 சநாயாளிைள் 
நைமல்டெ்தற்ைான நிைழ்தைவிலனக் 
ைாண்ை?

3. மின்சாரத் ்தல்ட சராசரியாை ஒவ்வொரு  20 
ொரத்தில் மூன்று முலை நிைழெது பாயசான் 
பரெலை பின்பற்றினால் மின்சார ்தல்டயானது 
ஒரு குறிபபிட்்ட ொரத்தில் ஒரு முலைக்கு 
மிைாமல் இருபப்தற்ைான நிைழ்தைவிலன 
ைணக்கிடுை.

4. ஒரு பரபரபபான சாலை சநதிபபில் சராசரியாை 
300 ொைனஙைள் ஒரு மணி சநரத்தில் 
ை்டக்கின்ைன எனில்,

(i) ஒரு நிமி்டத்திற்கு எந்த ொைனமும் 
ை்டநது வசல்ைா்த்தற்ைான நிைழ 
்தைவிலன ைணக்கிடுை.

(ii) இரண்டு நிமி்டஙைளில் ை்டநது சபாகும் 
ொைனஙைளின் எதிரபபாரக்ைபபடும் 
எண்ணிக்லை என்ன?

5. ஒரு குறிபபிட்்ட பல்ைலைைைைத்தில் மாணெர 
சசரக்லை என்பது மாநிை அைவிைான 
ச்தரவின் மூைமாை தீரமானிக்ைப படுகிைது. 
ச்தரவின் மதிபவபண்ைள் இயல்நிலைப 
பரெலை பின்பற்றி சராசரி 500 மற்றும் மாறுபாடு 
100 வபற்றுள்ைது. ராகுல்  என்ை மாணெர 
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இபபல்ைலைைைைத்தில் சசர விரும்புகிைார.  
சமலும் வமாத்்த  ச்தரவு எழுதுபெரைளில் 
குலைந்த பட்சம் 70 ச்தவீ்த மாணெரைளின் 
மதிபவபண்ைளுக்கு  சமைாை அெர வபற்ைாை  
செண்டும் என்பல்த அறிகிைார. ராகுல் ச்தரவு 
எழுதி அதில் 585 மதிபவபண்ைலைப வபறுகிைார 
எனில், அெர பல்ைலைைைைத்்தால் ச்தரநவ்தடுக்ைப 
படுொரா? 

6. ஒரு குறிபபிட்்ட வ்தாழிற்சாலையில் மகிழுநது 
வபாருத்துெது இயல்நிலைப பரெலைப 
பின்பற்றி சராசரியாை 20 மணி சநரமும் திட்்ட 
விைக்ைம் 2 மணி சநரமாைவும் ைணக்கி்டப 
பட்டுள்ைது. வ்தாழிற்சாலையில், மகிழுநது 
வபாருத்துெ்தற்ைான ைாை அைவு

(i) 19.5 மணி சநரத்திற்கு குலைொை 
மற்றும் 

(ii) 20 மற்றும் 22 மணி சநரத்திற்குள்ைாை 
இருபப்தற்ைான நிைழ்தைவிலன 
ைணக்கிடுை?

7. நிறுெனத்தின் வ்தாழிைாைரைளின் ஆண்டு  
ெருமானம் இயல்நிலை பரெலை  பின்பற்றி 
யுள்ைது. இ்தன் சராசரி $. 50,000  மற்றும் 
திட்்டவிைக்ைம் $. 20,000 எனில் 

 (a)  $.40,000-க்கும் குலைொை ஈட்டுபெர 
ைளின் ச்தவீ்தம் என்ன? 

 (b)  $.45,000 மற்றும் $.65,000-க்கும் இல்டப 
பட்்ட நிலையில் ஈட்டுபெரைளின் ச்தவீ்தம் 
என்ன? 

 (c)  $.70,000/-க்கும் அதிைமாை சம்பாதிபபெர 
ைளின் ச்தவீ்தம் என்ன? 

8. X எனும் மாறியானது இயல்நிலை பரெலை 
பின்பற்றி அ்தன் சராசரி μ = 30  மற்றும் 
திட்்டவிைக்ைம் σ = 4  எனில்

  (a) P(x < 40)     (b) P(x > 21)  

 (c) P(30 < x < 35) என்பனெற்லைக் ைாண்ை
9. பிைந்த குைநல்தைளின் எல்டயானது 

இ ய ல் நி ல ை ப  ப ர ெ ல ை ப  பி ன் ப ற் றி 
ச ர ா ச ரி ய ா ை  3 5 0 0  கி ர ா ம்  ம ற் று ம் 
திட்்டவிைக்ைம் 500 கிராமம் வபற்றுள்ைது 
எனில், பிைக்கும் குைநல்தயின் எல்ட 3100 
கிராமுக்கு குலைொை இருபப்தற்ொன 
நிைழ்தைவு என்ன?

10. மா்தாநதிர மின்சாரக் ைட்்டணமாை 
வசன்லனயில்  ெசிக்கும் மக்ைள் வசலுத்தும் 
ைட்்டணம் இயல்நிலைப பரெலைப 
பின்பற்றுகிைது. இ்தன் சராசரி ` 225 மற்றும் 
திட்்டவிைக்ைம் 55. 500 நபர வைாண்்ட ஒரு 
குழுவில் ` 100 அல்ைது அ்தற்கும் குலைொன  
ைட்்டணம் வசலுத்துபெரைளின் எதிரபபாரக்ைப 
படும் எண்ணிக்லை யாது?

ர்தோகுப்புரர
 z ஈறுருபபு நிைழ்தைவு பரெலின் ைட்டுபபாடுைைாென

(i) முயற்சிைள் சாரபற்ைலெ
(ii)  முயற்சிைளின் எண்ணிக்லை முடிொனலெ

(iii) ஒவ்வொரு முயற்சியும் வெற்றி மற்றும் ச்தால்வி என்ை இரு ொயபபுைள் மட்டுசம வபற்றிருக்கும்.
(iv) ஒவ்வொரு முயற்சியிலும் வெற்றிக்ைான நிைழ்தைவு மாறிலியாகும்.

 z n சாரபற்ை முயற்சிைளில் சரியாை x வெற்றிக்ைான நிைழ்தைவு

 p(x) = 
n
x

p qx n x





−  இஙகு   x = 0,1,2,3…..n மற்றும் q = 1 – p
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 z n மற்றும் p என்பன ஈருறுபபுப பரெலின் பண்பைலெைள் ஆகும்.
 z ஈறுருபபு பரெலின் சராசரி  np  மற்றும் மாறுபாடு npq ஆகும்.
 z பாயசான் பரெலை ஈருறுபபுப பரெலின் எல்லையாை பின்ெரும் நிபந்தலனைளில் வபைைாம்.n 

ஆனது மிைபவபரிய முடிவுைா எண் மற்றும் p மிைச்சிறியது மற்றும் np முடிவுறு எண்.

 z பாயசான் நிைழ்தைவு பரெைானது  p(x) = e
x

x
−l l

!
   x = 0,1,2,3… இஙகு  λ = np

 z பாயசான் பரெலின் சராசரி மற்றும் மாறுபாட்்டைலெ λ ஆகும்.
 z பாயசான் பரெலின் பண்பைலெ λ மட்டுசம.
 z பாயசான் பரெல் ஒரு சபாதும் சமச்சீராை இருக்ைாது
 z இது அரி்தாை ந்டக்கும் நிைைச்சிக்ைான பரெைாகும்.
 z n  ஆனது மிைபவபரிய முடிவுைா எண் மற்றும் p -ம் q-ம் மிைச் சிறியலெ அல்ை என்ை நிபந்தலைளின் 

கீழ இயல்நிலைப பரெைானது ஈருறுபபுப பரெலின் எல்லையாை உள்ைது.

 z இயல்நிலை நிைழ்தைவு பரெல்  f(x) = 1
2

1 2
2

σ π

µ
σ





− −



(

/
e

x

)

 z பரெலின் சராசரி  μ ஆகும்.
 z பரெலின் திட்்ட விலிக்ைம் σஆகும்.
 z இது ஒரு சமச்சீர பரெைாகும்.
 z பரெலின் ெலரப்டம் மணிெடிெம் உல்டயது.
 z இயல்நிலைபபரெலில் சராசரி, இல்டநிலை மற்றும் முைடு ஆகியலெ சமமாை இருக்கும்.
 z ெலைவு மாற்றுப புள்ளிைள் μ – σ  மற்றும் μ + σ-ல் அலமயும்.
 z இயல்நிலை ெலைெலர கில்டஅச்சிலன வ்தா்டரநது வசன்ைாலும் கில்டஅச்சிலன வ்தா்டமல் 

இலணயாை வசல்லும்.
 z பரபபைவு பண்புைள் : இயல்நிலை பரெலின்  68%  ச்தவீ்த (ச்தாராயமாை) உருபபடிைள் μ – σ 

மற்றும் μ + σ-க்கு இல்டயில் அலமகிைது. 95%  ச்தவீ்த (ச்தாராயமாை) உருபபடிைள் μ – 2σ மற்றும் 
μ + 2σ–க்கு இல்டயில் அலமகிைது. 99% ச்தவீ்த (ச்தாராயமாை) உருபபடிைள் μ – 3σ மற்றும்  
μ + 3σ இல்டயில் அலமகிைது. 

 z திட்்ட இயல்நிலை சமொயபபு மாறி Z = (X – μ)/σ என குறிபபி்டபடுகிைது.

 z திட்்ட இயல்நிலை நிைழ்தைவு பரெல் 1 2
2

2/ (p e
z−

) ஆகும்.
 z பரெலின் சராசரி பூச்சியம் மற்றும்  திட்்ட விைக்ைம் 1 ஆகும்.
 z ெலைவு மாற்று புள்ளிைள் z = –1 மற்றும் z = +1-ல் அலமயும்

கரைச்ரசோறகள்  (GLOSSARY)
இயல்நிலை Normal

ஈருறுபபு Binomial

கூறுவெளி Sample Space  

சைாட்்ட அைலெ Skewness

சமச்சீர Symmetry
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படி – 1 : கீழக்ைாணும் உரலி / விலரவுக் குறியீட்ல்டப 
பயன்படுத்தி இச்வசயல்பட்டிற்ைான இலணயப 
பக்ைத்திற்குச் வசல்ை. பின்பு “12th Standard Business 
Mathematics and Statistics” என்னும் திலரயில் 
“Volume-2” லய வ்தரிவு வசயயவும்.

படி - 2 : “Normal Distribution” என்னும்  
பயிற்சித்்தாளிலன வ்தரிவு வசயதுவைாள்ைவும்.  ெைது 
பக்ைத்தில் உள்ை “New Problem” என்னும் 
வபாத்்தாலன வசாடுக்ைவும் பின்பு  Answer – I, Answer – II, Answer – III  லய வசாடுக்கினால் அ்தற்க்ைான 
சரியான வில்டைலைப வபைைாம்.

படி 1 படி 2

 அல வ ரவ  (QR Code)

இரணயச் ரசயலபோட

எதிர்போர்க்கப்படம் விரைவு

சமொயபபு சசா்தலன Random Experiment  

சமொயபபு மாறி Random Variable

சாரபற்ை Independent

திட்்ட விைக்ைம் Standard Deviation

வ்தா்டரச்சியற்ை பரெல் Discrete Distribution 

வ்தா்டரச்சியான பரெல் Continuous Distribution    

பண்பைலெ Parameter

மணிெடிெ ெலைெலர Bell shaped Curve

ெலைவு மாற்றுப புள்ளி Point of Inflexion
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அறிமுகம்பா                     ண்டுரங்க வாசுதேவ் 
சு்காத்மி (1911-1997) எனபவர் 

பத்்மபூஷண் விருது வவன்ற  இந்திய  புள்ளியியல் 
நிபுணர் ஆவர். 1940-ம் ஆண்டு்களில் ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு 
முற்ற்கறை விவசாய புள்ளியியல் ்மற்றும் ்காலம் சார்ந்ே புள்ளியியலில் 
முேனமுேலா்க பயனபடுத்தினார். இந்திய விவசாய புள்ளியியல் 
ஆராய்ச்சி நிறுவனம் வோடஙகுவேற்கு ்காரண்மா்க இருந்ேவர். 
அவருறடய பணியின ஒரு பகுதியா்க தராம் நாட்டில் அற்மந்துள்ை 
உணவு ்மற்றும் விவசாய ்கழ்கத்தில், உலகில் நிலவும்  

பசிகவ்காடுற்மயின பல்தவறு பரி்மாணங்கறை தீர்்மானித்து அேற்த்கற்ப உணவு வழஙகுவேற்்கான பல 
புள்ளியியல் முற்ற்கறை உருவாககினார். புரேச்சத்து இறடவவளிக்கான அைவு ்மற்றும் ேனற்மறய 
அைவிடுவேற்்கான புள்ளியியல் முற்ற்கறையும் உருவாககினார்.
 ஒவ்வவாரு புள்ளியியல் ஆய்விலும், ஒரு குழுறவச் சார்ந்ே, உறுப்பு்களின பண்பு்கறைப் பற்றி அறிவதே 
ந்மது தநாக்க்மாகும். ஒரு வோகுதி அல்லது குழுவில் உள்ை அறனத்து உறுப்பு்கறையும், புள்ளியியல் ஆய்வுககு 
உட்படுத்துவது, முழுற்மக ்கணககிடல் முற்ற எனப்படும். சில ச்மயங்களில் ஆய்வில் உள்ை அறனத்து 
உறுப்பு்கறையும் ஆராய்ந்து அறிவது ்கடின்மான ஒன்றாகும். ஆற்கயால், கூவ்றடுத்ேல் என்ற முற்றறயப் 
பயனபடுத்தி ஆய்வில் உள்ை ஒரு பகுதி உறுப்பு்கறை ்மட்டும் தேர்ந்வேடுத்து, அவற்றின சி்றப்பியல்பு்கறை 
்மதிப்பிடுவேன மூலம்  முழுற்மத் வோகுதிறயப் பற்றி அறிந்து வ்காள்ைலாம்.

(i) இல்லத்ேரசி, சற்மயல் வசய்யும் வபாழுது, எறே சற்மத்ோலும். அேன சுறவப்பற்றி 
அறிய ஒரு தேக்கரண்டி அைவு சுறவப்பது.

(ii) தநாயின ேனற்ம அறிய, சில துளி ரத்ேத்தின மூலம் தசாதித்து அறிவது.
(iii) ஒரு ோனிய வியாபாரி, வ்மாத்ே ோனியத்தின ேரம் அறிய ஒரு ற்கப்பிடி அைவு 

ோனியத்றே தசாதிப்பது
  தபான்றறவ கூவ்றடுத்ேலுக்கான வபாருத்ே்மான எடுத்துக்காட்டு்கள் ஆகும். இஙகு, 
கூறு்களின மூலம் வப்றப்படும் விவரங்கறைப் வபாறுத்து, முடிவு்கள் எடுக்கப்படுகின்றன. 
எனதவ, கூவ்றடுத்ேல் எனபது முழுற்மத் வோகுதியின ேனற்மறய பிரதிபலிககும், ஒரு 
சிறிய பகுதிறய  வேரிவு வசய்வது ஆகும்.

8 கூறெடுப்பு முறெகளும்  
புள்ளியியல் அனுமானித்தலும்

பாண்டுரஙக வாசுத்தவ் சுகாதமி
(ஜூறல 27, 1911 - ஜனவரி 28, 1997)

            கறெல் த�ாககஙகள் 
இந்ே அத்தியாயத்றேப் படித்ே பினபு  
பினவரும் பாடக்கருத்துக்கறை ்மாணவர்்கள் 
புரிந்து வ்காள்ை இயலும்.

 z கூவ்றடுப்பு முற்ற்கள்
 z ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு
 z எளிய ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு முற்ற

 z படுற்க ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு
 z முற்றபடுத்திய கூவ்றடுப்பு
 z கூவ்றடுப்பு முற்றசார்ந்ே ்மற்றும் 

முற்றசாரா பண்பு்கள் கூவ்றடுப்பு பரவல்
 z புள்ளியில் அனு்மானங்கள்
 z ்மதிப்பிடும் முற்ற
 z ்கருதுத்காள் தசாேறன
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8.1 கூறெடுத்தல் (Sampling)
 ஒரு முழுற்ம வோகுதியிலிருந்து, ஒரு சிறிய 
பகுதிறய கூறு்கைா்க (்மாதிரியா்க) வேரிவு வசய்யும் 
முற்ற கூவ்றடுத்ேல் (Sampling) அல்லது ்மாதிரி 
எடுத்ேல் எனறு அறழக்கப்படுகி்றது.  இது நம் 
அன்றாட வாழகற்கயில் பயனபடுத்ேப்படுகி்றது.
8.1.1 கூறெடுத்தலின் அடிப்பறை 

கருததுருககள் (Basic concepts of 
sampling) 

முழுறமத ற்தாகுதி (Population)
 முழுற்மத் வோகுதி எனபது ஆய்விற்கு 
தேறவயான அறனத்து கூறு்கள் அல்லது 
அறனத்து உறுப்பு்களின வோகுப்றபக குறிககும். 
முழுற்மத் வோகுதிககு எடுத்துக்காட்டு்கைா்க  ஒரு 
நாளில் / வாரத்தில் / ்மாேத்தில் ேயாரிக்கப்படும் இரு 
சக்கர வா்கனங்களின எண்ணிகற்க, நானகு  
சக்கர வா்கனங்களின எண்ணிகற்க, மினவிசிறி்கள், 
வோறலக்காட்சி வபட்டி்கள், எழுதும் சுண்ணாம்பு 
துண்டு்கள் ேயாரிப்பு ஆகியவற்றின எண்ணிகற்க 
்மற்றும் ்மாணவர்்கள், வபண்்கள், ஆண்்கள் 
ஆகிதயாரின எண்ணிகற்க, தபான்றவற்ற்றக 
குறிப்பிடலாம்.

முடிவுறு மறறும் முடிவுொ முழுறமத ற்தாகுதி 
(Finite and infinite population):
 ஒரு குழுவில்  உள்ை உறுப்பு்களின எண்ணிகற்க 
எண்ணிடத்ேக்கோ்க இருப்பின, அது முடிவுறு முழுற்மத் 
 வோகுதி எனப்படும்.
  ஒரு பள்ளியில் பயிலும் பனனிவரண்டாம் 
வகுப்பு ்மாணவர்்களின எறட அல்லது உயரம் 
ஆகியவற்ற்ற முடிவுறு வோகுதிககு எடுத்துக்காட்டா்க 
கூ்றலாம். 
  ஒரு முழுற்மத்வோகுதியிலுள்ை உறுப்பு்கள் 
எண்ணற்்றறவயா்க இருப்பின, அம்முழுற்மத் வோகுதி 
முடிவு்றா முழுற்மத் வோகுதி எனப்படும், ஒரு 
மூட்றடயில் உள்ை ோனியங்களின எண்ணிகற்க 
அைறவயும், ஒரு தநாயாளியின உடலில் உருவாகி 
யுள்ை கிருமி்களின எண்ணிகற்க அைறவயும்  
முடிவு்றா முழுற்மத்வோகுதிககு எடுத்துக்காட்டு்கைா்கக 
கூ்றலாம்.
கூறு மறறும் கூறின் அளவு (Sample and sample 
size)
 முழுற்மத் வோகுதியின ேனற்மறயப் 
பிரதிபலிககும் வற்கயில், முழுற்ம வோகுதியில் 

வேரிவு வசய்யப்படும் ஒரு பகுதி, ்மாதிரி அல்லது கூறு 
(Sample ) எனறு அறழக்கப்படுகி்றது. அககூறிலுள்ை 
உறுப்பு்களின எண்ணிகற்க, கூறின அைவு   
(Sample size) எனறு அறழக்கப்படுகி்றது.
முழுறமத ற்தாகுதி பண்பளறவ மறறும் கூறு 
பண்பளறவ (Parameter and statistic)
முழுறமத ற்தாகுதி பண்பளறவ: முழுற்மத் 
வோகுதியின புள்ளியியல் ்மாறி்கைான சராசரி (m), 
பரவற்படி (s2 ) ஆகியன முழுற்மத் வோகுதியின 
பண்பைறவ்கைாகும். அவற்ற்றத் வோகுதிப் 
பண்பைறவ (Parameter) எனறு அறழப்பர்.
கூறு பண்பளறவ :  கூறு்களிலிருந்து ்கணககிடப் 
பட்ட எந்ேவவாரு புள்ளிவிவர அைறவயும் கூறு 
பண்பைறவ (Statistic) அல்லது ்மாதிரிப் 
பண்பைறவ எனறு அறழக்கப்படும்.
கூறு சராசரி x , கூறுபரவற்படி (s2) தபான்றறவ 
கூறுபண்பைறவ்கள் ஆகும்.

நறடமுற்றயில், வோகுதிப் பண்பைறவ 
்களின ்மதிப்பு்கள் வேரியாேதபாது, கூறு 
பண்பைறவ (்மாதிரி) ்மதிப்பு்களின அடிப்பறடயில் 
வோகுதி பண்பைறவ்களின ்மதிப்பு்கள் ்கணககிடப் 
பட்டு பயனபடுத்ேப்படுகின்றன.

குறிப்பு

கூறெடுத்தலின் வறககள் (Types of sampling)
 முழுற்ம வோகுதியிலிருந்து கூறு்கறை 
தேர்ந்வேடுககும் உத்தி அல்லது முற்றயானது, கூறு 
(்மாதிரி) எடுத்ேல் ்கருத்தியலில் அடிப்பறட 
முககியத்துவம் வாய்ந்ேது ஆகும். இது வபாதுவா்க 
விவரங்களின ேனற்ம ்மற்றும் விசாரறணயின 
வற்க ஆகியவற்ற்றப் வபாறுத்தே அற்மயும். 
கூறு்கறைத் தேர்ந்வேடுப்பேற்்கான நறடமுற்ற்கள் 
பரவலா்கக கீழக்கண்டவாறு வற்கப்படுத்ேப் 
படுகி்றது. 

1. ச்மவாய்ப்பு அற்்ற கூவ்றடுப்பு அல்லது நி்கழே்கவு 
 சாரா கூவ்றடுப்பு

2. ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு அல்லது நி்கழே்கவு சார்ந்ே 
கூவ்றடுப்பு

சமவாய்ப்பு கூறெடுப்பு அல்்லது நிகழ்தகவு சார்ந்த 
கூறெடுப்பு (Random sampling or Probability 
sampling)
 ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு எனபது முழுற்மத் 
வோகுதியிலிருந்து கூறு்கறை ச்மவாய்ப்பு முற்றயில் 
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தேர்ந்வேடுப்பறேக குறிககி்றது. ச்மவாய்ப்பு ்மாறி 
எனபது முழுற்ம வோகுதியில் உள்ை ஒவ்தவார் 
உறுப்பும், கூறு அல்லது ்மாதிரியா்க தேர்ந்வேடுக்கப் 
படுவேற்்கான வாய்ப்பு ச்ம்மா்க உள்ைது எனபோகும்.

“முழுற்ம வோகுதியின ஒவ்தவார் உறுப்பும் 
ச்மவாய்ப்பினபடி தசர்க்கப்பட வாய்றபப் 
வபற்றுள்ைது”.

- ைாகைர. தயட்ஸ்
“ச்மவாய்ப்பு கூ்றானது முழுற்ம வோகுதியில் 
உள்ை ஒவ்தவார் உறுப்பும் ்மாதிரியில் இடம் 
வபறுவேற்கு ச்மவாய்ப்றபப் வபற்றிருப்போகும்”.

- ஹாரபர

நி்கழே்கவு சார்ந்ே கூவ்றடுப்பின முற்ற்கள் பினவரு 
்மாறு வற்கப்படுத்ேப்படுகி்றது:

(i)  எளிய ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு முற்ற
(ii) படுற்க ச்மவாய்ப்பு  கூவ்றடுப்பு முற்ற

(iii) முற்றபடுத்திய கூவ்றடுப்பு முற்ற

(i) எளிய சமவாய்ப்பு கூறெடுப்பு முறெ (Simple 
random sampling)
 எளிய ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு முற்றயில் கூறு 
்கறைத் வேரிவு வசய்யும் முற்றயானது முழுற்மத் 
வோகுதியிலுள்ை ஒவ்தவார் உறுப்பும் ச்ம்மான 
்மற்றும் சார்பற்்ற வாய்ப்றபப் வப்ற வழி வகுககி்றது. 

 எளிய ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பிறன, உறுப்பு 
்கறைத் திரும்பவும் றவககும் முற்ற (With 
Replacement) அல்லது திரும்ப றவக்கா முற்ற 
(Without replacement) எனனும் வற்க்களில் 
நி்கழத்ேலாம். எளிய ச்மவாய்ப்புக கூவ்றடுப்றப, 
திருப்பி றவககும் முற்றயில் வேரிவு வசய்யும்தபாது 
ஏற்்கனதவ வேரிவு வசய்யப்பட்ட ஒரு கூறு, பல 
முற்ற கூவ்றடுத்ேலில் இடம்வப்ற வாய்ப்பு உள்ைது. 
எனதவ எளிய ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பில், திரும்ப 
றவக்கா முற்றயிறனப் பினபற்்றலாம்: 

 N உறுப்பு்கறைக வ்காண்ட முழுற்மத் 
வோகுதியிலிருந்து எளிய ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு, 
திரும்ப றவக்கா முற்றயில் முேல் உறுப்றப வேரிவு 

வசய்வேற்்கான நி்கழ ே்கவு 1
N

 ஆ்கவும், இரண்டாவது 

உறுப்றப, மீேமுள்ை N −( )1  உறுப்பு்களிலிருந்து 

வேரிவு வசய்வேற்்கான நி்கழ ே்கவு 1
1( )N −

 ஆ்கவும் 
்காணலாம். எளிய ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு முற்றயில் 

முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து கூறிறனத் வேரிவு 
வசய்ய பல முற்ற்கள் இருந்ோலும் பினவரும் 
இரண்டு முற்ற்கள் வபாதுவா்கப் பயனபடுத்ேப் 
படுகி்றது. அறவ கீதழ விவரிக்கப்பட்டுள்ைது.

(A) குலுககல் முறெ (Lottery method)
 குலுக்கல் முற்றயானது நறடமுற்றயில் 
உள்ைதும், எளிோனதும் ஆகும். இம்முற்றயில், 
N உறுப்பு்கறைக வ்காண்ட ஒரு முடிவுறு முழுற்மத் 
வோகுதியில் உள்ை எல்லா உறுப்பு்கறையும் ேனித் 
ேனி எண்்கைால் குறிப்பிடதவண்டும். பி்றகு முழுற்மத் 
வோகுதியிலுள்ை அறனத்து அலகு்களின எண்ணிக 
ற்கககு ஏற்ப ஒதர அைவு, வடிவம் ்மற்றும் நி்றம் 
இருககு்மாறு ்காகிேங்கள் ேனித்ேனித் துண்டு்கைா்க 
வவட்டப்பட்டு அவற்றில் எண்்கள் குறிக்கப்படுகின்றன.  
இவற்ற்ற ஒதர ்மாதிரியா்க ்மடித்து ஒரு 
வ்காள்்கலனில் இட்டு நன்றா்கக குலுக்க தவண்டும். 
இதிலிருந்து தேறவயான கூறின அைவிற்கு ஏற்ப, 
தேறவயான சீட்டு்கறைத் வேரிவுவசய்யதவண்டும்.

 எடுத்துக்காட்டா்க, 100 ்மாணவர்்களிலிருந்து 
10 ்மாணவர்்கறைத் தேர்ந்வேடுப்போ்க றவத்துக 
வ்காண்டால் ஒதர அைவுள்ை 100 துண்டு சீட்டு்களில் 
்மாணவர்்களின வபயர் அல்லது பதிவு எண்றண 
எழுதி, நன்றா்கக குலுககி, அதிலிருந்து பத்து 
சீட்டு்கறை எடுத்து, அேன மூலம் பத்து ்மாணவர் 
்கறைத் தேர்வு வசய்ய தவண்டும். இம்முற்றயில் 
கூறு்கள் முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து ்கட்டுப்பாடற்்ற 
முற்றயில் வேரிவு வசய்யப்படுவோல், இேறனக 
்கட்டுப்பாடற்்ற ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு என 
அறழக்கலாம். 

 இவ்வற்கயான முற்ற வபரும்பாலும் குலுக்கல் 
பரிசு்கள் வழஙகுவேற்கு மி்க அதி்க்மா்கப் பயன 
படுத்ேப்படுகி்றது. இருப்பினும் முழுற்மத் வோகுதி 
யிலுள்ை உறுப்பு்கள் முடிவு்றா எண்ணிகற்கயில் 
இருந்ோல் இம்முற்றறயப் பயனபடுத்ே இயலாது.

(B)  சமவாய்ப்பு எண்களின் அட்ைவறை 
மூ்லம் கூறெடுககும் முறெ 
(Table of Random Number)

 முழுற்மத்வோகுதியின அைவு மி்க அதி்க்மா்க 
இருப்பின, குலுக்கல் முற்றப்படி துண்டு சீட்டு்களில்  
எல்லா எண்்கறையும் குறிப்பது மி்கவும் ்கடின்மான 
ஒன்றாகும்.  
 இவ்வா்றான சூழநிறலயில் ச்மவாய்ப்பு 
எண்்கைால் ஆகிய அட்டவறண முற்றயிறனப் 
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185கூறெடுப்பு முறெகளும் புள்ளியியல் அனுமானித்தலும்

பயனபடுத்துவது ்மாற்றுவழி ஆகும். நறடமுற்றயில் 
அதி்கம் பயனுள்ைோ்கவும் எளிய ்மற்றும் வசலவற்்ற 
முற்றயில் கூறு்கறைச் ச்மவாய்ப்பு முற்றயில்,  
ச்மவாய்ப்பு எண்்களின அட்டவறணறயக வ்காண்டு 
வேரிவு வசய்ய முடியும். 0,1,2,…,9 என்ற இலக்கங 
்கறைக வ்காண்டு வடிவற்மக்கப்படும் ச்மவாய்ப்பு 
எண் அட்டவறணயில் உள்ை எண்்கள், 
ஒனற்றவயானறு சார்ந்திரா்மலும் எண்்களின 
அற்மப்பு ஏ்றத்ோழ அதே நி்கழவவண் 
எண்ணிகற்கயில் இருப்பேற்த்கற்ப அற்மக்கப் 
பட்டுள்ைன.
ச்மவாய்ப்பு எண் அட்டவறண்கள் சில கிதழ 
ேரப்பட்டுள்ைன:

(a) L.H.C. டிப்வபட்டின ச்மவாய்ப்பு எண் வோடர்
(b)  பிஸர் ்மற்றும் தயட்ஸ்ஸின ச்மவாய்ப்பு எண் 

வோடர்
(c)  வ்கனடல் ்மற்றும் ஸ்மித் இன ச்மவாய்ப்பு எண் 

வோடர்
(d)  ராண்ட் ்கார்ப்பதரஷனின ச்மவாய்ப்பு எண் 

வோடர்
 நறடமுற்றயில், டிப்வபட்டின ச்மவாய்ப்பு 
எண் அட்டவறண பரவலா்க பயனபடுத்ேப்படுகி்றது. 
டிப்வபட்டின அட்டவறணயில் இடம்வபற்றுள்ை 
முேல் 40 ச்மவாய்ப்பு எண்்களின வோகுப்பு கீதழ 
உள்ை அட்டவறணயில் விைக்கப்பட்டுள்ைது.

2952 6641 3992 9792 7969 5911 3170 5624

4167 9524 1545 1396 7203 5356 1300 2693
2670 7483 3408 2762 3563 1089 6913 7991

0560 5246 1112 6107 6008 8125 4233 8776

2754 9143 1405 9025 7002 6111 8816 6446

 ஒரு முழுற்மத் வோகுதியிலுள்ை 
அைவிலிருந்து N(<99) இரண்டு இலக்க ச்மவாய்ப்பு 
எண்றணத் வேரிவு வசய்வோ்க றவத்துக 
வ்காண்டால், த்மதல உள்ை ச்மவாய்ப்பு எண் 
அட்டவறணயில் 00 முேல் 99 வறர எந்ே 
எண்றணயும் வேரிவு வசய்யலாம்.  

 இதேதபால், முழுற்மத் வோகுதியின அைவு 
N(< 999) அல்லது N(< 9999), எனில் மூனறு இலக்க 
ச்மவாய்ப்பு எண்்கறை 000 முேல் 999 வறர உள்ை 
எண்்கறையும் அல்லது நானகு இலக்க ச்மவாய்ப்பு 
எண்்கறை 0000 முேல் 9999 வறர உள்ை எண் 
்கறையும் அட்டவறணயிலிருந்து தேர்ந்வேடுக்கலாம். 

ச்மவாய்ப்பு கூறு்கறைத் தேர்ந்வேடுககும் வசயல் 
முற்றயின படிநிறல்கள் கீழக்கண்டவாறு:

1. முழுற்மத்வோகுதியின அலகு்கறைக ்கண்டறிந்து 
அேற்கு 1 முேல் N வறர எண்்கறைக 
குறிப்பிடவும்.

2. ச்மவாய்ப்பு எண் அட்டவறணயின ஏோவது  
ஒரு பக்கத்திறன ச்மவாய்ப்பு முற்றயில் 
தேர்ந்வேடுக்கவும்.

3. தேறவயான கூறு்கறை நிரல்்கள், நிற்ற்கள் 
அல்லது மூறலவிட்ட வாரியா்கத் தேர்ந்வேடுக்கவும்.

 இந்ே இலக்கங்கள் எவ்வாறு ச்மவாய்ப்பா்க 
இருக்க முடியும் என த்கள்வி எழலாம்.  
அட்டவறணயில் உள்ை இலக்கங்கறை ஒழுஙகு 
முற்றயினறி தேர்ந்வேடுக்கப்பட்ட தபாதிலும் 
அவற்றின ச்மவாய்ப்பு ேனற்மயின உத்திரவாேம் 
நறடமுற்ற தசாேறனயில் உள்ைது எனறு சுட்டிக 
்காண்பிக்கலாம். 

டிப்றபட்ஸின் அட்ைவறை
 டிப்வபட்ஸின அட்டவறண, பல தசாேறன 
்களுககு உட்படுத்ேப்பட்டு, பல ஆய்வு்களில் 
பயனபடுத்ேப்பட்டு அேனுறடய ச்மவாய்ப்புத்ேனற்ம 
நறடமுற்ற தநாக்கங்களுக்கா்க நனகு நிறுவப் 
பட்டுள்ைது. 

 டிப்வபட்ஸின ச்மவாய்ப்பு எண்்கள் 
அட்டவறணறய எவ்வாறு பயனபடுத்ேலாம் 
எனபறே விைககும் ஒரு எடுத்துக்காட்டு கீதழ 
வ்காடுக்கப்பட்டுள்ைது. 6000 அைவு்கள் வ்காண்ட 
வோகுதியிலிருந்து 20 உறுப்பு்கள் ்மட்டும் 
எடுக்கப்படதவண்டும். 6000 அைவு்கறையும் 1 முேல் 
6000 வறர எண்ணிடப்பட தவண்டும். டிப்வபட்ஸின 
அட்டவறணயின ஏதேனும் ஒரு பக்கத்றே வேரிவு 
வசய்து முேல் 20 எண்்கறைத் வேரிவு வசய்ய 
தவண்டும். நாம் எடுத்துகவ்காண்ட பக்கத்தில் 
6000ககு த்மல் எண்்கள் இருப்பின அறேத் ேவிர்த்து 
1 முேல் 6000 வறரயிலான அடுத்ே எண்றணத் 
தேர்ந்வேடுக்கவும். அந்ே எண்்கறைக 
வ்காண்டிருககும் உறுப்பு்கள் முழுற்மத் வோகுதி 
யிலிருந்து வப்றப்பட்ட (தேர்ந்வேடுக்கப்பட்ட) கூறு்கள் 
ஆகும். ச்மவாய்ப்பு அட்டவறணயின ஒரு பகுதி 
்மட்டும் வேரிவு வசய்யப்பட்டுத் தேறவயான கூறு்கள் 
நிழலிடப்பட்டுள்ைது. நாம் இேற்கு கூறு்கறை  
வேரிவு வசய்ய நிற்றவாரியான தேர்விறன 
த்மற்வ்காண்டுள்தைாம்.
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186 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

2952 6641 3992 9792 7969 5911 3170 5624
4167 9524 1545 1396 7203 5356 1300 2693
2670 7483 3408 2762 3563 1089 6913 7991
0560 5246 1112 6107 6008 8125 4233 8776
2754 9143 1405 9025 7002 6111 8816 6446

 முழுற்மத் வோகுயின அைவு 1000த்திலிருந்து 
நாம் 15 கூறு்கறைத் வேரிவு  வசய்ய தவண்டுவ்மனில் 
முழுற்மத் வோகுதி உறுப்பு்கறை 0001 முேல் 1000 
வறர எண்ணிடப்பட தவண்டும். பினபு 15 
எண்்கறைக ச்மவாய்ப்பு அட்டவறணயிலிருந்து 
வேரிவு வசய்யலாம்.
 டிப்வபட்ஸின அட்டவறணயில் நானகு 
இலக்க எண்்கள் இடம் வபற்றுள்ைோல் இவ்வவண் 
்கறை (கூறு்கறை) தேர்ந்வேடுககும் முற்ற 
்மாறுபடுகி்றது, அோவது நாம் முேல் மூனறு 
இலக்கங்கறை அட்டவறணயிலுள்ை நானகு 
இலக்க எண்ணிலிருந்து எடுத்துக வ்காள்ை 
தவண்டும்.வ்காடுக்கப்பட்ட ச்மவாய்ப்பு எண் 
அட்டவறணயின ஒரு பகுதிறய பயனபடுத்தி 
தேறவயான ச்மவாய்ப்பு கூறு்கைானது சிவப்பு 
நி்றத்தில் நிழலிடப்பட்டுள்ைன. இஙகு நிற்றவாரி 
யான ச்மவாய்ப்பு எண்றண தேர்ந்வேடுககும் முற்ற 
ற்கயாைப்படுகி்றது,

2952 6641 3992 9792 7969 5911 3170 5624
4167 9524 1545 1396 7203 5356 1300 2693
2670 7483 3408 2762 3563 1089 6913 7991
0560 5246 1112 6107 6008 8125 4233 8776
2754 9143 1405 9025 7002 6111 8816 6446

 முழுற்மத் வோகுயின அைவு 100லிருந்து நாம் 
10 கூறு்கறைத் வேரிவு வசய்ய தவண்டுவ்மனில் 
முழுற்மத் வோகுதி உறுப்பு்கறை 001 முேல் 100 
வறர எண்ணிடப்பட தவண்டும். பினபு 10 
எண்்கறைக ச்மவாய்ப்பு அட்டவறணயிலிருந்து 
வேரிவு வசய்யலாம்.
 டிப்வபட்ஸின அட்டவறணயில் நானகு 
இலக்க எண்்கள் இடம் வபற்றுள்ைோல் 

இவ்வவண்்கறை (கூறு்கறை) தேர்ந்வேடுககும் 
முற்ற ்மாறுபடுகி்றது, அோவது நாம் முேல் இரண்டு 
இலக்கங்கறை அட்டவறணயிலுள்ை நானகு 
இலக்க எண்ணிலிருந்து எடுத்துக வ்காள்ை 
தவண்டும். வ்காடுக்கப்பட்ட ச்மவாய்ப்பு எண் 
அட்டவறணயின ஒரு பகுதிறய பயனபடுத்தி, 
தேறவயான ச்மவாய்ப்பு கூறு்கைானது சிவப்பு 
நி்றத்தில் நிழலிடப்பட்டுள்ைன. இஙகு நிற்றவாரி 
யான ச்மவாய்ப்பு எண்றண வேரிவு வசய்யும் முற்ற 
ற்கயாைப்படுகி்றது.

2952 6641 3992 9792 7969 5911 3170 5624

4167 9524 1545 1396 7203 5356 1300 2693

2670 7483 3408 2762 3563 1089 6913 7991

0560 5246 1112 6107 6008 8125 4233 8776

2754 9143 1405 9025 7002 6111 8816 6446

எளிய சம வாய்ப்பு கூறெடுப்பு முறெயின் 
நிறெகள் மறறும் குறெகள் (Merits and 
Demerits of Simple Random Sampling):
நிறெகள்
1. ேனிப்பட்ட நபரின விருப்பு, வவறுப்பு ேவிர்க்கப் 

படுகி்றது.
2. இது சிக்கன்மான முற்றயாகும் ஏவனனில், 

வபாருள் விறரயம், ்காலவிறரயம் ்மற்றும் அதி்க 
உறழப்பு விறரய்மாவறே ேவிர்ககி்றது.

3. முழுற்மத் வோகுதிறயப் பற்றி குற்றந்ேபட்ச 
வேளிவு முனகூட்டிதய வேரிந்திருப்பது 
இம்முற்றககு தபாது்மானோகும்.

குறெகள்
1. ்மாதிரிறயத் வேரிவு வசய்ய முழுற்மத் 

வோகுதியின முழுற்மயான விவரங்கள் 
தேறவப்படும், ஆனால் சமீபத்திய விவரங்கள் 
விசாரறண்களில்  கிறடப்பதில்றல.

2. ்மாதிரியின அைவு சிறியோ்க இருககும் தபாது 
அறவ முழுற்மத் வோகுதிறயப் பிரதிபலிப்ப 
தில்றல.எடுததுககாட்டு ா.் 

 த்கண்டல் - பாபிஙடன ஸ்மித் (பி.பி. ஸ்மித்) வாய்ப்பு எண் அட்டவறணறயப் பயனபடுத்தி  5-உறுப்புக்கள் 
வ்காண்ட வாய்ப்பு ்மாதிரிறயத் வேரிவு வசய்்க.
23 15 75 48 59 01 83 72 59 93 76 24 97 08 86 95 23 03 67 44
05 54 55 50 43 10 53 74 35 08 90 61 18 37 44 10 96 22 13 43
14 87 16 03 50 32 40 43 62 23 50 05 10 03 22 11 54 36 08 34
38 97 67 49 51 94 05 17 58 53 78 80 59 01 94 32 42 87 16 95
97 31 26 17 18 99 75 53 08 70 94 25 12 58 41 54 88 21 05 13
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187கூறெடுப்பு முறெகளும் புள்ளியியல் அனுமானித்தலும்

தீரவு:
23 15 75 48 59 01 83 72 59 93 76 24 97 08 86 95 23 03 67 44
05 54 55 50 43 10 53 74 35 08 90 61 18 37 44 10 96 22 13 43
14 87 16 03 50 32 40 43 62 23 50 05 10 03 22 11 54 36 08 34
38 97 67 49 51 94 05 17 58 53 78 80 59 01 94 32 42 87 16 95
97 31 26 17 18 99 75 53 08 70 94 25 12 58 41 54 88 21 05 13

 த்கண்டல் - பாபிஙடன ஸ்மித்தின ச்மவாய்ப்பு எண் அட்டவறணயிலிருந்து 5 ்மாதிரி்கறை பல 
முற்ற்களில் வேரிவு வசய்யலாம். த்மற்்கண்ட பட்டியலிருந்து ந்மககு தேறவயான எண்்கறைத் வேரிவு வசய்ய 
ஏோவது ஒரு நிறரயிலிருந்தோ அல்லது ஏோவது ஒரு நிரலிலிருந்தோ நாம் வோடங்கலாம். இஙகு நாம் 3-ஆம் 
நிரலில் உள்ை எண்்கறை வேரிவு வசய்வோ்கக வ்காண்டால் முேல் எண் 75 ஆ்கவும் 3- ஆவது நிரலில் உள்ை 
்மற்்ற எண்்கைான 55,16,67 ்மற்றும் 26 ஆகியறவ ்மற்்ற உறுப்பு்கைாகும்.  எனதவ 75,55,16,67 ்மற்றும் 26 ஆகிய  
எண்்கறைச் ச்மவாய்ப்பு ்மாதிரியா்கத் வேரிவு வசய்யலாம். த்மலும் ்மாற்று  வழி்கள் மூலம் வேரிவு வசய்யப்பட்ட 
5- ச்மவாய்ப்பு ்மாதிரி்கள் அட்டவறணயில் நிழலிட்டுக ்காண்பிக்கப்பட்டுள்ைன.  

எடுததுககாட்டு ா.் 
 கீழக்கண்ட டிப்வபட்டின ச்மவாய்ப்பு எண் 
அட்டவறணறய பயனபடுத்தி ்காதவரி வேருவில் 
உள்ை 83 வீடு்களிலிருந்து 15 வீடு்கள்  வ்காண்ட 
ஒரு ச்மவாய்ப்பு ்மாதிரிறய வேரிவு வசய்்க.

2952 6641 3992 9792 7969 5911 3170 5624
4167 9524 1545 1396 7203 5356 1300 2693
2670 7483 3408 2762 3563 1089 6913 7991
0560 5246 1112 6107 6008 8125 4233 8776
2754 9143 1405 9025 7002 6111 8816 6446

தீரவு:
 ்மாதிரி அைவு 15 உள்ை ஒரு ்மாதிரிறய 
டிப்வபட்டின ச்மவாய்ப்பு அட்டவறணயிலிருந்து  பல 
வழி்களில் வேரிவு வசய்யலாம். முழுற்மத் 
வோகுதியின அைவு 83 (இரண்டு இலக்க எண்) 
ஆேலால் வோகுதியிலுள்ை 83 வீடு்களுககும் ்கேவு 
எண்்கள் 1 முேல் 83 வறர உள்ை எண்்கறைக 
வ்காண்டு குறியிட தவண்டும்.இப்தபாது இரண்டாம் 
நிரலிலிருந்து எண்்கறைத் வேரிவு வசய்யத் 
வோடஙகுதவாம். அறவ 66,74,52,39,15,34,11,14,13,
27,61,79,72,35,60 ஒருதவறை நாம் எடுககும் எண் 
83 ஐ விட அதி்கம் எனில் அவ்வவண்றண விடுத்து 
1 முேல் 83 வறர உள்ை அடுத்ே எண்றணத் வேரிவு 
வசய்யதவண்டும்.

2952 6641 3992 9792 7969 5911 3170 5624
4167 9524 1545 1396 7203 5356 1300 2693
2670 7483 3408 2762 3563 1089 6913 7991
0560 5246 1112 6107 6008 8125 4233 8776
2754 9143 1405 9025 7002 6111 8816 6446

எடுததுககாட்டு ா.் 
 கீழக்கண்ட ச்மவாய்ப்பு எண் அட்டவறணறயப் 
பயனபடுத்தி, 

டிப்றபட்டின் சம வாய்ப்பு எண் அட்ைவறை
2952 6641 3992 9792 7969 5911 3170 5624
4167 9524 1545 1396 7203 5356 1300 2693
2670 7483 3408 2762 3563 1089 6913 7991
0560 5246 1112 6107 6008 8125 4233 8776
2754 9143 1405 9025 7002 6111 8816 6446

 கீழக்கண்ட அட்டவறணயில் வற்கப்படுத்ேப் 
பட்டுள்ை, ஒரு முழுற்மத் வோகுதியில் உள்ை 8585 
குழந்றே்களிலிருந்து 10 குழந்றே்கறைக வ்காண்ட 
்மாதிரிறய உருவாககு்க.
உயரம்(றச.மீ.) 105 107 109 111 113 115 117 119 121 123 125

குழ்நற்தகளின் 
எண்ணிகறக 2 4 14 41 83 169 394 669 990 1223 1329

உயரம்(றச.மீ.) 127 129 131 133 135 137 139 141 143 145
குழ்நற்தகளின் 
எண்ணிகறக 1230 1063 646 392 202 79 32 16 5 2

தீரவு:
 முேலாவோ்க முழுற்ம வோகுதிலுள்ை 8585 
குழந்றே்களுககும் வ்காடுக்கப்பட்ட அறலவவண் 
அட்டவறணறயப் பயனபடுத்தி வரிறச எண் 
குறிப்பிட தவண்டும். உயரம் 105 வச.மீ. இல் 2 
குழந்றே்கள் உள்ைோல், இவ்விரு குழந்றே்களுககு 
1, 2 என  எண்்கள் குறிப்பிடதவண்டும்.107 வச.மீ. 
உயரமுள்ை அடுத்ே நானகு குழந்றே்களுககு 3, 4, 5 
்மற்றும் 6 ஆகிய வரிறச எண்்கறை குறிக்க 
தவண்டும். இதேதபால் ்மற்்ற உயரங்கள் வ்காண்ட 
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188 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

குழந்றே்களுககும் வோடர் வரிறச எண்்கறைக 
வ்காண்டு குறியிட தவண்டும். ்கறடசியா்க 145 வச.மீ. 
உயரமுள்ை குழுவில் இரண்டு குழந்றே்களுககு 
8584 ்மற்றும் 8585 ஆகிய எண்்கறை குறியீடா்க 
வழங்கலாம். 

உயரம்
(றச.மீ.)

குழ்நற்தகளின் 
எண்ணிகறக

குவிவு 
நிகழறவண்(f)

105 2 2
107 4 6
109 14 20
111 41 61
113 83 144
115 169 313
117 394 707
119 669 1376
121 990 2366
123 1223 3589
125 1329 4918
127 1230 6148
129 1063 7211
131 646 7857
133 392 8249
135 202 8451
137 79 8530
139 32 8562
141 16 8578
143 5 8583
145 2 8585

 வ்மாத்ேம் 8585  

 முழுற்மத் வோகுதியின அைவு நானகிலக்க 
எண் ஆேலால் ந்மககு தேறவயான 10  ்மாதிரி்கறை 
அட்டவறணயிலிருந்து வப்றலாம். அட்டவறணயின 
முேல் நிரலிருந்து  வோடஙகி முழுற்ம வோகுதியின 
அைவான 8585-ககு மி்கா்மல் எண்்கறை தேர்வு 
வசய்து கீழ்கண்டவாறு நிழலிடப்படுகி்றது. 

டிப்றபட்டின் சமவாய்ப்பு  எண் அட்ைவறை
2952 6641 3992 9792 7969 5911 3170 5624
4167 9524 1545 1396 7203 5356 1300 2693
2670 7483 3408 2762 3563 1089 6913 7991
0560 5246 1112 6107 6008 8125 4233 8776
2754 9143 1405 9025 7002 6111 8816 6446

 2952  என்ற எண் குறியிட்டுள்ை குழந்றேயின 
உயரத்றே ்காண தவண்டு்மாயின குவிவு நி்கழ 
வவண் நிரலில் 2952-ககு அடுத்ே அதி்ககுவிவு 
நி்கழவவண் 3589-ககு உரிய உயர்மான 123 
வச.மீட்டறர தேர்வு வசய்யவும். இதேதபால் ்மற்்ற 
எண்்களுககு உரிய குழந்றேயின உயரத்றே 
்கண்டு தேறவயான 10 குழந்றே்கள்  ்மற்றும் 
அவர்்களின உயரங்கள் ்மாதிரிறய கீழ்கண்ட 
அட்டவறணறய உள்ைவாறு ்காணலாம்.

குழந்றே்களின 
குறியீட்டு எண் 2952 4167 2670 0560 2754

குழந்றே்கள்  
உயரம் (வச.மீ.) 123 125 123 117 123

குழந்றே்களின 
குறியீட்டு எண் 6641 7483 5246 3992 1545

குழந்றே்கள்  
உயரம் (வச.மீ.) 129 131 127 125 121

எடுததுககாட்டு ா.் 
 கீழக்கண்ட த்கண்டல்- பாபிஙடனஸ்மித் ச்மவாய்ப்பு எண் அட்டவறணறயப் பயனபடுத்தி. 

23 15 75 48 59 01 83 72 59 93 76 24 97 08 86 95 23 03 67 44
05 54 55 50 43 10 53 74 35 08 90 61 18 37 44 10 96 22 13 43
14 87 16 03 50 32 40 43 62 23 50 05 10 03 22 11 54 36 08 34
38 97 67 49 51 94 05 17 58 53 78 80 59 01 94 32 42 87 16 95
97 31 26 17 18 99 75 53 08 70 94 25 12 58 41 54 88 21 05 13

 1550 முேல் 8000 வறரயிலான 4 இலக்க எண் வ்காண்ட 10 ச்மவாய்ப்பு ்மாதிரிறய தேர்ந்வேடுக்க. 
தீரவு:
  வ்காடுக்கப்பட்ட 2 இலக்க எண்்கறைகவ்காண்ட ச்மவாய்ப்பு அட்டவறணயிலிருந்து 1550 முேல் 8000 
வறரயிலான 4 இலக்கம்  வ்காண்ட 10 ்மாதிரி்கறை தேர்ந்வேடுக்க முேலில் இரண்டு இலக்க எண்்கறை ்மற்்ற 
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இரண்டிலக்க எண்்களும் இறணந்து  4-இலக்க எண்்கைா்க ்மாற்்ற தவண்டும். அோவது, அட்டவறணயின 
5-வது ்மற்றும் 6-வது நிரல்்கறை நிழலிட்டவாறு இறணத்து முேல் ஐந்து ்மாதிரிறயயும் 8வது ்மற்றும் 9வது 
நிரல்்கறை இறணத்து அடுத்ே ஐந்து ்மாதிரி்கறையும் வ்காண்டு தேறவயான 10 ்மாதிரி்கறைத் 
தேர்ந்வேடுக்கலாம். கீழ்கண்ட அட்டவறணயில் இரு நிரல்்கறை இறணத்து தேர்ந்வேடுக்கப்பட்ட ச்மவாய்ப்பு 
்மாறி்கறைக ்காணலாம்.

23 15 75 48 59 01 83 72 59 93 76 24 97 08 86 95 23 03 67 44
05 54 55 50 43 10 53 74 35 08 90 61 18 37 44 10 96 22 13 43
14 87 16 03 50 32 40 43 62 23 50 05 10 03 22 11 54 36 08 34
38 97 67 49 51 94 05 17 58 53 78 80 59 01 94 32 42 87 16 95
97 31 26 17 18 99 75 53 08 70 94 25 12 58 41 54 88 21 05 13

 எனதவ, தேறவயான 10 ்மாதிரி்கறை கீழக்கண்டவாறு எழுேலாம்.

5901 4310 5032 5194 1899
7259 7435 4362 1758 5308

(ii) படுறக சமவாய்ப்பு  கூறெடுப்பு முறெ 
(Stratified Random Sampling)

வறரயறெ 8.1

 படுற்க ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு முற்றயில் 
முழுற்மத்வோகுதி பல துறண முழுற்மத் 
வோகுதி்கைா்கப் பிரிக்கப்படுகி்றது. இவற்ற்ற 
படுற்க (Strata) என அறழககித்றாம். பி்றகு 
ஒவ்வவாரு படுற்கயிலிருந்தும் ச்மவாய்ப்பு 
முற்றயில் கூறு்கள் (்மாதிரி்கள்) வேரிவு 
வசய்யப்படுகி்றது. எல்லா படுற்க்களிலிருந்தும் 
வப்றப்பட்ட கூறு்களின வோகுப்தப படுற்க 
கூவ்றடுப்பாகும்.

 முழுற்மத்வோகுதியானது அேன பண்பு்கறைப் 
வபாறுத்து அோவது ஒத்ே பண்பற்்றறவயா்கதவா 
(heterogeneous), அல்லது வவவ்தவறு பகுதி 
்கைா்கதவா (துண்டு்கைா்கதவா) அல்லது பிரிவு 
்கைா்கதவா இருககும் தபாது படுற்க கூவ்றடுப்பு 
முற்ற பயனபடுகி்றது. படுற்க கூவ்றடுப்பு முற்றயின 
மூலம் கூறு்கறை வேரிவு வசய்வேற்கு முன, 
முழுற்மத்வோகுதிறய ஒத்ே பண்பு்கள் 
(homogeneous)  உறடய துறணப்  பிரிவு்கைா்க 
அல்லது படுற்க்கைா்க (Strata) பிரிக்கப்பட்டு  
ஒவ்வவாரு படுற்கயிலிருந்தும் கூறு்கள் வேரிவு 
வசய்யப்படதவண்டும். படுற்க கூவ்றடுப்பு முற்றயில் 
ச்மவாய்ப்பு ்மாதிரி்கறை வேரிவுவசய்யும் தபாது 
பினபற்்ற தவண்டிய படிநிறல்கள் கீதழ 
வ்காடுக்கப்பட்டுள்ைன.  

(a) முழுற்மத்வோகுதியானது ஏ்றத்ோழ ஒத்ே 
பண்பு்கறைக வ்காண்ட உறுப்பு்கைாலான  
வவவ்தவறு படுற்க்கைா்கப் பிரிக்கப்பட 
தவண்டும். படுற்க்கள் ஒனத்றாவடானறு 
தசராேவாறு  வடிவற்மக்கப்படதவண்டும். 

(b) முழுற்மத்வோகுதி, படுற்க்கைா்கப் பிரிக்கப்பட்டப் 
பின ஒவ்வவாரு படுற்கயிலிருந்தும் குறிப்பிட்ட 
அைவு வ்காண்ட கூறு்கறைச் ச்மவாய்ப்பு 
முற்றயில், குலுக்கல் முற்றயில் அல்லது 
ச்மவாய்ப்பு எண் அட்டவறணயிலிருந்து வப்றலாம்.

  ஒரு ்மாநிலத்தில் தேர்ேலுக்கா்க, வவவ்தவறு 
சட்ட்மன்றப் பகுதி்கறை பிரிப்பது ்மாநிலத்திலிருந்து 
்மாவட்டங்கறை  பிரிப்பது படுற்க்களுக்கான 
எடுத்துக்காட்டு்கள், இதுதபான்ற ்மற்்ற நி்கழவு்களிலும் 
படுற்க கூவ்றடுப்பு  முற்ற பயனபடுத்ேப்படுகி்றது.

எடுததுககாட்டு ா.் 
 கீதழ வ்காடுக்கப்பட்டுள்ை, ஒத்ே பண்பற்்ற 500 
அைவு வ்காண்ட முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து 
68 கூறு அைவு வ்காண்ட ச்மவாய்ப்பு ்மாதிரிறய  
வேரிவு வசய்யவும் படுற்க்கள் கீழ்கண்டவாறு 
வற்கப்படுத்ேப்பட்டுள்ைது.

ச்மவாய்ப்பு ்மாதிரிறய தேர்ந்வேடுக்கவும்
வற்க (1)  குற்றந்ே வரு்மான வகுப்பினர் 39% 
வற்க (2)  நடுத்ேர வரு்மான வகுப்பினர் 38%
வற்க (3)   உயர் வரு்மான வகுப்பினர் 23%
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தீரவு 

படுறககள்  ஒத்த ற்தாகுதிகள்
முழுறமத 

ற்தாகுதியில் 
ச்தவிகி்தம்

ஒவ்றவாரு 
படுறகயில் 

உள்ள மககள் 
எண்ணிகறக 

சமவாய்ப்பு 
மாதிரிகள் 

வற்க 1
குற்றந்ே 
வரு்மான 

வகுப்பினர்  
39   39

100
500 195× = 195 68

500
26 5 26× = . 

வற்க 2
நடுத்ேர 

வரு்மான 
வகுப்பினர்

38   38
100

500 190× =
 190 68

500
26 5 26× = . 

வற்க 3 உயர் வரு்மான 
வகுப்பினர் 23 23

100
500 115× =  115 68

500
15 6 16× = . 

வ்மாத்ேம் 100 500 68

படுறக கூறெடுப்பின் நிறெ மறறும் குறெகள் 
நிறெகள்
(a) படுற்க கூவ்றடுப்பு முற்றயானது, எளிய 

ச்மவாய்ப்பு முற்றறய விட த்மம்பட்டோகும். 
ஏவனனில் கூவ்றடுப்பில் எல்லா படுற்க 
்களிலிருந்தும் முழுற்மத் வோகுதியின 
பிரதிநிதி்கள் பஙகுவபறுகின்றன.

(b) படுற்க கூவ்றடுப்பில், கூறு்களின 
எண்ணிகற்க சிறிய அைவுள்ைோ்க 
இருப்பினும் அேன துல்லியத்ேனற்ம 
குற்றவதில்றல.

(c) முழுற்மத்வோகுதி பகுக்கப்பட்டிருந்ோல் எளிதில் 
நிர்வகிக்க முடியும்.

(d) அரசானது, புவியியல் அடிப்பறடயில் நிலப் 
பகுதி்கறை இடம் ்மற்றும் பரப்பைறவப் 
வபாறுத்து படுற்க்கைா்க பிரித்துள்ைோல் 
தநரம் ்மற்றும் வசலறவக குற்றக்க முடிகி்றது.

குறெகள்
(a) ஒத்ே பண்பற்்ற முழுற்மத் வோகுதி்கறை ஒத்ே 

பண்புள்ை படுற்க்கைா்க பிரிப்பது ்கடின்மான 
ஒன்றாகும். அேற்கு வசலவு, அதி்க தநரம் 
்மற்றும் புள்ளியியல் அனுபவம் தேறவப் 
படுகி்றது 

(b) படுற்க்கள் சரியான முற்றயில் பிரிக்கப்படாே 
தபாது துல்லியத் ேனற்மறய இழக்க தநரிடும்.

(c) சரியான முற்றயில் படுற்க்கள் பிரிக்கப் 
படுவதில் ேவறு்கள் நி்கழ வாய்ப்பு இருப்போல் 
்மாறுபாடு அதி்கரிககும்.

(iii) முறெப்படுததிய கூறெடுப்பு (Systematic 
Sampling)

வறரயறெ 8.2

 முேல் கூவ்றடுப்பானது ச்மவாய்ப்பு 
முற்றயில் முேல் kஅலகு்களிலிருந்து வேரிவு 
வசய்யப்பட்டு, முேல் கூறிலிருந்து ஒவ்வவாரு k 
ஆவது உறுப்பு்கறை அடுத்ே கூறு்கைா்க வேரிவு 
வசய்யப்பட்டு வப்றப்படும் கூவ்றடுப்பு, முற்றப் 
படுத்திய கூவ்றடுப்பு அல்லது முற்ற சார்ந்ே 
்மாதிரி எடுத்ேல் முற்ற என அறழக்கப்படுகி்றது. .

 முழுற்மத் வோகுதியிலுள்ை உறுப்பு்களின 
முழுபட்டியலும் இருககும்தபாது முற்றபடுத்திய 
கூவ்றடுப்பு முற்ற பரவலா்க பயனபடுத்ேப்படுகி்றது. 
இம்முற்றறயப் பயனபடுத்துவேற்கு ஏதுவா்க 
உறுப்பு்கறை ஏறுவரிறசயிதலா, அ்கரவரிறசயிதலா, 
புவியியல் அடிப்பறடயிதலா அல்லது இதுதபான்ற ்மற்்ற 
ஏறனய வரிறச்களிலிருந்து ஏோவது ஒரு 
வரிறசயில் அற்மத்ேல் தவண்டும். இம்முற்றயில் 
்மாதிரி்கறைத் வேரிவு வசய்யும் தபாது, முேல் 
உறுப்றப ச்மவாய்ப்பு முற்றயில் வேரிவு வசய்து 
பி்றகு ்மற்ற்றய உறுப்பு்கறை நாம் வறரயறுத்ே 
வடிவத்திற்கு உட்பட்டு முேல் உறுப்பு சார்ந்ே 
முற்றயா்கவும் வோடர்ச்சியா்கவும் வேரிவுவசய்யப்ப 
டுகின்றன. இம்முற்றயில் முழுற்மத் வோகுதி 
யிலுள்ை ஒவ்வவாரு kஆவது உறுப்பு ்மாதிரியில் 
தேர்ந்வேடுக்கப்படுகின்றன. இஙகு k எனபது ்மாதிரி 
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எடுத்ேலின இறடவவளி ஆகும். இறடவவளி k 
எனபது முழுற்மத் வோகுதியின அைவுககும் (N) 
்மாதிரி்களின அைவுககும் (n) உள்ை விகிே்மாகும். 
 கூறுஇறடவவளி  k N

n
=

 N -முழுற்ம வோகுதி அைவு , k- .ஒரு முழு 
எண் , n = ்மாதிரியின அைவு.

 முற்றபடுத்திய கூவ்றடுப்பு முற்றயில் 
கூறு்கறைத் வேரிவு வசய்யும் வழிமுற்ற்கைாவன:
(i)  100 ்மாணவர்்கறைக வ்காண்ட ஒரு 

வகுப்பிலிருந்து 10 ்மாணவர்்கறைக வ்காண்ட  
ஒரு  ்மாதிரிறய தேர்வு வசய்ய தவண்டுவ்மனில். 

்மாதிரி இறடவவளி k N
n

= = =100
10

10 .  

எனதவ இஙகு ்மாதிரி இறடவவளி k= 10 
எனபது ஒவ்வவாரு 10 ்மாதிரி்களிலிருந்தும் ஒரு 
்மாதிரியானது வேரிவு வசய்வறேக குறிககும். 

(ii) ச்மவாய்ப்பு முற்றயில் முேல் கூவ்றடுப்பானது 
முேல் 10 ்மாணவர்்களிலிருந்து ஏோவது ஒரு 
்மாணவறரத் வேரிவு வசய்ய தவண்டும்.

(iii) முேல் கூ்றானது 5 வது இடத்திலுள்ை ்மாணவர் 
எனில், ்மற்்ற கூறு்கள்  முேல் கூறுடன கூறு 
இறடவவளி (k= 10)  கூட்டப்பட்டு, அோவது 5, 15 
, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 95  எனப்வப்றலாம்.

உ்தாரைததிறகு : 
 6,000 உறுப்பு்கறைக வ்காண்ட ஒரு முழுற்ம 
வோகுதியிலிருந்து 20 உறுப்பு்கறைக  வ்காண்ட ஒரு 
்மாதிரிறய முற்றபடுத்திய கூவ்றடுப்பு முற்றயில் 
தேர்வு வசய்வோ்க எடுத்துகவ்காள்தவாம். முேலில் 1 
முேல் 6000 வறரயிலான எண்்கறை அறனத்து 
6000 உறுப்பு்களுககும் குறியிட தவண்டும்.

   ்மாதிரி இறடவவளி k N
n

= = =6000
20

300 .  

்மாதிரி இறடவவளி k= 300 எனபது 6000 உறுப்பு்கள் 
வ்காண்ட முழுற்மத் வோகுதியிலுள்ை ஒவ்வவாரு 
300 ்மாதிரியிலும் ஒரு  ்மாதிரிறயத் வேரிவு 
வசய்யலாம். முேல் ்மாதிரி 50 வது எண்ணா்கத் 
வேரிவு வசய்தவா்மாயின ்மற்்ற உறுப்பு்கறை முேல்  
உறுப்பிலிருந்து இறடவவளி 300 ஐக கூட்டிப்  வப்ற 
தவண்டும் அோவது (k=300) 50, 350, 650, 950, 1250, 
1550, 1850, 2150, 2450, 2750, 3050, 3350, 3650, 
3950,  4250,  4550,  4850,  5150,  5450,  5750 . 
இவ்வவண்்கறை உறுப்பு்கைா்க வ்காண்ட 
்மாதிரி்கறை முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து வேரிவு 
வசய்யலாம்.

முறெபடுததிய கூறெடுப்பின் நிறெகள் மறறும் 
குறெகள்
நிறெகள்
1. இம்முற்றயானது எளிோனதும் பயனபடுத்து 

வேற்கு வசதியானது்மாகும்.
2. இம்முற்றயில் கூறு்கள் முழுற்மத்வோகுதி 

முழுவதும் சீரா்க பரவி இருககும்.
3. தநரமும் தவறலயும் வபரு்மைவில் குற்றகி்றது.
குறெகள்
1. முற்றப்படுத்திய கூவ்றடுப்பானது ச்மவாய்ப்பு 

முற்றயில் வேரிவு வசய்யப்படுவதில்றல.
2. முழுற்மத்வோகுதியன அைவு N ஆனது 

்மாதிரித்வோகுதி அைவு n இன வபருக்கற் 
பலனா்க இல்லாதிருப்பின இறடவவளி k-இன 
்மதிப்பானது முழு எண்ணா்க இருக்க 
வாய்ப்பில்றல. இவ்வா்றான ேருணங்களில் 
கூறு்கறைத் வேரிவு வசய்வது ்கடினம்.

8.1.2 கூறெடுப்புமுறெ சார்ந்த மறறும் 
சாரா பிறழகள் (Sampling and 
Non-Sampling Errors)

 கூறு எனபது முழுற்மத்வோகுதியின ஒரு 
பகுதியாகும். முழுற்மத் வோகுதிலிருந்து எடுக்கப்படும் 
கூறு்கள் ச்மவாய்ப்பிறனச் சாந்துள்ைோல் முழுற்மத் 
வோகுதியின அறனத்து சி்றப்பியல்பு்கறையும் 
வபற்றிருககும் எனககூ்ற இயலாது. விவரங்கறை 
தச்கரித்ேல், முற்றப்படுத்துேல், பகுத்ோய்ேல் ஆகிய 
வற்ற்ற த்மற்வ்காள்ளும் தபாது ஏற்படும் பிறழ்கள் 
இருவற்கயா்க வற்கப்படுத்ேப்பட்டுள்ைன. அறவ,
(i) கூவ்றடுப்பு சார்ந்ே பிறழ்கள் (Sampling Errors) 
(ii) கூவ்றடுப்பு சாரா பிறழ்கள் (Non-Sampling Errors)

(i) கூறெடுப்பு சார்ந்த பிறழகள் (Sampling Errors)
 கூறு்கறை வாய்ப்பு முற்றயில் வேரிவு 
வசய்வதிலும், அவற்றின விவரங்கறை தச்கரிப்பதிலும் 
ஏற்படும் பிறழ்கள் கூவ்றடுப்பு சார்ந்ே பிறழ்கள் 
எனப்படும். இப்பிறழ்கள் கூறிறனத் தேர்ந்வேடுககும் 
முற்றயிறன உள்ைடககியாோகும். இப்பிறழ 
ேற்வசயலா்கவும், சார்பற்்றோ்கவும், பாரபட்சம் 
இல்லா்மலும் ஏற்படலாம்.
கூவ்றடுப்பு சார்ந்ே பிறழ்கள் ஏற்படுவேற்கு முககிய 
்காரணங்கள் பினவரு்மாறு 
(a) குற்றபாடுள்ை உத்தியின மூலம் சரியான 

கூறுககு பதில், ேகுதியற்்ற கூறு தேர்வு 
வசய்யப்படும் தபாது.
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(b)  ஆய்வாைர் கூவ்றடுத்ேலின தபாது உ்கந்ே 
உறுப்பு கிறடக்காேதபாது அேற்கு பதிலா்க 
ே்மககு தேறவயான உறுப்பிறனத் வேரிவு 
வசய்யும்தபாது.

(c)  நில அைவீடு்களினதபாது எல்றலக த்காட்டிறனக 
கூறில் தேர்ந்வேடுப்போ அல்லது ேவிர்ப்போ 
எனபது ஒவ்வவாரு ஆய்வாைறரப் வபாறுத்ே 
ோகும். இவ்வாறு கூவ்றடுப்பது, ேவ்றான 
வறரயற்ற வ்காண்ட ்மாதிரி அலகு்கள் (Faulty 
demarcation of sampling) எனப்படுகி்றது. 

(ii) கூறெடுப்பு சாரா பிறழகள் (Non-Sampling Errors)
 ்கைப்பணி ஆய்வில் விவரங்கறைச் தச்கரிககும் 
தபாது, ்மதிப்பிடும் தபாது அல்லது ்கருவி்கறைக (நாடா, 
அைவுத்கால்) வ்காண்டு அைவிடும் தபாதும் ஆய்வாைர் 
்களுககிறடதய விவரங்கள் தவறுபடுகி்றது. 
இவ்வா்றா்க ்மனிே ்காரணி்கைால் எழும் பிறழ்கள் 
கூவ்றடுப்பு சாராபிறழ்கைாகும். இப்பிறழ ஏற்படுவேற் 
்கான ்காரணங்கைாவன:
(a) ஆய்வு த்மற்வ்காள்பவரின அல்லது 

பதிலளிப்பவரின அலட்சியம் ்மற்றும் 
்கவனககுற்றவு. 

(b) ்மாதிரி ்கணிப்பில் ஈடுபடும் ஆய்வாைர்்களின 
அனுபவமினற்ம ்மற்றும் ேகுதி குற்றவு. 

(c) ேவ்றான வினாப்பட்டியல் அற்மப்பு.
(d) ேவ்றான புள்ளிவிவர அைறவ்கறைப் 

பயனபடுத்துவது.
(e) ்மாதிரி ்கணகவ்கடுத்ேல் முடிவறடயாே ஆய்வு.

8.1.3 கூறெடுப்பு பரவல் (Sampling 
distribution) 

வறரயறெ 8.3

 ஒதர முழுற்மத்வோகுதியிலிருந்து வப்றப்பட்ட 
ஒதர அைவு வ்காண்ட அறனத்து ்மாதிரி்களின 
புள்ளியியல் அைறவ்கள் ்கணககிடப்பட்டு, ஒரு 
நி்கழவவண் (அறலவவண்) பரவல் அற்மப்பதே 
கூவ்றடுப்பு பரவல் அல்லது ்மாதிரிப் பரவல் (Sampling 
distribution) என அறழக்கப்படுகி்றது.

 உோரண்மா்க, N அைவுள்ை ஒரு முழுற்மத் 
வோகுதியிலிருந்து n அைவுறடய ச்மவாய்ப்பு ்மாதிரி 
எடுக்கப்படுகின்றது எனில், கிறடக்கப்வபறும் வ்மாத்ே 
்மாதிரி்களின எண்ணிகற்க

 N
nC N

n N n
k=

−
=!

!( )!
 ஆகும்.

 இவ்வா்றா்க வப்றப்பட்ட k ்மாதிரி்கள் 
ஒவ்வவானறிககும், t t x x x xk= ( , , ,... ),1 2 3 என்ற 
புள்ளியியல் அைறவ்கைான சராசரி x , பரவற்படி s2, 
முேலானவற்ற்றக ்கண்டுபிடித்துப் பினவரு்மாறு  
எழுேலாம்.

கூவ்றடுப்பு பரவல்
கூறு எண் கூறுஅைறவ

t x  s2

1  t1 x1 s1
2

2  t2 x2 s2
2

3  t3 x3 s3
2

   

k  tk xk sk
2

 ஒவ்வவாரு கூறுலிருந்தும் புள்ளியியல் 
அைறவ்கள் ்கணககிடப்பட்டு அறவ கூவ்றடுப்புப் 
பரவலா்க அற்மக்கப்படுகி்றது. 
திட்ைப்பிறழ (Standard Error)
 ஒரு புள்ளியியல் அைறவயின கூவ்றடுப்பு 
பரவலின திட்டவிலக்கத்ம திட்டப்பிறழ எனப்படும். 
இேறன S.E. எனச் சுருக்க்மா்கக குறிப்பிடுகித்றாம். 
வபருஙகூறு்களின அதி்க அைவில் அறியப்பட்ட சில 
திட்டப் பிறழ்கள் கீதழ வ்காடுக்கப்பட்டுள்ைன. இதில் 
n எனபது ்மாதிரியின அைவு, s2  எனபது முழுற்மத் 
வோகுதியின ்மாறுபாட்டைறவ (பரவற்படி)  ஆகும். 

வ.எண் கூறு அளறவகள் திட்ைப்பிறழ

1. ்மாதிரி சராசரி (x–)  s n

2.
்கண்டறியப்பட்ட  
்மாதிரி விகிே ச்மம் (p)  PQ n

3.
்மாதிரியின  
திட்டவிலக்கம் (s) s2 2n

4. ்மாதிரியின பரவற்படி  
(s2) s2 2 n

5. ்மாதிரி ்கால்்மான 
அைவு s n

1.36263

6. ்மாதிரியின 
இறடநிறல s n

1.25331

7.
்மாதிரியின 
ஒட்டு்றவுகவ்கழு (r) ( )1 2− r n
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8.1.4 திட்ைப்பிறழ கைககிடு்தல் 
(Computing standard error)

எடுததுககாட்டு ா.் 
 ஒரு தசறவய்கம்  வழஙகும் அறலவரிறச 
ஒரு ்மணி தநரம் ்கண்்காணிக்கப்பட்டு, சராசரியா்க 
நிமிடத்திற்கு 20 பரிவர்த்ேறன்கள் நடத்ேப்படுவோ்க 
்மதிப்பிடப்படுகி்றது. அேன பரவற்படி 4 எனில் 
திட்டப்பிறழறயக ்காண்்க.
தீரவு:
பரவற்படி  s2 4=    

s = 2 ,  n = 1  ்மணிதநரம்  =  60  நிமிடங்கள், 
X = 20 /நிமிடம். 

திட்டப்பிறழ = 
s
n

= =2
60

0 2582.  

எடுததுககாட்டு ா.் 
 திட்ட விலக்கம் 10 ்மற்றும் ்மாதிரிறயப் 
வபாறுத்து திட்டப்பிறழ 3 எனில் ்மாதிரியின 
அைறவக ்காண்்க. 
தீரவு:
திட்டவிலக்கம்   s = 10 , S.E. X  =3, S.E = s

n
 

எனதவ ,  3 10 10
3

= ⇒ =
n

n

இருபு்றமும் வர்க்கப்படுத்ே,

n = 



 = = ≅10

3
100

9
11 11 11

2

. ,

\ தேறவயான ்மாதிரியின அைவு n = 11.
எடுததுககாட்டு ா.ா 
 ஒரு ப்கறட 9000 முற்ற வீசப்படும்தபாது 
அேன த்மல் உள்ை  எண்்கள் 3 அல்லது 4 ஆ்க  3240 
முற்ற கிறடககின்றன. பிறழயற்்ற ப்கறடயின 
திட்டப் பிறழ விகிேத்றேக ்கணககிடு்க.
தீரவு :
 ஒரு ப்கறடறய உருட்டும்தபாது எண் 3 
அல்லது 4  கிறடக்கப்வபறுவது வவற்றியா்க 
்கருேப்படுகி்றது.
 கூறு்களின எண்ணிகற்க  n  =  9000; 
வவற்றி்களின எண்ணிகற்க = 3240

்மாதிரி விகிே ச்மம்: p = =3240
9000

0 36.  

 முழுற்மத் வோகுதி விகிே ச்மம் ஒரு ப்கறட 
உருட்டும்தபாது எண் 3 அல்லது 4 கிறடப்பேற்்கான 
நி்கழே்கவு =P (3 அல்லது 4)

 = + = = =1
6

1
6

2
6

1
3

0 3333.  

எனதவ Q = 1–P=1– 0.3333 = 0.6667 

்மாதிரி விகிே ச்மத்திற்்கான திட்டப்பிறழ

S E PQ
n. . ( . )( . ) .= = =0 3333 0 6667

9000
0 00496  

 ்மாதிரி விகிே ச்மத்திற்்கான திட்டப்பிறழ 
S.E=0.00496.
எடுததுககாட்டு ா.் 
 ஒரு கூறின அைவு 50 உறடய ஒரு ்மாதிரியின 
திட்டவிலக்கம் 6.3. அேற்குரிய முழுற்மத்வோற்கயின 
திட்டவிலக்கம் 6 எனில் ்மாதிரியின திட்டப்பிறழ 
்காண்்க.
தீரவு:
கூறின அைவு n = 50 

்மாதிரியின திட்டவிலக்கம்  S.D s = 6.3
முழுற்மத் வோகுதியின திட்டவிலக்கம் S.D s = 6  

்மாதிரியின திட்டப்பிறழ

S E
n

. .
( )

.= = = =s2

2
6

2 50
6
100

1 8974 

\ ்மாதிரியின திட்டப்பிறழ S.D = 0.6

எடுததுககாட்டு ா.்0
 அதி்க எண்ணிகற்கயிலான ்மாணவர்்கறைக 
வ்காண்ட ஒரு முழுற்மத்வோகுதியிலிருந்து 100 
்மாணவர்்கள் வ்காண்ட ஒரு ்மாதிரி வேரிவு 
வசய்யப்படுகி்றது. ்மாணவர்்களின சராசரி உயரம்  
162 வச.மீ. ்மற்றும் திட்ட விலக்கம் 8 வச.மீ. 
முழுற்மத்வோகுதியின சராசரி உயரம் 160 வச.மீ. 
எனில் அேன திட்டப் பிறழறயக ்காண்்க

தீரவு:
 வ்காடுக்கப்பட்ட விவரத்தினபடி ்மாதிரி்களின 
எண்ணிகற்க  n = 100, x  =162 வச.மீ., s = 8 வச.மீ.  
்மாதிரி சராசரி   m= 160 வச.மீ.

திட்டப்பிறழ   S E
n

s
n

. . .= = = =8
100

0 8

˘
σ  

(முழுற்மத் வோகுதியின திட்ட விலக்கம் 
ேரப்படாே நிறலயில் ŝ = s  எனக வ்காள்தவாம்)
 எனதவ, சராசரி உயரம் 160 வச.மீ. உள்ை 
வபரிய குழுவிலுள்ை ்மாணவர்்களின திட்டப்பிறழ 
0.8 ஆகும்.

0.6
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194 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

பயிறசி 8.1

1. முழுற்மத் வோகுதி என்றால் எனன?
2. கூறு என்றால் எனன?
3. கூறுஅைறவ (Statistic) அல்லது ்மாதிரிப்பண்

பைறவ என்றால் எனன?
4. பண்பைறவறய (Parameter) - வறரயறு.
5. கூறு அைறவயின ்மாதிரிப் பரவல் என்றால் 

எனன?
6. திட்டப்பிறழ என்றால் எனன?
7. எளிய ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்றபத் ேகுந்ே 

எடுத்துக்காட்டுடன விைககு்க.
8. படுற்க கூவ்றடுப்றப ேகுந்ே எடுத்துக்காட்டு

்களுடன விைககு்க.
9. முற்றபடுத்திய கூவ்றடுப்றப ேகுந்ே 

எடுத்துக்காட்டு்களுடன விைககு்க. 
10. கூவ்றடுப்பு சார்ந்ேபிறழறயப் பற்றி விைககு்க.
11. கூவ்றடுப்பு சாரா பிறழறயப் பற்றி விைககு்க.
12. எளிய ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பின நனற்ம்கள் 

எறவதயனும் இரண்டிறன எழுது்க.
13. படுற்க கூவ்றடுப்பின நிற்ற்கள் எறவதயனும் 

மூனறிறன எழுது்க.
14.  முற்றபடுத்திய கூவ்றடுப்பின குற்ற்கள் 

இரண்டிறனக கூறு்க.
15.  முற்றபடுத்திய கூவ்றடுப்பின நிற்ற்கள் 

இரண்டிறனக கூறு்க.
16.  கீழ்காணும் டிப்வபட்டின வாய்ப்பு 

அட்டவறணறயப் பயனபடுத்தி
2952 6641 3992 9792 7969 5911 3170 5624

4167 9524 1545 1396 7203 5356 1300 2693
2670 7483 3408 2762 3563 1089 6913 7991
0560 5246 1112 6107 6008 8125 4233 8776

2754 9143 1405 9025 7002 6111 8816 6446

  மூனறிலக்க இரட்றட எண்்கைா்க 10 
எண்்கறைக வ்காண்ட ஒரு  ்மாதிரிறயத் வேரிவு 
வசய்்க. 

17. வ்மாத்ே வணி்கம் வசய்யும் ஒருவர், ோன 
விற்பறன வசய்ே வ்மாத்ே ஆப்பிள்்களில், 4% 
ஆப்பிள்்கள் குற்றப்பாடுள்ைறவ எனக கூறுகி்றார். 
ச்மவாய்ப்பு முற்றயில் வேரிவு வசய்யப்பட்ட 600 
ஆப்பிள்்களில், 36 ஆப்பிள்்கள் குற்றபாடுள்ைறவ 

எனில், நல்ல ஆப்பிள்்கள் குறித்ே திட்டப்
பிறழறயக ்காண்்க.

18. ேமிழநாட்டிலுள்ை ஒரு பள்ளியில், 1000 
்மாணவர்்கறைக வ்காண்ட ஒரு ்மாதிரியில் 
அவர்்கைது சராசரி எறட 119 பவுண்டு்கைா்க (lbs) 
உள்ைது. ேமிழநாட்டிலுள்ை வ்மாத்ே ்மாணவர்
்களின சராசரி எறட 120 பவுண்டு்கைா்கவும், 
(lbs) திட்டவிலக்கம் 30 பவுண்டு்கைாவும் (lbs) 
இருககு்மானால், சராசரிக்கான திட்டப்பிறழறயக 
்கணககிடு்க.

19. ஒரு முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து 60 
உறுப்பு்கள் வ்காண்ட ஒரு வபருஙகூறு 
தேர்ந்வேடுக்கப்பட்டு அேன திட்ட விலக்கம் 2.5 
ஆ்க ்கணககிடப்பட்டது. திட்டவிலக்கம் 3 
வ்காண்ட முழுற்மத்வோகுதியிலிருந்து எடுக்கப்
பட்ட ்மாதிரியின  வபாருத்ே்மான திட்டப்பிறழறய 
்கணககிடு்க.

20. ஒரு கிரா்மத்தில்,  400 நபர்்கறைக வ்காண்ட 
ஒரு கூறில் றசவ உணவு உண்பவர்்கள் 230 
நபர்்கள், ்மற்்றவர்்கள் அறசவ உணவு 
உண்பவர்்கள் என்க. அந்ே கிரா்மத்தில் றசவ 
்மற்றும் அறசவ உணவு்கள் உண்பவர்்களின 
எண்ணிகற்க ச்மம் எனில் திட்டப்பிறழறயக 
்காண்்க.

புள்ளியியல் அனுமானம் (Statistical Inference)

  ஒரு முழுற்மத் வோகுதியின ்மாதிரி்கறை 
எடுத்துகவ்காண்டு அவற்ற்றப் பகுப்பாய்வு வசய்து, 
அவற்றிலிருந்து முழுற்மத்வோகுதியின பண்பு்கறை 
அனு்மானிப்பதே ஒரு புள்ளியியல் ஆய்வின முககிய 
தநாக்க்மாகும். த்மலும், ்மாதிரியிலிருந்து எவ்வாறு 
முழுற்மத்வோகுதியின அைறவ்கறைப் பற்றி 
்மதிப்பீடு வசய்வது ்மற்றும் அம்்மதிப்பீட்டிறன 
முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து வப்றப்பட்டோ 
எனபறே தசாதிப்பது ஆகியவற்ற்றப் பற்றி 
புள்ளியியல் அனு்மான்மானது வழஙகுகி்றது.
 புள்ளியியல் அனு்மானத்திற்்கான 
வசயல்பாட்டில் (i) ்மதிப்பிடுேல் (ii) ்கருதுத்காள் 
தசாேறன எனும் இரண்டு முககிய பகுதி்கள் 
உள்ைன. அவற்ற்ற இஙகு  விரிவா்கக ்காண்தபாம்.

8.2 மதிப்பீட்டு முறெ (Estimation):

 ்மாதிரிப்பரவல்்களிலிருந்து முழுற்மத் வோகுதி
யிலுள்ை வோகுதிப் பண்பைறவ்களின (Population 
Paramaters) வபாருந்ேக கூடிய ்மதிப்பு்களிலிருந்து 
முடிவு்கறைப் வப்றலாம். ்மதிப்பீட்டு முற்றயின 
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மூலம், வேரியாே முழுற்மத்வோகுதிப் பண்பைறவ 
்கைான, வோகுதி சராசரி , வோகுதி திட்டவிலக்கம் 
தபான்றவற்றின ்மதிப்பு்கறை முழுற்மத் வோகுதியி 
லிருந்து வப்றப்பட்ட வபாருத்ே்மான ்மாதிரிப் 
பண்பைறவயின (Statistic) மூலம் ்கணககிடலாம்.

மதிப்பீட்டு முறெ (Estimation):

வறரயறெ 8.4

 ்மாதிரிப்பண்பைறவ்கறைப் பயனபடுத்தி 
வோகுதிப் பண்பைறவயின மி்கச்சி்றந்ே ்மதிப்றப 
வப்றம் முற்றதய ்மதிப்பீட்டு முற்ற (Estimation) 
எனறு அறழக்கப்படுகி்றது.

மதிப்பீட்டு பண்பளறவ (Estimator):

வறரயறெ 8.5

 ்மதிப்பு வேரியாே ஒரு வோகுதிப் 
பண்பைறவயிறன அைவிட பயனபடுத்ேபடும் 
்மாதிரிப் பண்பைறவதய ்மதிப்பீட்டு பண்பைறவ 
(Estimator) எனப்படும். அோவது ்மதிப்பீட்டு 
பண்பைறவ எனபது ஒரு ்மாதிரிப் 
பண்பைறவதய, இது முழுற்மத்வோகுதிப் 
பண்பைறவறய ்மதிப்பிடப் பயனபடுகி்றது.

மதிப்பீட்டு அளறவ (Estimate):

வறரயறெ 8.6

்மதிப்பீட்டு பண்பைறவயின ஒரு குறிப்பிட்ட 
்மதிப்பு, ்மதிப்பீட்டு அைறவ (Estimate) எனப்படும். 
்மா்றா்க, ்கண்டறிந்ே புள்ளியியல் அைறவயின 
்மதிப்தப ்மதிப்பீட்டு அைறவ ஆகும்.

சிெ்ந்த மதிப்பீட்டு பண்பளறவயின் பண்புகள் 
(Characteristic of a good estimator)

 ஒரு சி்றந்ே ்மதிப்பீட்டு பண்பைறவயின 
பண்பு்கைா்கக கீழ்கண்டவற்ற்றக கூ்றலாம்.

(i)  பிறழயற்்ற ேனற்ம (ii) நிறலத்ேனற்ம (iii)  
தி்றனேனற்ம (iv) நிற்றவுத்ேனற்ம

(i) பிறழயற்்றேனற்ம : ஒரு ்மதிப்பீட்டு பண்பைறவ 
T T x x xn n= ( , ,...., )1 2  எனபது ஒரு பிறழயற்்ற 
்மதிப்பீட்டு பண்பு அைறவயா்க γ θ( )  இருக்க 
தவண்டு்மாயின, E Tn( ) ( )=γ θ  எனபறே 

நிற்றவு வசய்யதவண்டும். அோவது, 
எதிர்பார்த்ேல் (Expectation) ்மதிப்பும், வோகுதிப் 
பண்பைறவ (Population parameter) ்மதிப்பும் 
ச்ம்மா்க இருக்கதவணடும். எடுத்துக்காட்டா்க 
E x( )  = m எனபோகும். 

(ii) நிறலத்ேனற்ம: ஒரு ்மதிப்பீட்டு பண்பைறவ 
T T x x xn n= ( , ,...., )1 2  எனபது ஒரு நிறலத் 
ேனற்மயுறடய ்மதிப்பீட்டு பண்பைறவயா்க 
γ θ( )  இருக்க தவண்டு்மாயின, Tn   எனபது 
γ θ( ) ககு நி்கழே்கவு குவிவு வபற்றிருக்க 
தவண்டும், அோவது T asnn

P → →∞γ θ( )
, θ εQ .

(iii) தி்றனேனற்ம: T1  எனபது  ்மாறுபாட்டுஅைறவ 
(variance) V1 னின தி்றத்ேனற்மயும், T2  எனபது 
்மாறுபாட்டு பண்பைறவ  (estimator)V2  வின 
தி்றத்ேனற்மறயயும் குறிககும் எனில், T2  இன 
தி்றத்ேனற்ம E  எனபது, E

V
V

= 1

2

 என 

வறரயறுக்கப்படுகி்றது.த்மலும் E இன ்மதிப்பு 1 
ஐ விட அதி்க்மா்க இருக்க கூடாது. 

(iv) நிற்றவுத்ேனற்ம : f x( , )q   என்ற அடர்த்திச் 
சார்பு வ்காண்ட முழுற்மத் வோகுயிலிருந்து 
வப்றப்பட்ட n ்மாதிரி்கள் x x xn1 2, ,....,  இன 
பண்பைறவயின ்மதிப்பீட்டு பண்பைறவ 
T t x x xn= ( , ,...., )1 2   எனில் x x xn1 2, ,....,  
்மற்றும் T இன நிபந்ேறன பரவலானதும் 
q -றவ சாராேோ்கவும் இருப்பின, T-எனபறே 
q -இன நிற்றவுத் ேனற்மயுறடய ்மதிப்பீட்டு 
பண்பைறவ எனலாம்.

8.2.1 மதிப்பீட்டு முறெயின் வறககள் 
(Point and Interval Estimation):

 ஒரு முழுற்மத்வோகுதியின வேரியாே 
வோகுதிப் பண்பைறவறய ்மதிப்பிடுவேற்கு, 
்மதிப்பீட்டு முற்ற த்காட்பாடு்கறைப் பயனபடுத்ே 
தவண்டியுள்ைது. அறவ (i) புள்ளி ்மதிப்பீட்டு முற்ற, 
(ii) இறடவவளி ்மதிப்பீட்டு முற்ற என இரு 
வற்கப்படும்.
1.புள்ளி மதிப்பீட்டு முறெ (Point Estimation)
 ஒதர ஒரு ்மதிப்றப, ்மதிப்பீட்டு  அைறவயா்கப் 
(Estimate) பயனபடுத்தி, வோகுதிப்பண்பைறவயின 
்மதிப்றபப் வப்றமுடியு்மானால், அம்முற்ற புள்ளி 
்மதிப்பீட்டு முற்ற (Po in t  est imat ion)  எனறு 
அ ற ழ க ்க ப் ப டு கி ்ற து .  ்ம ா ்ற ா ்க  வ ே ா கு தி ப் 
பண்பைறவயின ்மதிப்பு ஒரு ேனி எண்ணா்க 
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இருககு்மாயின அேறன புள்ளி ்மதிப்பீட்டு முற்ற 
எனலாம்.
எடுத்துக்காட்டா்க, 
(i) 100 ்மாணவர்்கறைக வ்காண்ட ஒரு வகுப்பில், 5 

்மாணவர்்கறைக வ்காண்ட ஒரு ்மாதிரியின 
சராசரி ்மதிப்வபண் 55 எனதபாம். இந்ே 
்மதிப்வபண் முழுவகுப்பின சராசரி ்மதிப்வபண் 
எனக ்கருதினால், இந்ே 55 என்ற ஒரு 
்மதிப்றபதய, புள்ளி ்மதிப்பீட்டில்  வபற்்ற 
்மதிப்பா்கக ்கருேலாம்.    

(ii) 100 ்மாணவர்்கள் உள்ை ஒரு வகுப்பில், 10 
்மாணவர்்கள் உள்ை ஒரு ்மாதிரியின சராசரி 
எறட 50கி.கி எனபறேதய, அவ்வகுப்பிலுள்ை 
அறனத்து ்மாணவர்்களின சராசரியா்கக 
்கருேப்படுத்மயானால், அந்ே 50 கிதலா கிராம் 
என்ற ேனி ்மதிப்பு, புள்ளி ்மதிப்பீட்டில் வபற்்றோ்கக 
்கருேலாம். 

்மாதிரி சராசரி ( )x  ஆனது முழுற்மத்வோகுதி 
சராசரி (m) இன ்மதிப்பீட்டு அைறவயா்க 
பயனபடும் ்மாதிரிப்புள்ளியியல் 
அைறவயாகும். 

குறிப்பு

 ஒரு ேனி்மதிப்றப வோகுதிப்பண்பைறவயின 
்மதிப்பீட்டு அைறவயா்க பயனபடுத்துவேற்கு 
பதிலா்க ஓர் இறடவவளியிறனக ்கருத்தில் 
எடுத்துகவ்காள்ைலாம். இம்முற்ற இறடவவளி 
்மதிப்பீட்டு முற்ற எனப்படும். இதுபற்றிக கீதழ 
விவரிக்கப்பட்டுள்ைது.

2.  இறைறவளி மதிப்பீட்டு முறெ (Interval 
Estimation)

 புள்ளி ்மதிப்பீட்டு முற்றறய ஏற்்க இயலாே 
சூழநிறல்களில், வோகுதிப் பண்பைறவ ்மதிப்பு்கள் 
குறிப்பிட்ட இறடவவளி்களில் அற்மயு்மாறு  
எல்றல்கறைக ்கண்டறியும் முற்ற இறடவவளி 
்மதிப்பீட்டு முற்ற (Interval Estimation) என 
வறரயறுக்கப்படுகி்றது.
எடுத்துக்காட்டா்க, 
 திட்டவிலக்கத்தின வபாதுவான பண்பின 
அடிப்பறடயில் T  எனபது திட்டப்பிறழ S வ்காண்ட 
q–இன சி்றந்ே ்மதிப்பீட்டு பண்பைறவயா்கவும்,  
q எனபது T-இன நிச்சய்மற்்ற ்மதிப்பீட்டு 
பண்பைறவயா்கவும் இருந்ோல், q எனபேன 
வேரியாே ்மதிப்பு, 95% நம்பிகற்கயில் (T-2s, T+2s) 

என்ற  இறடவவளி்களுககுள் அற்மயும் எனறும், 
99% நம்பிகற்கயில் (T-3s, T+3s) என்ற 
இறடவவளி்களுககுள் அற்மயும் எனில், இந்ே 
இறடவவளி்கறை நம்பிகற்க இறடவவளி்கள் 
எனகித்றாம். இேறனப்பற்றி கீதழ விவரிக்கப் 
பட்டுள்ைது.

�ம்பிகறக இறைறவளிகள் (Confidence 

interval)
 ஒரு கூறிலிருந்து, ்மாதிரிப் பண்பைறவ 
(statistic ‘t’ ) ்மதிப்றபப் வபற்்றபின,  வேரியாே வோகுதி 
பண்பைறவ q றவப்பற்றி நியாய்மான நிச்சய்மற்்ற 
கூற்ற்ற உருவாக்க முடியு்மா ? என்ற வினா 
எழுகி்றது. இவ்வினாவிற்்கான விறடயானது 
நம்பிகற்க இறடவவளி என்ற நுட்பத்திலிருந்து 
கிறடக்கப்வபறுகி்றது. ஒரு சிறு ்மதிப்பான a  
எனபறே எடுத்துகவ்காண்டு அறே மிற்க்காண் 
நிறல அல்லது மிற்க்காண் ்மட்டம்  (Level of 
significance)   (1% அல்லது 5%) எனறு கூறுகித்றாம். 
அேற்குரிய இரு ்மாறிலி்கள் c1 , c2  என்க. அது 
P c c t( | )1 2 1< < = −θ α  எனறு அற்மயும். 
   c1 , c2 எனும் இரு அைவு்களும் நம்பிகற்க 
எல்றல்கள் (confidence limits) எனறும் c c1 2,   
என்ற  எல்றல்களுககுள் முழுற்மத் வோகுதியின 
வோகுதிப் பண்பைறவ (Population Parameter) 
்மதிப்பு அற்மயு்மானால், அவ்விறடவவளி நம்பிகற்க 
இறடவவளி (Confidence Interval)  எனறும் 
அறழக்கப்படும் . இஙகு ( )1−a  எனபது நம்பிகற்க 
வ்கழு எனறு அறழக்கப்படுகி்றது.
றபருஙகூறுகளில் முழுறமத ற்தாகுதியிலுள்ள 
சராசரிககான �ம்பிகறக இறைறவளிகள் (ற்தாகுதி 
திட்ைவி்லககம் s ற்தரி்ந்த நிற்லயில்) 
Confidence Interval for the population mean 
for Large Samples (when s is known) 
 ஒனற்ற ஒனறு சாராே n அைவுள்ை 
ச்மவாய்ப்பு கூறு்கறை வ்காண்ட ஒரு முழுற்மத் 
வோகுதியின திட்ட விைக்கம் ( )s  வ்காடுக்கப் 
பட்டிருந்ோல் அேன சராசரி அற்மயும் முழுற்மத் 
வோகுதியின சராசரி (m) இறடவவளிககுள் 
அற்மவேற்்கான நி்கழே்கவு   ( )1−a  ஆகும்.

 அோவது, 

P x Z
n

x Z
n

= − ≤ ≤ +





α α
σ
µ

σ

2 2

 

= ( )1−a  ஆகும்.
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 எனதவ, முழுற்மத் வோகுதியின திட்டவிலக்கம் ( )s  வ்காடுக்கப்பட்டிருககும் தபாது, சராசரி (m) க்கான 

நம்பிகற்க இறடவவளி ,   x Z
n

± α
σ

2

 எனபோகும். 

நம்பிக்க இறடவவளி ்காண்பேற்கும் சி்றப்புக்காண் தசாேறனககு்மான வவவ்தவறு மிற்கக்காண் நிறலயில் 
தீர்்மான ்மதிப்புக்கள் Za  கீழக்கண்ட அட்டவறணயில் வ்காடுக்கப்பட்டுள்ைது.

இயல்நிற்ல நிகழ்தகவுறைய அட்ைவறை

தீர்்மான  ்மதிப்பு்கள்
Za

மிற்க்காண் நிறல ( )a
1% 2% 5% 10%

இருமுறன தசாேறன | |Za =2.58 | |Za =2.33 | |Za =1.96 | |Za =1.645

வலமுறன தசாேறன Za =2.33 Za =2.055 Za =1.645 Za =1.28

இடமுறன தசாேறன Za = -2.33 Za = –2.055 Za = –1.645 Za = –1.28

�ம்பிகறக இறைறவளிககான எடுத்துக்காட்டு்கள். 

எடுததுககாட்டு ா.்் 
 ஒரு இயந்திரம் ேயாரிககும் உற்பத்தி 
வபாருளின உதிரிபா்கங்களின திட்டவிலக்கம்  
1.6 வச.மீ. ச்மவாய்ப்பு முற்றயில் தேர்ந்வேடுக்கப்பட்ட 
64 ்மாதிரி்களின சராசரி உயரம் 90 வச.மீ. ஆகும். 
உதிரிபா்கங்களின உயரம் 88 வச.மீட்டருககு 
குற்றவா்கதவா அல்லது 92 வசமீககு அதி்க்மா்கதவா 
இருககும் தபாது அப்பா்கங்கறை வாடிகற்கயாைர் 
நிரா்கரிககி்றார். உற்பத்தி வசய்யப்பட்ட சராசரி 
உயரம் வ்காண்ட உதிரிபா்கங்கள், 95% நம்பிகற்க 
இறடவவளியில் அற்மயும் என வாடிகற்கயாைருககு 
உறுதிபடுத்ே முடியு்மா? 

தீரவு:

 இஙகு m எனபது உதிரிபா்கங்களின முழுற்மத் 
வோகுதி சராசரி உயரம் ஆகும்.  
 m-ஐ ்மதிப்பீடு வசய்வேற்்கான 95% எல்றல்கள்

 x Z
n

x Z
n

− < < +α α
σ
µ

σ
2 2

 

இஙகு s  = 1.6, Za
2

 = 1.96, x  = 90  ்மற்றும்  n = 64

 திட்டப்பிறழ  S E
n

. . . .= = =s 1 6
64

0 2  

எனதவ,90 1 96 0 2− × ≤( . . ) m ≤ + ×90 1 96 0 2( . . )

  ( .89 61 ≤ m≤ 90 39. )

 உதிரிபா்கங்களின முழுற்மத்வோகுதி சராசரி 
உயரங்களின உண்ற்ம ்மதிப்பு (89.61, 90.39) 

என்ற 95%  நம்பிகற்க இறடவவளியில் உள்ைது. 
எனதவ 95% நம்பிகற்க இறடவவளியில் உள்ை 
உதிரிப்பா்கங்கறை வாடிகற்கயாைர்்கள் ஏற்றுக 
வ்காள்வார்்கள்.

எடுததுககாட்டு ா.்் 
 பருத்தி நூலின வலிற்ம (அறும் ேனற்ம) 
அறிய 100 அைவீடு்கள் வ்காண்ட ஒரு வோகுதியிறனத் 
வேரிவு வசய்து அவற்றின சராசரி ்மற்றும் 
திட்டவிலக்கம் முற்றதய 7.4 கிராம் ்மற்றும் 1.2 கிராம் 
எனில், பருத்தி நூலின சராசரி வலிற்மயின 95% 
நம்பிகற்க இறடவவளிறய ்காண்்க.  
தீரவு: 

 ்மாதிரியின அைவு= 100,  x  = 7.4, σ -ன 
்மதிப்பு வேரியாே நிறலயில் உள்ைது.  
ஆனால் ŝ = s = 1.2

   
, .α= =s Z

2
1 96σ̂

 
S E

n
s
n

. . ˆ . .= = = =σ 1 2
100

0 12
 

 95% நம்பிகற்க இறடவவளியில் 
முழுற்மத்வோகுதியின சராசரியானது.

  x Z
n

x Z
n

− < < +α α
σ
µ

σ
2 2
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7 4 1 96 0 12. ( . . )− × ≤ m ≤ + ×7 4 1 96 0 12. ( . . )

  7 4 0 2352. .− ≤  m ≤ +7 4 0 2352. .

  7 165. ≤ m ≤ 7 635.

 முழுற்மத்வோகுதியின சராசரி வலிற்மத் 
தி்றனாது (7.165,7.635) என்ற 95% நம்பிகற்க 
இறடவவளிககுள் உள்ைது . 

எடுததுககாட்டு ா.்் 
 மினவிைககு்கள் ேயாரிககும் நிறுவனம் 
ஒனறிலிருந்து தேர்ந்வேடுக்கப்பட்ட 169 விைககு்கள்  
வ்காண்ட கூறின சராசரி ஆயுட்்காலம் 1350 ்மணி 
தநரம், அேன திட்டவிலக்கம் 100 ்மணி தநரம்  
எனில், மின விைககு்களின சராசரி ஆயுட்்கால 
இறடவவளி்கறை 90% நம்பிகற்க இறடவவளியில் 
்காண்்க.

தீரவு:
 ்கணககினபடி: n = 169, x  = 1350 ்மணி, 
s  = 100 ்மணி மிற்கக்காண் (100-90)% =10%  
ஆகும்.  a  is 0.1, 10% இல் மிற்கக்காண் 

Zα
2

 = 1.645

  S E
n

. . .= = =s 100
169

7 69

 முழுற்மத்வோகுதியின சராசரியின 90%  
நம்பிகற்க எல்றல்கள்

 x Z SE x Z SE− < < +α αµ
2 2

1350 1 645 7 69− × ≤( . . )  m <  1350 + (1.645 × 7.69)
 1337 35. ≤  m ≤ 1362 65.

 மின விைககு சராசரி ஆயுட்்கால்மானது 90% 
நம்பிகற்க இறடவவளியில் (1337.35, 1362.65) 
எனறு அற்மகி்றது.

8.3  கருதுதகாள் தசா்தறன (Hypothesis 
Testing)

 ்கருதுத்காள் தசாேறன எனபது, புள்ளியியல் 
பகுப்பாய்வில் முககிய பஙகு வகிககும் பகுதியாகும். 
வழக்க்மான நறடமுற்ற வாழகற்கயில், வபரும்பாலும் 
்மாதிரி்கறை றவத்தே முழுற்மத்வோகுதி பற்றி 

முடிவவடுக்க தவண்டியுள்ைது. ்கருதுத்காள் தசாேறன 
எனபறே புள்ளியியல் மூலம் முடிவு்கறைப் வபறுேல் 
என்ற வற்கயிலும் குறிப்பிட முடியும்.
 ்மாதிரியின அைவு தீர்்மானிக்கப்பட்ட நிறலயில்,  
சில ச்மயங்களில் ்மாதிரி்கறைப் வபாறுத்து ஒரு 
நிறலயற்்ற ேனற்ம நிலவும்தபாது, புள்ளியியல் 
நுட்பங்கள் மூலம் ்கருதுத்காள் தசாேறன வசய்து 
ஒரு முடிறவப்வப்ற முடிகி்றது. இவ்வாறு ஒரு 
முடிவவடுககும் தி்றன வபறுவேற்குத் துறணபுரியும் 
புள்ளியியல் முற்றறயக ்கருதுத்காள் தசாேறன 
எனறு அறழககித்றாம். இது தஜ. தந்மன எனபவராலும் 
இ.எஸ். பியர்சான எனபவராலும் வோடங்கப்பட்டு 
இப்தபாது பரவலா்க எல்லா துற்ற்களிலும் பயனபட்டு 
வருகி்றது. 

எடுத்துக்காட்டா்க, ்மாதிரி்களின மூலம்
(i) புதிய ேடுப்பு்மருந்து, தநாறயத் தீர்ப்பதில் 

பயனுள்ைோ்க இருககி்றது.
(ii) ேற்தபாதுள்ை பயிற்சி முற்றறயவிட புதிய 

பயிற்சிமுற்ற சி்றந்ேோ்க உள்ைது.
(iii) விறைச்சலில், பறழய உரத்றேவிட புதிய 

உரம் அதி்க விறைச்சல் ேரககூடியது.

தபான்றவற்ற்றக ்கருதுத்காள் தசாேறன மூலம் 
தீர்வு ்கண்டு முடிவவடுக்கலாம்.

8.3.1 இன்றம கருதுதகாள், மாறறு 
கருதுதகாள், மிறககாண் நிற்ல, 
பிறழகளின் வறககள் (Null 
Hypothesis and Alternative 
Hypothesis - Level of Significants 
and Type of Errors)

புள்ளியியல் கருதுதகாள் (Statistical Hypothesis)
 முழுற்மத் வோகுதி அைறவ பற்றிய ேற்த்காள் 
அல்லது கூற்ற்ற உண்ற்மயானோ்கதவா அேற்கு 
்மா்றா்கதவா இருககு்மாறு எடுத்து வ்காள்வதே 
புள்ளியியல் ்கருதுத்காள் அல்லது புள்ளியியல் 
எடுத்காள் ஆகும்.

 புள்ளியியல் ்கருதுத்காள்்கறை இருவற்கயா்கப் 
பிரிக்கலாம் அறவ:

(i) இனற்ம ்கருதுத்காள் (Null hypothesis)
(ii) ்மாற்று ்கருதுத்காள் (Alternative hypothesis)
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இன்றம கருதுதகாள் (Null Hypothesis)

வறரயறெ 8.7

 F.A பிஷரின கூற்றுப்படி உண்ற்ம என 
எடுக்கப்பட்ட எடுத்காறை அனு்மானத்தின கீழ 
நிரா்கரிக்க சாத்திய்மான தசாேறனககுரிய 
எடுத்காதை “இனற்ம ்கருதுத்காள்” (Null 
hypothesis) ஆகும். இது வழக்க்மா்க H0 எனக 
குறிக்கப்படும்.

உோரண்மா்க குறிப்பிட்ட ்மதிப்பு m0 ஐ முழுற்மத் 
வோகுதியின சராசரி என அறிய விரும்பும்தபாது 
இனற்ம ்கருதுத்காள் H

0
  எனபறே H

0
: m = 

m0 என அற்மத்துக வ்காள்கித்றாம்.

மாறறு கருதுதகாள் (Alternative Hypothesis)

 இனற்ம ்கருதுத்காளுககு நிரப்புப் பண்பா்க 
(complementary) அோவது எதிரா்க அற்மயும் 
்கருதுத்காள் “்மாற்று ்கருதுத்காள்”  எனப்படும். 
இேறன வழக்க்மா்க H1  எனறு குறிப்பிடுகித்றாம்.  

 உோராண்மா்க முழுற்மத் வோகுதியின 
சராசரி (m) யின குறிப்பிட்ட ்மதிப்பு  m0 எனறுள்ைவாறு 
இனற்ம ்கருதுத்காள் தசாேறனறய H0 : m  = m0 
வசய்யலாம் எனபறே நாம் அறிதவாம். இேற்கு 
்மாற்்றா்க, ்மாற்று ்கருதுத்காள் ( H1 )  ஐ கீழக்கண்ட 
எறவதயனும் ஒனறின வழியா்கச் தசாேறனறய 
த்மற்வ்காள்ைலாம்.

(i) H1 : m ≠ m0 (m > அல்லது m < m0)

(ii) H1 : m > m0

(iii)  H1 : m < m0

 இறவ்களில் H1 : m ≠  m0 இல் 
குறிப்பிடப்பட்டுள்ை ்மாற்று ்கருதுத்காைானது 
இருமுறன ்மாற்று ்கருதுத்காள் என அறழக்கப்
படுகி்றது. கூறு அைறவயின ்மதிப்பானது ்மாதிரிப் 
பரவலின வலது ்மற்றும் இடது தீர்வு ்கட்ட பகுதியில் 
அற்மவோல் முழுற்மத் வோகுதியின பண்பைறவ 
பற்றிய ்கருதுத்காள் நிரா்கரிக்கப்படும் நி்கழதவ 
இருமுறன தசாேறன எனகித்றாம். கூறு 
அைறவயின சராசரியானது, ்மாதிரிப்பரவலின 

தீர்வு ்கட்டப்பகுதி முழுவதும் வலது முறனயில் 
அற்மந்ோல் வலதுமுறன தசாேறன எனவும் 
இடது முறனயில் அற்மந்ோல் இடதுமுறன 
தசாேறன எனவும் அறழககித்றாம். அோவது 
H1 :  m > m0 என்ற ்கருதுத்காளுககு எதிரான 
்மாற்று ்கருதுத்காள்்கைான H1 :  m > m0 (வலமுறன) 
அல்லது H1 :  m < m0 (இட முறன) ஆகியன ஒரு 
முறன தசாேறனயா்க அற்மகி்றது என 
அறிதவாம். 

படம் 8.1
இருமுறன தசாேறன

 வ்லதுமுறன தசா்தறன (Right tailed test): 

H1 : m > m0 ்மறுக்கப்படும் பகுதி அல்லது நிரா்கரிப்புப் 
பகுதி இயல்நிறல பரவலின வலது முறனயில் 

முழுவதும் அற்மயு்மானால் H1 :  m  > m0 ஐ 

வலதுமுறன தசாேறன என அறழககித்றாம். 

படம்8.2
வலதுமுறன தசாேறன

 இடது முறன தசாேறன நிரா்கரிப்புப் 
பகுதியானது இயல்நிறலப்பரவலின இடது பு்றம் 
முழுவதும் அற்மயும் தபாது H1 : m < m0ஐ இடது 
முறன தசாேறன என அறழககித்றாம். 

படம்8.3

இடதுமுறன தசாேறன
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கருதுதகாள் தசா்தறனப் பிறழகளின் வறககள் 
(Types of Errors in Hypothesis testing)

 இனற்ம ்கருதுத்காள் (Null Hypothesis) 
உண்ற்மயா்கதவா, ேவ்றா்கதவா இருககும் தபாது 
அவற்ற்றப் பற்றி எடுககும் முடிவு்களில் பிறழ்கள் 
நி்கழ வாய்ப்பு்கள் அற்மவறேக ்காண்கித்றாம் 
அறவ.
 மு்தல் வறகப் பிறழ (Type I error): இனற்ம 
்கருதுத்காள் ( H0 ) உண்ற்மயா்க இருககும்தபாது 
அேறன நிரா்கரிப்பது முேல் வற்கப்பிறழ 
எனப்படும்.
 இரண்ைாம்  வறகப் பிறழ (Type II error): 
இனற்ம ்கருத்காள்  ( H0 ) ேவ்றா்க  இருககும் 
தபாது அேறன ஏற்பது இரண்டாம் வற்கப்பிறழ 
எனப்படும்.

மறுககப்படும் பகுதி (Critical region or Rejection 

region)  

 கூறுவவளியில் இனற்ம ்கருதுத்காள் (H0)
எப்பகுதியில் ்மறுக்கப்படுகி்றதோ அந்ே பகுதிறய 
்மறுக்கப்படும் பகுதி எனகித்றாம்.

்மறுக்கப்படும் பகுதியின நிரப்பு  பண்பா்க  
அற்மயும்பகுதி ஏற்கும் பகுதி என அறழக்கப் 
படுகி்றது.

குறிப்பு

மிறககாண் மட்ைம்  அல்்லது மிறககாண் நிற்ல 
(Level of significance)

 மிற்க்காண் ்மட்டம் எனபது முேல் வற்க 
பிறழக்கான நி்கழே்கவிறனக குறிப்போகும்.  இது   
a  என குறிக்கப்படுகி்றது. வழக்க்மா்க 5% ்மற்றும் 
1% நிறல்கறை மிற்க்காண் நிறல்கைா்க 
்கருதுத்காள் தசாேறனயில் எடுத்துகவ்காள்தவாம். 
்மாதிரி்கள் எடுப்பேற்கு முனனோ்கதவ மிற்க்காண் 
நிறல  எனககுறிப்பிடப்படுகி்றது. 
தீரமான மதிப்பு (அல்்லது) தீரமானிககும் எல்ற்ல 
மதிப்பு (Critical values or significant values)

 கூறுபண்பைறவ தசாேறன அைறவயில் 
எந்ே ்மதிப்பானது ஏற்்கப்படும் ்மற்றும் 
்மறுக்கப்படுவேற்்கான பகுதியிறனப் பிரிககி்றதோ 

அம்்மதிப்தப தீர்்மான ்மதிப்பு அல்லது தீர்்மானிககும் 
எல்றல ்மதிப்பு என அறழக்கப்படுகி்றது. இது 
கீழக்கண்டவற்ற்ற வபாறுத்து அற்மகி்றது.

(i) மிற்க்காண் நிறல அல்லது மிற்க்காண் 
்மட்டம்

(ii) ்மாற்று ்கருதுத்காளின இருமுறன தசாேறன 
்மற்றும் ஒருமுறன தசாேறன

 வபருஙகூறு்களில், t கூறுபண்பைறவயின 
திட்ட இயல்நிறல ்மாறியானது, 

 Z t E
Var t

t E t
S E t

N= − = −(t)
( )

( )
. .( )

( , ) 0 1  

 n → ∞  ககு  … (1)

என வறரயறுக்கப்படுகி்றது. 

 கூறின அைவு n > 30 எனும்தபாது வபரும் 
கூ்றா்கக ்கருதுகித்றாம். 

குறிப்பு

 இனற்ம ்கருதுத்காளின கீழ, (1) லிருந்து 
வப்றப்படும் Z  இன ்மதிப்தப கூறுபண்பைறவச் 
தசாேறன அைறவ எனப்படும். மிற்க்காண் 
்மட்டத்தில் இருமுறன ்மற்றும் ஒரு முறன 
தசாேறன்களில் பயனபடுத்ேப்படும் Z  ன தீர்்மான 
்ம தி ப் பு  ஆ ன து  இ ய ல் நி ற ல  நி ்க ழ ே ்க வு 
அட்டவறணயில் வ்காடுக்கப்பட்டுள்ைது. (இயல்நிறல 
அட்டவறணறயப் பார்க்கவும்)
 கூறின அைவு (n) வபரியோ்க இருககும் தபாது 
ஈருறுப்பு, பாய்சன தபான்ற பரவல்்கள் இயல்நிறலப் 
பரவலா்க தோராய்மாக்கப்படுகின்றன. எனதவோன 
நாம் மிற்க்காண் தசாேறனயில் இயல்நிறல 
தசாேறனறய வபருஙகூறு்களுககு பயன 
படுத்துகித்றாம்.

ா.்.் கருதுதகாள் தசா்தறனககான 
வழிமுறெகள் (Testing Procedure : 

Large sample theory and test of 

significants for single mean)

 ்கருதுத்காள் தசாேறன த்மற்வ்காள்ளும்தபாது 
பயனபடுத்ேப்படும் படிநிறல்கள் கீதழ வ்காடுக்கப் 
பட்டுள்ைது.
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201கூறெடுப்பு முறெகளும் புள்ளியியல் அனுமானித்தலும்

். இன்றம கருதுதகாள் (Null hypothesis):  

இனற்ம ்கருதுத்காள் H0  ஐ அற்மக்கவும்.

். மாறறுக கருதுதகாள் (Alternative 

hypothesis): ்மாற்று ்கருதுத்காள்  H1ஐ   
அற்மக்கவும்.  இது இருமுறன்கள் 
தசாேறனயா அல்லது ஒருமுறன 
தசாேறனயா (வலது அல்லது இடது முறன) 
எனபறேக்காண உேவும்.

். மிறககாண் நிற்ல அல்்லது மிறககாண் 
மட்ைம் (Level of significance):  ்மதிப்பீட்டு 
அைறவயின நம்ப்கத்ேனற்ம ்மற்றும் அறே 
அனு்மதிப்பதில் உள்ை  அபாயம் (ஆபத்து)  
ஆகியவற்ற்ற வபாறுத்து, மிற்கக்காண் 
நிறல ்மதிப்றப (a ) கூறு எடுப்பேற்கு 
முனனோ்க தீர்்மானிக்க தவண்டும்.

். கூறுபண்பளறவ தசா்தறன (Test statistic) : 

Z t E
Var t

t E t
S E t

N= − = −(t)
( )

( )
. .( )

( , ) 0 1 ககு

n → ∞  றய பயனபடுத்தி கூறுபண்பைறவ 
தசாேறனறயக ்கணககிடலாம்.

5. தீர்்மானம் : படி (4)ன படி ்கணககிடப்பட்ட Z 
இன ்மதிப்றப வ்காடுக்கப்பட்ட மிற்கக்காண் 
நிறல ்மதிப்பு அல்லது தீர்்மான ்மதிப்பு  
அல்லது  Za -யின அட்டவறண ்மதிப்பு 
ஆகியவற்றுடன ஒப்பிட்டு கீழக்கண்டவாறு 
முடிவு த்மற்வ்காள்ை தவண்டும்.

(i) | Z | Z< a   அோவது, ்கண்டறியப்பட்ட 
Z -இன ்மதிப்பானது, தீர்்மான ்மதிப்பு 
Za ஐ விடக குற்றவா்க இருககும் 
தபாது, இனற்ம ்கருதுத்காறை, 
மிற்க்காண் நிறலயில் ஏற்்க 
தவண்டும்.

(ii) | Z | Z> a  எனில் இனற்ம ்கருது 
த்காள் மிற்க்காண் நிறலகத்கற்ப  
(a )  ்மறுக்கப்படுகி்றது. 

சராசரிககான மிறககாண் தசா்தறன (Test of 

significance for single mean)

 சராசரி m ்மற்றும் ்மாறுபாட்டைறவ  
s2  வ்காண்ட முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து 
x i ni , ( , , , ..., )= 1 2 3 என்ற n அைவுள்ை ஒரு 
்மாதிரிறயத் வேரிவு வசய்து அேன கூறு சராசரி m 

ஆ்கவும், ்மாறுபாட்டைறவ s
2

n
 உள்ைது எனில்,  

அோவது x N
n

 µ
σ,

2



 .  எனில் வபருஙகூறுககு 

திட்ட இயல்நிறல ்மாறி ஆனது.

  Z x N
n

= − µ
σ

 ( , )0 1  ஆகும். 

 சராசரி m ்மற்றும் ்மாறுபாட்டைறவ s2  என 
உள்ை முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து n கூறு்கள் 
எடுக்கப்பட்டு அககூறு்களின சராசரி (m) ககும் 
முழுற்மத் வோகுதியின சராசரி ( )x  ககும் 
குறிப்பிடத்ேக்க வித்தியாசம் இல்லாே தபாது 
இனற்ம ்கருதுத்காள் H0 -இன கீழ வபருஙகூறின 
கூறுபண்பைறவச் தசாேறன அைறவயானது 
கீழக்கண்டவாறு ்கணககிடப்படுகி்றது :

   Z x

n

= − µ
σ

 

குறிப்பு (Remark):

 முழுற்மத் வோகுதியின திட்டவிலக்கம் s  
கிறடக்காே தபாது (வேரியாே தபாது) கூறு்களின 
்மாறுபாட்டைறவறயப் பயனபடுத்தி ŝ2  =  s 2  
Þ ŝ = s எனக ்காணலாம்.

எடுததுககாட்டு ா.்் 
 ஒரு ்மகிழுந்து ேயாரிககும் நிறுவனம் 
ேற்தபாது உபதயா்கத்தில் உள்ை ்மகிழுந்றே விட 
எரிவபாருள் சிக்கனப்படுத்தும் தநாககில் புதிய ஆறு 
உருறைத் தி்றன உள்ை ்மகிழுந்றே அறிமு்கம் 
வசய்கி்றது. 50 புதிய ்மகிழுந்து்கள் ்மாதிரியா்க எடுத்து 
அேன வபட்தரால் உபதயா்கம் குறித்து தசாேறன 
வசய்யப்பட்ட தபாது அது சராசரியா்க ஒரு லிட்டருககு 
10 கி.மீ. ்மற்றும் அேன திட்ட விலக்கம் 3.5 கி.மீ  
என அறியப்பட்டது. புதிய ்மகிழுந்தின சராசரி  
வபட்தரால் உபதயா்கம் லிட்டருககு 9.5 கி.மீ என்ற 
நிறுவனத்தின அறிவிப்றப ஏற்று வ்காள்ைலா்மா 
எனபறே 5% மிற்க்காண் நிறலயில் தசாதிக்க.
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202 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

தீரவு:

வ்காடுக்கப்பட்ட விவரங்களிலிருந்து, கூறு அைவு n= 

50, கூறு சராசரி x = 10 கி.மீ,
 கூறின திட்டவிலக்கம் s = 3.5 கி.மீ
 முழுற்மத்வோகுதி சராசரி m =9.5 கி.மீ

 முழுற்மத்வோகுதியின திட்டவிலக்கம் s  
வ்காடுக்கப்படவில்றலயாேலால் s= s எனக 
வ்காள்தவாம்.

 இது வபருஙகூ்றாேலால் Z - தசாேறனறயப் 
பயனபடுத்ேலாம். தசாேறன அைறவ Z ஆனது 
திட்ட இயல்நிறல ்மாறியாகும்.

 இனற்ம ்கருதுத்காள், கூறு சராசரிககும் 
முழுற்மத் வோகுதி சராசரிககும் இறடதய 
குறிப்பிடத்ேக்க சி்றப்பான வித்தியாசம் இல்றல 
அோவது H0 : m = 9.5 எனபோகும்.

 ்மாற்று எடுத்காள் : கூறு சராசரி ்மற்றும் 
நிறுவனத்தின சராசரிககும் வித்தியாசம் உள்ைது. 
அோவது H1 : m ≠ 9.5 (இருமுறன தசாேறன)

 மிற்க்காண் நிறல  a = 5% = 0.05

 கூறுபண்பைறவச் தசாேறன ்கணககிடுேல் 
Z x N Z N

n

= − = − = =µ
σ

 ( , ); . ( , ) .
.

..0 1 10 9 5 0 1 0 5
0 495

1 013 5
50

 ்கணககிடப்பட்ட  Z-ன ்மதிப்பு Z = 1.01 ்மற்றும் 
எதிர்பாக்கப்படும் ்மதிப்பு அல்லது அட்டவறண 
்மதிப்பு Za

2
 = 1.96. ்கணககிடப்பட்ட  ்மதிப்றப 

அட்டவறண ்மதிப்தபாடு ஒப்பிடும்தபாது Z Z< a
2

 
அோவது 1.01 < 1.96.

 முடிவு: ்கணககிடப்பட்ட Z ்மதிப்பானது 
அட்டவறண ்மதிப்றப Za

2
 விட குற்றவா்க  

உள்ைோல் Z Z< a
2

. 5% மிற்க்காண் நிறலயில் 

இனற்ம ்கருதுத்காள் H0  ஏற்றுக வ்காள்ைப்படுகி்றது. 
ஆ்கதவ நிறுவனத்தின அறிவிப்பினபடி புதிய 
்மகிழுந்தின எரிவபாருள் பயனபாடு 9.5 கி.மீ/லி 
எனபறே ஏற்றுகவ்காள்ைலாம். 

எடுததுககாட்டு ா.்் 
பந்து முறன தபனா ேயாரிககும் நிறுவன்மானது, 

ோன ேயாரிககும் தபனாவின (எழுதும்) ஆயுள், 
சராசரியா்க 400 பக்கங்கைா்கவும், திட்டவிலக்கம் 20 
பக்கங்கள் எனக கூறுகி்றது.ஒரு மு்கவர் 100 
தபனாக்கறைக வ்காள்முேல் வசய்து தசாேறனககு 
உட்படுத்துகின்றார். அேன சராசரி (எழுதும்) ஆயுள் 
390 பக்கங்கள் எனக ்கண்டறிகி்றார். வ்காள்முேல் 
மு்கவர் நிறுவனத்தின கூற்ற்ற 1% மிற்க்காண் 
நிறலயில் நிரா்கரிக்கலா்மா?

தீரவு:

கூறின அைவு n =100,  கூறின சராசரி x   = 390 
பக்கங்கள் , 
 முழுற்மத்வோகுதி சராசரி   m = 400  பக்கங்கள்
 முழுற்மத்வோகுதி திட்டவிலக்கம் SD  s  = 20 
பக்கங்கள்
 வபருஙகூ்றானோல் Z தசாேறனறய பயன 
படுத்துகித்றாம்.
இன்றம கருதுதகாள் :  நிறுவனம் ேயாரித்ே 
தபானாவின (எழுதும்) ஆயுளின கூறு சராசரிககும், 
முழுற்மத்வோகுதி சராசரிககும் குறிப்பா்க 
வித்தியாசம் இல்றல. H0 : m = 400 என்க.
மாறறு கருதுதகாள் : நிறுவனம் ேயாரித்ே 
தபானாவின எழுதும் ஆயுளின கூறு சராசரிககும் 
முழுற்மத் வோகுதி சராசரிககும். குறிப்பிடத்ேக்க 
வித்தியாசம் உள்ைது. H1 : m ≠ 400 (இருமுறன 
தசாேறன)
மிற்க்காண் நிறல  a  = 1% = 0.01 
கூறுபண்பைறவ தசாேறனகத்கற்ப ்கணககிடல்

Z x N Z
n

= − = − = − = − ∴ =µ
σ

 ( , ); , | Z |0 1 390 400 10
2

5 520
100

 Za
2

 = 2.58

்கண்டறியப்பட்ட ்மதிப்பு |Z| = 5 ்மற்றும் எதிர்பார்ககும்  
்மதிப்பு (அல்லது) அட்டவறண ்மதிப்பு Za

2
 = 2.58, 

்கணககிடப்பட்ட  ்மதிப்றப அட்டவறண ்மதிப்தபாடு 
ஒப்பிடும்தபாது Z Z> a

2
  அோவது 5 > 2.58.

முடிவு : ்கணககிடப்பட்ட Z–இன ்மதிப்பானது, 
அட்டவறண ்மதிப்பு Za

2
 விட அதி்க்மா்க உள்ைோல், 

Z Z> a
2

 முேல் 1% மிற்க்காண் நிறலயில், 
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இனற்ம ்கருதுத்காள் H0  நிரா்கரிக்கப்படுகி்றது. 
எனதவ m ≠ 400 என தீர்்மானித்து நிறுவனத்தின 
கூற்ற்ற 1% நிறலயில் நிரா்கரிக்கலாம். 

எடுததுககாட்டு ா.்் 
(i) 900 தபர் வ்காண்ட ஒரு கூறின சராசரி 3.4 வச.மீ. 

ஆ்கவும், திட்டவிலக்கம் 2.61 வச.மீ. ஆ்கவும் 
உள்ைது. சராசரி 3.25 வச.மீ. ்மற்றும் திட்டவிலக்கம் 
2.62 வச.மீ. வ்காண்ட ஒரு வபரிய முழுற்மத் 
வோகுதியிலிருந்து அககூறு எடுக்கப்பட்டோ? என 
95% நம்பிகற்க எல்றலறயக வ்காண்டு  
தசாதிக்க.  

(ii) இயல் நிறலயில் உள்ை ஒரு முழுற்மக 
வோகுதியின சராசரி வேரியாே நிறலயில், 
உண்ற்ம சராசரியின 95% ்மற்றும் 98% 
நம்பிகற்க எல்றல்கறை ்காண்்க. 

தீரவு:

(i) ்கணககினபடி 
கூறு அைவு : n =900, கூறு சராசரி x   = 3.4  வச.மீ, 

கூறு திட்டவிலக்கம் (SD) s = 2.61  வச.மீ.
முழுற்மத்வோகுதி சராசரி m= 3.25 வச.மீ, 
முழுற்மத் வோகுதியின திட்டவிலக்கம் (SD):   s= 2.61 வச.மீ.
இன்றம கருதுதகாள்  H0 : m = 3.25 வச.மீ. (சராசரி m 

= 3.25 ்மற்றும் திட்டவிலக்கம் s  = 2.61  வச.மீ. 
உறடய முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து கூறு எடுக்கப் 
பட்டிருகி்றது).
மாறறு கருதுதகாள் H1 : m ≠ 3.25 வச.மீ. (இருமுறன 
தசாேறன l) அோவது சராசரி   m = 3.25 வச.மீ. ்மற்றும் 
திட்டவிலக்கம் s  = 2.61 வச.மீ. வ்காண்ட முழுற்மத் 
வோகுதியிலிருந்து கூறு எடுக்கப்படவில்றல.
மிற்க்காண் நிறல  a = =5 0 05% .  

கூறுபண்பைறவ தசாேறனககு ஏற்பக ்கணககிடல்: 

 Z = − = =3 4 3 25 0 15
0 087

1 7242 61
900

. . .
.

..

 ∴ =Z 1 724.  

்கணககிடப்பட்ட ∴ =Z 1 724.  ்மற்றும் அட்டவறண 
்மதிப்பு Za

2
 = 1.96

இவற்ற்ற ஒப்பிடுற்கயில்  Z Z< a
2

 

அோவது  1.724 < 1.96. 

 முடிவு: ்கணககிடப்பட்ட 5% ்மதிப்பானது, 
அட்டவறண ்மதிப்றப விட குற்றவா்க உள்ைது. 
அோவது 5%  மிற்க்காண் நிறலயில்   Z Z< a

2
 

ஆ்க உள்ைோல். இனற்ம ்கருதுத்காள் ஆனது 
ஏற்றுகவ்காள்ைப்படுகி்றது.
 எனதவ, சராசரி m = 3.25 வச.மீ. ்மற்றும் 
திட்டவிலக்கம், s  = 2.61 வச.மீ. உறடய முழுற்மத்  
வோகுதியிலிருந்து கூ்றானது எடுக்கப்பட்டது என 
முடிவு வசய்யப்படுகி்றது.
(ii) �ம்பிகறக எல்ற்லகள் (Confidence limits)

 முழுற்மத் வோகுதியின சராசரி μவிற்்கான 
95% நம்பிகற்க எல்றல்கள் :
x Z SE x Z SE− ≤ ≤ +α αµ

2 2
 

3 4 1 96 0 087. ( . . )− × ≤   m  ≤ + ×3 4 1 96 0 087. ( . . )  

              3 229. ≤ m ≤ 3 571.

 முழுற்மத் வோகுதியின சராசரி μவிற்்கான 
98% நம்பிகற்க எல்றல்கள் :  
x Z SE x Z SE− ≤ ≤ +α αµ

2 2
 

3 4 2 33 0 087. ( . . )− × ≤   m ≤ + ×3 4 2 33 0 087. ( . . )

  3 197. ≤   m  ≤ 3 603.

 எனதவ,  m- இன  95%  நம்பிகற்க 
இறடவவளி (3.229,3.571) ்மற்றும் 98% நம்பிகற்க 
இறடவவளி (3.197,3.603) ஆகும்.

எடுததுககாட்டு ா.்் 
 ஒரு பல்வபாருள் அங்காடியில் ஒரு வாரத்தில் 
விற்பறன வசய்யப்பட்ட தசாப்பின சராசரி 146.3 ஆ்க 
உள்ைது. விைம்பரத்திற்கு பி்றகு 400 ்கறட்கறை 
்மாதிரி எடுத்ேதில் வாராந்திர சராசரி விற்பறன 
153.7 ்மற்றும் அேன திட்டவிலக்கம் 17.2 எனில்,  
0.05 மிற்க்காண் நிறலயில் விைம்பர பிரச்சாரம் 
வவற்றியறடந்ேோ்க ்கருேலா்மா?

தீரவு:
கூறின அைவு  n = 400 ்கறட்கள் 
கூறு சராசரி x  = 153.7 தசாேறன்கள்
கூறு திட்டவிலக்கம்  SD   s = 17.2 தசாப்பு்கள் 
முழுற்மத் வோகுதியின திட்டவிலக்கம்  m = 146.3 
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தசாப்பு்கள்
முழுற்மத் வோகுதியின திட்டவிலக்கம் வ்காடுக்கப் 
படாேோல் கூறு திட்டவிலக்கம் s = s  என 
வ்காள்தவாம். 
இனற்ம ்கருதுத்காள் : விைம்பர பிரச்சாரம் வவற்றியா்க 
இல்றல. H0 : m = 146.3 (விைம்பரத்திற்கு முனனும் 
பினனும் வாராந்திர தசாப்பு விற்பறனயில் சி்றப்பான 
வித்தியாசம் இல்றல) 
்மாற்று ்கருதுத்காள் H0 : m> 146.3  (வலதுமுறன 
தசாேறன) விைம்பர பிரச்சாரம் வவற்றி்கர்மானோ்க 
உள்ைது)
மிற்க்காண் நிறல  a  = 0.05

கூறுபண்பைறவதசாேறனககு ஏற்பக ்கணககிடல்

   Z x N
n

= − µ
σ

 ( , )0 1

   Z = −153 7 146 3
17 2

400

. .
.  

      = =7 4
0 86

8 605.
.

.  

  ∴ =Z 8 605.  

 ்கணககிடப்பட்ட ்மதிப்பு  Z = 8 605.  ்மற்றும் 
எதிர்பார்க்கப்படும் ்மதிப்பு அல்லது அட்டவறண 
்மதிப்பு Za = 1 645.  ஆகியவற்றிலிருந்து 8.605 > 
1.645 என வபறுகித்றாம்.
 ்கண்டறியப்பட்ட ்மதிப்பானது அட்டவறண 
்மதிப்றப விட அதி்க்மா்க உள்ைோல் Z Z> a  , 5% 
மிற்க்காண் நிறலயில் இனற்ம ்கருதுத்காள் H0  
்மறுக்கப்படுகி்றது. எனதவ விைம்பர பிரச்சாரம் தசாப்பு 
விற்பறனறய அதி்கரித்துள்ைது என ்கருேலாம்.

எடுததுககாட்டு ா.்ா 
 இயல்நிறல பரவலில் உள்ை ஒரு 
வோழிற்சாறல ஊழியர்்களின ஊதியங்களின 
சராசரி m  ்மற்றும் ்மாறுபாட்டைறவ 25 என்க. 50 
ப ணி ய ா ை ர் ்க ள்  வ ்க ா ண் ட  ஒ ரு  கூ றி ல் 
உள்ைவர்்களின வ்மாத்ே  ஊதியம்  ` 2,550 என்க. 
்கருதுத்காள், m = 52, எனபறேயும் அேற்கு ்மா்றான 
்கருதுத்காள் m = 49 றயயும் 1% மிற்க்காண் 
நிறலயில் தசாேறன வசய்்க. 

தீரவு: 
 கூறு அைவு n = 50 ஊழியர்்கள்
வ்மாத்ே ஊதியம் Sx  =2550

கூறு சராசரி x  = n
x

n
=Σ 2550

50
51  

அலகு்கள்
முழுற்மத் வோகுதி சராசரி m = 52

முழுற்மத் வோகுதி ்மாறுபட்டைறவ  s2  = 25

முழுற்மத் வோகுதி திட்டவிலக்கம் SD  s  = 5

இனற்ம ்கருதுத்காள் H0 : m = 52

்மாற்று ்கருதுத்காள்  H1 : m ≠ 52 (இருமுறன) 

மிற்க்காண் நிறல  a = 0.01
 கூறுபண்பைறவ தசாேறன  Z = 

x N
n

− µ
σ

 ( , )0 1

Z  = 
51 52 1

0 7071
1 41425

50

− = − = −
.

.  

்மாற்று ்கருதுத்காள் இருமுறன தசாேறனயாகும், 
எனதவ | Z | .= 1 4142  எனப் வபறுகித்றாம் 

 தீர்்மான ்மதிப்பு 1% மிற்க்காண் நிறலயில் 
Za

2
 = 2.58

முடிவு:  ்கணககிடப்பட்ட ்மதிப்பானது அட்டவறண 
்மதிப்றப விட குற்றவா்க உள்ைது. Z Z< a

2
, 1% 

மிற்க்காண் நிறலயில் இனற்ம ்கருதுத்காள் H0  
ஏற்றுக வ்காள்ைப்படுகி்றது. 
 எனதவ கூறு சராசரிககும் வோகுதி சராசரி m= 
52 ,   திட்டவிலக்கம்  s  = 5 -ககும் குறிப்பிடத்ேக்க 
வித்தியாசம் இல்றல எனபோல் m = 49 எனபது 
நிரா்கரிக்கப்படுகி்றது. 

எடுததுககாட்டு ா.்் 
 அவசர ்மருத்துவ சிகிச்றச வா்கன தசறவ 
வழஙகும் ஒரு நிறுவனம், ேங்களுககு கிறடக்கப் 
வபறும் அவசர அறழப்பின தபாது சராசரியா்க 8.9 
நிமிடங்களில் அறழப்பிடத்றே வசன்றவறடவோ்க 
கூறுகி்றது. அவர்்களின கூற்ற்ற தசாதிக்க, எடுக்கப் 
பட்ட 50 அவசர அறழப்பின ்மாதிரி தேர்வு்களில்  
அேன சராசரி 9.3 நிமிடங்கள், திட்டவிலக்கம் 1.6 
நிமிடங்கள் என அறியப்படுகி்றது. 5% மிற்க்காண் 
நிறலயில்  நிறுவனத்தின கூற்று சரியானோ? 

தீரவு: 
கூறு அைவு  n= 50 
கூறு சராசரி  x  = 9.3 நிமிடங்கள் 
 கூறு திட்டவிலக்கம் s = 1.6  நிமிடங்கள் 
முழுற்மத் வோகுதி சராசரி m = 8.9 நிமிடங்கள் 
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இனற்ம ்கருதுத்காள்  H0 : m = 8.9
்மாற்று ்கருதுத்காள்  H1 : m ≠ 8.9(Two tail) 
 மிற்க்காண் நிறல  a = 0.05
கூறுபண்பைறவ தசாேறனககு
Z =

x N
n

− µ
σ

 ( , )0 1  

Z  =
9 3 8 9 0 4

0 2263
1 76761 6

50

. . .
.

..

− = =  

்கணககிடப்பட்ட ்மதிப்பு  Z  = 1.7676

 5% மிற்க்காண் நிறலயில் தீர்்மான ்மதிப்பு 
Za

2
1 96= .   

 முடிவு: ்கணககிடப்பட்ட ்மதிப்பானது 
அட்டவறண ்மதிப்றப விட குற்றவா்க உள்ைது. 
அோவது, Z Z< a

2
 5% மிற்க்காண் நிறலயில் 

இனற்ம ்கருேத்காள் ஏற்்கப்படுகி்றது எனதவ 
தநாயுற்த்றாறர ஏற்றிச் வசல்லும் வண்டிதசறவ 
சராசரி 8.9 நிமிடங்களில் அவசர அறழப்பிடத்றே 
தசரும் என்ற கூற்று உண்ற்மயாகி்றது.

பயிறசி 8.2

1. புள்ளியியல் அனு்மானத்தின இரண்டு 
பகுதி்கறை எழுது்க?

2. ்மதிப்பீட்டுப் பண்பைறவ என்றால் எனன?
3. ்மதிப்பீட்டு அைறவ என்றால் எனன?
4. புள்ளி ்மதிப்பீட்டு முற்ற என்றால் எனன?
5. இறடவவளி ்மதிப்பீட்டு முற்ற என்றால் 

எனன?
6. நம்பிகற்க இறடவவளி என்றால் எனன?
7. இனற்ம ்கருதுத்காள் என்றால் எனன? 

எடுத்துக்காட்டு ேரு்க.
8. ்மாற்று ்கருதுத்காள் - வறரயறு.
9. ்மறுககும் பகுதிறய - வறரயறு.

10. ்மறுககும் அைவு - வறரயறு.
11. மிற்க்காண் நிறல - வறரயறு.
12. முேல்வற்க பிறழ என்றால் எனன?
13. ஒருமுறன தசாேறன என்றால் எனன?.
14. சராசரி ்மதிப்பு 4 ்மற்றும் திட்டவிலக்கம் 3 

உறடய ஒரு முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து 
தேர்ந்வேடுக்கப்பட்ட 100 உறுப்பு்கறைக 
வ்காண்ட ஒரு கூறின சராசரி 63.5 எனில் 
0.05 மிற்க்காண் நிறலயில் சராசரியின 
்மாறுபாடு குறிப்பிட்டத்ேக்கோ?

15. 400 ேனிநபர்்கறைக வ்காண்ட ஒரு கூறில் 
உள்ைவர்்களின சராசரி உயரம் 67.47 
அஙகுலம் எனில், 0.05 மிற்க்காண் 
நிறலயில் அககூ்றானது சராசரி உயரம் 
67.39 அஙகுலமும் திட்டவிலக்கம் 1.30 
அஙகுலமும் வ்காண்ட முழுற்மத் வோகுதியி
லிருந்து எடுக்கப்பட்டோ்க ்கருேலா்மா?

16. ஒரு தேசிய நிர்வா்க தி்றன தேர்வில் ்மாணவர்
்களின சராசரி ்மதிப்வபண் 76 ்மற்றும் திட்ட
விலக்கம் 8 என்க. ்மாநிலத்தின ்கல்வி 
முற்றயிறன ்மதிப்பீடு வசய்ய ச்மவாய்ப்பு 
முற்றயில் 100 ்மாணவர்்கள் வேரிவு 
வசய்யப்பட்டனர். அவர்்களின சராசரி 
்மதிப்வபண் 72 எனில் தேசிய ்மற்றும்  ்மாநில 
அைவில் ்மாணவர்்களின  ்மதிப்வபண்்களில் 
குறிப்பிடத்ேக்க வித்தியாசம் உள்ைோ எனபறே 
0.05 மிற்கக்காண் நிறலயில் தசாதிக்க. 

17. ஒரு ேயாரிப்பாைர் வழஙகிய ்கம்பி வடத்தின 
சராசரி முறியும் வலிற்ம 1800 ஆ்கவும் திட்ட
விலக்கம் 100 ஆ்கவும் உள்ைது. ்கம்பி  
வடத்தின முறிவு வலிற்ம புதிய வோழில் 
நுட்பம் மூலம் அதி்கரித்துள்ைது என 
உரிற்மயாைர் கூறுகி்றார். அவர் கூற்ற்றச் 
தசாதிக்க, 50 ்கம்பி வடம் ்மாதிரியா்க எடுக்கப்
பட்டு அேன சராசரி முறியும் வலிற்ம 1850 
எனறு ்கண்டறியப்படுகி்றது. ேயாரிப்பாைரின 
கூற்ற்ற 0.01 என்ற மிற்க்காண் நிறல 
தசாேறனயில் ஆேரிக்கலா்மா?  

பயிற்சி 8.3

ஏறபுறைய விறைறயத ற்தரிவு றசய்க:
1. முடிவுறு அல்லது 

முடிவு்றா _________
 எனபது அதில் உள்ை 
முடிவுறு அல்லது 
முடிவு்றா உறுப்பு்களின 
எண்ணிகற்கறயப் 
வபாறுத்ோகும். 

(a) முழுற்மத்வோகுதி
(b) முழுற்மக்கணிப்பு 
(c) வோகுதிப் பண்பைறவ
(d) த்மற்கூறிய  எதுவுமில்றல

2. ஒரு முழுற்மத் வோகுதியின …….………  
கூறு என அறழக்கப்படுகி்றது.
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(a) முடிவு்றா ்கணம்  
(b) முடிவுறு உட்்கணம் 
(c) முடிவுறு ்கணம் 
(d) முழுற்ம ்கணம் 

3 .  ஒரு முழுற்மத் வோகுதியின முடிவுறு 
உட்்கணத்றே …..………...என கூ்றலாம்.

(a) கூறு   
(b) முழுற்மத்வோகுதி
(c) முழுற்ம
(d) முழுற்மக ்கணிப்பு

4. கூறு்களிலிருந்து ்கணககிடப்பட்ட எந்ேவவாரு 
புள்ளியியல் அைறவ்களும்……...  எனப்படும்.

(a) வோகுதிபண்பைறவ
(b) கூறு பண்பைறவ  
(c) முடிவுள்ை அைறவ  
(d) எண்ணத்ேக்கேற்்ற அைறவ 

5. …………….. எனபது முழுற்மத் 
வோகுதியிலுள்ை ஒவ்வவாரு உறுப்பும் 
தேர்ந்வேடுக்கப்படுவேற்கு ஒரு ச்ம்மான 
வாய்ப்றப அளிககும் ஒன்றாகும்.   

(a) பண்பைறவ
(b) ச்மவாய்ப்பு கூறு  

(c) புள்ளியியல் அைறவ
(d) முழுற்மத் வோகுதி 

6. ச்மவாய்ப்பு கூ்றானது முழுற்மத்வோகுதியில் 
உள்ை ஒவ்வவாரு உறுப்பும் ்மாதிரியில் 
இடம்வபறுவேற்்கான ச்மவாய்ப்றபப் 
வபற்றிருககும் உறுப்பு்கைால் ஆனது என 
கூறியவர்.
(a) ஹார்பர் (b) ஃபிஷர் 
(c) ்கார்ல் பியார்ஸன (d) டாகடர் தயட்ஸ்

7. கீழக்காண்பவற்றில் எது நி்கழே்கவு கூவ்றடுப்பு 
வற்கறயச் சார்ந்ேது .

(a) தநாக்கமுள்ை ்மாதிரித்தேர்வு 
(b) ்கருத்து ்கணிப்புமுற்ற  
(c) எளிய ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு
(d) ஏதுவான முற்ற 

8. N அைவுள்ை ஒரு முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து 
ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு முற்றயில் முேன 
முற்ற ஒரு உறுப்பு  தேர்வு வசய்யும்தபாது 
அேன நி்கழே்கவு

(a) 
n
N

  (b) 
1
N

 

(c) 
N
n

  (d) 1

9. ……………..யில் ஒரு சீரற்்ற முழுற்மத் 
வோகுதியானது சீரான துறண முழுற்மத் 
வோகுதி்கைா்கப் பிரிக்கப்படுகி்றது.

(a) நி்கழே்கவு சாரா கூவ்றடுப்பு முற்ற 
(b) எளிய ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு முற்ற 
(c) படுற்க வாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு முற்ற
(d) முற்றப்படுத்திய கூவ்றடுப்பு முற்ற

10. கூவ்றப்பில் உள்ை பிறழ்கள் __________ 
(a) இருவற்க  (b) மூனறு றவ்க 
(c) நானகு வற்க (d) ஐந்து வற்க 

11. கூறு அைறவறயப் பயனபடுத்தி முழுற்மத் 
வோகுதி பண்பைறவக்கான மி்க சி்றந்ே 
்மதிப்றப வப்ற முற்படும்  முற்றதய……………

(a) ்மதிப்பீட்டு முற்ற     
(b) ்மதிப்பீட்டு அைறவ  

(c) பிழற்சியான ்மதிப்பீடு  
(d) திட்டப் பிறழ  

12. ்மதிப்பீட்டு அைறவயானது ்மாதிரி புள்ளியியல்  
அைறவயின____________ஐ ்மதிப்பிட 
பயனபடுகி்றது.

(a) முழுற்மத்வோகுதி பண்பைறவ 
(b) பிறழயான ்மதிப்பீட்டு 
(c) ்மாதிரி அைவு 
(d) முழுற்மக ்கணிப்பு 

13. …………..என்ற பண்பானது ஒரு ்மதிப்பீட்டு 
அைறவயானது ்மற்வ்றாரு ்மதிப்பீட்டு 
அைறவறய ஒப்பிடும்தபாது தி்றன வாய்ந்ேது  
என வறரயறுக்கப்படுகி்றது.

(a) தி்றனேனற்ம
(b) நிற்றவுத்ேனற்ம 
(c) பிறழயற்்றேனற்ம 
(d) நிறலத்ேனற்ம

14. P[|
˘

| ]θ θ ε− < →1 , n→ ∞ , e >0, எனில் ˘
θ  எனபது q -ன_____________ உறடய 
்மதிப்பீட்டு அைறவயாகும்.

(a) தி்றனேனற்ம 
(b) நிற்றவுத்ேனற்ம 
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(c) பிறழயற்்ற ேனற்ம
(d) நிறலத்ேனற்ம

15. ்மதிப்பீட்டு அைறவயானது பண்பைறவயில் 
குறித்ே அறனத்து ்மதிப்பீடு்கறையும் 
உள்ைடககிய ேரவு்கறைப் வபற்றிருந்ோல் 
அது __________ வாய்ந்ேது ஆகும்.

(a) தி்றனேனற்ம  
(b) நிற்றவுத்ேனற்ம
(c) பிறழயற்்ற ேனற்ம
(d) நிறலத்ேனற்ம

16. முழுற்மத் வோகுதி பண்பைறவ வ்காடுக்கப் 
பட்ட இரு எண்்களுககிறடதய அற்மந்துள்ைது 
என எதிர்பார்க்கப்படும் இறடவவளி 
பண்பைறவயின _____ இறடவவளியாகும்.

(a) புள்ளி  ்மதிப்பீடு
(b) இறடவவளி ்மதிப்பீடு
(c) திட்டப்பிறழ 
(d) நம்பிகற்க  

17. முழுற்மத் வோகுதி பண்பைறவறயககுறித்ே 
்கருதுத்காள் அல்லது கூற்ற்ற உண்ற்ம 
அல்லது அேற்கு ்மா்றா்க எடுத்துகவ்காள்வது 
_______ ஆகும்.

(a) ்கருதுத்காள்
(b) புள்ளியியல் அைறவ  
(c) கூறு  
(d) முழுற்மக ்கணிப்பு 

18. முேல் வற்கப்பிறழ எனபது
(a) H0   உண்ற்ம எனில் ஏற்்கப்படுவது   
(b) H0  ேவறு எனில் ஏற்படுவது 
( c) H0  உண்ற்ம எனில் ்மறுக்கப்படுவது   
(d) H0  ேவறு எனில் ்மறுக்கப்படுவது.

19 .  இரண்டாவது வற்கப்பிறழ எனபது 
________ ஆகும்.

(a) H0  ேவறு எனில் ஏற்பது  
(b) H0  உண்ற்ம எனில் ஏற்பது
(c) H0  உண்ற்ம எனில் ்மறுப்பது 
(d) H0  ேவறு எனில் ்மறுப்பது

20. கூறுசராசரியின திட்டப்பிறழயானது
(a) 

s
2n

                (b) 
s
n

             

 (c)
s
n

             (d)
s2

n

இ்தர கைககுகள்
1. கூவ்றடுத்ேலின வற்க்கறை விவரி.
2.  கூவ்றடுப்புப் பரவல் ்மற்றும் திட்டப்பிறழ 

சிறுகுறிப்பு வறர்க.
3.  ்க ரு து த ்க ா ள்  த ச ா ே ற ன  வ ச ய் வ ே ன 

வழிமுற்ற்கறை விவரி.
4.  கூ ட் டு  ச ர ா ச ரி க ்க ா ன  சி ்ற ப் பு ்க ா ண் 

தசாேறனறய விவரி.
5.  ஒரு வபரிய வோகுதியிலிருந்து 500 

எண்ணிகற்கயுள்ை அனனாசிப்பழம் எடுக்கப் 
பட்டன. அவற்றில் 65  வீணானறவ எனில், 
விகிேத்திற்்கான திட்டப்பிறழறயக ்காண்்க.  

6.  ஒரு பள்ளியிலிருந்து 100 ்மாணவர்்கள் 
்மாதிரியா்கத் தேர்ந்வேடுக்கப்பட்டனர். ்மாதிரியின 
சராசரி எறட ்மற்றும் ்மாறுபாடு முற்றதய 67.45 

கிகி ்மற்றும் 9 கிகி எனில் (அ) 95% ்மற்றும் (ஆ) 
99%-ல் ்மாணவர்்களின சராசரியின அற்மயும்  
நம்பிகற்க இறடவவளி ்காண்்க

7.  1600 ்மாணவர்்கறை உறடய ்மாதிரியில், 
்மாணவர்்களின சராசரி நுண்ணறிவு ஈவு 99. 
சராசரி 100 ்மற்றும் திட்டவிலக்கம் 15 வ்காண்ட 
முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து அககூறு எடுக்கப் 
பட்டோ எனச் தசாதிக்க. (5% மிற்கநிறல 
தசாேறனயில்)
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208 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

ற்தாகுப்புறர
 z கூறெடுத்தல்: முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து கூறிறனத் வேரிவு வசய்யும்  முற்றயாகும். 
 z முழுறமதற்தாகுதி: ்கணககிடத் தேறவயான அறனத்து உறுப்பு்கறைக வ்காண்ட  

முழுற்மயான வோகுதியாகும்.
 z கூறு: முழுற்மத்வோகுதியிலிருந்து தேர்ந்வேடுக்கப்பட்டவோகுதி.
 z கூறுஅளவு: கூறில் உள்ை உறுப்பு்களின எண்ணிகற்க.
 z எளிய சமவாய்ப்பு கூறெடுப்புமுறெ: முழுற்மத் வோகுதியிலுள்ை ஒவ்தவார் உறுப்பும் ச்ம்மான 

்மற்றும் சார்பற்்ற வாய்ப்றபப் வபறு்மாறு கூறு்கறை வேரிவு வசய்யும் முற்ற.
 z படுறக கூறெடுப்பு: முழுற்மத் வோகுதி பல துறண முழுற்மத் வோகுதி்கைா்க பிரிக்கப்படுகி்றது. 

இவற்ற்ற படுற்க (Strata) என அறழககித்றாம். 
 z முறெப்படுததிய கூறெடுப்பு: முேல் கூவ்றடுப்பானது ச்மவாய்ப்பு முற்றயில் முேல் kஅலகு்களிலிருந்து 

வேரிவு வசய்யப்பட்டு,  முேல் கூறிலிருந்து ஒவ்வவாரு k-வது உறுப்பு்கறை அடுத்ே கூறு்கைா்க 
வேரிவு வசய்யப்படுவது முற்றப்படுத்திய கூவ்றடுப்பு என அறழக்கப்படுகி்றது.

 z கூறெடுப்பு பரவல்: ஒதர முழுற்மத் வோகுதியிலிருந்து வப்றப்பட்ட ஒதர அைவு வ்காண்ட அறனத்து 
கூறு்களின புள்ளியியல் அைறவ்கள் ்கணககிடப்பட்டு ஒரு அறலவவண் பரவல் அற்மப்பதே 
கூவ்றடுப்பு பரவல் அல்லது ்மாதிரிப் பரவல் (Sampling Distribution) என அறழக்கப்படுகி்றது.

 z திட்ைப்பிறழ: ஒரு புள்ளியியல் அைறவயின கூவ்றடுப்பு பரவலின திட்டவிலக்கத்ம திட்டப்பிறழ 
எனப்படும் 

 z புள்ளியியல் அனுமானஙகள்: ஒரு முழுற்மத் வோகுதியின ்மாதிரி்கறை எடுத்துகவ்காண்டு 
அவற்ற்றப் பகுப்பாய்வு வசய்து, அவற்றிலிருந்து முழுற்மத்வோகுதியின பண்பு்கறை ஆராய்வதே 
புள்ளியியல் அனு்மானங்கள் ஆகும்.

 z மதிப்பீட்டு முறெ: ்மாதிரிப்பண்பைறவறயப் பயனபடுத்தி வோகுதிப் பண்பைறவ்கறை ்மதிப்பீடு 
முற்றதய ்மதிப்பீட்டு முற்ற (Estimation) எனப்படும்.

 z புள்ளி மதிப்பீட்டுமுறெ: ஒதர ஒரு ்மதிப்றப, ்மதிப்பீட்டு அைறவயா்கப் (estimate) பயனபடுத்தி, 
வோகுதிப்பண்பைறவயின ்மதிப்றபப் வப்றமுடியு்மானால், அம்முற்ற புள்ளி ்மதிப்பீட்டு முற்ற 
(point estimation) எனறு அறழக்கப்படுகி்றது.

 z இறைறவளி மதிப்பீட்டு முறெ: புள்ளி ்மதிப்பீட்டு முற்றறய வசயல்படுத்ே இயலாே சூழநிறல்களில், 
வோகுதிப் பண்பைறவ ்மதிப்பு்கள் குறிப்பிட்ட இறடவவளி்களில் அற்மயு்மாறு எல்றல்கறைக 
்கண்டறியும் முற்ற இறடவவளி ்மதிப்பீட்டு முற்ற (Interval Estimation) எனறு அறழக்கப்படுகி்றது.

 z கருது தகாள் தசா்தறன: ஒரு முடிவவடுககும் தி்றன வபறுவேற்குத் தேறவயான புள்ளியியல் 
முற்றறயக ்கருதுத்காள் தசாேறன எனறு அறழககித்றாம்.

 z இன்றம கருதுதகாள்: உண்ற்ம என ்கருேப்பட்ட எடுத்காறை அனு்மானத்தின கீழ நிரா்கரிக்க 
சாத்திய்மான தசாேறன எடுத்காதை இனற்ம ்கருதுத்காள் ஆகும்.

 z மாறறு கருதுதகாள்: இனற்ம எடுத்காளுககு நிரப்புப் பண்பா்க (complementary) அோவது எதிரா்க 
அற்மயும் ்கருதுத்காள் “்மாற்று ்கருதுத்காள் அல்லது ்மாற்று எடுத்காள்”  எனப்படும்.

 z மு்தல்வறக பிறழ: இனற்ம ்கருதுத்காள் H0  உண்ற்மயா்க இருககும்தபாது ந்மது தசாேறன 
்மறுக்கப்படும்தபாது ஏற்படும் பிறழ முேல் வற்கப்பிறழ எனகித்றாம்.

 z இரண்ைாம்வறக பிறழ: இனற்ம ்கருத்காள் H0  ேவ்றா்க இருந்து ந்மது தசாேறன ஏற்்கப்படும் 
தபாது பிறழ நி்கழலாம் அவ்வற்கப்பிறழறய இரண்டாம் வற்கப்பிறழ எனகித்றாம்.

 z கூட்டு சராசரிககான சிெப்புககாண் தசா்தறன : Z x N
n

= − µ
σ

 ( , )0 1
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209கூறெடுப்பு முறெகளும் புள்ளியியல் அனுமானித்தலும்

கற்லசறசாறகள்  (GLOSSARY)
இறடவவளி ்மதிப்பீடு Interval Estimation

இனற்ம எடுத்காள் Null hypothesis

எளிய ச்ம வாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு Simple Random Sampling

கூ்றற்்ற பிறழ Non-Sampling Errors

கூறின அைவு Sample size

கூறு Sample

கூறுபண்பைறவ/்மாதிரிப்பண்பைறவ Statistic

கூறுபரவல் Sampling distribution

கூறுபிறழ Sampling Errors

கூவ்றடுப்பு Sampling

திட்டபிறழ Standard Error

தீர்்மானிககும் பகுதி/ ்மறுககும் பகுதி Critical Region

வோகுதிப்பண்பைறவ Parameter

நம்பிகற்க இறடவவளி Confidence interval

படுற்க ச்மவாய்ப்பு கூவ்றடுப்பு Stratified Random Sampling

புள்ளி ்மதிப்பீடு Point Estimation

புள்ளியியல் உய்த்துண்ர்வு/புள்ளியியல் அனு்மானங்கள் Statistical Inference

்மதிப்பீடு Estimation

்மாற்று எடுத்காள் Alternative hypothesis

மிற்க்காண் நிறல/மிற்க்காண் ்மட்டம் Level of Significance

முழுற்மத்வோகுதி Population

முற்றயுறட கூவ்றடுப்பு Systematic Sampling
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படி – 1 : கீழக்காணும் உரலி / விறரவுக குறியீட்றடப் பயனபடுத்தி இச்வசயல்பட்டிற்்கான 
இறணயப் பக்கத்திற்குச் வசல்்க. பினபு “12th Standard Business Mathematics and Statistics” 
எனனும் திறரயில் “Volume-2” றய வேரிவு வசய்யவும். 

படி - 2 : “Normal Distribution” எனனும்  பயிற்சித்ோளிறன வேரிவு வசய்துவ்காள்ைவும்.  வலது 
பக்கத்தில் உள்ை “New Problem” எனனும் வபாத்ோறன வசாடுக்கவும் பினபு  Answer – I, 
Answer – II, Answer – III  றய வசாடுககினால் அேற்க்கான சரியான விறட்கறைப் வப்றலாம்.

படி 1

படி 2

 அல வ ரவ  க  (QR Code)

இறையச றசயல்பாடு

எதிரபாரககப்படும்  
விறளவு
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211பயனபபாட்டுப் புள்ளியியல்

அறிமுகம்அன்றாட  வறாழ்க்கையில் 
பல்்வறு து்்கைளில் எடு்ககைபபடும் 
நடவடி்க்கைகைளு்ககுப புள்ளியியல் ் கைறாடபறாடு 

கை்ைச் செயல்படுத்துவதற்கு பயனபறாடடுப புள்ளியியல் (Applied 
Statistics) சபரிதும் உதவுகி்து. தற்்பறாது, ஒவசவறாரு து்்யிலும் 
புள்ளியியலின பயனபறாடறானது தவிர்ககை இயலறாத ஒன்றாகும். வணிகை 
முடிசவடுத்தல், நிதி, வியறாபறாரம், சபறாருைறாதறாரம், ெமூகை அறிவியல், 
சதறாழில் மற்றும் விவெறாயம் ்பறான் து்்கைளில் புள்ளியியல் 
கைருத்தறா்ககைத்தின பஙகைளிபபு சபரிதும் செயல்படுத்தபபடுகி்து. ஒரு 

சதறாழிற்து்்யில் சதறாடரச்சியறாகை ்மற்சகைறாள்ை ்வண்டிய நடிவடி்க்கைகைள் அதறாவது இன்்ய 
மற்றும் எதிரகைறால சூழல் பற்றிய ஆய்வு செய்ய பயனபறாடடுப புள்ளியியல் ஒரு மு்ககிய அம்ெமறாகை 
திகைழகி்து.
 வறால்டர ஆண்டரிவ ஷுவறாரட எனபவர அசமரி்ககை இயற்பியலறாைர சபறாறியறாைர மற்றும் 
புள்ளியியலறாைர ஆவர. புள்ளியியல் தர்ககைடடுபபறாடடின தந்த என அறியபபடடவர மற்றும் ஸவறாரட 
சுழற்சி கைருத்தியலிலும் சதறாடரபு சகைறாண்டிருநதறார.
 கைறாலம்ெறார சதறாடரவரி்ெ, குறியீடசடண் மற்றும் புள்ளியியல் தர்ககைடடுபபறாடு ்பறான் புள்ளியியல் 
மு்்கைள் பற்றிய ்கைறாடபறாடு மற்றும் பயனபறாடு ஆகியவற்்் இநத அத்தியறாயத்தில் நறாம் படிப்பறாம். அ்வ 
ஒவசவறானறும் அதன து்் ெறாரநத பயனபறாடடில் மு்ககியத்துவத்்த்க சகைறாண்டுள்ைன. புள்ளியியலின 
பகுபபறாய்வறானது அறிவியல் ஆரறாய்ச்சி, கைண்கசகைடுபபு மற்றும் ்ெறாத்னகைள் என பலவ்கைகைளில் 
பரவலறாகைப பயனபடுத்தபபடுகி்து. புள்ளியியல் பகுபபறாய்வு விை்ககைத்தின நம்பகைத் தன்மயறானது, 
்ெகைரி்ககைபடட தகைவல் மற்றும் அவற்்் முனனி்லப படுத்தும் செய்லப சபறாறுத்்த அ்மகி்து.

9 பயனபபாட்டுப் 
புள்ளியியல்

வபால்்டர் ஆண்ட்ரிவ் ஷுவபார்ட்
(மறாரச் 18, 1891-மறாரச் 11, 1967)

மறாணவரகைள் இநத அத்தியறாத்்த கைற்் பி்கு கீழ்ககைண்ட பறாடபபகுதிகை்ை புரிநது 
சகைறாள்ை இயலும்.

 z கைறாலம்ெறார சதறாடர  வரி்ெ புள்ளி விவரஙகைள்
 z கைறாலம்ெறார சதறாடர வரி்ெயின கூறுகைள்
 z நகைரும் ெரறாெரிகைள் மு்்
 z பருவகைறால மறாறுபறாடு
 z குறியீடசடண்கைள்
 z நி்்யிடட குறியீடடு எண்கைள்

கற்றல் ந�பாககஙகள் 
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 z சீரறான குறியீடடு எண்கைளு்ககைறான ்ெறாத்னகைள்
 z புள்ளியியல் தர்ககைடடுபபறாடு
 z மறாறுபறாடுகைளு்ககைறான கைறாரணஙகைள்
 z செயல்மு்் கைடடுபபறாடு மற்றும் உற்பத்தி கைடடுபபறாடு,

9.1  கபாலம்்பார் த�பா்டர் வரிச் பகுப்பபாய்வு (Time 
Series Analysis)

 கைறாலம்ெறார சதறாடர வரி்ெயின பகுபபறாய்வு 
எனபது ஒரு கைறால கைடடத்தில் ்ெகைரி்ககைபபடட 
விவரஙகைளின வடிவஙகை்ைத் தீரமறானி்ககை பயன 
படுத்தபபடும் ஒரு புள்ளியியல் மு்் ஆகும். 
கைடநதகைறால மற்றும் தற்்பறாது நடநதுள்ை 
மறாற்்ஙகை்ை்க கைவனி்ககைவும், புரிநதுசகைறாள்ைவும் 
கைடநதகைறால விவரஙகை்ை பற்றி நறாம் ஒவசவறாரும் 
அறிநதிரு்ககை ்வண்டும். கைறாலம்ெறார சதறாடரின ஒரு 
குறிபபிடட கைறாலப பகுதியில் எநதசவறாரு குறிபபிடட 
அம்ெத்தின வழ்ககைமறான அல்லது ஒழுஙகைற்் 
நிகைழ்வயும் அ்டயறாைம் கைறாணமுடியும். 
சபரும்பறாலறான கைறாலம்ெறார சதறாடர புள்ளி விவரஙகைள், 
சபறாருைறாதறாரம், வணிகைம், வறாணிபம் ்பறான் 
து்்கைளுடன சதறாடரபு்டயது. உதறாரணமறாகை,  
ஒரு சபறாருளின உற்பத்தி, சபறாருளின வி்ல, 
விற்ப்ன, ஒரு நறாடடின வருமறானம், ஒரு தனிநபர 
வருமறானம் ்பறான்்வகைள் ஆகும். கைறாலம்ெறார 
சதறாடர வரி்ெயின புள்ளி விவரஙகை்ை்க கூரநது 
கைண்கைறாணிபபதன மூலம், சதறாழில் மற்றும் 
பி்து்்கைளில் எதிரகைறால நடவடி்க்கைகை்ை 
முனசனடு்ககை மற்றும் திடடமிடத் தீரமறானி்ககைப 
படுகி்து.

வசையச்ற  9.1
ஒரு கைறாலம்ெறார புள்ளி விவரஙகைள் 

கைறாலவரி்ெபபடி வடிவ்ம்ககைபபடுகி்து. 
 – கைறா்கஸடன & கைவவுடன.

அைவிட்க கூடிய புள்ளி விவரஙகை்ை 
அதன நிகைழவுகைளினபடி வரி்ெபபடுத்துவதின 
முடிவில் கி்ட்ககை கூடிய சதறாடரறானது கைறாலம்ெறார 
சதறாடர வரி்ெ ஆகும். – சவஸல் & வறாலட.

9.1.1 கபாலம்்பார் த�பா்டரின தபபாருள், பயனகள் 
மறறும் அடிப்பச்டக கூறுகள் (Meaning, 
Uses and Basic Components)

சபறாருள்:
 ஒரு கைறாலம்ெறார சதறாடரறானது கைண்டறிநத 
பதிவுகைளின சதறாகுப்ப கைறாலவரி்ெயில் 
(ஏறுவரி்ெயில் அல்லது இ்ஙகுவரி்ெயில்) 

உள்ைட்ககியதறாகும். கைறாலம்ெறார வரி்ெயின 
மு்ககிய ்நறா்ககைமறானது விவரஙகைளின ்வறுபறாடு 
கை்ை்க கைண்டறிநது ்வறுபறாடுகை்ை நீ்ககை 
முயற்சிபபதற்கும், எதிரகைறால மதிபபீடுகை்ை மதிபபிடு 
வதற்கும் மற்றும் அவற்்்்க கைணி்ககைவும் 
உதவுகி்து.

�பாம் ஏன கபாலம்்பார் த�பா்டசைக கறறுக 
தகபாள்்ளநவண்டும்?

 z  கைடநத கைறால நடவடி்க்கைகை்ை பகுபபறாய்வு 
செய்வதற்கு.

 z  எதிரகைறால அம்ெஙகை்ை கைணிபபதற்கும் 
மற்றும் திடடமிடுவதற்்ககும் உதவுகி்து.

 z  நிகைழகைறால செயல்பறாடுகை்ை மதிபபீடு 
செய்வதற்கு.

 கைறாலம்ெறார சதறாடரறானது ஒரு குறிபபிடட கைறால 
வ்ரவுகை்ை மற்் கைறால வ்ரவுகைளுடன ஒபபிடடு 
ஆய்வுகைள் செய்ய உதவுகி்து.
 என்வ கைறாலம்ெறார சதறாடர வரி்ெயறானது 
வணிகைத்து்், சபறாருைறாதறாரம், சதறாழிற்ெறா்ல 
ஆகிய து்்கைளின கைறாலம் சதறாடரபு்டய புள்ளி 
விவரஙகை்ைப படிபபதற்கும் மற்றும் பகுபபறாய்வு 
செய்வதற்கும் நம்ககு உதவுகி்து.

கபாலம்்பார் த�பா்டரின கூறுகள் (Components of 
Time Series)
 ஒரு கைறாலம்ெறார சதறாடரில் நறானகு வ்கை்க 
கூறுகைள் உள்ைன. அ்வ பினவருமறாறு;
 (i) நீள் கைறாலப்பறா்ககு
 (ii) பருவகைறால மறாறுபறாடுகைள்
 (iii)  சுழற்சி மறாறுபறாடுகைள்
 (iv) சீரற்் மறாறுபறாடுகைள்

(i) நீள் கபாலப்நபபாககு (Secular Trend )

 நீள் கைறாலப்பறா்ககு எனபது ஒரு நீண்டகைறால 
இ்டசவளியில் அதிகைரி்ககும் அல்லது கு்்யும் 
அல்லது ்த்ககைமளி்ககும் ஒரு கைறாலம்ெறார சதறாடரின 
சபறாதுவறான ்பறா்ககு ஆகும். சபறாதுவறாகை, நறாடடின 
ம்ககைள் சதறா்கை, சதறாழிற்ெறா்லகைளின உற்பத்தி 
விற்ப்ன, சபறாருளின வி்ல, தனி நபரின 
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வருமறானம் ்பறான்்வகைள் அதிகைரி்ககை்க 
கூடியப்பறா்க்கை்க சகைறாண்டிரு்ககும். மரணம், 
சதறாற்று்நறாய், மினன்ல இயநதிரகைருவிகைள், நீர 
ஆதறாரஙகைள், இ்பபு விகிதம் ்பறான்வற்றில் 
இப்பறா்ககைறானது ஒரு கீழ்நறா்ககுப ்பறா்ககைறாகை 
கைறாணபபடுகி்து. சகைறாடு்ககைபபடட கைறாலபபகுதியில் 
ஏற்் அல்லது இ்்ககைஙகைள் ஒ்ர தி்ெயில் இரு்ககை 
்வண்டும் எனபது அவசியமில்்ல.

(ii) பருவகபால மபாறுபபாடு (Seasonal Variations)

 பருவகைறால ்வறுபறாடு எனபது ஒவசவறாரு 
பருவத்திலும் குறிபபிடடகைறால மு்்யில் மீண்டும் 
மீண்டும் உருவறாகி்து. இநத ்வறுபறாடுகைள் ஒரு 
வருடத்திற்கும் கு்்வறான கைறாலத்திற்குள் 
மீண்டும் மீண்டும் ஏற்படுகின்ன. இது குறிபபிடட 
கைறால இ்டசவளியில் அைவிடபபடுகி்து. பருவ 
கைறால்வறுபறாடுகைள் இயற்்கை ெ்கதிகைள், 
ெமூகைபழ்ககைஙகைள் மற்றும் மரபுகைள் ஆகியவற்்றால் 
பறாதி்ககைபபடலறாம்.  இநத மறாறுபறாடுகைள் அதன 
கைறாரணிகைளின முடிவுகைைறாகும். இது சீரறாகை  
மற்றும் வழ்ககைமறாகை அதிகைரித்தும், வீழச்சியுற்றும் 
கைறாணபபடும்.

 எடுத்து்ககைறாடடறாகை, ம்ழ்க கைறாலஙகைளில் 
கு்டகைள் மற்்ம் ம்ழ்ககுப பயனபடுத்தபபடும் 
உ்டகைள் (Raincoat) விற்ப்ன, ்கைறா்டப 
பருவத்தில் குளிரபறானஙகைளின விற்ப்ன, 
தீபறாவளிப பண்டி்கை நறாள்கைளில் படடறாசு 
விற்ப்ன, பண்டி்கை கைறாலஙகைளில் ஆ்டகைள் 
வறாஙகுதல், சபறாஙகைல் திருநறாள்கைளில் கைரும்பு 
விற்ப்ன.

(iii) சுழறசி மபாறுபபாடு (Cyclic Variations)

 சபறாதுவறாகை, இநத மறாறுபறாடுகைள் சீரறான 
கைறாலம்ெறார ஒழுஙகிற்கு அ்மயத் ்த்வயில்்ல. 
அதறாவது சுழற்சி மறாறுபறாடு ெமமறான இ்டசவளி 
கைளு்ககுப பினனர அல்லது இ்த ்பறான் ெரியறான 
வடிவஙகை்ை பினபற்்றாமல் இரு்ககைலறாம். 
சபறாதுவறாகை ஒரு சுழற்சிகைறாலம் எனபது 7 முதல் 9 
ஆண்டுகைள் வ்ரயிலறானது. சுழற்சி்ககைறான கைறாலப 
பகுதி்ய ஆண்டுகைளின நி்லபபறாடடில் கைடடறாயப 
படுத்த முடியறாது.
 எடுத்து்ககைறாடடறாகை, அரசு நிதி்க சகைறாள்்கைகைளின 
மறாற்்ஙகைள், வடடி விகிதஙகைளில் மறாற்்ஙகைள் 
ஆகியவற்றிற்கைறான ஒவசவறாரு வரத்தகை சுழற்சியும் 
துவ்ககைம் – அபிவிருத்தி - வீழச்சி – மீடசி – 
பரறாமரிபபு ்பறான்்வகை்ை சபற்றிரு்ககும்.

(iv) சீைற்ற மபாறுபபாடு (Irregular Variations)
 சீரற்் மறாறுபறாடுகைளு்ககு குறிபபிடட 
வடிவ்மபபு கி்டயறாது மற்றும் இவற்றின 
நிகைழவுகைளு்ககு வழ்ககைமறான ்நரத்திற்கைறான 
கைறாலஅைவு என எதுவும் கி்டயறாது. இ்வ 
தற்செயலறாகை நிகைழும் மறாற்்ஙகைள் ஆகும். இ்வ 
முற்றிலும் ஒழுஙகைற்், கைணி்ககை முடியறாத குறுகிய 
கைறால மறாறுபறாடுகைள் ஆகும். சிலெமயஙகைளில் அதன 
நிகைழவில் புதிய சுழற்சிகை்ை்யறா அல்லது 
மறாறுபறாடுகைளின மற்் இய்ககைஙகை்ை அதிகைரி்ககைச் 
செய்வதறா்ல்ய அதன வி்ைவு மிகைவும் தீவிர 
மறாகி்து.
 எடுத்து்ககைறாடடறாகை, சவள்ைம், ்பறாரகைள், 
பூகைம்பஙகைள், சுனறாமி, ்வ்ல நிறுத்தஙகைள், 
கைதவ்டபபுகைள் ்பறான்்வகைள்.
கபாலம்்பார் த�பா்டருககபான கணி� வடிவசமப்பு 
(Mathematical Model for a Time Series)
 கைறாலம்ெறார சதறாடரின கூறுகை்ை சபறாதுவறாகை 
அதன பயனபறாடடு்ககைறாகை இரண்டு வ்கைகைைறாகைப 
பிரி்ககைலறாம். அ்வ (i) கூடடு வடிவ்மபபு, (ii) 
சபரு்ககைல் வடிவ்மபபு.

(i) கூட்டு வடிவசமப்பு:
 இநத வடிவ்மபபறானது கைறாலம்ெறார சதறாடரில் 
மதிபபிடபபடட மதிபபுகைளின நறானகு கூறுகைளின 
கூடடுத்சதறா்கை மதிபபு ஆகும். அதறாவது,  
Y= T+S+C+I 

இஙகு Y = அெல் மதிபபு,
 T = ்பறா்ககு மதிபபு (Trend Value)
 S =  பருவகைறால கூறு (Seasonal Component)
 C = சுழற்சி கூறு (Cyclic Component) 
 I = சீரற்் கூறு (Irregular Component)
கூடடு வடிவ்மபபின அ்னத்து நறானகு 
கூறுகைளும் சுதநதிரமறாகைச் செயல்படுகின்ன 
என்ககைருதலறாம். ்மலும், கூறுகைளின நடத்்த ஒரு 
கூடடுத்தன்ம்ய்க குறி்ககி்து.

(ii) தபருககல் வடிவசமப்பு:
 இநத வடிவ்மபபறானது, ்பறா்ககுமதிபபுடன 
(T) மற்் மூனறு கூறுகைளின விகிதஙகை்ைப 
சபரு்ககுவதன மூலம் கைண்டறிநத மதிபபு ஆகும்.

Y = T × S × C × I
இஙகு, Y  = அெல் மதிபபு
 T  = ்பறா்ககு கூறு
 S  = பருவ்ககைறால கூறு
  C  = சுழற்சி கூறு
 I  = சீரற்் கூறு
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பல்்வறு கைறாரண கூறுகைள் இரு்ககை ்வண்டும் 
எனபது அவசியமில்்ல என இநத வடிவ்மபபு 
அனுமறானி்ககி்து. மற்றும் ஒனறு, மற்் கூற்றி்னப 
பறாதி்ககை்க கூடியது. ் மலும் கூறுகைளின செயல்பறாடுகைள் 
ஒரு சபரு்ககைல் தன்ம்ய்க குறி்ககி்து எனறும் 
அனுமறானம் செய்யமுடியும்.

9.1.2 நபபாககிசன அ்ளவிடு�ல் 
(Measurements of Trend)

 கீழ்ககைறாணும் மு்்கைளின மூலம் நறாம் 
்பறா்ககு மதிப்ப அைவிட முடியும்.

(i)  வ்ரபட மு்் (Freehand or Graphic 
Method).

(ii)  பகுதி ெரறாெரி மு்் (Method of Semi-
Averages).

(iii)  நகைரும் ெரறாெரி மு்் (Method of Moving 
Averages).

(iv)  மீச்சிறு வர்ககை மு்் (Method of Least 
Squares).

(i) வசைப்ட முச்ற (Freehand or Graphic Method)
 வ்ரபட மு்்யறானது ஒரு ்பறா்ககி்ன 
மதிபபிடுவதற்கு இலகுவறான மு்்யறாகும். இநத 
மு்்யின செயல்மு்்கை்ை இஙகு கைறாண்்பறாம்.

த்யல்முச்றகள் (Procedure):

(a)  வ்ரபடத்தின மீது கைறாலம்ெறார சதறாடரின 
புள்ளி விவரஙகை்ை்க குறி்ககைவும்.

(b)  குறி்ககைபபடட அ்னத்து புள்ளிகைளு்ககும் மிகைப 
சபறாருத்தமறான வ்ைவ்ர்ய வ்ரயவும்.

(c)  குறி்ககைபபடட புள்ளிகைளின அடிபப்டயிலறான 
்பறா்ககுகைளின தி்ெ்ய ஆரறாயவும்.

(d)  அதிகைபடெமறாகை குறி்ககைபபடட புள்ளிகைள் வழி்ய 
ச ெ ல் ல கூ டி ய  ஒ ரு  ் ந ர ்க ் கை றா ட ் ட 
வ்ரயவும்.

எடுுதககபாட்டு ாட் 
 சகைறாடு்ககைபபடடுள்ை விவரஙகைளு்ககு வ்ரபட 
மு்்யின ்பறா்ககு்க ்கைறாட்டப சபறாருத்துகை.

ஆண்டு 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

விறபசன 
(்டனகளில்) 30 46 25 59 40 60 38 65

தீர்வு:

ஆண்டு

O
XX′

Y′
 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

Y
70

60

50

40

30

20

10

30

40

46

60
65

59

25
்பறா்ககு ்கைறாடு

சமய் தரவு

வி
ற்ப

்
ன

38

படம் 9.1

 சகைறாடு்ககைபபடட புள்ளி விவரஙகை்ை்க 
ச கை றா ண் டு  எ தி ர கை றா ல  ம தி ப பு கை ் ை 
முனகைணிபபதற்கு வ்ரபட மு்் மூலம் 
வ்ரயபபடட ்பறா்ககி்ன நீடடி்ககை முடியும். 
இருபபினும், இநத மு்் ெறாரபு்டய இயல்பில் 
உள்ைது. இநத மு்்யில்  சப்பபடட கைணிபபுகைள் 
ஒருத்லபடெமறாகைவும் மற்றும் புள்ளி விவர 
ஆ ய் வ றா ை ரி ன  த னி ப ப ட ட  மு டி வி ் ன ச் 
ெறாரநதுள்ைது.

குறிப்பு:

(ii)  பகுதிச் ்ைபா்ரி முச்ற 
(Method of Semi-Averages)

 பகுதிச் ெரறாெரி மு்்யில் பகுதிச் ெரறாெரிகைள் 
கைண்ககிடபபடடு ்பறா்ககு மதிபபுகைள் கைண்டுபிடி்ககைப 
படுகின்து. இநத மு்்யின செயல் மு்்கை்ை்க 
கைறாண்்பறாம்.
த்யல்முச்றகள்:
(i) சகைறாடு்ககைபபடட புள்ளி விவரஙகைள் இரு ெம 

பிரிவுகைைறாகைப பிரி்ககைபபட ்வண்டும். புள்ளி 
விவரமறானது ஒற்்்பப்ட எண்ணி்க்கையில் 
இரு்ககுமறாயின நடுவில் உள்ை ஆண்டு்ககைறான 
புள்ளி விவரத்்த நீ்ககுவதன மூலம் 
எளி்மயறான இரண்டு ெம பகுதி்ய 
உருவறா்ககைலறாம்.

(ii) ஒவசவறாரு பகுதி்ககும் ெரறாெரி கைண்ககிடுவதன 
மூலம் இரண்டு புள்ளிகை்ைப சப்லறாம்.

(iii) ஒவசவறாரு புள்ளியும் ஒவசவறாரு அ்ர பகுதியின 
நடுபபுள்ளியறாகை (ஆண்டு) குறி்ககைபபடுகி்து.

( iv)  குறி்ககைபபடட இரு புள்ளிகை்ையும் ஒரு 
்நர்க்கைறாட்ட்க சகைறாண்டு இ்ண்ககைவும். 

(v)  ்நர்க்கைறாட்ட இரு ப்ககைஙகைளிலும் 
நீடடி்ககைலறாம்.

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 9.indd   214 3/5/2020   1:06:06 PM



215பயனபபாட்டுப் புள்ளியியல்

(vi) பகுதிச் ெரறாெரி மு்்யின மூலம் சப்பபடட 
்நர்க்கைறாடறானது ்பறா்ககு்க ்கைறாடு ஆகும்.  

எடுுதககபாட்டு ாட்  
 சகைறாடு்ககைபபடட புள்ளிவிவரஙகை்ை்க சகைறாண்டு, 
பகுதிச் ெரறாெரி மு்்யில் ஒரு ்பறா்ககு ்கைறாட்ட 
சபறாருத்துகை.

ஆண்டு
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

உறபுதி 
(’000) 105 115 120 100 110 125 135

தீர்வு:
 ஆண்டுகைளின எண்ணி்க்கை ஒற்்்பப்ட 
(ஏழு) எனபதறால், நறாம் நடுவில் உள்ை ஆண்டு 
(2003) உற்பத்தி்ய விடடு விடு்வறாம் பி்கு 
முதல் மூனறு ஆண்டுகைளின உற்பத்தி ெரறாெரி 
மற்றும் கை்டசி மூனறு ஆண்டுகைளின உற்பத்தி 
ெரறாெரி்யப சப் ்வண்டும். 

ஆண்டு உறபுதி ்ைபா்ரி
2000 105

105 115 120
3

113 33+ + = .
2001 115
2002 120
2003 100-ஐ விடுத்து
2004 110 110 125 135

3
123 33+ + = .2005 125

2006 135
அடடவ்ண 9.1

O
XX′

Y′
 2000 2002 2004 2006 2008

Y

ஆண்டு

உ
ற்ப

த்தி

124

122

120

118

116

114

112

படம் 9.2

எடுுதககபாட்டு ாட் 
 சகைறாடு்ககைபபடட புள்ளி விவரஙகைளு்ககு பகுதிச் 
ெரறாெரி மு்்யின ஒரு ்பறா்ககு்க்கைறாட்டப 
சபறாருத்துகை.

ஆண்டு 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997
விறபசன 
(்டனகளில்) 15 11 20 10 15 25 35 30

தீர்வு: 
 ஆண்டுகைளின எண்ணி்க்கை (எடடு) 
எனபதறால், சகைறாடு்ககைபபடட புள்ளி விவரஙகை்ை 
இரண்டு ெம பறாகைஙகைைறாகைப பிரி்ககைலறாம் அதிலிருநது 
முதல் நறானகு ஆண்டுகைள் மற்றும் கை்டசி நறானகு 
ஆண்டுகைளின விற்ப்ன ெரறாெரி்யப சப்லறாம்.
ஆண்டு விறபசன ெரறாெரி
1990 15 15 11 20 10

4
14

+ + +
=1991 11

1992 20
1993 10
1994 15

15 25 35 30
4

26 25
+ + +

= .
1995 25
1996 35
1997 30

அடடவ்ண 9.2

O
XX′

Y′
1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997

Y
வி

ற்ப
்

ன

30

25

20

15

10

5

படம்: 9.3

ஆண்டு

(i)  எதிரகைறால மதிபபுகை்ை்க கைணி்ககை முடியும்.
(ii)  இநத மு்் மூலம் ்பறா்ககு மதிப்பப 

சப்லறாம். ஆனறால்  கைணித்துப சப்பபடட 
மதிபபுகைள் துல்லியமறான்வ அல்ல.

குறிப்பு:

9.1.3 �கரும் ்ைபா்ரி முச்ற (Method of 
Moving Averages)

 நகைரும் ெரறாெரி மு்்யறானது நியறாயமறான 
மற்றும் துல்லியமறான ்பறா்ககு மதிபபுகைள் வழஙகை்க 
கூடியதறாகும்.
செயல்மு்்கைள்:
(i)  நகைரும் ெரறாெரி்ககைறான கைறால இ்டசவளி்யத் 

தீரமறானி்ககைவும். (மூனறு ஆண்டு, நறானகு 
ஆண்டு)

(ii)  ஒற்்்பப்ட (மூனறு) ஆண்டுகைளில் இருபபின,

        a b c b c d c d e d e f+ + + + + + + +
3 3 3 3

, , , ,...
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இவற்றின மூலம் கைண்ககீடடு ெரறாெரி்யப சப் 
முடியும்.

( i i i )  நகைரும் ெரறாெரியறானது ஒற்்்பப்ட 
எண்ணறாகை இருநதறால், அ்த ்மயபடுத்து 
வதில் எநத பிரச்ெ்னயும் இல்்ல, 
ெரறாெரியறாகை ஒவசவறாரு மூனறு ஆண்டு 
கைளு்ககும் அதனு்டய இரண்டறாம் ஆண்டில் 
்மயமதிபபு இரு்ககும்.

(iv) இரட்டபப்ட (நறானகு) ஆண்டுகைளில் 
இருபபின,

a b c d b c d e c d e f d e f g+ + + + + + + + + + + +
4 4 4 4

, , , ,…

(v) நகைரும் ெரறாெரியறானது, இரட்டபப்ட 
எண்ணறாகை இருநதறால் முதல் நறானகு 
மதிபபுகைளின ெரறாெரி இரண்டறாம் மற்றும் 
மூன்றாம் ஆண்டுகைளு்ககு இ்டயில் குறிபபிட 
்வண்டும். அ்த ்பறால் இரண்டறாவது நறானகு 
மதிபபுகைளின ெரறாெரியறானது 3வது மற்றும் 
4வது ஆண்டுகைளு்ககு இ்டயில் குறி்ககைபபட 
்வண்டும்.்மற்கைண்ட இரண்டு ெரறாெரி்ககும் 
மீண்டும் ெரறாெரி கைண்ககிடடு 3வது 
ஆண்டுகைளு்ககு எதி்ர குறிபபிடவும். 
மீதமுள்ை மதிபபுகைளு்ககு ்மற்கைண்ட மு்் 
்பறால் சதறாடரநது கைண்ககிடவும்.இம்மு்்்ககு 
ெரறாெரி ்மயபபடுத்துதல் எனபபடும்.

எடுுதககபாட்டு ாட்  
 ஒரு குறிபபிடட கிரறாமத்தில் உள்ை 
்மல்நி்லப பள்ளியில் பயிலும் மறாணவரகைளின 
புள்ளி விவரம் கீ்ழ சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன. 
இவற்றின மூனறு ஆண்டு நகைரும் ெரறாெரி்ய்க 
கைறாண்கை.

ஆண்டு மபாணவர்களின எண்ணிகசக
1995 332
1996 317
1997 357
1998 392
1999 402
2000 405
2001 410
2002 427
2003 435
2004 438

தீர்வு: 
 மூ ன று  ஆ ண் டு  ந கை ரு ம்  ெ ர றா ெ ரி ் ய 
கைண்ககிடுதல்.

ஆண்டு மபாணவர்களின 
எண்ணிகசக

மூனறு 
ஆண்டு 
�கரும் 
கூடு�ல்

மூனறு 
ஆண்டு 
�கரும் 
்ைபா்ரி

1995 332 --- ---
1996 317 1006 335.33
1997 357 1066 355.33
1998 392 1151 383.67
1999 402 1199 399.67
2000 405 1217 405.67
2001 410 1242 414.00
2002 427 1272 424.00
2003 435 1300 433.33
2004 438 --- ---

அடடவ்ண 9.3 

எடுுதககபாட்டு ாட் 
  ஒ ரு  கு றி ப பி ட ட  ந கை ர த் தி ல்  உ ள் ை 
உயரநி்லபபள்ளியில் படி்ககும் மறாணவரகைளின 
எண்ணி்க்கை்ய நறானகு வருடறாநதிர நகைரும் 
ெ ர றா ெ ரி ் ய ப  பி ன வ ரு ம்  த ர வு கை ளி லி ரு ந து 
கைண்ககிடுகை.

ஆண்டு மபாணவர்களின எண்ணிகசக
2001 124
2002 120
2003 135
2004 140
2005 145
2006 158
2007 162
2008 170
2009 175

தீர்வு:  
 ந றா ன கு  ஆ ண் டு  ந கை ரு ம்  ெ ர றா ெ ரி ் ய 
கைண்ககிடுதல். (ஒற்்்பப்ட ஆண்டு).

ஆண்டு விறபசன 4 ஆண்டு ்மய 
கூடடுத்சதறா்கை

4 
ஆண்டு 
நகைரும் 
ெரறாெரி

4 ஆண்டு 
்மயபபடுத்தபபடட 

நகைரும் ெரறாெரி

2001 124 -- -- --

2002 120 -- -- --

519 129.75

2003 135 -- 132.37
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540 135.00

2004 140 -- 139.75

578 144.50

2005 145 -- 147.87

605 151.25

2006 158 -- 155.00

635 158.75

2007 162 -- 162.50

665 166.25

2008 170 -- -- -

2009 175 -- -- -

அடடவ்ண 9.4

கைண்ககிடபபடட 4 ஆண்டு ்மய நகைரும் 
ெ ர றா ெ ரி ய றா ன து  கு றி ப பி ட ட  நி ர லி ன 
வ ரு ட த் தி ற் கு  உ ள் ை  ம தி ப ப றா கு ம் . 
உதறாரணத்திற்கு 132.37 என் மதிபபு 2003 
ஆம் ஆண்டிற்கு உரியதறாகும்.

குறிப்பு:

9.1.4 மீச்சிறு வர்கக முச்ற (Method of Least 
Squares)

 ஒரு ்கைறாடடிலிருநது பல்்வறு புள்ளிகைளின 
வில்ககைஙகைளின கூடடுத் சதறா்கை பூஜ்ஜியமறாகை 
இருநதறால் அ்க்கைறாடறானது, சபறாருத்தமறான ்கைறாடு 
ஆகும். இம்மு்்யறானது, ்பறா்ககு மதிப்ப்க 
கைறாண்பதற்கைறான சி்நத மு்்யறாகும். கைறாலம்ெறார 
சதறாடர வரி்ெ்ககைறான சபறாருத்தமறான ்கைறாட்ட 
கைண்ககிடுவதற்கைறான ஒரு வெதியறான அடிபப்ட 
மு்்யறாகும். இஙகு கைணித மு்்யில் ்பறா்க்கை 
அைவிட முடியும் ்மலும் பி் சபறாருத்துதல் 
வடிவ்மப்பவிட இநத மு்்யில் மறாறுபறாடுகைளின 
வர்ககைஙகைளின கூடுதல் மீச்சிறு மதிபபறாகை இரு்ககும். 
ஆ்கையறால் இது மீச்சிறு வர்ககை மு்் எனப 
படுகி்து. அது கீழ்ககைறாணும் நிபநத்னகை்ை 
பூரத்தி செய்யும்.

(i) உண்்மயறான மதிபபு Y்ககும் மதிபபிடபபடட 
மதிபபு Ŷ  ்ககும் உள்ை மறாறுபறாடுகைளின 
கூடடுத்சதறா்கை பூஜ்ஜியமறாகை இரு்ககும். 
அதறாவது, Σ(Y–Ŷ) = 0.

(ii) உண்்மயறான மதிபபு Y்ககும் மதிபபிடபபடட 
மதிபபு Ŷ ்ககும் கூடுதல் மீச்சிறு மதிபபறாகை 
இரு்ககும் அதறாவது Σ(Y-Ŷ ) 2 எனபது மீச்சிறு 
மதிபபு ஆகும்.

த்யல்முச்ற:
(i) ஒரு ்நர்க்கைறாடடு ்பறா்ககைறானது Y = a + bX 

…(1)  என் ெமனபறாடடின மூலம் 
குறிபபிடலறாம்.    

 Y எனபது உண்்மயறான மதிபபு, X எனபது 
கைறாலம், a, b எனபது மறாறிலிகைள் ஆகும்.

(ii)  கீழ்ககைறாணும் இயல்நி்ல ெமனபறாடுகைள் 
மற்றும் சகைறாடு்ககைபபடட புள்ளி விவரத்தில் 
உள்ை ஆண்டுகைளின எண்ணி்க்கை n-ஐ 
சகைறாண்டு தீரபபதன மூலம் மறாறிலிகைள் 
 ‘a’ மற்றும் ‘b’  மதிப்ப கைறாணலறாம். 

ΣY = n a + b ΣX  ...(2)
ΣXY = a ΣX + b ΣX2 ...(3)
‘n’ = சமறாத்த ஆண்டுகைளின எண்ணி்க்கை.

(iii) சமறாத்த ஆண்டுகைளின எண்ணி்க்கை (ΣX) 
கைண்ககிடடறால் அம்மதிபபு பூஜ்ஜியம் ஆகும். 
அதறாவது ΣX = 0.

( i v )  Σ X  =  0 ,  ஆகை இரு்ககும் ்பறாது ,  இரு 
இயல்நி்லச் ெமனபறாடுகைள் கீழ்ககைண்டவறாறு 
உருமறாற்்ம் அ்டயும்.

 ΣY = n a + b (0)    ; a
Y

n
Y= =∑  

 ΣXY = a(0) + b ΣX2  ; b
XY
X

= ∑
∑ 2   

மறாறிலி ‘a’ எனபது Y இன ெரறாெரி மற்றும் ‘b’ 
எனபது மறாறுவீதம் (ெறாய்வு) ஆகும்.

(v)  ் பறா்ககு ெமனபறாடடில் ‘a’ மற்றும் ‘b’ இன 
மதிபபுகை்ைப பிரதியிடுவதன மூலம் 
சபறாருத்தமறான ்கைறாட்ட சப் முடியும்.

எடுுதககபாட்டு ாட் 
 ஒரு மறாவடடத்தில் கைரும்பு உற்பத்தி 
ச த றா ட ர ப றா ன  பு ள் ளி  வி வ ர ங கை ள்  கீ ் ழ 
தரபபடடுள்ைது. மீச்சிறு வர்ககை மு்் மூலம் 
்நர்க்கைறாடடுப ்பறா்ககி்னப சபறாருத்துகை. ்மலும் 
்பறா்ககு மதிப்ப அடடவ்ணபபடுத்துகை.
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ஆண்டு 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

கரும்பு 
உறபுதி 

(்டனகளில்)
40 45 46 42 47 50 46

தீர்வு: 
 மீச்சிறு வர்ககை மு்் மூலம் ்பறா்ககு 
மதிபபுகை்ைப கைண்ககிடலறாம்.  (ஒற்்்பப்ட 
ஆண்டு).

ஆண்டு 
(x)

கரும்பு 
உறபுதி 

(Y)

X= 
(x–2003)

X2 XY
நபபாககு 

மதிப்புகள் 
(Yt)

2000 40 –3 9 –120 42.04
2001 45 –2 4 –90 43.07
2002 46 –1 1 –46 44.11
2003 42 0 0 0 45.14
2004 47 1 1 47 46.18
2005 50 2 4 100 47.22
2006 46 3 9 138 48.25

N= 7
ΣY  = 
316

Σ X   =  0
ΣX2= 

28
ΣXY 
= 29

Σ Yt  = 316

அடடவ்ண 9.5  

  a
Y

n
= = =∑ 316

7
45 143. ;

  b
XY
X

= = =∑
∑ 2

29
28

1 036.

 என்வ, ்த்வயறான ்நர்க்கைறாடடுப 
்பறா்ககுச் ெமனபறாடறானது,
  Y a bX

Y x
    
     
= +
= +45 143 1 036 2003. . ( - )

X = 2000 , Yt = 45.143 + 1.036(2000–2003) = 42.035

 X = 2001,  Yt = 45.143 + 1.036(2001–2003) 
= 43.071, எனும் ்பறா்ககு மதிபபுபகை்ைப சப் 
முடியும். இ்த ்பறால் மற்் மதிபபுகை்ையும் சப் 
முடியும்.
எடுுதககபாட்டு ாட் 
 ஒரு மறாவடடத்தில் ஓர உற்பத்திப சபறாருளின 
விற்ப்ன்யப பற்றிய புள்ளி விவரஙகைள் கீ்ழ 
சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன. மீச்சிறு வர்ககை மு்் மூலம் 
்நர்க்கைறாடடுப ்பறா்ககி்னப சபறாருத்துகை ்மலும் 
்பறா்ககு மதிப்ப அடடவ்ணபபடுத்துகை.

ஆண்டு 1995 1996 1997 1998 1999 2000 20012002

விற்ப்ன 6.7 5.3 4.3 6.1 5.6 7.9 5.8 6.1

தீர்வு: 
 ்பறா்ககு மதிப்ப மீச்சிறு வர்ககை மு்்யில் 
கைண்ககிடடுச் செய்யலறாம்.  ஆண்டுகைளின 
எண்ணி்க்கை இரட்டபப்டயறாகை இருபபதறால், 
X - ஐ ்க  கை றா ன  பி ன வ ரு ம்  சூ த் தி ர த் ் த 
பயனபடுத்து்வறாம்.

x-மத்திய இரண்டு வருடஙகைளு்ககைறான 
கூடடு ெரறாெரி

0.5
X =

ஆண்டு 
(x)

விறபசன 
(Y)

X x=   ( - . )
.

1998 5
0 5

XY  X2 நபபாககு 
மதிப்பு (Yt)

1995 6.7 –7 –46.9 49 5.6167
1996 5.3 –5 –26.5 25 5.7190
1997 4.3 –3 –12.9 9 5.8214
1998 6.1 –1 –6.1 1 5.9238
1999 5.6 1 5.6 1 6.0262
2000 7.9 3 23.7 9 6.1286
2001 5.8 5 29.0 25 6.2310
2002 6.1 7 42.7 49 6.3333
N=8  47.8 ΣX = 0 8.6 168

அடடவ்ண  9.6

 a
Y

n
= = =∑ 47 8

8
5 975. . ;

 b
XY
X

= = =∑
∑ 2

8 6
168

0 05119. .

என்வ,
Y a bX Y X                 = + = +; . . .5 975 0 05119

X  =1995, Yt = 5.975 + 0.05119                             = 5.6167 






1995 - 1998.5
0 5.

X  =1996, Yt = 5.975 + 0.05119                             = 5.7190 






1996 - 1998.5
0 5.

இ்த ்பறால் மற்் மதிபபுகை்ைப சப்லறாம்.

(i) இநத மு்்யறால் உருவறா்ககைபபடட எதிரகைறால 
முனனறிவிபபு, ் பறா்ககுகைளின மதிபபுகை்ைச் 
ெறாரநத்வ.

(ii) மற்் மு்்கை்ை விட இநத மு்்யில் 
கைணி்ககை கூடிய மதிபபுகைள் அதிகை நம்பகை 
மறான்வ ஆகும். 

குறிப்பு:
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9.1.5 பருவகபால மபாறுபபாடுகச்ள 
அ்ளவிடுவ�றகபான முச்றகள்  
(Methods of measuring Seasonal 
Variations By Simple Averages)

 பருவகைறால மறாறுபறாடுகைள் எளிய ெரறாெரி 
மு்்யறால் அைவிடபபட முடியும். புள்ளி விவரங 
கைைறானது, வறாரஙகைள், கைறாலறாண்டுகைள் ்பறான் 
கைறாலம் ெறாரநத நி்லகைளில் கி்ட்ககின்ன.
எளிய ்ைபா்ரி முச்ற  (Method of Simple Averages):

 ப ரு வ கை றா ல  ம றா று ப றா டு கை ள்  அ றி வ த ற் கு 
இம்மு்் எளி்மயறாகை இரு்ககும். 

இம்முச்றயின த்யல்முச்றகள் கீநழ தகபாடுககப் 
பட்டுள்்ளன:
( i )   ச கை றா டு ்க கை ப ப ட ட  பு ள் ளி  வி வ ர ங கை ் ை 

வறாரஙகைள், மறாதஙகைள், கைறாலறாண்டுகைள்  என் 
வரி்ெயில் அ்ம்ககை ்வண்டும்.

(ii) ஒவசவறாரு மறாதஙகைள், கைறாலறாண்டுகைள் அல்லது 
ஆண்டுகைளின கூடுத்ல்க கைறாண ்வண்டும்.

(iii) ஒவசவறாரு மறாதஙகைள், கைறாலறாண்டுகைள் அல்லது 
ஆ ண் டு  ஆ கி ய வ ற் றி ற் கு ச்  ெ ர றா ெ ரி  கை றா ண 
்வண்டும்.

(iv) ெரறாெரிகைளு்ககைறான ெரறாெரி கைறாண ்வண்டும் 
இ த ் ன  ச ம றா த் த  ெ ர றா ெ ரி  ( G )  எ ன 
அ்ழ்ககைலறாம்.

( v )  ஒவசவறாரு பருவத்திற்கும் பருவகைறால்க 
குறியீட்ட்க கைண்ககிடுகை.  மறாதஙகைள், 
கைறாலறாண்டுகைள் அல்லது ஆண்டு 
சகைறாடு்ககைபபடடறால்

பருவகைறால குறியீடு (S.I) = 
பருவகைறால ெரறாெரி

சமறாத்த ெரறாெரி
× 100

( v i )   பு ள் ளி  வி வ ர ங கை ள்  ம றா த ந ் த றா று ம் 
சகைறாடு்ககைபபடடிருநதறால்

பருவகைறால குறியீடு ஜனவரி (S.I) = 
மறாத ெரறாெரி

சமறாத்த ெரறாெரி
× 100

பருவகைறால குறியீடு பிபரவரி (S.I) = 
மறாத ெரறாெரி

சமறாத்த ெரறாெரி
× 100

 இ்த ்பறால் மற்் எல்லறா மறாதஙகைளு்ககும் 
பருவகைறால குறியீடசடண்கைள் கைண்ககிட முடியும்.

( v i i )   பு ள் ளி  வி வ ர ங கை ள்  கை றா ல றா ண் டு கை ை றா கை 
சகைறாடு்ககைபபடடறால்,

முதல் கைறாலறாண்டிற்கைறான பருவகைறால குறியீடு(S.I)  

=   
முதல் கைறாலறாண்டு   ெரறாெரி    

× 100
       சமறாத்த ெரறாெரி

இரண்டறாம் கைறாலறாண்டிற்கைறான பருவகைறால குறியீடு (S.I) 

 =   
   இரண்டறாம்  கைறாலறாண்டு   ெரறாெரி  

× 100
       சமறாத்த ெரறாெரி

மூன்றாம் கைறாலறாண்டிற்கைறான பருவகைறால குறியீடு (S.I)  

=   
மூன்றாம்   கைறாலறாண்டு   ெரறாெரி  

× 100
       சமறாத்த ெரறாெரி

நறானகைறாம் கைறாலறாண்டிற்கைறான பருவகைறால குறியீடு (S.I) 

=    
 நறானகைறாம்   கைறாலறாண்டு   ெரறாெரி  

× 100
       சமறாத்த ெரறாெரி

எடுுதககபாட்டு ாட் 
 எளிய ெரறாெரி மு்்்யப பயனபடுத்தி ஒரு 
சபறாருளின மறாதறாநதிர விற்ப்ன்ககு, பருவகைறால 
குறியீட்ட்க கைண்ககிடுகை.

மறாதஙகைள் 
ஆண்டு

2001 2002 2003
ஜனவரி 15 20 18
பிபரவரி 41 21 16

மறாரச் 25 27 20

ஏபரல் 31 19 28

்ம 29 17 24

ஜூன 47 25 25

ஜூ்ல 41 29 30

ஆகைஸட 19 31 34

செபடம்பர 35 35 30

அ்க்டறாபர 38 39 38

நவம்பர 40 30 37

டிெம்பர 30 44 39

தீர்வு: 
 எளிய ெரறாெரியின மூலம் பருவகைறால 
குறியீட்ட கைண்கதிடுதல்.
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மறாதஙகைள்
ஆண்டு மறாதறாநதிர 

சமறாத்தம்
மறாதறாநதிர 

ெரறாெரி2001 2002 2003

ஜன 15 20 18 53 17.67

பிப 41 21 16 78 26

மறாரச் 25 27 20 72 24

ஏப 31 19 28 78 26

்ம 29 17 24 70 23.33

ஜுன 47 25 25 97 32.33

ஜு்ல 41 29 30 100 33.33

ஆகைஸ 19 31 34 84 28

செப 35 35 30 100 33.33

அ்க 38 39 38 115 38.33

நவம் 40 30 37 107 35.67

டிெம் 30 44 39 113 37.67
அடடவ்ண  9.7

பருவகைறால குறியீடு (ஜனவரி) = 
மறாத ெரறாெரி

சமறாத்த ெரறாெரி
× 100

                    சமறாத்த ெரறாெரி = 
355 66

12
29 64. .=

பருவகைறால குறியீடு (ஜனவரி) = 17 67
29 64

100 59 62.
.

.X =

பருவகைறால குறியீடு (பிபரவரி) = 26
29 64

100 87 72
.

.X =  

 இ்த்பறால் மற்் பருவகைறால்க குறியீடடு 
மதிபபுகைள் சப்முடியும்.

மறாதஙகைள் பருவகைறால குறியீடடு
ஜனவரி 59.62
பிபரவரி 87.72

மறாரச் 80.97
ஏபரல் 87.72

்ம 78.71
ஜுன 109.08

ஜு்ல 112.45
ஆகைஸட 94.47

செபடம்பர 112.45
அ்க்டறாபர 129.32
நவம்பர 120.34
டிெம்பர 127.09

எடுுதககபாட்டு ாடா  
 எளிய ெரறாெரி மு்்்யப பயனபடுத்தி ஒரு 
சபறாருளின உற்பத்தியின கைறாலறாண்டு பருவகைறால்க 
குறியீட்ட கைண்ககிடுகை.
ஆண்டு I  கைறாலறாண்டு II கைறாலறாண்டு III  கைறாலறாண்டு IV  கைறாலறாண்டு

2005 255 351 425 400
2006 269 310 396 410
2007 291 332 358 395
2008 198 289 310 357
2009 200 290 331 359
2010 250 300 350 400

தீர்வு : 
 எ ளி ய  ெ ர றா ெ ரி யி ன  மூ ல ம்  ப ரு வ கை றா ல ்க  
குறியீட்ட கைண்ககிடுதல்.

ஆண்டு I  
கைறாலறாண்டு

II 
கைறாலறாண்டு

III  
கைறாலறாண்டு

IV  
கைறாலறாண்டு

2005 255 351 425 400
2006 269 310 396 410
2007 291 332 358 395
2008 198 289 310 357
2009 200 290 331 359
2010 250 300 350 400

கைறாலறாண்டு 
கூடுதல் 1463 1872 2170 2321

கைறாலறாண்டு 
ெரறாெரி 243.83 312 361.67 386.83

அடடவ்ண 9.8

முதல் கைறாலண்டிற்கைறான பருவகைறால குறியீடு (S.I)

 =   முதல் கைறாலறாண்டு   ெரறாெரி      
× 100

       சமறாத்த ெரறாெரி 

சமறாத்த ெரறாெரி  = 
1304 333

4
326 0833. .=

முதல் கைறாலண்டிற்கைறான பருவகைறால குறியீடு (S.I)

 = 
243 8333
326 0833

100 74 77.
.

.× =  

இரண்டறாம் கைறாலண்டிற்கைறான பருவகைறால குறியீடு (S.I)

 = 
312

326 0833
100 95 68

.
.× =  
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மூன்றாம் கைறாலண்டிற்கைறான பருவகைறால குறியீடு (S.I)

 = 
361 6667
326 0833

100 110 91.
.

.× =  

நறானகைறாம் கைறாலண்டிற்கைறான பருவகைறால குறியீடு (S.I)

 = 
386 833

326 0833
100 118 63.

.
.× =

பயிற்சி 9.1

1. கைறாலம்ெறார சதறாடர வரி்ெ்ய வ்ரயறு.
2.   கைறாலம்ெறார சதறாடர வரி்ெ்ய்க கைற்பதன 

அவசியம் எனன?
3.  கைறாலம்ெறார சதறாடர வரி்ெயின பயனபறாட்ட 

குறிபபிடுகை.
4.  கைறாலம்ெறார சதறாடர வரி்ெயின கூறுகை்ை்க 

குறிபபிடுகை.
5. நீள்கைறாலப்பறா்ககு வ்ரயறு.
6.  பருவகைறால மறாறுபறாடடின மீது ஒரு சுரு்ககைமறான 

குறிபபு எழுதுகை. 
7.  சூழல் மறாறுபறாடுகைள் எனப்த விை்ககுகை.
8. ஒழுஙகைற்் மறாறுபறாடுகைள் பற்றி விவறாதி்ககைவும் 
9. பருவகைறால குறியீட்ட வ்ரயறு்ககை
10.  ஒரு ்நர்க்கைறாட்டப சபறாருத்தும் மு்்்ய 

விை்ககுகை.
11.  ் நர்க்கைறாடு சபறாருத்துதலில் பயனபடுத்தபபடும் 

இரு இயல்நி்லச் ெமனபறாடுகை்ை கூறுகை.
12.  ் பறா்ககி்ன அைவிடுவதற்கைறான சவவசவறு 

மு்்கை்ை குறிபபிடுகை.
13.  கீழ்ககைண்ட சதறாடரு்ககு ெரறாெரி பருவகைறாலப 

்பறா்க்கை்க கைண்ககிடுகை.

வருடம் கைறாலறாண்டு உற்பத்தி
I II III IV

2002
2003
2004
2005
2006

3.5
3.6
3.4
4.2
3.9

3.8
4.2
3.9
4.5
4.4

3.7
3.4
3.7
3.8
4.2

3.5
4.1
4.2
4.4
4.6

14.  எடடு ஆண்டுகைளு்ககைறான வரத்தகை ெம்பநதமறான 
இலறாபஙகைளுடன சதறாடரபு்டய புள்ளி 
விவரஙகைள் கீழ்ககைண்ட அடடவ்ணயில் 
சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைது.

ஆண்டுகைள் இலறாபம் (`)
1986 15,420

1987 15,470

1988 15,520

1989 21,020

1990 26,500

1991 31,950

1992 35,600

1993 34,900

மூனறு ஆண்டு கைறாலத்்த்க சகைறாண்ட நகைரும் 
ெரறாெரி மு்்்யப பயனபடுத்தி ்பறா்ககு 
மதிபபுகை்ை்க கைண்ககிடுகை.

15.  ஐநது ஆண்டு கைறாலத்்த்க சகைறாண்ட நகைரும் 
ெரறாெரிகைளின மூலம் பினவரும் புள்ளி 
விவரஙகைளு்ககைறான உற்பத்தி ்பறா்ககு 
மதிபபுகை்ை்க கைண்ககிடுகை.

ஆண்டுகைள் உற்பத்தி(‘000)

1979 126
1980 123
1981 117
1982 128
1983 125
1984 124
1985 130
1986 114
1987 122
1988 129
1989 118
1990 123

16.  சதறாழில்து்்யில் 1985 மற்றும் 1991 இ்டபபடட 
ஆண்டுகைளில் பதிவு செய்யபபடட சிறுசதறாழில் 
நிறுவனஙகைளின எண்ணி்க்கை பினவரும் 
அடடவ்ணயில் சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன. 
்பறா்ககு்க்கைறாடடின மீது இதன வைரச்சி்ய 
வ்ரபட மு்்யில் கைறாடடுகை.

ஆண்டுகைள் அலகுகைளின 
எண்ணி்க்கை ('000)

1985 10
1986 22
1987 36
1988 62
1989 55
1990 40
1991 34
1992 50
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17.  ஒரு சபறாருளின ஆண்டு உற்பத்தி கீ்ழ 
சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைது

ஆண்டுகைள் உற்பத்தி (‘000) 
1995 155
1996 162
1997 171
1998 182
1999 158
2000 180
2001 178

 மீச்சிறு வர்ககை மு்்யில் ்நர்க்கைறாடடுப 
்பறா்ககி்ன சபறாருத்துகை.

18.  கீ்ழ சகைறாடு்ககைபபடடுள்ை புள்ளி விவரஙகைளு்ககு 
சபறாருத்தமறான ்நர்க்கைறாடடின  ெமனபறாட்டத் 
தீரமறானி்ககை. ்மலும், 2000-இலிருநது 2004 
வ்ர உள்ை எல்லறா ஆண்டுகைளு்ககும் 
்பறா்ககு மதிப்ப கைண்ககிடுகை. 

வருடம் 2000 2001 2002 2003 2004

விற்ப்ன (.’000 ) 35 36 79 80 40

19.  ஒரு சபறாருளின வி்ல (டனனில்) ஜனவரி 
2010 முதல் டிெம்பர 2010 வ்ர கீ்ழ 
சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன. புள்ளி விவரஙகைளு்ககுப 
பகுதி ெரறாெரி மு்்யில் ்பறா்ககு்க ்கைறாட்டப 
சபறாருத்துகை: 

2010 ஆம் ஆண்டில் விற்ப்ன (டன)
ஜனவரி 280

பிபரவரி 240

மறாரச் 270

ஏபரல் 300

்ம 280

ஜுன 290

ஜு்ல 210

ஆகைஸட 200

செபடம்பர 230

அ்க்டறாபர 200

நவம்பர 230

டிெம்பர 210

20.  மறாதறாநதிர ெரறாெரி மு்்யில் 2002, 2003 
மற்றும் 2004 ஆண்டுகைளு்ககைறான கீழ்ககைறாணும் 
சபறாருள்கைளின உற்பத்தி புள்ளி விவரங 
கைளு்ககு மறாதறாநதிர குறியீடுகை்ை கைறாண்கை.

2002 2003 2004
15 20 18
18 18 25
17 16 21
19 13 11
16 12 14
20 15 16
21 22 19
18 16 20
17 18 17
15 20 16
14 17 18
18 15 20

21.  எளிய ெரறாெரி மு்்யின மூலம் கீழ்ககைண்ட 
புள்ளி விவரஙகைளு்ககு பருவகைறால குறியீடு 
கை்ை்க கைறாண்கை:

வருடம் I 
கைறாலறாண்டு

II 
கைறாலறாண்டு 

III 
கைறாலறாண்டு

IV 
கைறாலறாண்டு

2008 72 68 62 76

2009 78 74 78 72

2010 74 70 72 76

2011 76 74 74 72

2012 72 72 76 68

 22.  ஒரு குறிபபிடட நிறுவனத்தில் பணி 
புரியும் விற்ப்னயறாைரகைளின எண்ணி்க்கை  
கீ்ழ உள்ை அடடவ்ணயில் சகைறாடு்ககைப 
படடுள்ைன.

ஆண்டு 1992 1993 1994 1995 1996

விற்ப்னயறாைரகைளின 
எண்ணி்க்கை 46 48 42 56 52

இபபுள்ளி விவரஙகைளு்ககு மீச்சிறு வர்ககை 
மு்்யில் ஒரு ்நர்க்கைறாட்டப சபறாருத்துகை 
்மலும் 1997 ஆம் ஆண்டில் விற்ப்னயறாைரகைளின 
எண்ணி்க்கை்ய மதிபபிடுகை.  
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9.2  குறியீட்டு எண்கள் (Index Number)

அறிமுகம்:
 குறியீடடு எண்கைள் எனபது பல்்வறு 
சபறாருள்கைளின வி்ல, உற்பத்தி, விற்ப்ன, 
வறாழ்க்கைச் செலவு ஆகியவற்றில் ஒரு குறிபபிடட 
கைறாலத்தில் ஏற்படும் மறாற்்ஙகை்ைப பிரதிபலி்ககும் 
கு றி கை றா ட டி கை ை றா கு ம் .  அ ் வ  ம றா றி  அ ல் ல து 
மறாறிகைளின சதறாகுபபில் ஏற்படும் மறாற்்த்்த அதன 
்நரம், புவியியல் அ்மபபு, வருமறானம் மற்றும் 
சதறாழில் ்பறான் பி் பண்புகை்ை ஒபபிடடுப 
பறாரத்து அைவிடும் புள்ளியியல் மு்்கைள் ஆகும்.

இம்மறாறிகைள் எனபது கீழ்ககைண்டவறாறு இரு்ககைலறாம்,

(i)  ஒரு குறிபபிடட சபறாருளின வி்ல. 
உதறாரணமறாகை தஙகைம், சவள்ளி, இரும்பு 
( அ ல் ல து )  ச ப றா ரு ள் கை ளி ன  ச த றா கு ப பு . 
உதறாரணமறாகை நுகைர்வறார சபறாருள்கைள், வீடடு 
உணவு சபறாருள்கைள் ்பறான்்வ.

(ii) ஏற்றுமதி மற்றும் இ்்ககுமதி சபறாருளின அைவு, 
விவெறாய மற்றும் சதறாழில்து்் உற்பத்தி.

(iii)  ஒரு நறாடடின ்தசிய வருமறானம், ஒரு 
கு றி ப பி ட ட  வ ரு ம றா ன  வ ர ம் பி ல்  உ ள் ை 
நபரகைளின வறாழ்க்கைச் செலவு.

9.2.1 தபபாருள், வசகப்பபாடு மறறும் பயனகள் 
(Meaning, Classifications and Uses) 

 நுகைர்வறார சபறாருள்கைளின வி்லயில் 
ஏற்படும் சபறாதுவறான மறாற்்ஙகை்ை நறாம் 
்நரி்டயறாகை அைவிட முடியறாது. ஏசனனில், 
நுகைர்வறார சபறாருள்கைளின அைவுகைள் சவவ்வறு 
அலகுகைளில் இரு்ககும். எடுத்து்ககைறாடடறாகை அரிசி, 
்கைறாது்ம மற்றும் ெர்ககை்ர ஆகிய சபறாருள்கைள் 
கி்லறாகிரறாமிலும், பறால், சபட்ரறால், எண்சணய் 
ஆகிய சபறாருள்கைள் லிடடரிலும் மற்றும் ஆ்டகைள் 
மீடடரிலும் அைவிடபடுகின்ன. ்மலும் சில 
சபறாருள்கைளின வி்ல மற்றும் அைவு இரண்டு 
கை றா ல ்க கை ட ட ங கை ளி ல்  அ தி கை ரி ்க கை  அ ல் ல து 
கைணிெமறாகை்க கு்்ய வறாய்பபு உண்டு. என்வ, 
குறியீடடு எண்ணறானது, ஒரு குறிபபிடட கைறால 
கைடடத்தில் சகைறாடு்ககைபபடட சதறாகுபபிலுள்ை 
அ்னத்துப சபறாருடகைளின வி்ல்யயும் 
பிரதிபலி்ககும் ஓர ஒற்்் எண்ணறாகும்.

வசையச்ற 9.2

“ஒரு குறியீடடு எண் எனபது துல்லியமறான 
அ ை வு கை ளி ல்  அ ை ்க கை  மு டி ய றா த  அ ல் ல து 
வழ்ககைத்தில் ்நரடி மதிபபீடு செய்ய முடியறாத 
எண் அைவிலறான மறாறுபறாடுகைளில் உள்ை 
்வறுபறாடுகை்ை கைறாண்பி்ககை கூடிய ஒரு 
கைருவியறாகும்்”.

 – சவல்டன

“ஒரு குறியீடடு எண் எனபது சதறாடர 
அ்மபபில் வரி்ெ படுத்தபபடட ஒரு மறாறியில் 
கைறாணபபடும் ஏற்் இ்்ககைஙகை்ை கைறாணும் 
புள்ளியியல் அைவிடுகைைறாகும் ்மலும் அடிபப்ட 
கைறால இ்டசவளி்ய பயனபடுத்தி ஒபபீடு 
செய்வதறாகும். ” 

– லறாரனஸ சஜ கைல்பன

குறியீட்டு எண்களினவசகப்பபாடுகள்:
 கு றி யீ ட டு  எ ண் கை ் ை  பி ன வ ரு ம றா று 
வ்கைபபடுத்த முடியும்,
(i)  விசலக குறியீட்டு எண் (Price Index 

Number)

சில்ல்் அல்லது சமறாத்த வி்லயில் 
ஏற்படும்  ஒரு குறிபபிடட மறாற்்த்்த அல்லது 
சதறாகுபபு சபறாருள்கைளின வி்ல குறியீடடு 
எண்ணின சபறாதுவறான மறாற்்ஙகை்ை  
அைவிடுவதற்கைறான குறியீடு ஆகும். 

(ii) எண்ண்ளவு குறியீட்டு எண் (Quantity Index 
Number)

ஒரு சதறாழிற்ெறா்லயில் தயறாரி்ககைபபடும் 
சபறாருள்கைளின அைவுகைளில் ஏற்படும் 
மறாற்்ஙகை்ை அைவிடுவதற்கைறான குறியீடு 
ஆகும்.

(iii)  வபாழகசகு�ை குறியீட்டு எண் (Cost of 
living  Index Number)

சவவ்வறு வர்ககை ம்ககைளின வறாழ்க்கைத் தர 
செலவில் வி்ல ெறாரநத மறாற்்த்தின 
வி ் ை வு கை ் ை  அ றி வ த ற் கை றா கை  இ ் வ 
உருவறா்ககைபபடடுள்ைன.

குறியீட்டு எண்ணின பயனகள்: (Uses of Index 
number)

(i)  முடிவுகைள் மற்றும் நிரவறாகை்க சகைறாள்்கைகை்ை 
அ ் ம ப ப த ற் கு  இ து  ஒ ரு  மு ்க கி ய ம றா ன 
கைருவியறாகும்.

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 9.indd   223 3/5/2020   1:06:12 PM



224 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

( i i )   இ து  ் ப றா ்க கு கை ள்  ம ற் று ம்  ் ப றா ்க கு 
அை்வகை்ை அறிய உதவுகி்து.

(iii) இது ஒரு சபறாருைறாதறாரத்தின வீ்ககைம் மற்றும் 
பணவறாடடத்்தத் தீரமறானி்ககி்து

குறியீட்டுஎண் அசமககும் வி�ம்: (Construction of 
Index Number)

 கு றி யீ ட டு  எ ண் ணி ன  கை ட டு ம றா ன த் தி ல் 
இரண்டு வ்கைகைள் உள்ைன.
(i)  நி்்யிடறா குறியீடடு எண் (Unweighted Index 

Number) 
(ii)  நி்்யிடட குறியீடடு எண் (Weighted Index 

Number)
 இஙகு, நி்்யிடட குறியீடடு எண்கை்ை 
பற்றி மடடும் நறாம் படிப்பறாம்.

9.2.2 நிச்றயிட்்ட குறியீட்டு எண் (Weighted 
Index Number) 

 சபறாதுவறாகை, அ்னத்துப சபறாருள்கைளு்ககும் 
ெமமறான மு்ககியத்துவத்்த வழஙகை முடியறாது. 
என்வ, ஒவசவறாரு சபறாருளு்ககும் அதன 
மு்ககியத்துவத்்தப சபறாருத்து நி்்கை்ை நம்மறால் 
வழஙகை முடியும். இநத நி்்யிலிருநது 
கைண்ககிடபபடும் குறியீடடு எண், நி்்யிடட 
குறியீடடு எண் எனறு அ்ழ்ககைபபடுகி்து. 
எடுத்து்ககைறாடடறாகை உற்பத்தி, நுகைரவு மதிபபுகைள் 
்பறான்்வ நி்்கைள் அகும். ‘w’ எனபது ஒரு 
சபறாருளு்ககு இ்ண்ககைபபடட நி்் எனில், வி்ல 
குறியீடடுஎண் பினவருமறாறு வழஙகைபபடுகி்து,

வி்லகுறியீடடு எண்:  P01 =  
p w
p w

1

0
100∑

∑
×  இஙகு,

 p1  -   நடபபு ஆண்டினவி்ல

 p0  -  அடிபப்டஆண்டின வி்ல

 q1  -  நடபபு ஆண்டினஅைவு

 q0  - அடிபப்டஆண்டின அைவு

 ‘0’ எனபது அடிபப்ட ஆண்்டயும் மற்றும் 
‘1’ எனபது நடபபு ஆண்்டயும் குறி்ககி்து.

 ல றா ஸ பி ய ர  வி ் ல ்க  கு றி யீ ட டு  எ ண் 
(Laspeyre’s price index number)

  P
p q
p q

L
01

1 0

0 0
100= ×∑

∑

 பறாசி வி்ல்க குறியீடடு எண் (Paasche’s 
price index number)

  P
p q
p q

P
01

1 1

0 1
100= ×∑

∑
 ஃபிஷர வி்ல்க குறியீடடு எண் (Fisher’s 
price index number)

  P P PF L P
01 01 01= ×

  P
p q p q

p q p q
F

01
1 0 1 1

0 0 0 1
100=

×

×
×

∑∑
∑∑

(i)  ெரியறான ஃபிஷர வி்ல குறியீடடு 

எண்்ணப சபறுவதற்கு,P P PF L P
01 01 01= × -ஐ 

பயனபடுத்துவதற்குப பதிலறாகை,சூத்திர 
மு்்்யப பயனபடுத்த ் வண்டும்.

(ii)  லறாஸபியரின வி்ல குறியீடடு எண்ணில், 
அடிபப்ட ஆண்டின அை்வகைள், 
நி்்யறாகைப பயனபடுத்தபபடுகின்ன. 

(iii)  பறாசியின வி்ல குறியீடடு எண்ணில், 
நடபபு ஆண்டின அை்வகைள், நி்்யறாகை 
பயனபடுத்தபபடுகி்து.

குறிப்பு:

எடுுதககபாட்டு ாட்0  

 லறாஸபியர, பறாசி மற்றும் ஃபிஷர வி்ல்க 
குறியீடடு எண்கை்ை்க  கீழ்ககைண்ட தரவுகைளு்ககு  
கைண்டுபிடித்து மற்றும் அவற்றி்ககைறான கைருத்து 
விை்ககைம் தருகை. 

சபறாருள்கைள் 
வி்ல அைவு

2000 2010 2000 2010
அரிசி 38 35 6 7

்கைறாது்ம 12 18 7 10
வறாட்கை 10 15 10 15

எரிசபறாருள் 25 30 12 16
இதரசெலவுகைள் 30 33 8 10
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தீர்வு: 

சபறாருள்கைள்
வி்ல அைவு

p0q0 p0q1 p1q0 p1q12003
(p0)

2009
(p1)

2003
(q0)

2009
(q1)

அரிசி 38 35 6 7 228 266 210 245

்கைறாது்ம 12 18 7 10  84 120 126 180

வறாட்கை 10 15 10 15 100 150 150 225

எரிசபறாருள் 25 30 12 16 300 400 360 480

இதரசெலவுகைள் 30 33 8 10 240 300 264 330
சமறாத்தம் 952 1236 1110 1460

அடடவ்ண  9.9

லறாஸபியரின வி்ல்க குறியீடடு எண்
  

P
p q
p q

L
01

1 0

0 0
100 1110

952
100 116 60= × = × =∑

∑
.

 ெரறாெரியறாகை, 2000 ஆம் ஆண்டுடன 
ஒபபிடு்கையில் 2010 ஆம் ஆண்டில் சபறாருள்கைளின 
வி்ல 16.60% அதிகைரித்துள்ைது.

பறாசியின வி்ல்க குறியீடடுஎண்
  
P

p q
p q

P
01

1 1

0 1
100 1460

1236
100 118 12= × = × =∑

∑
.

 ெரறாெரியறாகை, 2000 ஆம் ஆண்டுடன 
ஒபபிடு்கையில் 2010 ஆம் ஆண்டில் சபறாருள்கைளின 
வி்ல 18.12% அதிகைரித்துள்ைது.

 ஃபிஷர வி்ல்க குறியீடடு எண்

P
p q p q

p q p q
F

01
1 0 1 1

0 0 0 1
100

1110 1460
952 1236

100 117=
×

×
× =

×
×

× =
∑∑
∑∑

.336

 ெ ர றா ெ ரி ய றா கை ,  2 0 0 0  ஆ ம்  ஆ ண் டு ட ன 
ஒபபிடு்கையில் 2010 ஆம் ஆண்டில் சபறாருள்கைளின 
வி்ல 17.36% அதிகைரித்துள்ைது.

ஃபிஷர வி்ல குறியீடடு எண் 
எனபது லறாஸபியர மற்றும் பறாசி 
வி்ல குறியீடடு எண்கைளு்ககு 

இ்ட்யயறான சபரு்ககு ெரறாெரி ஆகும். 

எடுுதககபாட்டு ாட்்  
 லறாஸபியர, பறாசி மற்றும் ஃபிஷர வி்ல்க 
குறியீடடு எண்கை்ை உருவறா்ககைவும். ்மலும் 
முடிவின மீதறான கைருத்தி்னத் தருகை. 

சபறாருள்கைள்
அடிபப்ட ஆண்டு நடபபு ஆண்டு
வி்ல அைவு வி்ல அைவு

அரிசி 15 5 16 8
்கைறாது்ம 10 6 18 9
வறாட்கை 8 7 15 8

எரிசபறாருள் 9 5 12 6
்பறா்ககுவரத்து 11 4 11 7
இதரசெலவுகைள் 16 6 15 10

தீர்வு: 

சபறாருள்கைள்

அடிபப்ட 
ஆண்டு

நடபபு 
ஆண்டு

p0 q0 p0 q1 p1 q0 p1 q1வி்ல
(p0)

அைவு
(p0)

வி்ல அைவு

அரிசி 15 5 16 8 75 120  80 128

்கைறாது்ம 10 6 18 9 60  90 108 162

வறாட்கை 8 7 15 8 56  64 105 120

எரிசபறாருள் 9 5 12 6 45  54  60  72

்பறா்ககுவரத்து 11 4 11 7 44  77  44  77

இதரசெலவுகைள் 16 6 15 10 96 160  90 150

Total 376 565 487 709

அடடவ்ண 9.10

லறாஸபியரின வி்ல்க குறியீடடு எண்
  
P

p q
p q

L
01

1 0

0 0
100 487

376
100 129 5212= × = × =∑

∑
.  

பறாசியின வி்ல்ககுறியீடடுஎண்
  
P

p q
p q

P
01

1 1

0 1
100 709

565
100 125 4867= × = × =∑

∑
.

 ஃபிஷர வி்ல்க குறியீடடு எண்

P
p q p q

p q p q
F

01
1 0 1 1

0 0 0 1
100

487 709
376 565

=
×

×













× =
×
×






∑∑
∑∑ 

 × =100 127 4879.

P
p q p q

p q p q
F

01
1 0 1 1

0 0 0 1
100

487 709
376 565

=
×

×













× =
×
×






∑∑
∑∑ 

 × =100 127 4879.

      லறாஸபியர,  பறாசி,  ஃபிஷரின வி்ல்க 
குறியீடடு எண்கைள் அடிபப்ட ஆண்்டறாடு நடபபு 
ஆண்்ட ஒபபிடும்சபறாழுது சபறாருள்கைளின 
வி்லயறானது மு்்்ய ெரறாெரியறாகை, 29.52%, 
25.48% மற்றும் 27.48% ஆகை அதிகைரித்துள்ைது.
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9.2.3 குறியீட்டு எண்களின (நபபாதமபான 
�னசம) ந்பா�சன:  (Test of adequacy 
for an Index Number)

 குறியீடடு எண்கைைறானது ஏ்தனும் இரண்டு 
ஆண்டுகை்ை ஒபபிடும் ்பறாது, வி்ல மற்றும் 
அைவு ஆகியவற்றில் கைறாணபபடும் மறாற்்ஙகை்ை 
அறிநது சகைறாள்வதற்கு பயனபடுகின்ன. ஒரு 
குறியீடடு எண்ணிண் ்பறாதுமறான தன்ம்ய 
்ெறாதிபபதற்கு இரண்டு ்ெறாத்னகைள் உள்ைன. 
அ்வ பினவருமறாறு:
(i) கைறாலமறாற்றுச் ்ெறாத்ன  (Time Reversal Test)

(ii) கைறாரணி மறாற்றுச் ் ெறாத்ன (Factor Reversal Test)

 ஒரு சி்நத குறியீடடு எண்ணின 
அைவு்கைறால் எனபது ்ம்ல உள்ை இரண்டு 
்ெறாத்னகை்ை  நி்்வு செய்வது எனபதறாகும். 

கபாலமபாறறுச் ந்பா�சன (Time Reversal Test)
 கைறாலமறாற்றுச் ்ெறாத்ன எனபது ஒரு சி்நத 
குறியீடடு எண்ணின நி்லத் தன்ம்ய 
்ெறாதி்ககும் ஒரு மு்ககியமறான ்ெறாத்ன ஆகும். 
இச்்ெறாத்னயறானது ்நரத்தின, நி்லத் 
தன்ம்யப பரறாமரி்ககை முன்னறா்ககிய மற்றும் 
பின்னறா்ககிய கைறாலத்்தப சபறாறுத்து செயல்படும். 
(இஙகு ்நரம் எனபது அடிபப்ட ஆண்டு மற்றும் 
நடபபு ஆண்டு ஆகியவற்்்்க  குறி்ககி்து) இது, 
பினவரும் சதறாடரபி்ன நி்்வு செய்ய 
்வண்டும், P P01 10 1× = .

ஃபிஷரின குறியீடடு எண் சூத்திரம் ்ம்ல உள்ை 
சதறாடர்ப பூரத்தி செய்கி்து.

 P
p q p q

p q p q
F

01
1 0 1 1

0 0 0 1
=

×

×
∑∑
∑∑

 அடிபப்ட ஆண்டு மற்றும் நடபபு 
ஆண்டி்னப பரிமறாற்்ம் செய்யும் ்பறாது, நறாம் 
சபறுவது

 P
p q p q

p q p q
F

10
0 1 0 0

1 1 1 0
=

×

×
∑∑
∑∑

 P PF F
01 10 1× =  

ஒவசவறாரு குறியீடடு எண்ணிலும் கைறாரணி 
100ஐப பு்்ககைணியுஙகைள்.

குறிப்பு

கபாைணி மபாறறுச் ந்பா�சன (Factor Reversal Test)
 கைறாரணி மறாற்றுச் ் ெறாத்ன எனபது ஒரு சி்நத 
குறியீடடு எண்ணின நி்லத்தன்ம்ய 
்ெறாதி்ககும் மற்ச்றாரு ்ெறாத்ன ஆகும். உண்்ம 
மதிபபு விகிதமறானது அடிபப்ட ஆண்டு முதல் நடபபு 
ஆண்டு வ்ர உள்ை வி்ல குறியீடடு எண் மற்றும் 
எண் அைவு குறியீடடு எண்ணின சபரு்ககுத் 
சதறா்கை்ககு ெமம் ஆகும். அதறாவது, நடபபு்ககைறாலத்தின 
சமறாத்த மதிபபு மற்றும் அடிபப்ட கைறாலத்தின சமறாத்த 
மதிபபின விகிதமறாகை, உண்்ம மதிபபு விகிதம் (true 
value ratio) கைண்டறியபபடுகி்து. கைறாரணி மறாற்றுச் 
்ெறாத்ன பினவருமறாறு வழஙகைபபடுகி்து,

P Q
p q
p q01 01

1 1

0 0
× = ∑

∑
 

 இங்கை, P
p q p q

p q p q01
1 0 1 1

0 0 0 1
=

×

×
∑∑
∑∑

 இப்பறாது, P ்ககு பதிலறாகை Q ்வ பரிமறாற்்ம் 
செய்தறால், நறாம் சபறுவது

 Q
q p q p

q p q p01
1 0 1 1

0 0 0 1
=

×

×
∑∑
∑∑

 இங்கை, P01 வி்ல ஒபபீடடு மறாற்்ம் ஆகும்
 Q01 அைவு ஒபபீடடு மறாற்்ம் ஆகும்.

ஃபிஷரின வி்ல குறியீடடு எண் 
கைறாலமறாற்றுச் ்ெறாத்ன (TRT) மற்றும் 
கைறாரணி மறாற்றுச் ்ெறாத்ன (FRT) ஆகிய 

இரண்டு ்ெறாத்னகை்ை நி்்வு செய்வதறால் 
தனித்த குறியீடடு எண் எனபபடுகி்து.

எடுுதககபாட்டு ாட்்  
 பினவரும் விவரஙகைளு்ககு ஃபிஷரவி்ல 
குறியீடடு எண்்ண்க  கைண்டுபிடி்ககைவும், ்மலும் 
கைறாலமறாற்றுச் ்ெறாத்ன, கைறாரணி மறாற்றுச் ்ெறாத்ன 
ஆகியவற்்் நி்்வு செய்வ்த ெரிபறார்ககைவும்.

சபறாருள்கைள் வி்ல அைவு
2003 2009 2003 2009

அரிசி 10 13 4 6
்கைறாது்ம 15 18 7 8
வறாட்கை 25 29 5 9

எரிசபறாருள் 11 14 8 10
இதரசெலவுகைள் 14 17 6 7
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தீரவு: 

சபறாருள்கைள்
வி்ல அைவு

p0q0 p0q1 p1q0 p1q12003
(p0)

2009
(p1)

2003
(q0)

2009
(q1)

அரிசி 10 13 4 6 40 60 52 78
்கைறாது்ம 15 18 7 8 105 120 126 144
வறாட்கை 25 29 5 9 125 225 145 261

எரிசபறாருள் 11 14 8 10 88 110 112 140
இதரசெலவுகைள் 14 17 6 7 84 98 102 119

சமறாத்தம் 442 613 537 742
அடடவ்ண 9.11

 ஃபிஷரவி்ல குறியீடடுஎண் (Fisher’s price 
index number)

P
p q p q
p q p q

F
01

1 0 1 1

0 0 0 1
100

537 742
442 613

=
×

×













× =
×
×






∑∑
∑∑ 

 × =100 121 2684.

கபாலமபாறறுச் ந்பா�சன: P P01 10 1× =  

P P
p q p q p q p q

p q p q p q p q01 10
1 0 1 1 0 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1 0
× =

× × ×

× × ×






∑ ∑∑∑
∑∑∑∑ 



      
P P01 10

537 742 613 442
442 613 742 537

× =
× × ×
× × ×








      P P01 10 1× =

கபாைணி மபாறறுச் ந்பா�சன

P Q
p q
p q01 01

1 1

0 0
× = ∑

∑

P Q
p q p q q p q p

p q p q q p q p01 01
1 0 1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 0 0 0 1
× =

× × ×

× × ×






∑∑∑∑
∑∑∑∑ 



        
P Q01 01

537 742 613 742
442 613 442 537

× =
× × ×
× × ×








    
P Q01 01

742 742
442 442

742
442

× =
×

×






=  

⇒   P Q
p q
p q01 01

1 1

0 0
× = ∑

∑
என்வ, ஃபிஷரவி்ல்க குறியீடடு எண்ணறானது 
கைறாலமறாற்றுச் ்ெறாத்ன, கைறாரணி மறாற்றுச் 
்ெறாத்ன ஆகியவற்்் நி்்வு செய்கி்து.

எடுுதககபாட்டு ாட்்  
 பினவரும் விவரஙகைளு்ககு ஃபிஷரின 
வி்ல குறியீடடு எண்்ண கைண்டுபிடி்ககைவும். 
்மலும் கைறாலமறாற்றுச் ்ெறாத்ன, கைறாரணி மறாற்றுச் 
்ெறாத்ன ஆகியவற்்் நி்்வு செய்வ்தச் 
ெரிபறார்ககைவும்.

சபறாருள்கைள்
அடிபப்டஆண்டு நடபபு ஆண்டு
வி்ல அைவு வி்ல அைவு

அரிசி 10 5 11 6
்கைறாது்ம 12 6 13 4
வறாட்கை 14 8 15 7

எரிசபறாருள் 16 9 17 8
்பறா்ககுவரத்து 18 7 19 5
இதரசெலவுகைள் 20 4 21 3

தீர்வு:  

சபறாருள்கைள்

அடிபப்ட 
ஆண்டு

நடபபு 
ஆண்டு

p0q0 p0q1 p1q0 p1q1வி்ல
(p0)

அைவு
(q0)

வி்ல
(p1)

அைவு
(q1)

அரிசி 10 5 11 6 50 60 55 66

்கைறாது்ம 12 6 13 4 72 48 78 52

வறாட்கை 14 8 15 7 112 98 120 105

எரிசபறாருள் 16 9 17 8 144 128 153 136

்பறா்ககுவரத்து 18 7 19 5 126 90 133 95

இதரசெலவுகைள் 20 4 21 3 80 60 84 63

சமறாத்தம் 584 484 623 517

அடடவ்ண  9.12

 ஃபிஷரவி்ல்க குறியீடடுஎண்

P
p q p q

p q p q
F

01
1 0 1 1

0 0 0 1
100

623 517
584 484

=
×

×













× =
×
×






∑∑
∑∑ 

 × =100 106 74.

      P
p q p q

p q p q
F

01
1 0 1 1

0 0 0 1
100

623 517
584 484

=
×

×













× =
×
×






∑∑
∑∑ 

 × =100 106 74.

கபாலமபாறறுச் ந்பா�சன: P01 × P10  = 1

P P
p q p q p q p q

p q p q p q p q01 10
1 0 1 1 0 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1 0
× =

× × ×

× × ×






∑ ∑∑∑
∑∑∑∑ 



P P01 10
623 517 484 584
584 484 517 623

× =
× × ×
× × ×








  P P01 10 1× =
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கபாைணி மபாறறுச் ந்பா�சன: P Q
p q
p q01 01

1 1

0 0
× = ∑

∑

P Q
p q p q q p q p

p q p q q p q p01 01
1 0 1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 0 0 0 1
× =

× × ×

× × ×






∑∑∑∑
∑∑∑∑ 



 
P Q01 01

623 517 484 517
584 484 584 623

× =
× × ×
× × ×








 P Q01 01
517 517

585 584
517
584

× =
×
×







=

 P Q
p q
p q01 01

1 1

0 0
× = ∑

∑
என்வ, ஃபிஷரவி்ல குறியீடடு எண்ணறானது 
கைறாலமறாற்றுச் ்ெறாத்ன, கைறாரணி மறாற்றுச் ்ெறாத்ன 
ஆகியவற்்் நி்்வு செய்கி்து.

எடுுதககபாட்டு ாட்்  
 பினவரும் விவரஙகைளு்ககு, ஃபிஷர வி்ல்க 
குறியீடடு எண்்ண்க கைடட்ம்ககைவும் ்மலும் 
அது கைறாலமறாற்றுச்்ெறாத்ன, கைறாரணிமறாற்றுச் 
்ெறாத்ன ஆகியவற்்்ப பூரத்திசெய்யும் என 
நிருபி்ககைவும்.

தபபாருள்கள்
அடிப்பச்ட 

ஆண்டு �்டப்பு ஆண்டு

விசல அ்ளவு விசல அ்ளவு
அரிசி 40 5 48 4

்கைறாது்ம 45 2 42 3
வறாட்கை 90 4 95 6

எரிசபறாருள் 85 3 80 2
்பறா்ககுவரத்து 50 5 65 8
இதரசெலவுகைள் 65 1 72 3

தீர்வு:  

சபறாருள்கைள்

அடிபப்ட 
ஆண்டு

நடபபு 
ஆண்டு

p0q0 p0q1 p1q0 p1q1வி்ல
(p0)

அைவு
(q0)

வி்ல
(p1)

அைவு
(q1)

அரிசி 40 5 48 4 200 160 240 192

்கைறாது்ம 45 2 42 3 90 135 84 126

வறாட்கை 90 4 95 6 360 540 380 570

எரிசபறாருள் 85 3 80 2 255 170 240 160

்பறா்ககுவரத்து 50 5 65 8 250 400 325 520

இதரசெலவுகைள் 65 1 72 3 65 195 72 216

சமறாத்தம்1220160013411784

அடடவ்ண  9.13

ஃபிஷரவி்ல குறியீடடுஎண்

P
p q p q

p q p q
F

01
1 0 1 1

0 0 0 1
100

1341 1784
1220 1600

=
×

×













× =
×
×

∑∑
∑∑









 × =100 110 706.

P
p q p q

p q p q
F

01
1 0 1 1

0 0 0 1
100

1341 1784
1220 1600

=
×

×













× =
×
×

∑∑
∑∑









 × =100 110 706.

கபாலமபாறறுச் ந்பா�சன: P P01 10 1× =
    

P P
p q p q p q p q

p q p q p q p q01 10
1 0 1 1 0 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1 0
× =

× × ×

× × ×






∑ ∑∑∑
∑∑∑∑ 



   
P P01 10

1341 1784 1600 1220
1220 1600 1784 1341

× =
× × ×
× × ×








⇒  P P01 10 1× =

கபாைணி மபாறறுச் ந்பா�சன: P Q
p q
p q01 01

1 1

0 0
× = ∑

∑
  

P Q
p q p q q p q p

p q p q q p q p01 01
1 0 1 1 1 0 1 1

0 0 0 1 0 0 0 1
× =

× × ×

× × ×






∑∑∑∑
∑∑∑∑ 



      
P Q01 01

1341 1784 1600 1784
1220 1600 1220 1341

× =
× × ×
× × ×








P Q01 01
1784 1784
1220 1220

1784
1220

× =
×
×







=

⇒    P Q
p q
p q01 01

1 1

0 0
× = ∑

∑
என்வ, ஃபிஷரவி்ல்க குறியீடடு எண்ணறானது 
கைறாலமறாற்றுச் ்ெறாத்ன, கைறாரணி மறாற்றுச் 
்ெறாத்ன ஆகியவற்்்ப பூரத்திசெய்யும் என 
நிரூபி்ககைபபடடுள்ைன.
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ாட்ட்   வபாழகசகு�ை குறியீட்டு எண் (Construction 
of Cost of Living Index Number)

 அடிபப்ட கைறாலத்துடன ஒபபிடு்கையில் 
தற்்பறா்தய கைறாலத்திற்கு நுகைர்வறாரகைள் மற்றும் 
்ெ்வகைளின வி்லயில் ஏற்படும் மறாற்்ஙகைளின 
வி்ைவுகை்ை ஆய்வு செய்ய வறாழ்க்கைத் 
தரகுறியீடடு எண் கைடட்ம்ககைபடடுள்ைது. ஏ்தனும் 
இரண்டு கைறாலத்திற்கு இ்ட்ய வறாழ்க்கைத்தர 
குறியீடடு எண்ணின மறாற்்ம் எனபது இரு 
கைறாலஙகைளில் அ்த வறாழ்க்கைத் தரத்்த பரறாமரி்ககை 
அவசியமறான வருமறான மறாற்்்ம ஆகும். என்வ 
வறாழ்க்கைத்தர குறியீடடு எண், அ்த வறாழ்க்கைத் 
தரத்்த பரறாமரி்ககை்க கூடிய ெரறாெரி வருமறான 
அதிகைரிப்ப அைவிட்க கூடியதறாகும். ்மலும், 
ம்ககைளின நுகைரவு பழ்ககைம் பரவலறாகை ்வறுபடுகி்து.  
(பண்ககைறாரர, ஏ்ழ, நடுத்தர வர்ககைம்) ்மலும் 
இடத்திற்கு இடம் ் வறுபடுகி்து. வி்லயில் ஏற்படும் 
மறாற்்ஙகைைறானது பல்்வறு வ்கைபபடட ம்ககை்ை 
பறாதி்ககி்து, இதன வி்ைவறாகை சபறாது வி்ல்க 
குறியீடடு எண்கைள், சவவ்வறு வர்ககை ம்ககைளின 
வறாழ்க்கை செலவில் மறாற்்ஙகைளின வி்ைவுகை்ை 
ஏதிசரறாலி்ககைத் தவறுகி்து. என்வ, வறாழ்க்கை தர 
குறியீடடு எண் ஆனது பல்்வறு ம்ககைள் நுகைரும் 
சபறாருள்கைளின சபறாதுவறான வி்லயில் ஏற்படும் 
மறாற்்ஙகை்ை அைவிடப பயனபடுகி்து.  

நுகைர்வறார  வி்ல்க குறியீடசடண்ணறானது 
வறாழ்க்கை்க குறியீடடு செலவு எனறும் 
அ்ழ்ககைபபடுகி்து.

வபாழகசகு �ைகுறியீட்டு எண்ணின பயனகள் 
(Uses of Cost of Living Index Number)
(i) ஒரு குறிபபிடட கைறாலத்தில் பணியறாைரகைளின 

ஊதியம் உண்்மயறாகை அதிகைரி்ககி்தறா 
அல்லது வீழச்சி அ்டகி்தறா எனப்த அறிய 
பயனபடுகி்து.

(ii) நிரவறாகைமறானது, சதறாழிலறாைரகைளின ஊதியத்திற் 
கைறான அகைவி்லபபடி்ய சீரபடுத்த  அல்லது 
ஊ்ககைத்சதறா்கை வழஙகை பயனபடுகி்து.

வபாழகசகு�ை குறியீட்டு எண்சண அசமககும் 
முச்றகள் (Methods of constructing Cost of 
Living Index Number)

பினவரும் வழிமு்்கைைறால் வறாழ்க்கைத் தரகுறியீடடு 
எண்்ண அ்ம்ககை முடியும்,

(i) சமறாத்த செலவு மு்் அல்லது நி்்யிடட 
சமறாத்தமு்் (Aggregate Expenditure 
Method (or) Weighted Aggregative Method).

(ii) குடும்ப வரவு செலவுத் திடட மு்் (Family 
Budget Method) 

தமபாு� த்லவுமுச்ற (Aggregate Expenditure 
Method)
 சமறாத்த செலவு மு்்யறானது வறாழ்க்கைத் 
தர்க குறியீடடு எண்்ண கைண்ககிடப பயனபடுத்தப 
படும் மிகைவும் சபறாதுவறான மு்் ஆகும். இம் 
மு்்யில் அடிபப்ட ஆண்டின அைவுகைள் 
நி்்கைைறாகை பயனபடுத்தபபடுகின்ன. அதற்கைறான 
சூத்திரம் கீ்ழ சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைது.
வறாழ்க்கைத் தர்ககுறியீடடு எண்:

C L I = 
p q
p q

1 0

0 0
100∑

∑
×

வறாழ்க்கைத் தர்ககுறியீடடு எண்்ண்க கைண்ககிட 
உதவும் சூத்திரமும், லறாஸபியர வி்ல்ககுறியீடடு 
எண் சூத்திரமும் ஒன்் ஆகும்.

குறிப்பு:

குடும்ப வைவு த்லவுு திட்்ட முச்ற 
(Family Budget Method)
குடும்ப வரவு செலவு திடட மு்்யில், அடிபப்ட 
ஆண்டின வி்லகைள் மற்றும் அை்வ சபரு்ககுவதன 
மூலம் நி்்கைள் கைண்ககிடபபடுகின்ன. அதறாவது 

V p q=∑ 0 0  அதன சூத்திரம் கீ்ழ சகைறாடு்ககைப 

படடுள்ைது.

வறாழ்க்கைத்தர குறியீடடு எண்  = 
PV
V

∑
∑

இஙகு சதறாடரபு வி்ல:  P p
p

= ×1

0
100  

உருபபடியின  நி்் மதிபபு: V p q=∑ 0 0  

குடும்ப வரவு செலவுத் திடடமு்்யறானது 
சதறாடரபு வி்லகைளின நி்்யிடட ெரறாெரி 
மு்்்ககு ஒபபறாகும்.

குறிப்பு
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குறியீட்டு எண்கச்ள எந�ச் சூழலில் 
பயனபடுு�லபாம்?
 வி்லகைள் மற்றும் அைவுகைள் 
சகைறாடு்ககைபபடடு இருநதறால், சமறாத்த செலவு 
மு்்்யப பயனபடுத்தலறாம். 
 வி ் ல கை ள்  ம ற் று ம்  நி ் ் கை ள் 
சகைறாடு்ககைபபடடு இருநதறால், குடும்ப வரவு 
செலவுத்திடட மு்்்யப பயனபடுத்தலறாம். 

எடுுதககபாட்டு ாட்் 
 சகைறாடு்ககைபபடடுள்ை புள்ளி விவரஙகைளு்ககு 
வறாழ்க்கைத் தர்ககுறியீடடு எண்்ண கைண்ககிடுகை.

சபறாருள்கைள் அைவு 
2005

வி்ல
2005 2010

A 10 7 9
B 12 6 8
C 17 10 15
D 19 14 16
E 15 12 17

தீர்வு: 

சபறாருள்கைள்
அைவு
2005 
(Q0)

வி்ல

P1Q0 P0Q02005 
(P0)

2010 
(P1)

A 10 7 9 90 70
B 12 6 8 96 72
C 17 10 15 255 170
D 19 14 16 304 266
E 15 12 17 255 180

சமறாத்தம் 1000 758
அடடவ்ண 9.14

வறாழ்க்கைத் தர்ககுறியீடடுஎண்  =   
p q
p q

1 0

0 0
100∑

∑
×

= × =1000
758

100 131 926.  

எடுுதககபாட்டு ாட்் 
 பினவரும் விவரஙகைளு்ககு, 2010 அடிபப்ட 
ஆண்்ட சபறாறுத்து 2015 ஆம் ஆண்டிற்கைறான 
வறாழ்க்கை்க குறியீடடு எண்்ண கைண்ககிடுகை.

சபறாருள்கைள்
அலகுகைள்

எண்ணி்க்கை
 (2010)

வி்ல
(2010)

வி்ல
 (2015)

அரிசி 5 1500 1750

ெர்ககை்ர 3.5 1100 1200

பருபபு 3 800 950

துணி 2 1200 1550

சநய் 0.75 550 700

வறாட்கை 12 2500 3000

எரிசபறாருள் 8 750 600

இதரசெலவுகைள் 10 3200 3500

தீர்வு:
 இங்கை, அடிபப்ட ஆண்டு அைவு சகைறாடு்ககைப 
படடுள்ைது. என்வ சமறாத்த செலவு மு்்்யப 
பயனபடுத்தலறாம்.

சபறாருள்கைள்
அலகுகைள்

எண்ணி்க்கை
 (2010) q0

வி்ல
(2010)

p0

வி்ல
(2015)

p1

p0q0 p1q0

அரிசி 5 1500 1750 7500 8750

ெர்ககை்ர 3.5 1100 1200 3850 4200

பருபபு 3 800 950 2400 2850

துணி 2 1200 1550 2400 3100

சநய் 0.75 550 700 412.5 525

வறாட்கை 12 2500 3000 30000 36000

எரிசபறாருள் 8 750 600 6000 4800

இதரசெலவுகைள் 10 3200 3500 32000 35000

சமறாத்தம் 84562.5 95225

அடடவ்ண 9.15

வறாழ்க்கை குறியீடடுஎண் =
p q
p q

1 0

0 0
100∑

∑
×

= × =95225
84562 5

100 112 609
.

.
 

  என்வ, 2015 ஆம் ஆண்்ட,  2010 ஆண்டு 
உடன ஒபபிடு்கையில், வறாழ்க்கை குறியீடடுஎண்  
12.609% அதிகைரித்துள்ைது.
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எடுுதககபாட்டு ாட்்  
 பினவரும் விவரஙகைளு்ககு, 2011 அடிபப்ட 
ஆண்்டப சபறாறுத்து 2016-ஆம் ஆண்டிற்கைறான 
நுகைர்வறார வி்ல்க குறியீடடு எண் மூலம் 
வறாழ்க்கை குறியீடடு எண்்ண கைண்ககிடுகை.

சபறாருள்கைள்
வி்ல

அைவுஅடிபப்ட 
ஆண்டு

நடபபு  
ஆண்டு

அரிசி 32 48 25

ெர்ககை்ர 25 42 10

எண்சணய் 54 85 6

கைறாபபி 250 460 1

்தயி்ல 175 275 2

தீர்வு:  
 இங்கை, அடிபப்ட ஆண்டு அைவு 
சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைது. என்வ சமறாத்த செலவு 
மு்்்யப பயனபடுத்தலறாம்.

சபறாருள்கைள்

வி்ல

அைவு
(q0)

p0q0 p1q0
அடிபப்ட 

ஆண்டு
(p0)

நடபபு  
ஆண்டு

(p1)

அரிசி 32 48 25 800 1200

ெர்ககை்ர 25 42 10 250 420

எண்சணய் 54 85 6 324 510

கைறாபபி 250 460 1 250 460

்தயி்ல 175 275 2 350 550
சமறாத்தம் 1974 3140

அடடவ்ண 9.16

வறாழ்க்கை குறியீடடு எண் =  
p q
p q

1 0

0 0
100∑

∑
×

= × =3140
1974

100 159 0679.

 என்வ, 2016 ஆம் ஆண்்ட, 2011 ஆண்டு 
உடன ஒபபிடு்கையில், வறாழ்க்கை குறியீடடுஎண்  
59.0679% அதிகைரித்துள்ைது. 

எடுுதககபாட்டு ாட்் 
 2007 ஆம் ஆண்டினஅடிபப்டயில் 2011 
ஆ ம்  ஆ ண் டி ற் கை றா ன  வ றா ழ ்க ் கை  கு றி யீ ட டு 
எண்்ண்க சகைறாடு்ககைபபடட விவரஙகைளு்ககு 
குடும்ப வரவு செலவு மு்்்யப பயனபடுத்தி்க 
கைண்ககிடுகை.

சபறாருள்கைள்     வி்ல
நி்்கைள்

2007 2011
A 350 400 40

B 175 250 35

C 100 115 15

D 75 105 20

E 60 80 25

தீர்வு: 

சபறாருள்கைள்

    வி்ல

நி்்கைள்
   (V) P

P
P

= ×1

0
100

PV2007
(P0)

2011
(P1)

A 350 400 40 114.286 4571.44

B 175 250 35 142.857 4999.995

C 100 115 15 115 1725

D 75 105 20 140 2800

E 60 80 25 133.333 3333.325

சமறாத்தம் 135 17429.76

அடடவ்ண 9.17

வறாழ்க்கை குறியீடடு எண் = 
PV
V

∑
∑

= =17429 76
135

129 1093. . 

PV
V

∑
∑

= =17429 76
135

129 1093. .

 என்வ, 2011-ஆம் ஆண்்ட, 2007  ஆண்டு 
உடன ஒபபிடு்கையில், வறாழ்க்கை குறியீடடு எண்  
29.1093% அதிகைரித்துள்ைது.

பயிறசி 9.2

1. குறியீடடு எண் எனப்த வ்ரயறு்ககை.
2 .  கு றி யீ ட டு  எ ண் ணி ன  ப ய ன ப றா ட ் ட ்க 

விவரி்ககை.
3 .  கு றி யீ ட டு  எ ண்  வ ் கை ப ப டு த் த ் ல ்க 

குறிபபிடவும்.
4 .  ல றா ஸ பி ய ரி ன  வி ் ல  கு றி யீ ட டு  எ ண் 

எனப்த வ்ரயறு்ககை.
5 .  ப றா சி யி ன  வி ் ல  கு றி யீ ட டு  எ ண் ் ண 

வி ை்ககைவும்.
6.  ஃபிஷரின வி்ல குறியீடடு எண் பற்றி 

குறிபபு எழுதுகை.
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7. குறியீடடு எண்ணின ் பறாதுமறான தன்ம்ய 
்ெறாதி்ககும் ்ெறாத்னகை்ை எழுதுகை.

8. கைறாலமறாற்றுச் ்ெறாத்ன வ்ரயறு்ககை.
9. கைறாரணி மறாற்றுச் ்ெறாத்ன விை்ககைவும்.

1 0 .  உ ண் ் ம  ம தி ப பீ ட டு  வி கி த த் ் த 
வ்ரயறு்ககைவும்.

11.  வறாழ்க்கை குறியீடடு எண்்ண பற்றி 
விை்ககுகை..

12.  குடும்ப வரவுசெலவுத் திடட மு்் 
வ்ரயறு்ககை.

13.  வறாழ்க்கை குறியீடடு எண்ணின பயன 
பறாட்ட்க எழுதுகை.

14. கீ்ழ சகைறாடு்ககைபபடடுள்ை புள்ளி விவரங 
கைளு்ககுப சபறாருத்தமறான மு்்யில் வி்ல்க 
 குறியீடடு எண்்ண கைண்ககிடுகை.

சபறாருள்கைள்
2002 2012

வி்ல அைவு வி்ல அைவு
A 10 20 16 10

B 12 34 18 42

C 15 30 20 26

15. 2005ஆம் ஆண்டிற்கு (i) லறாஸபியரின 
மு்் (ii) பறாசியின மு்் மூலம் வி்ல்க 
குறியீடடு எண்கை்ை்க கைண்ககிகை.

சபறாருள்கைள்
1995 2005

வி்ல அைவு வி்ல அைவு
A 5 60 15 70

B 4 20 8 35

C 3 15 6 20

16. 2010ஆம் ஆண்டிற்கு (i) லறாஸபியர (ii) பறாசி 
(iii) ஃபிஷர வி்ல்க குறியீடடு எண்கை்ை 
பினவரும் புள்ளி விவரஙகைளு்ககு்க கைண்ககிகை.

சபறாருள்கைள்
2002 2012

வி்ல அைவு வி்ல அைவு
A 12 14 18 16

B 15 16 20 15

C 14 15 24 20

D 12 12 29 23

17. பினவரும் விவரஙகைளு்ககு, ஃபிஷர வி்ல்க 
குறியீடடு எண்்ண்க கைடட்ம்ககைவும் 

்மலும் அது கைறாலமறாற்றுச் ்ெறாத்ன, 
கைறாரணி மறாற்றுச் ்ெறாத்ன ஆகியன 
வற்்்ப பூரத்தி செய்யும் என நிரூபி்ககைவும்.

சபறாருள்கைள்
யூனிடஒனறு்ககு 

வி்ல (ரூ)
அலகுகைளின 

எண்ணி்க்கை
அடிபப்ட 

ஆண்டு
நடபபு  

ஆண்டு
அடிபப்ட 

ஆண்டு
நடபபு  

ஆண்டு
A 6 10 50 56

B 2 2 100 120

C 4 6 60 60

D 10 12 50 24

E 8 12 40 36

18. பினவரும் விவரஙகைளு்ககு, ஃபிஷர வி்ல்க 
குறியீடடு எண்்ண்க கைடட்ம்ககைவும் 
்மலும் அது கைறாலமறாற்றுச் ்ெறாத்ன, 
கைறாரணி மறாற்றுச் ்ெறாத்ன ஆகியன 
வற்்்ப பூரத்தி செய்யும் என நிரூபி்ககைவும்.

ஆண்டு
சபறாருள்: A சபறாருள்: B சபறாருள்: C

வி்ல 
(`)

அைவு 
(கி.கி)

வி்ல 
(`)

அைவு 
(கி.கி)

வி்ல 
(`)

அைவு 
(கி.கி)

1996 5 10 8 6 6 3

1999 4 12 7 7 5 4

19. பினவரும் விவரஙகைளு்ககு, ஃபிஷர வி்ல 
குறியீடடு எண்்ண்க கைண்டுபிடி்ககை. 
்மலும் அது கைறால மறாற்றுச் ்ெறாத்ன்ய 
பூரத்தி செய்யும் என நிரூபி்ககை.

சபறாருள்கைள்
2016 2017

வி்ல 
(`)

அைவு 
(கி.கி)

வி்ல 
(`)

அைவு 
(கி.கி)

உணவு 40 12 65 14
எரிசபறாருள் 72 14 78 20

ஆ்ட 36 10 36 15
்கைறாது்ம 20 6 42 4
மற்்்வ 46 8 52 6

20. பினவரும் குழு குறியீடடு எண்கைள் மற்றும் 
ெரறாெரி சதறாழிலறாைர வர்ககை குடும்பத்தின 
ப ட ச ஜ ட டி ன  கு ழு   நி ் ் கை ளு ்க கை றா ன 
வ றா ழ ்க ் கை  கு றி யீ ட டு  எ ண் ் ண 
கைடட்ம்ககைவும்.
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குழு்ககைள் உணவு எரிசபறாருள் ஆ்ட வறாட்கை இதர

குறியீடடு 
எண்கைள் 2450 1240 3250 3750 4190

எ்ட 48 20 12 15 10

21. குடும்ப வரவு செலவுத்திடட மு்்்யப 
பயனபடுத்தி பினவரும் விவரஙகைளு்ககு 
2012ஆம் ஆண்்ட அடிபப்ட ஆண்டறாகை்க 
சகைறாண்டு 2015-்ககைறான வறாழ்க்கை குறியீடடு 
எண்்ண்க கைடட்ம்ககைவும்.

சபறாருள்கைள் வி்ல நி்்கைள்
2012 2015

அரிசி 250 280 10
்கைறாது்ம 70 85 5

்ெறாைம் 150 170 6
எண்சணய் 25 35 4

பருபபு 85 90 3

22. சமறாத்த செலவுமு்்்யப பயனபடுத்தி 
பினவரும் விவரஙகைளு்ககு வறாழ்க்கை குறியீடடு 
எண்்ண்க கைண்டுபிடி. 

சபறாருள்கைள் நி்்கைள்
2010

வி்ல (`)

2010 2015

P 80 22 25

Q 30 30 45

R 25 42 50

S 40 25 35

T 50 36 52

9.3   புள்ளியியல் �ைககட்டுப்பபாடு (Statistical Quality 
Control (SQC))

முனனுசை
 புள்ளியியல் தர்ககைடடுபபறாடறானது சதறாழிற் 
ெறா்லகைளில் பயனபடுத்த கூடிய மிகைமு்ககியமறான 
புள்ளியியல் உத்தியறாகும். ஒரு சபறாருளின 
தரமறானது அதன மூலபசபறாருள்கைள், இயநதிரஙகைள், 
மனித ஆற்்ல் மற்றும் ் மலறாண்்ம ஆகியவற்்் 
ெறாரநதது.  இது உற்பத்திப சபறாருளின அைவு்கைறால்  
அல்லது தரநி்ல்ய்க குறி்ககி்து. புள்ளியியல் 
தர்ககைடடுபபறாடறானது மூலபசபறாரு்ை தருவிபபதி 
லிருநது இறுதிபசபறாருள் தயறாரி்ககைபபடும் வ்ர 
தரத்்த உறுதி செய்கி்து.

9.3.1 தபபாருள் (Meaning)
 தர்ககைடடுபபறாடு எனபது சபறாருள்கைள், 
செயலறா்ககைம்,  இயநதிரஙகைள் ஆகியவற்றில் 
கைறாணபபடும் தர்ககு்்பபறாட்ட்க கைண்டுபிடி்ககை 
உதவும் வலி்ம வறாய்நத உத்தியறாகும். உற்பத்தி 
செய்யபபடட இறுதி சபறாருள்கைள் நுகைர்வறாரிட 
மிருநது எதிரபறார்ககை்ககூடிய தரத்்தப சபற்றிருபபது 
அவசியமறாகும்.

 இநத உத்தியறானது அ்னத்து உற்பத்தி 
ச த றா ழி ற் ெ றா ் ல கை ளி லு ம்  அ த றா வ து ,  மி ன 
உபகைரணஙகைள், பிஸகைட, ்ெறாபபு, ரெறாயனஙகைள், 
ச ப ட ் ர றா லி ய  ச ப றா ரு ள் கை ள்  ம ற் று ம்  இ த ர 
சபறாருள்கைளின தர்க கைடடுபபறாட்ட நிரணயி்ககை 
உதவுகி்து. 

9.3.2 மபாறுபபாட்டின கபாைணஙகள் (Causes of 
Variation)

 ஒரு சபறாருளின தரத்்த நிரணயி்ககும் 
மறாறுபறாடடின கைறாரணஙகைள் இரண்டு வ்கை 
படுகி்து. அ்வ
 1. வறாய்பபு கைறாரணஙகைள் 
 2. குறிபபிடட கைறாரணஙகைள் 
வபாய்ப்பு கபாைணஙகள் (அல்லத சீைற்ற கபாைணஙகள்) 
(Chance Causes )
 வறாய்பபு கைறாரணஙகைள் எனபது உற்பத்தி 
செயல் மு்்கைளில் இயற்்கையறாகை்வறா அல்லது 
இயல்பறாகை்வறா ஏற்படும் சிறிய மறாறுபறாடுகைள் ஆகும். 
இநத கைறாரணஙகைைறால் ஏற்படும் மறாறுபறாடுகைள் மனித 
கைடடுபபறாடடிற்கு அபபறாற்படடதறாகும் இ்தத் 
தடு்ககை்வறா, அகைற்்்வறா எநத சூழநி்லகைளிலும் 
முடியறாது. 

 சபறாருள்கைளின தரத்திற்கு எநதவித பறாதிப்பயும் 
ஏற்படுத்தறாத சிறிய வி்ைவுகைள், வறாய்பபு 
கை றா ர ண ங கை ள்  எ ன  அ ் ழ ்க கை ப ப டு கி ் து . 
உதறாரணமறாகை ம்ழ, சவள்ைம், மினத்ட 
்பறான்்வ ஆகும்.

குறிப்பிட்்ட  கபாைணஙகள் (Assignable Causes) 
 குறிபபிடட கைறாரணஙகைள் எனபது எநதசவறாரு 
உற்பத்தி செயல்கைளிலும் ஏற்படும் இரண்டறாவது 
வ்கை மறாறுபறாடறாகும். இநத குறிபபிடட கைறாரணஙகைள் 
மூலபசபறாருள்கைள் சபறுவதிலிருநது இறுதியறாகை 
உற்பத்தி செய்யபபடட சபறாருள் நுகைர்வறாரிடம் 
அளி்ககும் வ்ர செயல் மு்்யின எநத 
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கைடடத்திலும் நிகைழலறாம். உதறாரணமறாகை கு்்பறாடுள்ை 
மூலபசபறாருள்கைள், இயநதிரஙகைளில் தவறு, 
தி்்மயற்் மனித ஆற்்ல், பழுத்டநத 
கைருவிகைள், புதிய செயல்பறாடு ஆகிய்வ குறிபபிடட 
கைறாரணஙகைளின மு்ககிய கைறாரணிகைள் ஆகும்.

புள்ளியியல் தர்ககைடடுபபறாடடின மு்ககிய 
்நறா்ககைம் குறிபபிடட கைறாரணஙகை்ை 
நீ்ககுவது மற்றும் உற்பத்தி கைடடுபபறாடடின 
கீழ சகைறாண்டு வருவதற்கைறான  புள்ளியியல் 
உத்திகை்ை வழஙகுவதறாகும்.

9.3.3 த்யல்முச்ற கட்டுப்பபாடு மறறும் 
உறபுதி கட்டுப்பபாடு (Process Control 
and Product Control)

 உற்பத்தி செய்யபபடட சபறாருளின 
நி்்வறான தர அை்வ கைடடுபடுத்துவது மற்றும் 
பரறாமரிபபது ஆகிய்வ உற்பத்தி செயல் 
மு்்யின மு்ககிய ்நறா்ககைம் ஆகும். இது 
செயல்மு்்்க கைடடுபபறாடடின மூல்ம ெறாத்திய 
மறாகும். செயல்மு்் கைடடுபபறாடடில், உற்பத்தி 
செயல்மு்் மூலம் கு்்பறாடுள்ை சபறாருள்கைளின 
விகிதம் கு்்்ககைபபட்வண்டும். இது கைடடுபபறாடடு 
வ ் ர ப ட ங கை ளி ன  உ த் தி யி ன  மூ ல ம் 
சப்பபடுகி்து. உற்பத்தி கைடடுபபறாடு எனபது 
ஆய்வு திடடஙகைளின வறாயிலறாகை உற்பத்தி 
செய்யபபடட சபறாருளின தரத்்த கூச்டுத்தல் 
மு்்யில் ்ெறாத்ன செய்வதறாகும்.  உற்பத்தி 
கைடடுபபறாடடின ்நறா்ககைம் தமது வறாடி்க்கை 
யறாைரகைளு்ககு ஒரு குறிபபிடட தர அை்வ 
உத்தரவறாதத்துடன சகைறாடுபபதறாகும். விற்கைபபடட 
சபறாருள்கைளில், கு்்பறாடுள்ை சபறாருள்கைள் 
மிகுதியறாகை இரு்ககைறாது எனப்த உறுதிபபடுத்த 
முயற்சி்ககி்து. இம்மு்்யறானது மூலபசபறாருள் 
கை்ை, முழு்ம சப்றாத சபறாருள்கைள் அல்லது 
முழு்ம சபற்் சபறாருள்கைள் என வ்கைபபடுத்தி, 
அத்ன ஏற்பதறா அல்லது நிரறாகைரி்ககைபபதறா என 
தீரமறானி்ககி்து.

கட்டுப்பபாட்டு  வசைப்டஙகள் (Control Charts)
 ஒரு சதறாழிற்ெறா்லயறானது, இரு வ்கையறான 
இடரபறாடுகை்ை எதிர சகைறாள்ை்வண்டி உள்ைது, 
அ்வ

(i) செயல்மு்்யறானது  அதன திடட அைவிற்கு 
ஒத்துப்பறாகி்தறா எனப்த ்ெறாதிபபதற்கு.

( i i )  தி ட ட நி ் ல கை ் ை  ் ம ம் ப டு த் த  ம ற் று ம் 
மறாறுபறாட்ட கு்்பபதற்கு.

 ்ஷவறாரடடின கைடடுபபறாடடு வ்ரபடஙகைள் 
இ ் வ  இ ர ண் டி ற் கு ம்  ப தி ல்  அ ளி ்க கி ன ் ன . 
த ர வு கை ளி ல்  உ ள் ை  வ டி வ  ம றா று ப றா டு கை ் ை ்க 
கைண்டறிவதற்கு இது ஒரு எளிய உத்தியறாகும். 
கைடடுபபறாடடு விை்ககைபபடஙகைள் எளி்மயறாகை 
வடிவ்ம்ககைகூடியது மற்றும் எளிதறாகை விை்ககை்க 
கூ டி ய து  ஒ ரு  வ ழ ்க கை ம றா ன  கை ட டு ப ப றா ட டு 
வ்ரபடத்தில் பினவரும் மூனறு ்கைறாடுகைள் 
உள்ைன.

(i) ்மய ்கைறாடு (CL)  செயல் மு்்யின 
்த்வயறான தரநி்ல நி்ல்ய்க 
குறி்ககி்து.

(ii) ்மல் நி்ல கைடடுபபறாடு ்கைறாடு (UCL) 
ஏற்று்கசகைறாள்ை்க கூடிய ்மல் வரம்்ப்க 
குறி்ககி்து.

(iii) கீழ நி்ல கைடடுபபறாடடு்க ்கைறாடு (LCL) ஏற்று்க 
சகைறாள்ை்க கூடிய கீழ வரம்்ப்க குறி்ககி்து.

 தரவுப புள்ளிகைள் கைடடுபபறாடடு வரம்பு்ககுள் 
விழும்்பறாது, செயல்மு்்யறானது கைடடுபபறாடடில் 
இருபபதறாகை நறாம் கூ்லறாம், அதற்குப பதிலறாகை 
ஒனறு அல்லது அதற்கு ்மற்படட தரவுப புள்ளிகைள் 
கைடடுபபறாடடு வரம்பு்ககு சவளி்ய விழுமறாயின, 
செயல்மு்்யறானது கைடடுபபறாடடிற்கு அபபறால் 
இருபபதறாகை நறாம் கூ்லறாம்.
 எடுத்து்ககைறாடடறாகை பினவரும் வ்ரபடம் 
குறி்ககைபபடட தரவுபபுள்ளிகை்ை்க சகைறாண்ட மூனறு 
கைடடுபபறாடடு்க ் கைறாடுகை்ை்க கைறாண்பி்ககி்து, இதில் 
எல்லறா புள்ளிகைளும் கைடடுபபறாடடு எல்்ல்ககுள் 
விழுகின்ன, என்வ, செயல்மு்்யறானது 
கைடடுபபறாடடில் இருபபதறாகை நறாம் கைருதலறாம்.

X3 6 9 12 15

Y

11.0

10.0

9.0

UCL = 10.860

CL = 10.058

LCL = 9.256

தர
பண்

பு

மறாதிரி
படம் 9.4

மபாறிகளுககபான கட்டுப்பபாடு வசைப்டஙகள் 
(Control Charts for Variables)
 மறாறிகைளு்ககைறான கைடடுபபறாடு வ்ரபடஙகைள் 
எனபது உற்பத்தி செய்யபடட ஒரு சபறாருளின 
தரத்்த அைவிட பயனபடுகி்து. ஒரு எண் 
மதிபபின மூலம் சவளிபபடுத்த்ககூடிய ஒரு 
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உற்பத்தி சபறாருளின தர பண்பி்ன மறாறி 
(Variable) என அ்ழ்ககைலறாம். உற்பத்தி தர 
பண்புகைைறானது நீைம், அகைலம், சவபபநி்ல 
ம ற் று ம்  இ ழு வி ் ெ ப ல ம்  ஆ கி ய வ ற் ் ் 
அைவிடத்த்ககை்வயறாகும். இ்வ ஒரு குறிபபிடட 
அலகுகைளில் சவளிபபடுத்தபபடுகின்ன. மறாறிகைைறானது 
இயல் நி்ல நிகைழதகைவு விதி்யப பினபற்்்க 
கூடியதறாகை இரு்ககி்து. அத்த்கைய தரவின 
தர்ககைடடுபபறாடடு்ககைறாகை இரண்டு வ்கையறான 
கை ட டு ப ப றா ட டு  வ ் ர ப ட ங கை ள்  ப ய ன ப டு த் த ப 
படுகின்ன. அ்வ பினவருமறாறு,

(i) ெரறாெரி வ்ரபடஙகைள் ( X )

(ii)  வீச்சு வ்ரபடஙகைள்(R)

9.3.4 X  மறறும் R  வசைப்டஙகள் கட்்டசமு�ல் 
(Construction of X  and R charts)

 ஒரு உற்பத்தி செயல்மு்்்ய்க சகைறாண்டு 
அ்னத்து சபறாருள்கை்ையும் ஒ்ர மறாதிரியறாகை 
உற்பத்தி செய்ய முடியறாது. ஒவசவறாரு உற்பத்தி 
செயல்மு்்கையிலும் ஒரு குறிபபிடட மறாறுபறாடு 
கைறாணபபடும். மறாறுபறாடு எனபது மூலபசபறாருள்கைள், 
இயநதிர அ்மபபு, இயநதிரம் இய்ககுபவரகைள், 
புதிய செயல்பறாடுகைள் மற்றும் புதிய இயநதிரஙகைள் 
்கையறாளுபவரகைள் ஆகிய எல்லறாவற்்்யும் 
உள்ைட்ககிய உற்பத்தி செயல்மு்் பண்புகைளின 
சமறாத்த எண்ணி்க்கை ஆகும். சகைறாடு்ககைபபடட 
செயல்பறாடடில் இருநது சப்பபடட கூறுகைளின 
ெரறாெரி தரத்்த்க கைறாண்பதற்கு இநத X  
விை்ககைபபடம் பயனபடுத்தபபடுகி்து. வீச்சு (R) 
விை்ககைபபடம் சகைறாடு்ககைபபடட செயல்மு்்யில் 
இருநது சப்பபடட கூறுகைளின மறாறுபறாடு அல்லது 
சித்்ல்க கைறாண்பி்ககை இவவ்ரபடம் பயன 
படுகி்து. ஒரு உற்பத்தி செயலில் குறிபபிடட 
வி்ைவுகைள் இரு்ககின்தறா அல்லது இல்்லயறா 
எனபத்ன X  மற்றும் R வ்ரபடஙகைளின 
கைடடுபபறாடடு வரம்புகைள் கைறாண்பி்ககி்து. ஒரு 
செயல்மு்்்ய ஏற்பதறா அல்லது நிரறாகைரிபபதறா 
என முடிசவடுபபதற்கு X  மற்றும் R என இரண்டு 
வ்ரபடஙகைள் சபறாதுவறாகை ்த்வபபடுகின்ன.
 X  மற்றும் R வ்ரபடஙகைள் அ்மபபதற்கைறான 
செயல்மு்் கீ்ழ சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைது.

X  வசைப்டுதின த்யல்முச்ற 
(i)  நறாம் X1,X2, X3, ... ஆகிய்வ ்தரநசதடு்ககைப 

படட கூறுகைள் எனகை. ஒவசவறாரு கூறும் ‘n’ 

கைண்டறிவு பதிவுகை்ை்க   சகைறாண்டு உள்ைது. 
சபறாதுவறாகை (n = 4,5 அல்லது 6). 

(ii) X
X

n
ii

i= =∑ , , , , , ....1 2 3 4  எ ன ் 

சூத்திரத்்தப பயனபடுத்தி, ஒவசவறாரு  
மறாதிரிகைளு்ககும் ெரறாெரி  X X X1 2 3, , .... -ஐ 
கைண்ககிடுகை. இஙகு Xi∑  எனபது கூறில் 
்ெர்ககைபபடட  ‘n ’  மதிபபுகைளின சமறாத்தம் 
ஆகும்.

( i i i )  கூ று  ெ ர றா ெ ரி கை ளி ன  ெ ர றா ெ ரி ் ய ்க 

கைண்டறியவும் X( ) . அதறாவது X
X

n
= ∑ .  

இஙகு X∑  எனபது அ்னத்து கூறு 
ெரறாெரிகைளின சமறாத்தம் மற்றும் n எனபது 
கூறு ெரறாெரிகைளின எண்ணி்க்கை ஆகும்.

R வசைப்டுதின த்யல்முச்ற (Procedure for  
R -Charts)

R x x= −max min -ஐ கைண்டுபிடி்ககைவும்.
R1, R2, R3… எனபன ‘n’ கூறுகைளின வீச்சுகைள் 
எனகை.
வீச்சு ெரறாெரி  R

R
n

= ∑  மூலம் சப்பபடுகி்து.

X  வ்ரபடஙகைளின கைடடுபபறாடடின வரம்புகை்ை்க 
கீழ்ககைண்ட இரண்டு வ்கைகைளில் கைண்ககிடலறாம்.

வ்கை (i) X  மற்றும் 
திடடவில்ககைம்  
சகைறாடு்ககைபபடும் 

்பறாது

வ்கை (ii) X  
மற்றும் 

திடடவில்ககைம்  
சகைறாடு்ககைபபடறாத 

்பறாது

UCL X
n

= + 3 s UCL X A R= + 2

   CL X=    CL X=

   LCL X
n

= − 3 s LCL X A R= − 2

அடடவ்ண 9.18

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 9.indd   235 3/5/2020   1:06:33 PM



236 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

 இரு ்வறுபடட சூழநி்லகைளில், வீச்சு 
வ்ரபடஙகைளின (R) வரம்புகை்ை்க கைண்ககிடுவது.

வ்கை (i) 
திடடவில்ககைம்  
சகைறாடு்ககைபபடும் 

்பறாது

வ்கை (ii) 
திடடவில்ககைம்  

சகைறாடு்ககைபபடறாத 
்பறாது

UCL R R= + 3s UCL D R= 4

CL R= CL R=

LCL R R= − 3s LCL D R= 3

அடடவ்ண 9.19
 A2, D3 மற்றும்  D4  ஆகியவற்றின மதிபபுகைள் 
அடடவ்ணயில் சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன.

எடுுதககபாட்டு ாட்ா  
 ஓர இயநதிரம்,  குழறா்ய  0 .532  செ .மீ. 
ெரறாெரியறான விடடத்துடன திடடவில்ககைம் 0.002 
செ .மீ அைவிலும் து்ையிடுகி்து. கைடடுபபறாடு 
ெரறாெரி்ககைறான வரம்புகை்ை 5  கூறுகைளு்ககு்க 
கைண்ககிடுகை.
தீர்வு:
சகைறாடு்ககைபபடட தகைவல்கைள் X = 0 532. , 
σ = 0.002,    n= 5

X  வ்ரபடத்தின கைடடுபபறாடு வரம்புகைள்

          
UCL X

n
= + = + =3 0 532 3 0 002

5
0 5346s . . .

CL X= = 0 532.

        
UCL X

n
= − = − =3 0 532 3 0 002

5
0 5293s . . .

எடுுதககபாட்டு ாட்0 
 ஒரு குறிபபிடட சபறாருளு்ககைறான உற்பத்தியில் 
6 அைவு சகைறாண்ட 8  கூறுகைளின அைவுகைள் 
சகைறாடு்ககைபடடுள்ைன. ெரறாெரி  வ்ரபடத்்தப 
பயனபடுத்தி கைடடுபபறாடு வரம்புகை்ை கைண்ககிடுகை.

கூறு 1 2 3 4 5 6

ெரறாெரி 300 342 351 319 326 333

வீச்சு 25 37 20 28 30 22

n = 6, A2 = 0.483 என சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன.

தீர்வு:

கூறு 1 2 3 4 5 6 தமபாு�ம்

ெரறாெரி 300 342 351 319 326 333 1971

வீச்சு 25 37 20 28 30 22 162

அடடவ்ண 9.20

X  வசைப்டுதின கட்டுப்பபாடு வைம்புகள்:

X
X

n
= = =∑ 1971

6
328 5.  

R
R

n
= = =∑ 162

6
27  

இஙகு ‘n’ எனபது கூறுகைளின எண்ணி்க்கை ஆகும். 

   UCL X A R

CL X

LCL X A R

= + = + =

= =

= − = −

2

2

328 5 0 483 27 341 54

328 5

328 5

. . ( ) .

.

. 00 483 27 315 45. ( ) .=

எடுுதககபாட்டு ாட்்  
 பினவரும் விவரஙகைள் ஓவசவனறும் 5 
அைவுசகைறாண்ட 10 கூறுகைளின ெரறாெரி மற்றும் 
வீச்சு ஆகியவற்்்்க கைறாண்பிற்கி்து. ெரறாெரி 
வ்ரபடம் மற்றும் வீச்சு வ்ரபடம் ஆகிய 
வற்று்ககைறான கைடடுபபறாடு வரம்புகை்ை்க கைண்ககிடுகை.

கூறு 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ெரறாெரி 21 26 23 18 19 15 14 20 16 10

வீச்சு 5 6 9 7 4 6 8 9 4 7

தீர்வு:  

கூறு 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 தமபாு�ம்

ெரறாெரி 21 26 23 18 19 15 14 20 16 10 182

வீச்சு 5 6 9 7 4 6 8 9 4 7 65

அடடவ்ண 9.21

X  வசைப்டுதின கட்டுப்பபாடு வைம்புகள்:

  X
X

n
= = =∑ 182

10
18 2.
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R
R

n
= = =∑ 65

10
6 5.

UCL X A R

CL X

LCL X A R

= + = + =

= =

= − = −

2

2

18 2 0 577 6 5 21 95

18 2

18 2 0 5

. . ( . ) .

.

. . 777 6 5 14 5795( . ) .=
வீச்சு வசைப்டக கட்டுப்பபாடு வைம்புகள்:
UCL D R

CL R

LCL D R

= = =

= =

= = =

4

3

2 114 6 5 13 741

6 5

0 6 5 0

. ( . ) .

.

( . )

எடுுதககபாட்டு ாட்் 
 ஒரு குறிபபிடட உற்பத்திப சபறாருளின 6 
அைவுசகைறாண்ட 10 கூறுகைளின அைவுகைள் கீ்ழ 
சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன. ெரறாெரி மற்றும் வீச்சு 
கைடடுபபறாடு வரம்புகை்ை்க கைண்ககிடுகை.

கூறு 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ெரறாெரி 383 508 505 582 557 337 514 614 707 753

வீச்சு 95 128 100 91 68 65 148 28 37 80

தீர்வு:  

கூறு 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 தமபாு�ம்

ெரறாெரி 383 508 505 582 557 337 514 614 707 753 5460

வீச்சு 95 128 100 91 68 65 148 28 37 80 840

அடடவ்ண 9.22

X
X

= = =∑
10

5460
10

546

R
R

n
= = =∑ 840

10
84

X  வசைப்ட கட்டுப்பபாடு வைம்புகள்:

UCL X A R

CL X

LCL X A R

= + = + =

= =

= − = −

2

2

546 0 483 84 586 57

546

546 0 483

. ( ) .

. (884 505 43) .=
வீச்சு கட்டுப்பபாடு வைம்புகள்:
UCL D R

CL R

LCL D R

= = =

= =

= = =

4

3

2 004 84 168 336

84

0 84 0

. ( ) .

( )

எடுுதககபாட்டு ாட்் 
 5 அைவுசகைறாண்ட 10 மறாதிரிகைளின ெரறாெரி 
மற்றும் வீச்சு அைவீடுகைள் உஙகைளு்ககைறாகை்க கீ்ழ 
சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன. ெரறாெரி வரம்பு வ்ர 
படஙகை்ை வ்ரயவும். மற்றும் செயல்மு்் 
கைடடுபபறாடடின நி்லகுறித்து உமது கைருத்்த்க 
விவரி்ககைவும்.

கூறு 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X 43 49 37 44 45 37 51 46 43 47

R 5 6 5 7 7 4 8 6 4 6

n A D= = =5 0 58 02 3, . ,  மற்றும் D4 2 115= .  

என சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன.

தீர்வு: 

X
X

= = =∑
10

442
10

44 2.  

R
R

n
= = =∑ 58

10
5 8.

UCL X A R

CL X

LCL X A R

= +
= + =

= =

= − = −

2

2

44 2 0 483 5 8 47 00

44 2

44 2 0 4

. . ( . ) .

.

. . 883 5 8 41 39( . ) .=

O
XX′

Y′
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Y

53

51

49

47

45

43

41

39

37

43

45

49

37

46

43

47

44

37

51

UCL = 47

CL = 44.2

LCL = 41.39

படம் 9.5

 ்ம்ல சுடடி்க கைறாடடபபடட விை்ககைபபடம், 
மூனறு கைடடுபபறாடடு ்கைறாடுகைள் புள்ளிகைைறால் 
குறி்ககைபபடுகி்து. நறானகு புள்ளிகைள் கைடடுபபறாடடு 
வரம்புகைளிலிருநது சவளி்யறுவதறால், செயல் 
மு்்யறானது கைடடுபபறாடடில் இல்்ல எனறு 
செறால்லலறாம்.
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பயிறசி 9.3

1.  புள்ளிவிவர தர்ககைடடுபபறாடு எனப்த 
வ்ரயறு.

2. உற்பத்தி செயல்மு்்யில் மறாறுபறாடடிற்
கை றா ன  கை றா ர ண ங கை ளி ன  வ ் கை கை ் ை ்க 
குறிபபிடுகை.

3. தற்செயல் கைறாரணஙகைள் எனப்த வ்ரயறு.
4. குறிபபடட கைறாரணஙகைள் எனப்த வ்ரயறு.
5.  உற்பத்தி கைடடுபபறாட்டப பற்றி நீஙகைள் 

எனன கைருதுகிறீரகைள்?
6. நீஙகைள் செயல்மு்் கைடடுபபறாட்டப பற்றி  

நீஙகைள் எனன கைருதுகிறீரகைள்?
7.  கைடடுபபறாடடு வ்ரபடஙகைள் எனப்த 

வ்ரயறு்ககைவும்.
8. மறாறிகைளு்ககைறான கைடடுபபறாடடு வ்ரபடங

கை்ை்க குறிபபிடுகை.
9. ெரறாெரி வ்ரபடஙகைள் எனப்த வ்ரயறு.

10. வீச்சு வ்ரபடஙகைள் வ்ரயறு.
11. புள்ளியியல் தர்க கைடடுபபறாடடின பயனகைள்  

யறா்வ?
12. ெரறாெரி விை்ககைப படத்திற்கைறான கைடடுபபறாடு 

வரம்புகை்ை எழுதுகை.
13. வீச்சு விை்ககைப படத்திற்கைறான கைடடுபபறாடடு 

வரம்புகை்ை எழுதுகை.
14. ஓர இயநதிரம், சகைறாடு்ககைபபடட எ்டயுடன 

பறா்கசகைடடுகை்ை வழஙகை வடிவ்ம்ககைப
ப ட டு ள் ை து .  5  அ ை வு  ச கை றா ண் ட  1 0 
மறாதிரிகைளின அைவீடுகைள் பதிவு செய்யப
படடு்க கீ்ழ சகைறாடு்ககைபபடடுள்ை:

மறாதிரி   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X 15 17 15 18 17 14 18 15 17 16

R 7 7 4 9 8 7 12 4 11 5

 ெரறாெரி மற்றும் வீச்சு கைடடுபபறாடு வரம்புகை்ை்க 
கைண்டுபிடி. ்மலும் கைடடுபபறாடடின நி்ல குறித்து்க 
கைருத்து தருகை.

(n A D= = =5 0 58 02 3, . , மற்றும் D4 = 2.115)
்ககைறான மறாற்்கைறாரணிகைள்)

15. உற்பத்தி செய்மு்்யிலிருநது வழ்ககைமறான 
இ்டசவளியில் 5  அைவுசகைறாண்ட 10 
மறாதிரிகைளின அைவீடுகைள் ்தரநசதடு்ககைப
படடு அதன மறாதிரி ெரறாெரி ( X ) மற்றும் வீச்சு 
(R) ஆகிய்வ கீ்ழ சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன.

மறாதிரி 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X 49 45 48 53 39 47 46 39 51 45

R 7 5 7 9 5 8 8 6 7 6

 ெரறாெரி கைடடுபபறாடு வரம்புகை்ை்க கைண்டு
பிடி்ககை, ்மலும் கைடடுபபறாடடின நி்ல குறித்து 
கைருத்து தருகை. (சகைறாடு்ககைபபடட தகைவல் 
A D2 30 58 0= =. ,  மற்றும் D4 = 2.115)

16. பினவரும் தரவிற்கைறாகை ெரறாெரி ( X ) மற்றும் வீச்சு 
(R) கைடடுபபறாடு வரம்புகை்ை்க கைண்டுபிடி.

மறாதிரி எண் கூறுகைள்

1 32 36 42

2 28 32 40

3 39 52 28

4 50 42 31

5 42 45 34

6 50 29 21

7 44 52 35

8 22 35 44

 (சகைறாடு்ககைபபடட தகைவல் n = 3, 
A D2 30 58 0= =. ,  மற்றும் D4 = 2.115)

17. ெரறாெரி ( X ) மற்றும் அதன வீச்சு  (R)்ககைறான 
மதிபபுகைள் 5  அைவு சகைறாண்ட 1 0 
மறாதிரிகைளு்ககைறான அைவுகைள் பினவரும் 
அடடவ்ணயில் சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைது. 
ெ ர றா ெ ரி  ம ற் று ம்  வீ ச் சு ்க  கை ட டு ப ப றா டு 
வ ர ம் பு கை ் ை ்க  கை ண் டு பி டி ,  ் ம லு ம் 
கைடடுபபறாடடின நி்ல குறித்து கைருத்து தருகை.

மறாதிரி 
எண் 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ெரறாெரி 11.2 11.8 10.8 11.6 11.0 9.6 10.4 9.6 10.6 10.0

வீச்சு 7 4 8 5 7 4 8 4 7 9
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(சகைறாடு்ககைபபடடதகைவல் n = 5, A D2 30 58 0= =. ,  
மற்றும் D4 = 2.115)

18.  ஒரு தர்ககைடடுபபறாடடு ஆய்வறாைர,  ஓர 
உ ரு ் ை ்க கி ழ ங கு  சி ல் லு கை ள்  ( c h i p s ) 
தயறாரி்ககும் நிறுவனத்தில் இருநது நறானகு 
அைவுசகைறாண்ட பத்து மறாதிரிப பறா்கசகைடடுகைள் 
எடுத்துள்ைறார. மறாதிரி உள்ைட்ககைஙகைள் கீ்ழ 
சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன. ெரறாெரி மற்றும் வீச்சு 
கைடடுபபறாடு வரம்புகை்ை்க கைண்டுபிடி்ககைவும்.

மறாதிரி எண்
கூறுகைள்

1 2 3 4

1 12.5 12.3 12.6 12.7

2 12.8 12.4 12.4 12.8

3 12.1 12.6 12.5 12.4

4 12.2 12.6 12.5 12.3

5 12.4 12.5 12.5 12.5

6 12.3 12.4 12.6 12.6

7 12.6 12.7 12.5 12.8

8 12.4 12.3 12.6 12.5

9 12.6 12.5 12.3 12.6

10 12.1 12.7 12.5 12.8

(சகைறாடு்ககைபபடடதகைவல் n = 5, A D2 30 58 0= =. ,  
மற்றும் D4 = 2.115)

19. பினவரும் தரவு, ெரறாெரி ( X ) மற்றும் அதன 
வீச்சு (R) மதிபபுகைள் 4 அைவுசகைறாண்ட பத்து 
மறாதிரியி்ன்க கைறாடடுகின்ன. ெரறாெரி 
மற்றும் வீச்சு்க கைடடுபபறாடடு விை்ககைபபடம் 
ஒன்் உருவறா்ககுகை.

மறாதிரி எண் 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X 29 26 37 34 14 45 39 20 34 23

R 39 10 39 17 12 20 05 21 23 15

20. ஓர உற்பத்தி செயல்மு்்யில், 4 அைவு
சகைறாண்ட எடடு மறாதிரிகைள் ்ெகைரி்ககைபபடடு, 
அதனு்டய ெரறாெரி மற்றும் வீச்சு கீ்ழ 
சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன. ெரறாெரி மற்றும் வீச்சு்க 
கைடடுபபறாடடு விை்ககைபபடத்துடன கைடடுபபறாடு 
வரம்புகை்ையும் கைண்டுபிடி்ககை. 

மறாதிரி 
எண் 1 2 3 4 5 6 7 8

X 12 13 11 12 14 13 16 15

R 2 5 4 2 3 2 4 3

2 1 .  ஒ ரு  கு றி ப பி ட ட  கு வ ் ை  த ய றா ரி ்க கு ம் 
து ் ் யி ல் ,  த ர கை ட டு ப ப றா ட டு  ஆ ய் வ றா ை ர 
கைறா்லயில் ஒவசவறாரு மணி ்நரத்திலும் 
சீரற்் மு்்யில் ்தரநசதடு்ககைபபடட 5 
குவ்ைகைளின ஒவசவறாரு எ்ட்யயும் 
பதிவு செய்தறார.

்நரம் எ்டகைள் (ml) 

8:00 AM 43 41 42 43 41

9:00 AM 40 39 40 39 44

10:00 AM 42 42 43 38 40

11:00 AM 39 43 40 39 42

ெரறாெரி மற்றும் வீச்சு்க கைடடுபபறாடு வரம்புகை்ை 
கைண்டுபிடி்ககை.

பயிறசி 9.4

ஏறபுச்டய விச்டசயு த�ரிவு த்ய்க:

1. ஒரு கைறாலம்ெறார சதறாடரின தரவுத் சதறாகுபபு 
விவரஙகை்ை பதிவு செய்யபபடும் 
இ்டசவளி

(a) ெமகைறால  இ்டசவளி
(b) வறாரம் ஒருமு்்
(c) சதறாடரச்சியறான கைறால புள்ளிகைள்
(d) ்மற்கைண்ட அ்னத்தும்

2. ஒரு கைறாலம்ெறார சதறாடரில்
_____________உள்ைன.

(a) ஐநது கூறுகைள்
(b) நறானகு கூறுகைள்
(c) மூனறு கூறுகைள்
(d) இரண்டு கூறுகைள்

3. குறுகிய கைறால, ஏற்் இ்்ககைத்துடன அ்மய்க
கூடிய ஒரு கைறாலம்ெறார சதறாடரின  கூறுகைள்

(a) நீள் கைறாலப்பறா்ககு
(b) பருவகைறால மறாறுபறாடு
(c) சுழற்சி மறாறுபறாடு
(d) சீரற்் மறாறுபறாடு
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4. பருவகைறால மறாறுபறாடுகைளின உகைநத கைறாரணிகைள்
(a) வறானி்ல
(b) விழறா்ககைறாலஙகைள்
(c) ெமூகை பழ்ககைவழ்ககைஙகைள்
(d) ்மற்கைண்ட அ்னத்தும்

5 .  T,  S ,  C  ம ற் று ம்  I   ஆ கி ்  கூ று கை ் ை ்க 
சகைறாண்ட்க கைறாலம்ெறார சதறாடரின கூடடு 
வடிவ்மபபறானது

(a)   y=T+S+C×I (b)   y=T+S×C×I 
(c)   y=T+S+C+I (d)   y=T+S×C+I

6.  ்பறா்க்கை சபறாறுத்துவதற்கைறான மீச்சிறு 
வர்ககை மு்்யறானது

(a) மிகைவும் துல்லியமறானது
(b)   மிகை்க கு்்நத துல்லியத் தன்ம 

சகைறாண்டது
(c) முழு்மயறான கைருத்்தற்பு சகைறாண்டது 
(d) கைண்ககியல் மூலம் தீர்ககைபபடறாதது  

7. y=a+bx என் ்பறா்ககு ்கைறாடடில் ‘b’ இன 
மதிபபறானது

(a) எப்பறாதும் மி்கை
(b) எப்பறாதும் கு்்
(c) மி்கை அல்லது கு்்
(d) பூஜ்ஜியம்

8 .  ஒ ரு  கை றா ல ம் ெ றா ர  ச த றா ட ரு ட ன  ெ றா ர ந த 
நீண்டகைறால மறாறுபறாடுகைளின கூறுகைளின 
்பறா்ககைறானது.

(a)  சுழற்சி மறாறுபறாடு
(b) நீள்்பறா்ககு மறாறுபறாடு 
(c) சீரற்் மறாறுபறாடு
(d) பருவகைறால மறாறுபறாடு

9. பருவகைறால மறாறுபறாடு என் ்வறுபறாடுகைள் 
நிகைழ

(a) சில ஆண்டுகைளின எண்ணி்க்கையில்
(b) ஒரு ஆண்டிற்குள்ைறாகை
(c) ஒரு மறாதத்திற்குள்ைறாகை
(d) ஒரு வறாரத்திற்குள்ைறாகை

10. நுகைர்வறார வி்ல்ககுறியீடடு எண்ணின 
மற்ச்றாரு சபயர 

(a) சமறாத்தவி்ல்க குறியீடடு எண் 
(b) வறாழ்க்கை செலவீடடு்க குறியீடடு எண் 
(c) வ்ைவு குறியீடடு எண்
(d) இவற்றில் எதுவும் இல்்ல

11. இரு ்வறு நகைரஙகைளின வறாழ்க்கைத் தர்க 
குறியிடடு எண்்ண ஒபபிடடுப பயனபடுவது

(a) நுகைர்வறார வி்லகுறியீடட எண்
(b) மதிபபு குறியீடட எண்
(c) சகைறாள்ைவு குறியீடடு எண்
(d) நி்ரயிடபபடறா குறியீடடு எண் 

12 .  லறாஸபியர குறியீடடு எண் = 110 ,  பறாசி 
குறியீடடு எண் =108 எனில், ஃபிஷர தனித்த 
குறியீடடு எண் = 

(a) 110        (b) 108        (c) 100        (d) 109
13. சபறாதுவறாகை சபரும்பறாலும் பயனபடுத்தபபடும்  

குறியீடடு எண்
(a) சகைறாள்ைவு குறியீடடு எண்
(b) மதிபபு குறியீடட எண் 
(c) வி்ல குறியீடடு எண்
(d) எளிய குறியீடட எண்

14. நுகைர்வறார வி்ல்க குறியீடட எண்்ண 
அளி்ககை்க கூடியது

(a) பறாசியின மு்்
(b) ஃபிஷரின தனித்த மு்் 
(c) மறாரச்ெல் எடஜ்சவறாரத் மு்்
(d) குடும்ப வரவு செலவு மு்்

15. கீழ்ககைண்ட எநத குறியீடடு எண் கைறால மறாற்று 
்ெறாத்ன்ய நி்்வு செய்கி்து

(a) லறாஸபியர குறியீடடு எண்
(b) பறாசியின குறியீடடு எண் 
(c) ஃபிஷர தனித்தகுறியீடடு எண்
(d) அ்னத்தும்

1 6 .  நி ் ்  கு றி யீ ட டு  எ ண்  கை ண ்க கு கை ளி ல் 
நிகைழகைறால அைவுகைள் பயனபடுவது

(a) லறாஸபியர மு்்
(b) பறாசியினமு்்
(c) மறாரச்ெல் எடஜ்சவறாரத் மு்்
(d) ஃபிஷர தனித்த மு்்

17. எண் வடிவில் அைவிட்ககூடிய அைவுகைள் 
குறி்ககைபடுவது

(a) p - வ்ரபடம் (b) c – வ்ரபடம்
(c) X  வ்ரபடம்  (d) np – வ்ரபடம்

18. உற்பத்திப சபறாருளின தரத்்த பறாதி்ககை்க 
கூடிய மறாறுபறாடுகைள் எத்த்ன?

(a) 4 (b) 3 
(c) 2  (d) 1 
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1 9 .  ஒ ழு ங கை ற் ்  இ ய ற் ் கை  ஏ ற் ப டு த் து ம் 
மறாறுபறாடுகைள் எனபது

(a) தற்செயல் வி்ைவு
(b) தற்செயலற்் வி்ைவு
(c) மனிதனறால் ஏற்பட்ககூடிய வி்ைவு
(d) அ்னத்தும்

20. குறிபபிட்ககூடிய வி்ைவுகைள் ஏற்படுத்துவது 
(a) கு்்பறாடுள்ை  மூலபசபறாருள்கைள்
(b) தி்்மயற்் ்வ்ல ஆடகைள்
(c) கு்்பறாடுள்ை இயநதிரஙகைள்
(d) அ்னத்தும்

21. கைடடுபறாடடு வ்ரபடஙகைள் சபற்றிருபப்வ
(a) CL, UCL  (b) CL, LCL 

(c) CL, LCL, UCL  (d) UCL, LCL

22. X  வ்ரபடம் எனபது
(a)  பண்புகை்ையு்டய கைடடுபறாடடு வ்ரபடம்
(b)  மறாறிகை்ை்க சகைறாண்ட கைடடுபபறாடடு 

வ்ரபடம்

இ�ை கணககுகள்
1.  பினவரும் புள்ளி விவரஙகைளு்ககு, மூனறு ஆண்டுகைறாலத்்த்க சகைறாண்ட நகைரும் ெரறாெரி மு்்்யப 

பயனபடுத்தி ்பறா்ககுமதிபபு கைறாண்கை.

ஆண்டுகைள் இலறாபம் ஆண்டுகைள் இலறாபம்

2001 142 2007 241

2002 148 2008 263

2003 154 2009 280

2004 146 2010 302

2005 157 2011 326

2006 202 2012 353

2.   பினவரும் புள்ளி விவரஙகைளு்ககு, 4 ஆண்டுகைறாலத்்த்க சகைறாண்ட நகைரும் ெரறாெரி மு்்்யப 
பயனபடுத்தி ்பறா்ககு மதிபபுகை்ை்க கைறாண்கை.

ஆண்டுகைள் 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998

விற்ப்ன 506 620 1036 673 588 696 1116 738 663

(c)   பண்புகைள் மற்றும் மறாறி இல்லறா 
கைடடுபபறாடடு வ்ரபடம்

(d)  பண்புகைள் மற்றும் மறாறிகைள் சகைறாண்ட 
கைடடுபபறாடு வ்ரபடம்

23. R -ஐ கைண்ககிடப பயனபடும் சூத்திரம்
(a) x xmax min−  (b) x xmin max−

(c) x xmax min−  (d) x xmax min−

24.  X  - வ்ரபடத்தின ்மல் கைடடுபறாடடு 
எல்்ல்ய அளி்ககை கூடியது

(a) X A R+ 2   (b) X A R+ 2

(c) X A R+ 2   (d) X A R+ 2

25. R வ்ரபடத்தின கீழ கைடடுபறாடடு எல்்ல்ய 
அளி்ககைகூடியது 

(a) D R2   (b) D R2

(c) D R3   (d) D R3
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3.   பினவரும் புள்ளி விவரஙகைளு்ககு  மீச்சிறு வர்ககை மு்் மூலம் ்நர்க்கைறாடடுப ்பறா்ககி்னப  சபறாருத்துகை.
ஆண்டுகைள் 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987
விற்ப்ன 50.3 52.7 49.3 57.3 56.8 60.7 62.1 58.7

4.  லறாஸபியர, பறாசி மற்றும் ஃபிஷர வி்ல்க குறியீடடு எண்்ணப பினவரும் தரவிற்கு்க கைண்டுபிடித்து 
கைருத்து விை்ககைம் தருகை.

சபறாருள்கைள் அடிபப்டஆண்டு நடபபு ஆண்டு
வி்ல அைவு வி்ல அைவு

A 170 562 72 632
B 192 535 70 756
C 195 639 95 926
D 187 128 92 255
E 185 542 92 632
F 150 217 180 314
7 12.6 12.7 12.5 12.8
8 12.4 12.3 12.6 12.5
9 12.6 12.5 12.3 12.6

10 12.1 12.7 12.5 12.8

5.   பினவரும் தர்வப பயனபடுத்ததி, ஃபிஷர வி்ல்க குறியீடடு எண்்ண கைடட்ம்ககைவும் ்மலும் அது 
கைறாலமறாற்றுச்்ெறாத்ன, கைறாரணி மறாற்றுச் ்ெறாத்ன்ய பூரத்திசெய்யும் என நிரூபி்ககைவும்.

சபறாருள்கைள்
வி்ல அைவு

அடிபப்டஆண்டு நடபபு ஆண்டு அடிபப்டஆண்டு நடபபு ஆண்டு

்கைறாது்ம 6 10 50 56

சநய் 2 2 100 120

வி்கு 4 6 60 60

ெர்ககை்ர 10 12 30 24

ஆ்டகைள் 8 12 40 36

6.   பினவரும் தரவுகைளிலிருநது  2014 இன அடிபப்டயில் 2015 ்ககைறான நுகைர்வறார வி்ல்க குறியீடடு 
எண்்ண்க கைண்ககிடுகை.

சபறாருள்கைள் அைவு வி்ல 2015 வி்ல 2016

A 6 5.75 6.00

B 6 5.00 8.00

C 1 6.00 9.00

D 6 8.00 10.00

E 4 2.00 1.50

F 1 20.00 15.00
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7.   ஒரு நகைரத்தில் நடுத்தர வர்ககை குடும்பஙகைளின வரவு-செலவுத் திடடஙகைளில் ஒரு விெறார்ண 
ந்டசபற்று பினவரும் தகைவல் சகைறாடு்ககைபபடடது.

செலவுகைள் உணவு வறாட்கை ஆ்ட எரிசபறாருள் அரிசி
வி்ல (2010) 150 50 100 20 60

வி்ல (2011) 174 60 125 25 90
நி்்கைள் 35 15 20 10 20

  நகைரத்தின நடுத்தரவர்ககை்க குடும்பஙகைளில் வறாழ்க்கைச் செலவுகைளில் எனன மறாற்்ஙகைள் ஏற்படடுள்ைன 
என்க கைறாடடுகை.

8.  பினவரும் தரவிற்கைறான ெரறாெரி மற்றும் வீச்சு கைடடுபபறாடடு வரம்புகை்ை்க கைண்டுபிடி.

மறாதிரி எண் 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

மறாதிரி 
உறுபபுகைள்

50 51 50 48 46 55 45 50 47 56

55 50 53 53 50 51 48 56 53 53

52 53 48 50 44 56 53 54 49 55

49 50 52 51 48 47 48 53 52 54

54 46 47 53 47 51 51 57 54 52

9.  5 மின விை்ககுகைள் சகைறாண்ட 12 மறாதிரிகைளின ெரறாெரி எரியும் கைறாலம் (்நரஙகைளில்) மற்றும் வீச்சு 
ஆகியவற்றின தரவறானது கீ்ழ சகைறாடு்ககைபடடுள்ைது.

மறாதிரி எண் 1 2 3 4 5 6

மறாதிரி ெரறாெரி 1080 1390 1460 1380 1230 1370

மறாதிரி வீச்சு 410 670 180 320 690 450

மறாதிரி எண் 7 8 9 10 11 12

மறாதிரி ெரறாெரி 1310 1630 1580 1510 1270 1200

மறாதிரி வீச்சு 380 350 270 660 440 310

  ெரறாெரி மற்றும் வீச்சு கைடடுபபறாடடு வரம்புகை்ை்க கைண்ககிடுகை. கைடடுபபறாடடின நி்ல குறித்து்க கைருத்து  
சதரிவி்ககைவும்.

10.  5  அைவு சகைறாண்ட 10 மறாதிரிகைளின ெரறாெரி மற்றும் வீச்சு அைவீடுகைள் கீ்ழ சகைறாடு்ககைபபடடுள்ைன.  ெரறாெரி 
மற்றும் வீச்சு கைடடுபபறாடு வரம்புகை்ை்க கைண்ககிடுகை. செயல்மு்்்க கைடடுபபறாடடின நி்லகுறித்து கைருத்து 
சதரிவி்ககைவும்.

மறாதிரி 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ெரறாெரி 5.10 4.98 5.02 4.96 4.96 5.04 4.94 4.92 4.92 4.98

வீச்சு 0.3 0.4 0.2 0.4 0.1 0.1 0.8 0.5 0.3 0.5
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கட்டுப்பபாட்டு அட்்டவசண

கூறு அைவு A2 D3 D4

2 1.880 0 3.267

3 1.023 0 2.574

4 0.729 0 2.282

5 0.577 0 2.114

6 0.483 0 2.004

7 0.419 0.076 1.924

8 0.373 0.136 1.864

9 0.337 0.184 1.816

10 0.308 0.223 1.777

11 0.285 0.256 1.744

12 0.266 0.283 1.717

13 0.249 0.307 1.693

14 0.235 0.328 1.672

15 0.223 0.347 1.653

16 0.212 0.363 1.637

17 0.203 0.378 1.622

18 0.194 0.391 1.608

19 0.187 0.403 1.597

20 0.180 0.415 1.585

21 0.173 0.425 1.575

22 0.167 0.434 1.566

23 0.162 0.443 1.557

24 0.157 0.451 1.548

25 0.153 0.459 1.541

அடடவ்ண 9.23
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த�பாகுப்புசை
 z �கரும் ்ைபா்ரி முச்ற (Method of Moving Averages)

     மூனறு ஆண்டு நகைரும் ெரறாெரி : a b c b c d c d e d e f+ + + + + + + +
3 3 3 3

, , , ,…….

     நறானகு ஆண்டு நகைரும் ெரறாெரி :   a b c d b c d e c d e f d e f g+ + + + + + + + + + + +
4 4 4 4

, , , ,...

 z மீச்சிறுவர்கக முச்ற (Method of Least Squares)

 ்நர்க்கைறாடடு (்பறா்ககு)  ெமனபறாடு: Y = a + bX                       

 இரு இயல்நி்ல ெமனபறாடுகைள்:      ΣY = n a + b ΣX ;    ΣXY = a ΣX + b ΣX2                                                    

 z பருவகபால மபாறுபபாடுகச்ள அ்ளவிடுவ�றகபான முச்றகள்
     (அ) எளிய ்ைபா்ரி முச்ற:
                  பருவகைறால குறியீடு (S.I)  = 

பருவகைறால ெரறாெரி  × 100
  சமறாத்த ெரறாெரி

     (ஆ) புள்ளி விவைஙகள் மபா�நந�பாறும் தகபாடுககப்பட்டிருந�பால்
            ஜனவரி மறாத பருவகைறால குறியீடு (S.I) =   

  மறாத ெரறாெரி (ஜனவரி)    × 100
சமறாத்த ெரறாெரி

     (இ) புள்ளி விவைஙகள் கபாலபாண்டுந�பாறும் தகபாடுககப்பட்டிருந�பால்

                   K-வது கைறாலறாண்டு்ககைறான (S.I)  =  
K-வது கைறாலறாண்டு ெரறாெரி× 100
  சமறாத்த ெரறாெரி

 z நிச்றயிட்்ட குறியீட்டு எண்

     வி்ல குறியீடடு எண்: P01 =  
p w
p w

x1

0
100∑

∑
  லறாஸபியர வி்ல குறியீடடு எண்: P

p q
p q

XL
01

1 0

0 0
100= ∑

∑
 

 பறாசி வி்ல குறியீடடு எண்:  P
p q
p q

XP
01

1 1

0 1
100= ∑

∑
  

 ஃபிஷர வி்ல குறியீடடு எண்      P P x PF L P
01 01 01= =   

p q X p q

p q X p q
X1 0 1 1

0 0 0 1
100

∑∑
∑∑

           

 z கபாலமபாறறுச் ந்பா�சன:       P01 ×  P10  = 1.

 z கபாைணிமபாறறுச் ந்பா�சன:      P X Q
p q
p q01 01

1 1

0 0
= ∑

∑
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 z வபாழகசகு�ை குறியீட்டு எண்

 சமறாத்த செலவு மு்் = 
p q
p q

X1 0

0 0
100∑

∑
.

 குடும்ப வரவு செலவுத்திடட மு்் = 
PV
V

∑
∑

 z மபாறுபபாட்டின கபாைணஙகள்
1.  வறாய்பபு கைறாரணஙகைள் அல்லது சீரற்் கைறாரணஙகைள்

2.  குறிபபிடடகைறாரணஙகைள்

 z கட்டுப்பபாட்டு வசைப்டஙகள் 
(i)  ் மய்க்கைறாடு (CL)  செயல்மு்்யின ்த்வயறான தரநி்ல நி்ல்ய குறி்ககி்து.

(ii) ்மல்நி்ல கைடடுபபறாடடு்க்கைறாடு (UCL) ஏற்று்கசகைறாள்ை்க கூடிய்மல் வரம்்ப 
குறி்ககி்து.

(iii) கீழநி்ல கைடடுபபறாடடு்க்கைறாடு (LCL) ஏற்று்கசகைறாள்ை்க கூடிய கீழவரம்்ப   
குறி்ககி்து.

      X  வ்ரபடஙகைளின கைடடுபபறாடடின வரம்புகைளின இரண்டுவ்கைகைள்

வ்கை (i) X  மற்றும்திடட வில்ககைம் 
சகைறாடு்ககைபபடும்்பறாது

வ்கை X  மற்றும்திடட வில்ககைம் 
சகைறாடு்ககைபபடறாத்பறாது

UCL X
n

= + 3 s
UCL X A R= + 2

CL X= CL X=

LCL X
n

= − 3 s LCL X A R= − 2

      R  வ்ரபடஙகைளின கைடடுபபறாடடின வரம்புகைளின இரண்டு வ்கைகைள்

வ்கை (i)
திடடவில்ககைம் சகைறாடு்ககைபபடும்்பறாது

வ்கை (ii)
திடடவில்ககைம் சகைறாடு்ககைபபடறாத்பறாது

UCL R R= + 3s UCL D R= 4

CL R= CL R=

LCL R R= − 3s LCL D R= 3
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247பயனபபாட்டுப் புள்ளியியல்

கசலச்த்பாறகள்  (GLOSSARY)

உற்பத்தி கைடடுபபறாடு Product  control
ஒழுஙகைற்் மறாறுபறாடு Irregular variation
கைடடுபபறாடடு எல்்ல Control limit
கைடடுபபறாடடு விை்ககைபபடஙகைள் Control charts
கைண்டறிபதிவு / கூர்நறா்ககு Observation
கைறாரணி மறாற்று ்ெறாத்ன Factor reversal test
கைறாலமறாற்று ்ெறாத்ன Time reversal test
கைறாலம்ெறார சதறாடரவரி்ெ Time series
கீழ்க கைடடுபபறாடடு எல்்ல Lower control limit
குடும்ப வரவு- செலவுத் திடடம் Family budget
குறியீடசடண்கைள் Index numbers
ெரறாெரி வ்ரவுகைள் Mean charts
சுழல் மறாறுபறாடு Cyclical variation
செயல்பறாடடு கைடடுபபறாடு (அல்லது) செயலறா்ககை்க கைடடுபறாடு Process control
நகைரும் ெரறாெரி Moving average
நி்்யிடறா குறியீடு Unweighted Index
நி்்யிடட குறியீடு Weighted index
நீள் கைறாலப்பறா்ககு Secular trend
பகுதி ெரறாெரி Semi-vverage
பருவகைறால குறியீடு Seasonal Index
பருவகைறால மறாறுபறாடு Seasonal  variation
பறாசியின குறியீடு Paasche’s index
பிஷரின குறியீடு Fisher’s index
புள்ளியியல் தர்ககைடடுபபறாடு Statistical quality control
்பறா்ககு Trend
மீச்சிறு வர்ககைம் Least square
்மல் கைடடுபபறாடடு எல்்ல Upper control limit
லறாஸபியரின குறியீடு Laspeyre’s index
வீச்சு வ்ரபடஙகைள் Range charts
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248 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

படி - 1 : கீழ்ககைறாணும் உரலி / வி்ரவு்க குறியீட்டப பயனபடுத்தி இச்செயல்படடிற்கைறான 
இ்ணயப ப்ககைத்திற்குச் செல்கை. பினபு “12th Standard Business Mathematics and Statistics” 
எனனும் தி்ரயில் “Volume-2” ்ய சதரிவு செய்யவும்.

படி - 2 : “Mean Chart” எனனும்  பயிற்சித்தறாளி்ன சதரிவு செய்துசகைறாள்ைவும். வலது ப்ககைத்தில் 
சகைறாடு்ககைபபடடுள்ை விரிதறாளில் தரவுகை்ை பதிவு செய்யவும். பினபு   n, A2, D3 மற்றும்  D4 ன 
மதிபபுகை்ை சகைறாடு்ககைபபடடுள்ை சபடடியில் பதிவு செய்தறால் UCL, CL மற்றும் LCL மதிபபி்னயும்   
அதற்கைறான வ்ரபடத்தி்னயும்  கைறாணலறாம்.
படி 1

படி 2

 அல் லத வ ரவ  (QR Code)

இசணயச் த்யல்பபாடு

எதிர்பபார்ககப்படும்  
விச்ளவு
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249செயல்முறைகள் ஆராய்ச்சி

 கற்றல் ந�ோககஙகள் 

இந்த அத்தியாயத்்்தப் படித்்த பின்பு பின்்வரும் 
பாடக்கருத்து்க்ை மாண்வர்கள் புரிநது க்காள்ை இயலும்.

 z பபாககு்வரத்து மற்றும் ஒதுககீடு ்கணககு்க்ை அ்மத்்தல்
 z பபாககு்வரத்து ்கணககிற்கும் ஒதுககீட்டுக ்கணககிற்கும் இ்டபயயான 

வித்தியாசத்்்த ்காணல்.
 z பபாககு்வரத்து ்கணககின் ஆரம்ப அடிப்ப்ட உ்கந்த தீர்்வ ்காணல்
 z பபாககு்வரத்து ்கணககில், மாறுப்பட்ட மற்றும் மாறுப்பாடற்்ற தீரவு்க்ை 

அ்டயாைம் ்காணு்தல்.
 z ஹஙப்கரி மு்்றயில் ஒதுககீட்டு ்கணககின்  தீரவு ்காணல்
 z உத்தி்கள் மற்றும் மூலஉத்தி முடிவு்க்ை ப்வறுபடுத்்தல்.
 z மீப்கபரு சிறுமம் மற்றும் மீச்சிறு கபருமம் மு்்றயில் சி்றந்த  மாற்று முடிவு்க்ை தீரமானித்்தல்

10 செயல்முற்றகள் ஆரோய்ச்சி

 ஃபிரோஙக லோரன் ஹிடச்கோக
(1875-1957)

அறிமுகம்கச      யல்மு்்ற  
ஆராய்ச்சி (Operations 

Research) என்பது நிறு்வனங்களில் ஏற்படும்  
பிரச்ச்ன்க்ை பகுப்பாய்வு கசய்து உ்கந்த தீரவி்ன 
முடிக்வடுககும் தி்ற்ன அளிககும் ்வழிமு்்ற்கைாகும். இது
பமலாண்ம நிறு்வனங்களில் கபரிதும் பயன்படுகி்றது. கசயல்மு்்ற 
ஆராய்ச்சி்களில் உள்ை ்கணககு்களில் பபாககு்வரத்து ்கணககு்கள் 
முககிய இடத்்்தப் கபறுகின்்றன.
  பபாககு்வரத்து ்கணககு என்பது ஒபர மாதிரியான 
கபாருள்்க்ை உற்பத்தி கசய்கின்்ற க்தாழிற்சா்ல்கள் எனும் 

ஆ்தார இடங்க்ையும், உற்பத்தியான கபாருள்்க்ைத் ப்த்்வ அளிக்கககூடிய பசரும் 
இடங்க்ையும் இ்ணப்ப்தாகும். ஒவக்வாரு க்தாழிற்சா்லககும் ஒரு குறிப்பிட்ட தி்றன் 
்கட்டுப்பாடு மற்றும் ஒவக்வாரு பசரும் இடத்திற்கும் (விநிபயாகிப்ப்வர / ்வாடிக்்கயாைர) ஒரு 
ப ்த ் ்வ க  ்க ட் டு ப் ப ா டு  இ ரு க கு ம்  க ்த ா ழி ற் ச ா ் ல யி லி ரு ந து  ( வி நி ப ய ா கி ப் ப ப ா ர / 
்வாடிக்்கயாைருககு) அனுப்பக கூடிய ஒரு அலகிற்்கான பபாககு்வரத்துச் கசலவு க்தரிநதிருககும்.  
இ்வற்்்றப் பற்றி ஃபிராஙக லாரன் ஹிட்ச்்காக என்்ற அகமரிக்க ்கணி்தவியல் மற்றும் 
இயற்பியலாைர  என்பரால் 1941-ஆம் ஆணடு  பபாககு்வரத்து ்கணககு்க்ை உரு்வாககியுள்ைார 
எனத் க்தரிய்வருகி்றது.
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10.1  ந�ோககுவரத்து கணககுகள் (Transportation 
Problem)

 க ம ா த் ்த  ப ப ா க கு ்வ ர த் து ச்  க ச ல ் ்வ 
கு்்றககும் ்வ்்கயில் ஒவக்வாரு ஆதியிலிருநது 
ஒவக்வாரு பசரும் இடத்திற்கு அனுப்பக கூடிய 
கபாருள்்களின் அை்்வ தீரமானிப்பது நமது 
பநாக்கமாகும். 

10.1.1 வறரயறர மறறும் அறமப்பு 
(Definition and formulation)

 m க்தாழிற்சா்ல்கள்  மற்றும் n பசரும் 
இ ட ங ்க ள்  உ ள் ை ன  எ ன க  ்க ரு து ்க .  
i எனும் ஆதியின் அளிப்பு்கள் ai அலகு்கள் என்்க.  
j எனும் பசருமிடத்தின் ப்த்்வ்கள் bj  அலகு்கள் 
என்்க.

 ஒரு அலகு கபாரு்ை ஆதி i யிலிருநது 
பசருமிடம் j  வுககு க்காணடு கசல்ல ஆகும் 
ப ப ா க கு ்வ ர த் து  க ச ல வு  c i j  எ ன் ்க  ம ற் று ம்  
இ்தனு்டய எல்லா பசரவு்கள் (i,j) எனத் க்தரியும். 
ஆதி i யிலிருநது பசருமிடம் j ககு  க்காணடு 
கசல்லும் கபாருள்்களின் அைவு xij  என்்க. 

 கமாத்்த பபாககு்வரத்து கசலவு கு்்றக்கக 
கூடிய  (i,j) எனும் அ்னத்து ்வழி்களிலும் 
க்காணடு கசல்லும் கபாருள்்களின் அைவு  
xij  - ஐ  ்க ண க கி டு ்வ ப ்த  ந ம து  கு றி க ப ்க ா ள்  
ஆ கு ம் .   ஆ தி யி ன்  ்வ ை ங ்க ள்  அ ை வு  ம ற் று ம் 
பசருமிடத்தின் ப்த்்வ்கள் பூரத்தி கசய்யப்பட 
ப்வணடும்.

 பமற்கூறிய பபாககு்வரத்து ்கணக்்க 
கீழக்கணட அட்ட்வ்ணயில் குறிக்கலாம்.

ஆதி்கள்

பசருமிடம்
அளிப்பு1 2 3 … n

1
(x11)

C11

(x12)
C12

(x13)
C13

… (x1n)
C1n

a1

2
(x21)

C21

(x22)
C22

(x23)
C23

… (x2n)
C2n

a2


    

m
(xm1)

Cm1

(xm2)
Cm2

(xm3)
Cm3

… (xmn)
Cmn

am

ப்த்்வ  b1 b2 b3 … bn

அட்ட்வ்ண-10.1

 பமற்்கணட பபாககு்வரத்து ்கணககு்க்ை 
பநரிய திட்டமிடல் ்கணககு ்வடிவில் கீழக்கணட 
்வாறு எழு்தலாம்.

 Z = ij
j

n

i

m

ijc x
==

∑∑
11

 என்்ற ்கட்டுப்பாடு்களுககிணங்க 

என்்ற குறிகப்காள் சாரபின் சிறுமம் ்காணு்தல்.

ijj

n

ix a
=

=∑
1

, i=1,2,…….m (அளிப்பு ்கட்டுப்பாடு்கள்)

iji

m

jx b
=

=∑
1

, j=1,2,…….n (ப்த்்வ ்கட்டுப்பாடு்கள்)

ijx ≥ 0 for all i,j (கு்்ற குறியற்்ற நிபந்த்ன்கள்)

வறரயற்றகள்
ஏறபுறையத் தீர்வுகள்:  ்கட்டுப்பாடு்க்ைப் பூரத்தி 
கசய்யககூடிய கு்்ற குறியற்்ற xij(i=1,2,..,m, j=1,2,…n) 
இன் மதிப்பு்கள் பபாககு்வரத்து ்கணககு்களின் 
ஏற்பு்டயத் தீரவு்கைாகும். xij(i=1,2,..,m, j=1,2,…n) 
இன் மதிப்பு்கள் பபாககு்வரத்து ்கணககு்களின் 
ஏற்பு்டயத் தீரவு்கைாகும். 
அடிப்�றை ஏறபுறையத் தீர்வுகள் :  m நி்ர்கள் மற்றும் 
n நிரல்்கள் க்காணட பபாககு்வரத்து ்கணககின் 
ஏற்பு்டயத் தீரவு m+n-1  ஒதுககீடு்களுககு மி்காமல் 
இருந்தால் அது அடிப்ப்ட ஏற்பு்டயத் தீரவு 
எனப்படும். 
உகந்த தீர்வு: கமாத்்த பபாககு்வரத்து கசலவி்னக 
கு்்றக்கக கூடிய ஏற்பு்டயத் தீரவு என்பது 
உ்கந்த தீரவு எனப்படும்.
சிற்தவற்ற அடிப்�றை ஏறபுறையத் தீர்வு: 
சி்்த்வற்்ற அடிப்ப்ட தீரவு என்பது பபாககு்வரத்து 
்கணககின் ஏற்பு்டயத் தீரவில் சரியா்க m+n-1 
ஒதுககீடு்கள் ஒன்்்ற ஒன்று சாரா நி்லயில் 
அ்மந்த்தாகும். இஙகு m, n என்பது மு்்றபய 
நி்ர மற்றும் நிர்லக குறிககி்றது. 
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சிற்தந்த தீர்வு: பபாககு்வரத்து ்கணககின் 
ஏ ற் பு ் ட ய த்  தீ ர ப் பி ல்  ஒ து க கீ டு ்க ளி ன் 
எணணிக்்க m+n-1 ககு கு்்ற்வா்க இருந்தால் 
அது சி்்தந்த தீரவு எனப்படும். இஙகு m, n என்பது 
மு்்றபய நி்ர மற்றும் நிர்லக குறிககி்றது.

10.1.2 ஆரம்� அடிப்�றை ஏறபுறையத் தீர்றவக 
கோணும் முற்றகள் (Methods of finding 
initial Basic Feasible Solutions)

 பபாககு்வரத்து ்கணககு்களின் ஆரம்ப 
அடிப்ப்ட ஏற்பு்டயத் தீரவு்க்ைக ்காண பல 
மு்்ற்கள் இருந்தாலும், கீழக்கணட மூன்று 
மு்்ற்க்ை எவ்வாறு ்காணலாம் என்ப்்த 
்கற்பபாம்.  ஆரம்ப அடிப்ப்ட ஏற்பு்டயத் தீர்்வக 
்காண  கமாத்்த அளிப்பு்களும், கமாத்்த ப்த்்வ்களும் 
சமமா்க இருக்க ப்வணடும்.

 அ்தா்வது, a bi j
j

n

i

m

=
==

∑∑
11

முற்ற 1: வை நமறகு மூறல முற்ற (North-West 
Corner Rule (NWC))
 இம்மு்்றயானது ஆரம்ப அடிப்ப்ட 
ஏற்பு்டயத் தீரவு்கள் ்காணப்தற்்கான எளிய 
மற்றும் தி்ற்மயான மு்்றயாகும். இந்த 
மு்்றயில் தீர்்வக  ்காண பல்ப்வறு படி்கள் கீபே 
்தரப்பட்டுள்ைன.
�டி 1: பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண்ய ்வட 

பமற்கு மூ்லயிலுள்ை சிற்்ற்்ற(cell)
்யத் ப்தரநக்தடுத்து அஙகு சாத்தியமான 
அைவு்க்ை ஒதுககீடு கசய்்க. அ்தா்வது,  
x11 = min(a1,b1) ன் சிறும மதிப்பு.

�டி  2 :  ப்த்்வ்கள் பூரத்தி கசய்யப்பட்டால்  
(b1 < a1), ்வலது பு்றத்தில் கி்டமட்டமா்க 
இரணடா்வது நிரலுககு ந்கரநது 
அஙகுள்ை சிற்்ற்்றயில் அைவு்கள் 
ஒதுககீடு கசய்ய ப்வணடும். அ்தா்வது,   
x12= min (a1 –x11, b2) ன் சிறும மதிப்பு. 

 அளிப்பு்கள் பூரத்தி கசய்யப்பட்டால்  
(b1 > a1), கீபே கசஙகுத்்தா்க இரணடா்வது 
நி ் ர க கு  ந ்க ர ந து   அ ங கு ள் ை 
சிற்்ற்்றயில் அைவு்கள் ஒதுககீடு கசய்ய 
ப்வணடும். அ்தா்வது,

 x21 = min (a2,b1 – x11)ன் சிறும மதிப்பு 
அளிப்பு்கள் மற்றும் ப்த்்வ்கள் 
இ ர ண டு ம்  ஒ ப ர  ப ந ர த் தி ல்  பூ ர த் தி 

கசய்யப்பட்டால், மூ்லவிட்டமா்க அடுத்்த 
சிற்்ற்்றககு ந்கரநது அஙகு அைவு்கள் 
ஒதுககீடு கசய்யப்பட ப்வணடும். அ்தா்வது  
x21= (a1, b2) இன் சிறும மதிப்பு.   

�டி3: அ்னத்து ஒதுககீடு்க்ையும் கசய்து 
முடிககும் ்வ்ரயில் இம்மு்்ற்யத் 
க்தாடர ப்வணடும்.

எடுத்துககோடடு 10.1
 கீபே க்காடுக்கப்பட்டுள்ை பபாககு்வரத்து 
்கணககின் ஆரம்பத் தீர்்வக ்காண்க.

பசருமிடம்
A B C அளிப்பு

1 2 7 4 5

ஆதி்கள் 2 3 3 1 8
3 5 4 7 7
4 1 6 2 14

ப்த்்வ 7 9 18

தீர்வு:
 இஙகு,  கமாத்்த அளிப்பு்கள் = 5+8+7+14=34,

              கமாத்்த ப்த்்வ்கள்  = 7+9+18=34

 அ்தா்வது, கமாத்்த அளிப்பு்கள் =  கமாத்்த 
ப்த்்வ்கள் க்காடுக்கப்பட்ட ்கணக்கானது 
சமநி்ல பபாககு்வரத்து ்கணக்காகும்.
 ∴ எனப்வ, ஆரம்ப அடிப்ப்ட ஏற்பு்டயத் 
தீரவு உள்ைது.
 பமபல கூ்றப்பட்ட அட்ட்வ்ணயில் 
்வடபமற்கு மூ்லயில் உள்ை சிற்்ற்்ற  (1, A)
்யத் ப்தரநக்தடுத்து அதி்கபட்ச சாத்தியமான 
ஒதுககீடு்க்ைச் கசய்யவும். 
அ்தா்வது (5,7) இன் சிறும மதிப்பு 5

A B C அளிப்பு (ai)

1
(5)

2 7 4
5/0

2 3 3 1 8

3 5 4 7 7

4 1 6 2 14

ப்த்்வ (bj) 7/2 9 18
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கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண,

A B C ai

2 3 3 1    8

3 5 4 7     7

4 1 6 2   14

bj 2 9 18

 ்தற்பபாது (2, A) என்்ற சிற்்ற்்ற ்வடபமற்கு 
மூ்லயில் உள்ைது.
 அஙகு (8,2) இன் சிறும மதிப்பான 2 
அலகு்க்ை ஒதுககீடு கசய்யவும்.
 x12 = சிறும (2,8) = 2

A B C ai

2
(2)

3 3 1 8/6

3 5 4 7 7
4 1 6 2 14

bj 2/0 9 18

கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண,
B C ai

2 3 1 6

3 4 7 7

4 6 2  14

bj 9 18

 ்தற்பபாது (2, B) என்்ற சிற்்ற்்ற ்வடபமற்கு 
மூ்லயில் உள்ைது.
 அஙகு (6,9)ன் சிறும மதிப்பான 6 அலகு்க்ை 
ஒதுககீடு கசய்யவும்.
  x22 = சிறும (6,9) = 6 

B C ai

2
(6)              3 1 6/0

3 4 7 7

4 6 2 14

bj 9/3 18

கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண,

B C ai

3 4 7 7

4 6 2 14

bj 3 18

 ்தற்பபாது (3,B) என்்ற சிற்்ற்்ற ்வடபமற்கு 
மூ்லயில் உள்ைது.

 அஙகு (7,3) ன் சிறும மதிப்பான 3 அலகு்க்ை 
ஒதுககீடு கசய்யவும்.

 x32 = சிறும (7,3) = 3 

B C ai

3
(3)

4 7 4

4 6 2 14

bj 3/0 18

கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண,

C ai

3 7 7/4

4 2 14

bj 18

 ்தற்பபாது (3,C) என்்ற சிற்்ற்்ற ்வடபமற்கு 
மூ்லயில் உள்ைது.

 அஙகு (4,18) -ன் சிறும மதிப்பான 4 அலகு்க்ை 
ஒதுககீடு கசய்யவும்.

  x33 = சிறும (4,18) = 4 

C ai

3
(4)

7 4/0

4 2 14

bj 18/14
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 கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண 
மற்றும் இறுதி ஒதுககீடு, x44 = 14

C ai

4
(14)

2 14/0

bj 14/0

 அ ் ன த் து  ஒ து க கீ டு ்க ் ை க  க ்க ா ண ட 
அட்ட்வ்ண கீபே க்காடுக்கப்பட்டுள்ைது. 

A B C ai

1
(5)

2 7 4 5

2
(2)

3
(6)

3 1 8

3 5
(3)

   4
(4)

  7 7

4 1 6
(14)

2 14

bj 7 9 18

 பபாககு்வரத்து வி்வரம் 1à A, 2àA,  2àB,  
3àB,  3àC,  4àC

 கமாத்்த பபாககு்வரத்து கசலவு
 =  (5 2) + (2 3) +(6 3)+(3 4)+(4 7) + (14 2)× × × × × ×  

(5 2) + (2 3) +(6 3)+(3 4)+(4 7) + (14 2)× × × × × ×  = ` 102

எடுத்துககோடடு 10.2
 ்வ ட ப ம ற் கு  மூ ் ல  மு ் ்ற ் ய ப் 
ப ய ன் ப டு த் தி  கீ ப ே  க ்க ா டு க ்க ப் ப ட் டு ள் ை 
பபாககு்வரத்து ்கணககீன் அடிப்ப்டத் தீர்்வக 
்காண்க.

O1

O2

O3

ப்த்்வ

D1 D2 D3 D4 இருப்பு
14
16
5

35

6 4 1 5
8 9 2 7
4 3 6 2

6 10 15 4

 இஙகு  Oi மற்றும் Dj என்பன i ஆ்வது ஆதி 
மற்றும் j ஆ்வது பசருமிடம் மு்்றபய ஆகும். 

தீர்வு :
 க்காடுக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண

D1 D2 D3 D4 இருப்பு (ai)

O1 6 4 1 5 14

O2 8 9 2 7 16

O3 4 3 6 2 5

ப்த்்வ (bj) 6 10 15 4 35

 அ்தா்வது, கமாத்்த இருப்பு்கள் = கமாத்்த 
ப்த்்வ்கள்.  எனப்வ க்காடுக்கப்பட்ட ்கணக்கானது 
சமநி்ல பபாககு்வரத்து ்கணக்காகும்.
மு்தல் ஒதுககீடு :

D1 D2 D3 D4 ai

O1

(6)
6 4 1 5 14/8

O2 8 9 2 7 16

O3 4 3 6 2 5

bj 6/0 10 15 4 35

இரணைோம் ஒதுககீடு:

D1 D2 D3 D4 ai

O1

(6)
6

(8)
4 1 5 14/8/0

O2 8 9 2 7 16

O3 4 3 6 2 5

bj 6/0 10/2 15 4 35

மூன்்றோவது ஒதுககீடு:

D1 D2 D3 D4 ai

O1
(6)

6
(8)

4 1 5 14/8/0

O2 8
(2) 

9 2 7 16/14

O3 4 3 6 2 5

bj 6/0 10/2/0 15 4 35
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�ோன்கோம் ஒதுககீடு:

D1 D2 D3 D4 ai

O1

(6)
6

(8)
4 1 5 14/8/0

O2 8
(2)

9
(14)

2 7 16/14/0
O3 4 3 6 2 5
bj 6/0 10/2/0 15/1 4 35

ஐந்தோவது ஒதுககீடு:

D1 D2 D3 D4 ai

O1

(6)
6

(8)
4 1 5 14/8/0

O2 8
(2)

9
(14)

2 7 16/14/0

O3 4 3
(1)

6 2 5/4
bj 6/0 10/2/0 15/1/0 4 35

இறுதி ஒதுககீடு:

D1 D2 D3 D4 ai

O1

(6)
6

(8)
4 1 5 14/8/0

O2 8
(2)

9
(14)

2 7 16/14/0

O3 4 3
(1)

6
(4)

2 5/4/0
bj 6/0 10/2/0 15/1/0 4/0 35

 பபாககு்வரத்து வி்வரம் :O1à D1, O1àD2, 
O2àD2, O2àD3, O3àD3, O3àD3.

 கமாத்்த பபாககு்வரத்து கசலவு
 =  (6 )+(8 4)+(2 9)+(14 2)+(1 6)+(4 2) = `128× × × × × ×6  

(6 )+(8 4)+(2 9)+(14 2)+(1 6)+(4 2) = `128× × × × × ×6
முற்ற : 2  மீச்சிறு செலவு முற்ற (Least Cost 
Method (LCM))

 ்வடபமற்கு மூ்ல மு்்ற்ய விட மீச்சிறு 
க ச ல வு  மு ் ்ற யி ல்  ்க ா ணு ம்  ப ப ா க கு ்வ ர த் து 
்க ண க கி ன்  க ச ல வு  கு ் ்ற ்வ ா ்க  இ ரு க கு ம் . 
இ ம் மு ் ்ற யி ல ா ன  ப ல் ப ்வ று  ப டி ்க ள்  கீ ப ே 
க்தாகுக்கப்பட்டுள்ைன..
�டி 1: பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ணயில் க்காடுக்கப்

பட்டுள்ை கசலவு்களில் மீச்சிறு கசலவுக 

க்காணட சிற்்ற்்ற்ய ப்தரநக்தடுக்க.
�டி 2: ப்தரநக்தடுத்்த சிற்்ற்்றயில்  சாத்தியமான 

ஒதுககீடு்கள் கசய்யவும்.
�டி 3: ஒதுககீடு்கள் நி்்றவுகபற்்ற நி்ர மற்றும் 

நிரல்்க்ை நீககு்க. 
�டி 4: அ்னத்து ஒதுககீடு்களும் கசய்து 

முடிககும் ்வ்ர  பமற்்கணட மூன்று 
படி்க்ையும் க்தாடர ப்வணடும்.

மீச்சிறு கசலவு ஒன்றுககு பமற்பட்ட சிற்்ற்்ற்கள் 
ஒபர மீச்சிறு கசல்்வக க்காணடிருந்தால் 
சிற்்ற்்ற்ய நமது விருப்பப்படி ப்தரநக்தடுத்து 
ஒதுககீடு கசய்யவும். அவ்வாறு கசய்யும் பட்சத்தில், 
க்வவப்வ்றான பபாககு்வரத்து கசலவு கி்டககும்.

குறிப்பு 

எடுத்துககோடடு 10.3
 மீச்சிறு கசலவு மு்்ற்ய பயன்படுத்திக 
கீழக்கணட பபாககு்வரத்துக ்கணககின் ஆரம்ப 
அடிப்ப்ட தீரவு ்காண்க.

D1 D2 D3 D4 அளிப்பு 
O1 1 2 3 4 6

O2 4 3 2 5 8

O3 5 2 2 1 10

ப்த்்வ 4 6 8 6

 இஙகு  Oi மற்றும்  Dj ஆகிய்்வ மு்்றபய  
i ஆ்வது  ஆதி மற்றும்  j ஆ்வது பசருமிடத்்்தக  
குறிககும். 

தீர்வு:
 அ்தா்வது, கமாத்்த இருப்பு்கள் = கமாத்்த 
ப்த்்வ்கள் .  எனப்வ க்காடுக்கப்பட்ட ்கணக்கானது 
சமநி்ல பபாககு்வரத்து ்கணக்காகும்.

க்காடுக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண

D1 D2 D3 D4
அளிப்பு

(ai) 
O1 1 2 3 4 6

O2 4 3 2 5 8

O3 5 2 2 1 10

ப்த்்வ  
(bj)

4 6 8 6

XII Std - Business Maths & Stat TM Chapter 10.indd   254 3/5/2020   1:20:50 PM



255செயல்முறைகள் ஆராய்ச்சி

 மீச்சிறுகசலவு 1 ஆனது  சிற்்ற்்ற்கள் (O1, D1), 
(O3, D4) –இல் உள்ைது.

 நாம் சிற்்ற்்ற (O1, D1) ப்தரநப்தடுப்பபாம்.

   (6,4) இன் சிறும மதிப்பு = 4 அலகு்க்ை 
இஙகு ஒதுககீடு கசய்்க. 

D1 D2 D3 D4 ai

O1

(4)
1 2 3 4 6/2

O2 4 3 2 5 8

O3 5 2 2 1 10

bj 4/0 6 8 6

கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண

D2 D3 D4 ai

O1 2 3 4 2

O2 3 2 5 8

O3 2 2 1 10

bj 6 8 6

 மீச்சிறுகசலவு  1 ஆனது  சிற்்ற்்ற (O3, D4)-
ல் உள்ைது.

   (10,6) இன் சிறும மதிப்பு = 6 அலகு்க்ை 
இஙகு ஒதுககீடு கசய்்க. 

D2 D3 D4 ai

O1 2 3 4 2

O2 3 2 5 8

O3 2 2
(6)

1 10/4

bj 6 8 6/0

கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண 

D2 D3 ai

O1 2 3 2

O2 3 2 8

O3 2 2 4

bj 6 8

 மீச்சிறுகசலவு 2 ஆனது  சிற்்ற்்ற்கள் (O1, D2), 
(O2, D3), (O3, D2), (O3, D3)-ல் உள்ைது.  நாம் 
சிற்்ற்்ற (O1, D2) ப்தரநப்தடுப்பபாம்.  (2,6) இன் 
சிறும மதிப்பு  = 2 அலகு்க்ை இஙகு ஒதுககீடு 
கசய்்க. 

கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண
D2 D3 ai

O2 3 2 8

O3 2 2 4

bj 4 8

D2 D3 ai

O1 2 3 2/0

O2 3 2 8

O3 2 2 4

bj 6/4 8

(2)

 மீச்சிறுகசலவு  2 ஆனது  சிற்்ற்்ற்கள் (O2, D3), 
(O3, D2), (O3, D3) -ல் உள்ைது.
 நாம் சிற்்ற்்ற (O2, D3) ப்தரநக்தடுப்பபாம். 
(8,8) இன் சிறும மதிப்பு  = 8 அலகு்க்ை இஙகு 
ஒதுககீடு கசய்்க. 

D2 D3 ai

O2 3
(8)

2 8/0

O3 2 2 4

bj 4 8/0

கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண 

D2 ai

O3 2 4
bj 4

கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண 
மற்றும் இறுதி ஒதுககீடு

D2 ai

O3

(4)
2 4/0

bj 4/0
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அ்னத்து ஒதுககீடு்களும் ஒபர அட்ட்வ்ணயில் 
கீபே க்காடுக்கப்ட்டுள்ைன

D1 D2 D3 D4 ai

O1

(4)
1

(2)
2 3 4 6/2/0

O2 4 3
(8)

2 5 8/0

O3 5
(4)

2 2
(6)

1 10/4/0
bj 4/0 6/4/0 8/0 6/0

பபாககு்வரத்து வி்வரம் 
 O1à D1, O1àD2, O2àD3, O3àD2, O3àD4

கமாத்்த பபாககு்வரத்து கசலவு
 = (4×1)+ (2×2)+(8×2)+(4×2)+(6×1)
 = 4+4+16+8+6
 = ` 38.
எடுத்துககோடடு 10.4
ஒவக்வாரு க்தாழிற்சா்லயிலிருநதும் ஒவக்வாரு 
பசருமிடத்திற்கும் எவ்வைவு அலகு கபாருள்்க்ைக 
க்காணடுகசல்ல முடியும் என்ப்்த மீறுச்சிறு கசலவு 
மு்்றயில் ்காண்க.

பசருமிடம்

க்தாழிற்சா்ல

C H K P இருப்பு
T 6 8 8 5 30 
B 5 11 9 7 40 
M 8 9 7 13 50 

ப்த்்வ 35 28 32 25

  ஓர அலகு, கபாரு்ைக க்காணடு கசல்ல  
ஆகும் கசலவு ரூபாயில் ்தரப்பட்டுள்ைது.
தீர்வு:
 அ்தா்வது, கமாத்்த இருப்பு்கள் = கமாத்்த 
ப்த்்வ்கள்.  எனப்வ க்காடுக்கப்பட்ட ்கணக்கானது 
சமநி்ல பபாககு்வரத்து ்கணக்காகும்.

க்காடுக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண 

பசருமிடம்

க்தாழிற்சா்ல

C H K P இருப்பு
(ai)

T 6 8 8 5 30 

B 5 11 9 7 40 

M 8 9 7 13 50 

ப்த்்வ
(bj)

35 28 32 25

மு்தல் ஒதுககீடு:
C H K P ai

T 6 8 8
(25)

5 30/5
B 5 11 9 7 40 
M 8 9 7 13 50 
bj 35 28 32 25/0

இரணைோவது ஒதுககீடு:
C H K P ai

T 6 8 8
(25)

5 30/5

B
(35)

5 11 9 7 40/5 
M 8 9 7 13 50 
bj 35/0 28 32 25/0

மூன்்றோவது ஒதுககீடு:
C H K P ai

T 6 8 8
(25)

5 30/5

B
(35)

5 11 9 7 40/5 

M 8 9
(32)

7 13 50/18 
bj 35/0 28 32/0 25/0

�ோன்கோவது ஒதுககீடு:

C H K P ai

T 6
(5)

8 8
(25)

5 30/5/0

B
(35)

5 11 9 7 40/5 

M 8 9
(32)

7 13 50/18 
bj 35/0 28/23 32/0 25/0

ஐந்தோவது ஒதுககீடு:

C H K P ai

T 6
(5)

8 8
(25)

5 30/5/0

B
(35)

5 11 9 7 40/5 

M 8
(18)

9
(32)

7 13 50/18/0 

bj
35/0 28/23/5 32/0 25/0
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இறுதி ஒதுககீடு:

C H K P ai

T 6
(5)

8 8
(25)

5 30/5/0

B
(35)

5
(5)

11 9 7 40/5/0 

M 8
(18)

9
(32)

7 13 50/18/0 
bj 35/0 28/23/5/0 32/0 25/0

பபாககு்வரத்து வி்வரம்
 Tà H, TàP, BàC, BàH, MàH, MàK
கமாத்்த பபாககு்வரத்து கசலவு 
= ( 5×8) + (25×5)+ (35×5) + (5×11)+ (18×9) + (32×7)
= 40+125+175+55+162+224
= ` 781

நவோகலின் ந்தோரோய முற்ற (Vogel’s 
Approximation Method(VAM))
 ப்வா்கலின் ப்தாராய மு்்றயில் ்காணும் 
பபாககு்வரத்து ்கணககின் ஆரம்ப அடிப்ப்டத்தீரவு 
ஏ்றககு்்றய உ்கந்த தீரவுககு அருகில் இருககும். 
எனப்வ மற்்ற இரணடு மு்்ற்க்ை விட 
இம்மு்்றயில் தீரவு ்காணபது சி்றந்தாகும். 
இம்மு்்றயில் உள்ைடககிய பல்ப்வறு படி்கள் கீபே 
க்தாகுக்கப்பட்டுள்ைன.
�டி 1:  ஒவக்வாரு நி்ர மற்றும் நிரலில் 

்காணப்படும் இரு க்வவப்வ்றான சிறிய 
எண்களின் வித்தியாசத்்்தக (Penalty) 
்கணடுபிடித்து அ்தற்குரிய நி்ர மற்றும் 
நிரலுககு பநரா்க எழு்தவும்.

�டி 2:  அதி்க வித்தியாசம் க்காணட நி்ர அல்லது 
நிர்லத் ப்தரநக்தடுக்கவும் 

�டி 3:  ப்தரநக்தடுக்கப்பட்ட நி்ர அல்லது நிரலில் 
உள்ை  சிற்்ற்்ற்களில் மி்கச்சிறிய மதிப்பு 
க்காணட சிற்்ற்்ற்யத் ப்தரநக்தடுக்கவும். 
அஙகு எவ்வைவு ஒதுககீடு கசய்ய முடியுபமா 
அவ்வைவு ஒதுககீடு கசய்ய ப்வணடும்.

�டி 4:  அ்னத்து ஒதுககீடு்களுககும்,  நி்்ற்வ்டந்த 
நி்ர அல்லது நிர்ல நீககு்க.

�டி 5:  நீககிய நி்ர அல்லது நிரல் இல்லா்த 
கு்்றக்கப்பட்ட புதிய பபாககு்வரத்து 
அட்ட்வ்ண்ய எழுது்க.

�டி 6:  அ்னத்து ஒதுககீடு்களும் கசய்து முடிககும் 
்வ்ர பமற்்கணடபடி்க்ைத் க்தாடரவும்.

நி்ர அல்லது நிரலில் உள்ை இரு 
க்வவப்வ்றான சிறிய எண்களுககி்டபய 
உள்ை ப்வறுபாடு அந்த நி்ர அல்லது நிரலின் 
வித்தியாசம் (Penalty) எனப்படும்.

குறிப்பு 

எடுத்துககோடடு 10.5
 ப்வா்கலின் ப்தாராய மு்்ற்யக க்காணடு 
கீழக்கணட பபாககு்வரத்து ்கணககின் அடிப்ப்ட 
ஆரம்பத் தீர்்வ ்காண்க.

விநிபயா்க ்மயம் இருப்பு ai

D1 D2 D3 D4

ஆதி S1 11 13 17 14 250
S2 16 18 14 10 300
S3 21 24 13 10 400

ப்த்்வ bj
200 225 275 250

தீர்வு:
 இஙகு  a bi j= =∑∑ 950

அ்தா்வது, கமாத்்த இருப்பு்கள் = கமாத்்த ப்த்்வ்கள் 
.  எனப்வ க்காடுக்கப்பட்ட ்கணக்கானது சமநி்ல 
பபாககு்வரத்து ்கணக்காகும்.
 மு்தலில் ஒவக்வாரு நி்ர மற்றும் நிரலில் 
்காணப்படும் அடுத்்தடுத்்த இரணடு சிறிய எண்களின்  
வித்தியாசத்்்த ்கணடுபிடித்து அ்தற்குறிய நி்ர 
மற்றும் நிரலுககு பநரா்க அ்டப்புககுறிககுள் 
எழு்தவும். 

D1 D2 D3 D4
இருப்பு 

ai

நி்ர 
வித்தியாசம்

S1

(200)
11 13 17 14 250/50

2

S2 16 18 14 10 300 4

S3 21 24 13 10 400 3

bj 200/0 225 275 250

நிரல் 
வித்தியாசம் 5 5 1 4

 அதி்க வித்தியாசமான  5-ஆனது நிரல் D1 
மற்றும் D2.-ககு பநரா்க உள்ைது.இஙகு நமது 
விருப்படி  D1 ப்தரநக்தடுக்கவும். ப்தரநக்தடுக்கப்பட்ட 
D1 நிரலில்கு்்றந்த கசலவு க்காணட  சிற்்ற்்ற  
(S 1,  D 1)  ப்தரநக்தடுத்து அஙகு அதி்க பட்சமா்க  
அ்தா்வது (250,200)  –ன் சிறும மதிப்பான 200 
அலகு்க்ை ஒதுககீடு கசய்யவும்.
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கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண

D2 D3 D4 ai
நி்ர 

வித்தியாசம்

S1

(50)
13 17 14 50/0 1

S2 18 14 10 300 4

S3 24 13 10 400 3

bj 225/175 275 250
நிரல் 

வித்தியாசம்
5 1 4

 வித்தியாசமான 5-ஆனது நிரல் D 2 .-
ககு பநரா்க உள்ைது. ப்தரநக்தடுக்கப்பட்ட  D 2 
நிரலில்கு்்றந்த கசலவு க்காணட சிற்்ற்்ற (S1, D2) 
ப்தரநக்தடுத்து அஙகு அதி்க பட்சமா்க  அ்தா்வது 
(50,175)  –ன் சிறும மதிப்பான 50  அலகு்க்ை 
ஒதுககீடு கசய்யவும்.

கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண

D2 D3 D4 ai
நி்ர 

வித்தியாசம்

S2
(175)

18
14 10 300/125 4

S3 24 13 10 400 3

bj 175/0 275 250

நிரல் 
வித்தியாசம்

6 1 —

 வித்தியாசமான 6-ஆனது நிரல் D2-ககு 
ப ந ர ா ்க  உ ள் ை து .  ப ்த ர ந க ்த டு க ்க ப் ப ட் ட  D 2 . 
நிரலில்கு்்றந்த கசலவு க்காணட  சிற்்ற்்ற (S2, D2) 
ப்தரநக்தடுத்து அஙகு அதி்க பட்சமா்க  அ்தா்வது 
(300, 175) –ன் சிறும மதிப்பான 175 அலகு்க்ை 
ஒதுககீடு கசய்யவும்.

கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண

D3 D4 ai
நி்ர 

வித்தியாசம்

S2 14
(125)

10 125/0 4

S3 13 10 400 3

bj 275 250/125

நிரல் 
வித்தியாசம்

1 —

 வித்தியாசமான  4-ஆனது நி்ர S2 பநரா்க 
உள்ைது. ப்தரநக்தடுக்கப்பட்ட S2 நி்ரயில் 
கு்்றந்த கசலவு க்காணட  சிற்்ற்்ற (S2, D4)  

ப்தரநக்தடுத்து அஙகு  அதி்க பட்சமா்க  அ்தா்வது 
(125,250) இன் சிறும மதிப்பான 125 அலகு்க்ை 
ஒதுககீடு கசய்யவும். 

கு்்றக்கப்பட்ட பபாககு்வரத்து அட்ட்வ்ண 
மற்றும் ஒதுககீடு்கள்

D3 D4 ai
நி்ர 

வித்தியாசம்
S3 13 10 400 3
bj 275 125

நிரல் 
வித்தியாசம்

— —

D3 D4 ai

S3

(275)
13

(125)
10 400/275/0

bj 275/0 125/0

அ்னத்து ஒதுககீடு்களும் ஒபர அட்ட்வ்ணயில் 
கீபே க்காடுக்கப்ட்டுள்ைன

சமோத்்த 
செலவு

D1 D2 D3 D4 ai

பபாககு்வரத்து

S1

(200)
11

(50)
13 17 14 250

S2 16
(175)

18 14
(125)

10 300

S3 21 24

(275)

13

(125)

10 400

bj 200 225 275 250

பபாககு்வரத்து விபரம் :
S1à D1, S1àD2, S2àD2, S2àD4, S3àD3, S3àD4

பபாககு்வரத்து கசலவு
= × + × + × + × + × + ×( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )200 11 50 13 175 18 125 10 275 13 125 10 

   = × + × + × + × + × + ×( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )200 11 50 13 175 18 125 10 275 13 125 10
= ` 12,075

எடுத்துககோடடு 10.6
 ப்வா்கலின் ப்தாராய மு்்ற்ய க்காணடு 
கீழக்கணட பபாககு்வரத்து ்கணககின் அடிப்ப்ட 
ஆரம்பத் தீர்்வ ்காண்க.
கிடஙகு்கள் ்க்ட்கள்

I II III IV இருப்பு (ai)
A 5 1 3 3 34
B 3 3 5 4 15
C 6 4 4 3 12
D 4 1 4 5 19

ப்த்்வ
(bj)

21 25 17 17
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தீர்வு:
 இஙகு a bi j= =∑∑ 80
 அ்தா்வது, கமாத்்த இருப்பு்கள் = கமாத்்த ப்த்்வ்கள். 
எனப்வ க்காடுக்கப்பட்ட ்கணக்கானது சமநி்ல 
பபாககு்வரத்து ்கணக்காகும்.
மு்தல் ஒதுககீடு :

I II III IV இருப்பு ai
நி்ர 

வித்தியாசம்
A 5 1 3 3 34 2

B 3 3 5 4 15 1

C 6 4 4 3 12 1

D 4
(19)

1 4 5 19/0 3

ப்த்்வ bj
21 25/6 17 17

நிரல் 
வித்தியாசம் 1 2 1 1

இரணைோவது ஒதுககீடு:

I II III IV ai
நி்ர 

வித்தியாசம்

A 5
(6)

1 3 3 34/28 2

B 3 3 5 4 15 1

C 6 4 4 3 12 1

bj 21 6/0 17 17

நிரல் 
வித்தியாசம் 2 2 1 1

மூன்்றோவது ஒதுககீடு :

I III IV ai
நி்ர 

வித்தியாசம்

A 5
(17)

3 3 28/11 2

B 3 5 4 15 1

C 6 4 3 12 1

bj 21 17/0 17

நிரல் 
வித்தியாசம் 2 1 1

�ோன்கோவது ஒதுககீடு :

I IV ai

நி்ர 
வித்தியாசம்

A 5 3 11 2

B 3 4 15 1

C 6
(12)

3
12/0 3

bj 21 17/5

நிரல் 
வித்தியாசம் 2 1

ஐந்தோவது ஒதுககீடு :

I IV ai
நி்ர 

வித்தியாசம்
A 5 (5)

3 11/6 2

B 3 4 15 1

bj 21 5/0
நிரல் 

வித்தியாசம் 2 1

ஆ்றோவது ஒதுககீடு :
I

நி்ர 
வித்தியாசம்

A
(6)

5
6/0 —

B
(15)

3
15/0 —

21/0

நிரல் 
வித்தியாசம் 2

அ்னத்து ஒதுககீடு்களும் ஒபர அட்ட்வ்ணயில் 
கீபே க்காடுக்கப்ட்டுள்ைன:

I II III IV ai

A
(6)

5
(6)

1
(17)

3
(5)

3 34

B
(15)

3 3 5 4 15

C 6 4 4
(12)

3 12

D 4
(19)

1 4 5 19

bj 21 25 17 17
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பபாககு்வரத்து வி்வரம்

Aà I, AàII, AàIII, AàIV, BàI, CàIV, DàII

கமாத்்த பபாககு்வரத்து கசலவு 

=   6 5 6 1 17 3 5 3 15 3 12 3 19 1×( )+ +( )+ ×( )+ ×( )+ ×( ) + ×( )+ ×( )

     6 5 6 1 17 3 5 3 15 3 12 3 19 1×( )+ +( )+ ×( )+ ×( )+ ×( ) + ×( )+ ×( )

= + + + + + +30 6 51 15 45 36 19

= ` 202

�யிறசி 10.1

1. பபாககு்வரத்து ்கணககு்கள் என்்றால் என்ன?
2. பபாககு்வரத்து ்கணககின் ்கணி்த ்வடி்வத்்்த 

எழுது்க.
3. பபாககு்வரத்து ்கணககின் ஏற்பு்டயத் தீரவு 

மற்றும் சி்்த்வற்்ற தீரவு என்்றால் என்ன ?
4. சமநி்ல பபாககு்வரத்து ்கணககு என்ப்தன் 

கபாருள் யாது?
5. ்வடபமற்கு மூ்ல மு்்ற்யப் பயன்படுத்தி 

பின்்வரும் பபாககு்வரத்து ்கணககின் ஆரம்ப 
அடிப்ப்ட சாத்தியமானத் தீர்்வ ்காண்க.

D1 D2 D3 D4 அளிப்பு

O1 5 3 6 2 19

O2 4 7 9 1 37

O3 3 4 7 5 34

ப்த்்வ 16 18 31 25

6. ்வடபமற்கு மூ்ல மு்்ற்ய பயன்படுத்தி 
பின்்வரும் பபாககு்வரத்து ்கணககின் ஆரம்ப 
அடிப்ப்ட சாத்தியமானத் தீர்்வ ்காண்க.

கபங்களூரு நாசிக பபாபால் டில்லி இருப்பு
கசன்்ன 6 8 8 5 30

மது்ர 5 11 9 7 40

திருச்சி 8 9 7 13 50

ப்த்்வ 
(அலகு்கள்/

நாள்)
35 28 32 25

7. மீச்சிறு கசலவு மு்்ற்ய பயன்படுத்தி 
பின்்வரும் பபாககு்வரத்து ்கணககின் ஆரம்ப 
அடிப்ப்டத் தீர்்வக ்காண்க.

D1 D2 D3 அளிப்பு

O1 9 8 5 25

O2 6 8 4 35

O3 7 6 9 40

ப்த்்வ 30 25 45

8.   ப்வா்கலின் ப்தாராய மு்்ற்ய 
பயன்படுத்தி பின்்வரும் பபாககு்வரத்து 
்க ண க கி ன்  ஆ ர ம் ப  அ டி ப் ப ் ட 
சாத்தியமானத் தீர்்வ ்காண்க.

D1 D2 D3 D4 அளிப்பு
O1 2 3 11 7 6

O2 1 0 6 1 1

O3 5 8 15 9 10

ப்த்்வ 7 5 3 2

9 .  ப ்வ ா ்க லி ன்  ப ்த ா ர ா ய  மு ் ்ற ் ய 
பயன்படுத்தி பின்்வரும் பபாககு்வரத்து 
்கணககின் ஆரம்ப அடிப்ப்ட சாத்தியமானத் 
தீர்்வ ்காண்க.

 D1 D2 D3 D4 இருப்பு
O1 5 8 3 6 30

O2 4 5 7 4 50

O3 6 2 4 6 20

ப்த்்வ 30 40 20 10

10. ்வடபமற்கு மூ்ல மு்்ற்ய பயன்படுத்தி 
பின்்வரும் பபாககு்வரத்து ்கணககின் ஆரம்ப 
அடிப்ப்ட சாத்தியமானத் தீர்்வ ்காண்க.

க்தாட்டி அளிப்பு

A B C D E
P 2 11 10 3 7 4

ஆதி Q 1 4 7 2 1 8
R 3 9 4 8 12 9

ப்த்்வ 3 3 4 5 6
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11. க்காடுக்கப்பட்டுள்ை  பபாககு்வரத்து ்கணககின் 
ஆரம்ப அடிப்ப்டத் தீர்்வ கீழக்கணட 
மு்்ற்களில் ்காண்க:

I II III அளிப்பு
A 1 2 6 7
B 0 4 2 12
C 3 1 5 11

ப்த்்வ 10 10 10

   (i) ்வடபமற்கு மூ்ல மு்்ற
  (ii) மீச்சிறு கசலவு மு்்ற
  (iii) ப்வா்கலின் ப்தாராய மு்்ற

12.  ்வடபமற்கு மூ்ல மு்்ற்ய பயன்படுத்தி 
பின்்வரும் பபாககு்வரத்து ்கணககின் ஆரம்ப 
அடிப்ப்ட சாத்தியமானத் தீர்்வ ்காண்க.

D E F C அளிப்பு
A 11 13 17 14 250
B 16 18 14 10 300
C 21 24 13 10 400

ப்த்்வ 200 225 275 250

10.2   ஒதுககீடடுக கணககுகள் 
(Assignment Problems)

அறிமுகம்
 ஒதுககீட்டு ்கணககு என்பது பபாககு்வரத்து 
்க ண க கி ன்  ஒ ரு  ்த னி ப் ப ட் ட  ்க ண க ்க ா கு ம் .  
ஒதுககீட்டு ்கணககு தீரப்பதில் மற்்ற மு்்ற்க்ை 
விட குன் (Kuhn, 1956) ஃபிைட் (Flood, 1956) 
ஆகிபயார ்கணடுபிடித்்த மு்்றயானது பநரத்்்தக 
கு்்ற்வா்கப் பயன்படுத்துகி்றது. ஹஙப்கரியன் 
்கணி்தவியலாைர்கள் ப்கானிக (Koneig, 1950) 
மற்றும் ஈஜ்வரி (Egervary, 1953) இந்த மு்்ற்ய 
நியாயப்படுத்தினார்கள். ஆ்தலால் இந்த மு்்ற 
ஹஙப்கரியன் மு்்ற என்று கபயரிடப்பட்டது.
 ‘m’ ப்வ்ல்கள் மற்றும் ‘n’ இயநதிரங்கள் 
(மனி்தர்கள்) இருப்ப்தா்க எடுத்துக க்காள்ப்வாம். 
ப்வ்ல்களின் எணணிக்்கயும் இயநதிரங்களின் 
எணணிக்்கயும் சமமா்க இருக்க ப்வணடும். ஒரு 
இயநதிரத்திற்கு ஒரு ப்வ்ல என்்ற அடிப்ப்டயில் 
ஒதுககீடு கசய்ய ப்வணடும். i  என்்ற ப்வ்ல்ய j 
என்்ற இயநதிரத்திற்கு ஒதுககீடு கசய்யப்பட்டால் 
ஆகும் கசலவு Cij (i =1,2,…,m and j = 1,2,…,n). 
நமது பநாக்கமானது கமாத்்த ஒதுககீட்டு கசல்்வ 
கு்்றககுமாறு ஒவக்வாரு இயநதிரத்திற்கும் ஒபர 
ஒரு ப்வ்ல்ய மட்டும் ஒதுககீடு கசய்்வ்தாகும்.  

 ஒதுககீட்டு ்கணககு என்பது பபாககு்வரத்து 
்கணககின் ஒரு ்தனிப்பட்ட ்கணக்காகும்.  இஙகு 
ஆதி்கள் ப்வ்ல்க்ையும் பசருமிடம் இயநதிரங 
்க்ையும் குறிககும். ஒவக்வாரு ஆதிககும் ்வேங்கல் 
அைவு ஒரு அலகு. அப்தபபால, ஒவக்வாரு பசரு 
மிடத்திற்கும் ப்த்்வ ஒரு அலகு மட்டுபம.

10.2.1  ஒதுககீடடு கணககின் கணி்த வடிவம்:
 n  ப்வ்ல்க்ை n இயநதிரங்களுககு 
ஒதுககீடு கசய்்வ்தா்க க்காள்ப்வாம் (ஒரு 
இயநதிரத்திற்கு ஒரு ப்வ்ல) .  Cij என்பது i -்வது 
ப்வ்ல்ய j -்வது இயநதிரத்திற்கு ஒதுககீடு 
கசய்ய ஆகும் கசலவு என்்க.

  

1,  i-்வது ப்வ்ல்ய j-்வது இயநதிரத்திற்கு 
ஒதுககீடு கசய்யப்பட்டால்

xij =   0,  i-்வது ப்வ்ல்ய  j-்வது இயநதிரத்திற்கு 
ஒதுககீடு கசய்யவில்்லகயனில்

ப்வ
்

ல
்கள்

 

இயநதிரங்கள்

1 2 … n

1

(x11)
C11

(x12)
C12

…
(x1n)

C1n 1

2

(x21)
C21

(x22)
C22

…
(x2n)

C2n 1

   



m

(xij)
Cn1

(xij)
Cn2

…
(xij)

Cnn 1

ப்த்்வ 1 1 … 1

எந்த ஒரு சிற்்ற்்றயிலா்வது xij விடுபட்டு இருந்தால் 
அஙகு ஒதுககீடு கசய்யப்படவில்்ல என்ப்தாகும். 
அ்தா்வது, xij  = 0.
 எந்த சிற்்ற்்றயில் xij இடம் கபற்றிருககும் 
அஙகு ஒதுககீடு கசய்யப்பட்டிருககி்றது என்ப்தாகும். 
அ்தா்வது, xij = 1

அளி
ப்பு
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 ஒதுககீடு ்கணக்்க பநரிய  திட்டமிடல் 
்கணக்கா்க கீழக்கணட்வாறு எழு்தலாம்.

  Z =
= =
∑ ∑
i

m

ij ij
j

n

C x
1 1

 x j nij
i

n

= =
=
∑ 1 1 2

1
, , ,.....

 x i nij
j

n

= =
=

∑ 1 1 2
1

, , ,.....  

மற்றும் xij = 0  (அல்லது)  1  அ்னத்து ( i , j) 
என்்ற ்கட்டுபாடு்களுககினங்க

10.2.2  ஒதுககீடு கணககின் தீர்றவக கோணும் 
வழிமுற்றகள் (ஹஙநகரியன் முற்ற) 
(Solution of assignment problems 
(Hungarian Method))

 க்காடுக்கப்பட்ட அணி சதுர அணியா்க 
இருக்க ப்வணடும். அவ்வாறு இல்்லகயனில் 
்தகுந்த ஒப்புக்கான நிரல் அல்லது நி்ர்ய 
பசரத்து சதுர அணியா்க மாற்்ற ப்வணடும். 
அவ்வாறு பசரக்கப்படும் நிரல் அல்லது நி்ரயில் 
உள்ை சிற்்ற்்ற்களில் கசலவு 0 என்்க.
�டி : 1 ஒவக்வாரு நி்ரயின் மீச்சிறு மதிப்்ப அந்த 

நி்ரயின் எல்லா மதிப்பு்களிலிருநதும் 
்கழிக்க ப்வணடும். 

�டி : 2 படி (1)-ல் கி்டத்்த அணியில் ஒவக்வாரு 
மீச்சிறு மதிப்்பயும் அந்தந்த நிரலின் 
அ்னத்து மதிப்பு்களிலிருநதும் ்கழிக்க 
ப்வணடும். 

�டி : 3 ஒவக்வாரு நிரல் மற்றும் நி்ரயில் 
கு்்றந்தபட்சம் ஒரு பூஜயமா்வது 
இருககி்ற்தா என்ப்்த சரிபாரக்க. 

(i) ஒவக்வாரு நி்ரயா்க ஒபர ஒரு 
பூஜயம் உள்ை்தா என பசாதிக்கவும். 
அந்த பூஜயத்்்த சுற்றி ,்வ்ர்க. 
அந்த சிற்்ற்்றயின் நிரலிலுள்ை 
மற்்ற அ்னத்து பூஜயங்க்ையும்  
×( ) அடித்துவிடு்க.

(ii) பமற்்கணட மு்்ற்ய ஒவக்வாரு 
நிரலுககும் கசய்யவும். அ்தா்வது, 
ஒவக்வாரு நிரலா்க ஒபர ஒரு பூஜயம் 
உள்ை்தா என பசாதிக்கவும். அந்த 

பூஜயத்்்த சுற்றி  ்வ்ர்க. அந்த 
சிற்்ற்்றயின் நி்ரயிலுள்ை மற்்ற 
அ்னத்து பூஜயங்க்ையும் ×( )  
அடித்துவிடு்க 

�டி 4 : ஒவக்வாரு நி்ர மற்றும் நிரலிரும் ஒபர 
ஒரு ஒதுககீடு கசய்யப்பட்டிருந்தால், அது 
உ்கந்த தீர்வாகும்.

(1)  ஒரு நி்ர(நிரல்)-ல் உள்ை அ்னத்து 
எண்களுடனும்  ஒரு எண்ணக 
கூட்டினாலும் ்கழித்்தாலும் ஒதுககீடு 
்கணககின் உ்கந்த  தீரவு மா்றாது.

(2)   Cij > 0 எனில், C xij ij =∑ 0  என்பது xij  ஆல்  
பூரத்தி கசய்யப்பட்டால் அது உ்கந்த 
தீர்வாகும்.   

குறிப்பு 

ஒதுககீடு ்கணககு்களுக்கான உ்கந்த 
ஒதுககீடு மு்்ற்ய ஹஙப்கரியன் 
மு்்ற நமககு அளிககி்றது.

எடுத்துககோடடு 10.7
 கீழக்கணட ஒதுககீட்டு ்கணக்்க தீரக்க. 
சிற்்ற்்ற்களிலுள்ை மதிப்பானது  A, B, C மற்றும் D 
என்்ற ப்வ்ல்க்ை I, II, III, IV என்்ற 
இயநதிரங்களுககு ஒதுககீடு கசய்ய ஆகும் கசலவு.

இயநதிரங்கள்
I II III IV

ப்வ்ல்கள்

A 10 12 19 11

B 5 10 7 8

C 12 14 13 11

D 8 15 11 9

தீர்வு:
 இஙகு நிரல்்களின் எணணிக்்கயும், 
நி்ர்களின் எணணிக்்கயும் சமமா்க உள்ைன. 
எனப்வ, க்காடுக்கப்பட்ட ்கணக்கானது சமசீரான 
ஒதுககீடு ்கணக்காகும். 
்தற்பபாது அ்தன் தீர்்வக ்காணலாம்.
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�டி  1: ஒவக்வாரு நி்ரயில் உள்ை மீச்சிறு 
மதிப்்ப அந்த நி்ரயில் உள்ை அ்னத்து 
மதிப்பு்களிலிருநதும் ்கழிக்க ப்வணடும். 

I II III IV
A 0 2 9 1
B 0 5 2 3
C 1 3 2 0
D 0 7 3 1

ஒவக்வாரு நிரல் மற்றும் நி்ரயில் கு்்றந்தபட்சம் 
ஒரு பூஜயமா்வது இருககி்ற்தா என்ப்்த பாரக்க.  
இல்்லகயனில் படி 2 ககு கசல்்க.

�டி  2: படி (1)-ல் கி்டத்்த அணியில், ஒவக்வாரு 
நிரலில் உள்ை மீச்சிறு மதிப்்ப  
அந்த நிரலில் உள்ை அ்னத்து 
மதிப்பு்களிலிருநதும் ்கழிக்க ப்வணடும்.

I II III IV
A 0 0 7 1
B 0 3 0 3
C 1 1 0 0
D 0 5 1 1

 ஒவக்வாரு நி்ர மற்றும் நிரலிலும் 
கு்்றந்தபட்சம் ஒரு பூஜஜியம் உள்ை்தால் 
ஒதுககிடு்க்ை கசய்யலாம். 
�டி 3 (ஒதுககீடு): 
 ஒவக்வாரு நி்ரயா்க ஒபர ஒரு பூஜயம் 
உள்ை்தா என பசாதிக்கவும். மு்தல் மூன்று நி்ர 
்களிலும் ஒன்றுககு பமற்பட்ட பூஜஜியங்கள் உள்ைன.  
நி்ர D-ல் ஒபர ஒரு பூஜஜியம் உள்ைது. அந்த 
பூஜயத்்்த  ஆல் குறியிடு்க. குறியிட்ட நிரலிலுள்ை 
மற்்ற அ்னத்து பூஜயங்க்ையும் ×  ஆல் குறியிடு்க. 

I II III IV

A 0 0 7 1

B 0 3 0 3
C 1 1 0 0

D 0 5 1 2

�டி  4: ஒவக்வாரு நிரலா்க ஒபர ஒரு பூஜயம் 
உள்ை்தா என பசாதிக்கவும். நிரல் I-ல் 
ஏற்்கனப்வ ஒதுககீடு கசய்யப்பட்டுள்ை்தால் 
நிரல் II-ககுச் கசல்லவும். அஙகு ஒபர 
ஒரு பூஜஜியம் உள்ைது. அந்த பூஜயத்்்த  

 -ஆல் குறியிடு்க .   குறியிட்ட 
நி்ரயில் உள்ை மற்்ற அ்னத்து 
பூஜயங்க்ையும் ×  ஆல் குறியிடு்க..

I II III IV

A 0 0 7 1

B 0 3 0 3

C 1 1 0 0

D 0 5 1 2

 நி ர ல்  I I I  – ல்  ஒ ன் று க கு  ப ம ற் ப ட் ட 
பூஜஜியங்கள் உள்ைன. நிரல் IV-ல் ஒபர ஒரு 
பூஜஜியம் உள்ை்தால் , அந்த பூஜயத்்்த  ஆல் 
குறியிடு்க..   குறியிட்ட நி்ரயில் உள்ை மற்்ற 
அ்னத்து பூஜயங்க்ையும் ×  ஆல் குறியிடு்க. 

I II III IV

A 0 0 7 1

B 0 3 0 3

C 1 1 0 0

D 0 5 1 2

�டி  5: மீணடும் ஒவக்வாரு நி்ரயா்க பமற்்கணட 
மு்்ற்ய க்தாடரவும். நி்ர A-ல் 
ஏற்்கனப்வ ஒதுககீடு கசய்யப்பட்டுள்ைது. 
நி்ர B –ல் ஒபர ஒரு பூஜஜியம் உள்ைது. 
அந்த பூஜயத்்்த  -ஆல் குறியிடு்க   
குறியிட்ட நி்ரயில் உள்ை மற்்ற அ்னத்து 
பூஜயங்க்ையும் ×  ஆல் குறியிடு்க. 

I II III IV

A 0 0 7 1

B 0 3 0 3

C 1 1 0 0

D 0 5 1 2

 அ்னத்து ஒதுககீடு்களும் கசய்யப்பட்டுள்ைன. 
உ்கந்த ஒதுககீடு மற்றும் கமாத்்த கசலவு (சிறுமகசலவு): 

நவறலகள் இயநதிரஙகள்      செலவு
A II 12
B III 7
C IV 11
D I 8

சமோத்்த செலவு 38
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உ்கந்த ஒதுககீடு கசலவு (சிறும கசலவு) = ` 38 

எடுத்துககோடடு 10.8
 5 ப்வ்ல்க்ை  5  நபர்களுககு ஒதுககீடு  
கசய்யும் ்கணக்்கக ்கருத்தில் க்காள்்க.

ஒதுககீடு கசலவு்கள் கீபே  க்காடுக்கப்பட்டுள்ைன. 
உ்கந்த  ஒதுககீடு மற்றும்  கமாத்்த சிறும  கசல்்வக 
்காண்க.

 
நபர

ப்வ்ல

1 2 3 4 5

A 8 4 2 6 1
B 0 9 5 5 4
C 3 8 9 2 6
D 4 3 1 0 3
E 9 5 8 9 5

தீர்வு:
 இஙகு நிரல்்களின் எணணிக்்கயும் 
நி்ர்களின் எணணிக்்கயும் சமமா்க உள்ைன. 
எனப்வ, க்காடுக்கப்பட்ட ்கணக்கானது சமகசீரான 
ஒதுககீடு ்கணக்காகும். ்தற்பபாது அ்தன் தீர்்வக 
்காணலாம்.

�டி 1:  ஒவக்வாரு நி்ரயில் உள்ை மீச்சிறு 
மதிப்்ப அந்த நி்ரயில் உள்ை 
அ்னத்து மதிப்பு்களிலிருநதும் ்கழிக்க 
ப்வணடும்.

 
நபர

ப்வ்ல
1 2 3 4 5

A 7 3 1 5 0

B 0 9 5 5 4

C 1 6 7 0 4

D 4 3 1 0 3

E 4 0 3 4 0

 ஒவக்வாரு நி்ர மற்றும் நிரலிலும் 
கு்்றந்தபட்சம் ஒரு பூஜஜியமா்வது உள்ை்தா 
என்ப்்த பசாதிக்க. அவ்வாறு இல்்லகயனில் 
படி 2 -ககு கசல்லவும். 

�டி 2: படி (1)-ல் கி்டத்்த அணியில், ஒவக்வாரு 
நிரலில் உள்ை மீச்சிறு மதிப்்ப அந்த 

நிரலில் உள்ை அ்னத்து மதிப்பு்களி 
லிருநதும் ்கழிக்க ப்வணடும்.

 
நபர

ப்வ்ல
1 2 3 4 5

A 7 3 0 5 0

B 0 9 4 5 4

C 1 6 6 0 4

D 4 3 0 0 3

E 4 0 2 4 0

 ஒவக்வாரு நி்ர மற்றும் நிரலிலும் 
கு்்றந்தபட்சம் ஒரு பூஜஜியம் உள்ை்தால் 
ஒதுககிடு்க்ைச் கசய்யலாம். 

�டி 3 (ஒதுககீடு): (Assignment): 

 ஒவக்வாரு நி்ரயா்க ஒபர ஒரு பூஜயம் 
உள்ை்தா என பசாதிக்கவும். மு்தல்  நி்ர A-ல்  
ஒன்றுககு பமற்பட்ட பூஜஜியங்கள் உள்ைன.  
நி்ர B-ல் ஒபர ஒரு பூஜஜியம் உள்ைது. அந்த 
பூஜயத்்்த  -ஆல் குறியிடு்க.  குறியிட்ட 
நிரலில் உள்ை மற்்ற அ்னத்து பூஜயங்க்ையும்   
× -ஆல் குறியிடு்க. 

 
நபர

ப்வ்ல

1 2 3 4 5

A 7 3 0 5 0

B 0 9 4 5 4

C 1 6 6 0 4

D 4 3 0 0 3

E 4 0 2 4 0

நி்ர C-ல்  ஒன்றுககு பமற்பட்ட பூஜஜியங்கள் 
உள்ைன.  அந்த பூஜயத்்்த  -ஆல் குறியிடு்க.  
குறியிட்ட நிரலில் உள்ை மற்்ற அ்னத்து 
பூஜயங்க்ையும்   × -ஆல் குறியிடு்க. 
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நபர

ப்வ்ல
1 2 3 4 5

A 7 3 0 5 0

B 0 9 4 5 4

C 1 6 6 0 4

D 4 3 0 0 3

E 4 0 2 4 0

நி்ர D-ல்  ஒன்றுககு பமற்பட்ட பூஜஜியங்கள் 
உள்ைன.  அந்த பூஜயத்்்த  -ஆல் குறியிடு்க.  
குறியிட்ட நிரலில் உள்ை மற்்ற அ்னத்து 
பூஜயங்க்ையும்   × -ஆல் குறியிடு்க.  

 
நபர

ப்வ்ல
1 2 3 4 5

A 7 3 0 5 0

B 0 9 4 5 4

C 1 6 6 0 4

D 4 3 0 0 3

E 4 0 2 4 0

 நி்ர E-ல்  ஒன்றுககு பமற்பட்ட 
பூஜஜியங்கள் உள்ைன. எனப்வ  அடுத்து நாம்  
நிரலில் ஒதுககீடு கசய்யலாம். நிரல் 1  ஒதுககீடு 
உள்ைது.  நிரல் இரணடில் ஒபர ஒரு பூச்சியம் 
உள்ை்தால்.  அந்த பூஜயத்்்த  -ஆல் குறியிடு்க.  

குறியிட்ட நிரலில் உள்ை மற்்ற அ்னத்து 
பூஜயங்க்ையும்   × -ஆல் குறியிடு்க. 

 
நபர

ப்வ்ல
1 2 3 4 5

A 7 3 0 5 0

B 0 9 4 5 4

C 1 6 6 0 4

D 4 3 0 0 3

E 4 0 2 4 0

 நிரல் 3 மற்றும் நிரல் 4-கில் ஒதுககீடு 
உள்ைது. எனப்வ  5-்வது  நிரலில் ஒபர ஒரு 
பூஜயம் உள்ைது. அந்த பூஜயத்்்த  -ஆல் 
குறியிடு்க.  குறியிட்ட நி்ரயில் உள்ை மற்்ற 
அ்னத்து பூஜயங்க்ையும் × -ஆல் குறியிடு்க.

 
நபர

ப்வ்ல
1 2 3 4 5

A 7 3 0 5 0

B 0 9 4 5 4

C 1 6 6 0 4

D 4 3 0 0 3

E 4 0 2 4 0

அ்னத்து ஒதுககீடு்களும் கசய்யப்பட்டுள்ைன. 
உ்கந்த ஒதுககீடு மற்றும் கமாத்்த சிறும கசலவு:  

��ர் நவறல செலவு
A 5 1
B 1 0
C 4 2
D 3 1
E 2 5

கமாத்்த கசலவு 9

உ்கந்த ஒதுககீடு கமாத்்த கசலவு (சிறும கசலவு) = ` 9 

எடுத்துககோடடு 10.9
 கீழக்கணட ஒதுககீடு்கணககி்ன தீரக்க.

ப்வ்ல

நபர
1 2 3

P 9 26 15
Q 13 27 6
R 35 20 15
S 18 30 20

தீர்வு:
 நி்ர்களின் எணணிக்்க்யவிட நிரல்்களின் 
எணணிக்்க கு்்ற்வா்க உள்ை்தால், க்காடுக்கப் 
ப ட் ட  ்க ண க ்க ா ன து  ச ம சீ ர ற் ்ற   ஒ து க கீ டு 
்கணக்காகும். இ்த்ன சமச்சீரா்க மாற்்ற எல்லா 
மதிப்பு்களும் பூச்சியமுள்ை ஒப்புக்கான நிர்ல 
உரு்வாக்கவும். மாற்றிய்மக்கப்பட்ட ஒதுககீடு 
்கணக்கானது
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ப்வ்ல

நபர
1 2 3 d

P 9 26 15 0
Q 13 27 6 0
R 35 20 15 0
S 18 30 20 0

 இஙகு 3 ப்வ்லயாட்்களுககு 3 
ப்வ்ல்க்ை ஒதுக்கப்வணடும்.
�டி  1: ஒ வ க ்வ ா ரு  நி ் ர யி லு ம்  பூ ச் சி ய ம் 

இருப்ப்தால் படி 1 ப்த்்வயில்்ல.
�டி  2  :   ஒவக்வாரு நிரலில் உள்ை மீச்சிறு 

மதிப்்ப அந்த நிரலில் உள்ை அ்னத்து 
மதிப்பு்களிலிருநதும் ்கழிக்க ப்வணடும்.

ப்வ்ல

நபர
1 2 3 d

P 0 6 9 0

Q 4 7 0 0

R 26 0 9 0

S 9 10 14 0

�டி  3 ஒதுககீடு (Assignment) :

ப்வ்ல

                        நபர
1 2 3 d

P 0 6 9 0

Q 4 7
0 0

R 26 0 9 0

S 9 10 14 0
 ஒவக்வாரு நி்ர மற்றும் நிரலில்  சரியா்க 
ஒ ப ர  ஒ ரு  ஒ து க கீ டு  உ ள் ை து .  அ ் ன த் து 
ஒதுககீடு்களும் கசய்யப்பட்டுள்ைன. மூன்று 
நபர்களுககும் ப்வ்ல்கள் ஒதுக்கப்பட்டுள்ைன. S 
என்்ற ப்வ்லககு எந்த நபரும் ஒதுக்கப்படவில்்ல.

நவறல ��ர் செலவு
P 1 9
Q 3 6
R 2 20
S d 0

சமோத்்த செலவு 35

உ்கந்த ஒதுககீடு கசலவு(சிறும கசலவு) = ` 35 

�யிறசி 10.2

 1. ஒதுககீடு ்கணககு என்்றால் என்ன?
 2. ஒதுககீடு ்கணககின் ்கணி்த ்வடி்வம் ்தரு்க.
  3 .  ஒதுககீடு ்கணககிற்கும், பபாககு்வரத்து 

்கணககிற்கும் இ்டபயயான ப்வறுபாடு 
என்ன? 

 4. A, B, C மூன்று ப்வ்ல்கள் U, V, W என்்ற 
இயநதிரங்களுககு ஒதுககீடு கசய்யப்பட
ப்வணடும். ஒவக்வாரு இயநதிரமும்  ஒவக்வாரு 
ப ்வ ் ல ் ய  மு டி க ்க  ஆ கு ம்  க ச ல வு 
அணியானது கீபே க்காடுக்கப்பட்டுள்ைது. 
கமாத்்த கசல்்வ கு்்றககுமாறு உ்கந்த  
ஒதுககீடு்க்ை ்காண்க.

ப்வ்ல

இயநதிரம்
U V W

A 17 25 31

B 10 25 16

C 12 14 11

(ஒரு அலகுக்கான கசலவு `-ல்)

   5.  ஒரு ்கணினி ்மயத்தில் மூன்று திட்டமிடும் 
நிபுணர்கள் உள்ைனர.  அந்த ்மயத்தில் 
மூன்று பயன்பாட்டு திட்டங்கள் ஏற்படுத்்தப்
படப்வணடும்.  ்மயத்தின் ்த்ல்வர 
திட்டங்க்ை ்க்வனமா்க பரிசீலித்து,  மூன்று 
திட்டமிடல் நிபுணர்கள் எடுத்துக க்காள்ளும் 
்கணினி பநரத்்்த மதிப்பீடு கசய்கி்றார. 

திட்டநிபுணர

திட்டங்கள்
P Q R 

1 120 100 80

2 80 90 110

3 110 140 120

 கமாத்்த ்கணினி பநரத்்்த கு்்றககுமாறு 
திட்டங்களுக்கான திட்டநிபுணர்க்ை ஒதுககீடு 
கசய்்க.
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 6. ஒரு பல்கபாருள் அங்காடியின் ்த்ல்வரின் 
கீழ பணிபுரியும் நான்கு பணியாைர்கள்   
நான்கு ப்வ்ல்க்ை கசய்ய ப்வணடும். 
ஒ வ க ்வ ா ரு  ப ணி ய ா ை ரு ம்  ஒ வ க ்வ ா ரு 
ப்வ்ல்யயும் முடிககும் ப்வ்லத்தி்றனில் 
மாறுபட்டுள்ைனர. ஒவக்வாரு பணியாைரும் 
ஒவக்வாரு  ப்வ்ல்யயும்  முடிக்க ஆகும் 
பநரம் (மணியில்) கீபே க்காடுக்கப்பட்டுள்ைன

 
ப்வ்ல

1 2 3 4

பணி
யா

ை
ர்க

ள்
 

P 8 26 17 11

Q 13 28 4 26

R 38 19 18 15

S 9 26 24 10

 கமாத்்த பநரத்்்த கு்்றககுமாறு  ஒவக்வாரு 
பணியாைருககும் எவ்வாறு பணி்க்ை ஒதுக்க 
ப்வணடும்.

 7. கீபே க்காடுக்கப்பட்டுள்ை பபாககு்வரத்து 
்கணககின் கசலவு அணிக்கான உ்கந்த 
தீர்்வ ்காண்க.

இடம்
1 2 3 4

வி
ற்ப

்
ன

யா
ை

ர P 11 17 8 16

Q 9 7 12 6

R 13 16 15 12

S 14 10 12 11

 8. A, B, C, D, E மற்றும் F என்்ற தி்றந்தக்வளி 
இடங்களுககு 1, 2, 3 ,  மற்றும் 4  ஆகிய 
நான்கு ்வணடி்கள் கசன்று நிறுத்்த 
இடங்க்ை ஒதுக்கப்வணடும். நான்கு 
்வணடி்கள் க்காணடு கசன்று நிறுத்்த  
ஆகும் பயண கசய்்த தூரம் கு்்றககுமாறு 
ஒதுககீடு கசய்்க. கீபே க்காடுக்கப்பட்டுள்ை 
அணியானது தூரத்்்த  குறிககி்றது. 

1 2 3 4

A 4 7 3 7

B 8 2 5 5

C 4 9 6 9

D 7 5 4 8

E 6 3 5 4

F 6 8 7 3

10.3  தீர்மோனக நகோட�ோடு (Decision Theory)

அறிமுகம்
 தீரமானக ப்காட்பாட்டின் மு்தன்்மயான 
க்தாடரபானது மக்கள் மற்றும் அ்மப்பு்கள் 
பமற்க்காள்ைப்படும் தீரவு்களுககு உ்தவி 
புரி்தலாகும். இது தீரவு்களுக்கான முககிய 
முடிவு்க்ை பமற்க்காள்ை கபாருள் ்தருகின்்ற 
்கருத்து உணரவு்க்ை திரட்டித் ்தருகி்றது. 
தீரமானித்்தல் என்பது எ்த்ன குறிப்பிடுகி்றது 
எனில் க்காடுக்கப்பட்டுள்ை சூழநி்லயில் 
பல்ப்வ்றான கசயற்பாஙகு்களில் சி்றந்தக்தாரு 
கசயற்பாஙகி்ன ப்தரவு கசய்்வ்தாகும்.

திட்டமிடு்தல், அ்மப்பு்கள், ்வழி்காட்டு்தல், உத்திர 
விடு்தல் மற்றும் ்கட்டுப்படுத்து்தல் என பல்ப்வ்றான 
ப்தாற்்றங்க்ை பமலாண்மயாைர்கள் ்கருத்தில் 
க்காள்ை ப்வணடும். பலவி்தமான கசயற் 
பாஙகு்க்ைச் கசயல்படுத்தும் பபாது பமலாண்ம 
யாைர்கள் பல்ப்வ்றான சூழநி்ல்க்ை எதிர 
க்காணடு அ்வற்றில் சி்றந்த ஒன்்்றத் ப்தரவு 
கசய்்தல் ப்வணடும். இவ்வாறு சி்றந்த ஒன்்்றத் 
ப்தரவு கசய்்தல் என்ப்்த க்தாழில் நுட்ப கசால்லால் 
கூறும் கபாழுது தீரமானம் பமற்க்காள்்வது அல்லது  
தீரமானம் எடுத்துக க்காள்்வது எனப்படும். 
தீரமானம் பமற்க்காள்்வது என்பது “பல்ப்வ்றான 
கசயற்பாஙகு்களின் க்தாகுதியிலிருநது சி்றந்த 
கசயற்பாங்்க ப்தரவு கசய்்வ்தாகும்” என 
்வ்ரயறுக்கப்படுகி்றது. அவ்வாறு ப்தரவு கசய்யப் 
பட்ட கசயற்பாஙகு  தீரமானம் பமற்க்காள்ப்வரின் 
பநாக்கங்க்ைத் திருப்தி  கசய்்வ்தா்க எடுத்துக 
க்காள்ைப்படுகி்றது.‘
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 சி ்ற ந ்த  க ச ய ற் ப ா ங கி ் ன த்  ப ்த ர வு 
கசய்்வ்தற்கு  புள்ளியியல் அறிவு உத்திமு்்ற 
உ்தவி புரிகின்்றது.  ஐயப்பாட்டு நி்லயில் 
உ்கந்தக்தாரு தீரவி்ன ப்தரவு கசய்ய புள்ளியியல் 
தீரமானக ப்காட்பாடு ்வழி்காட்டுகி்றது. இத்்த்்கய 
சூ ழ நி ் ல யி ல்  நி ்க ழ ்த ்க வு க  க ்க ா ள் ் ்க 
இன்றிய்மயா்த பஙகு ்்வககின்்றது. ஐயப்பாட்டு 
நி்ல மற்றும் இ்டயூறு உள்ை நி்லயில் 
தீரமானக ப்காட்பாடு நி்லககு நி்கழ்த்கவு 
க ்க ா ள் ் ்க  மி ்க  அ தி ்க  அ ை வி ல்  அ டி க ்க டி 
பயன்படுகி்றது.

புள்ளியியல் தீரமானக ப்காட்பாடானது ்காரண 
்காரியத் க்தாடரபு்டய பிரச்சி்ன அ்மப்பு்க்ை 
கசயற்பாஙகின் மாற்று நட்வடிக்்க, சூழநி்லயின் 
நி்லப்பாடு்கள், நி்கேககூடிய வி்ைவு்கள் 
மற்றும் ஒவக்வாரு வி்ைவுக்கான நி்கேக கூடிய 
அளித்்தல்்க்ையும் க்வளிப்படுத்துகி்றது. ்தற்கபாழுது 
பிரச்சி்னக்கான தீரவி்ன தீரமானக ப்காட்பாடு 
அணுகு மு்்றயில் தீரவு ்காண அ்தன் க்தாடரபு்டய 
்கருத்துக்க்ை விைககுப்வாம். 

10.3.1  ச�ோருள்

 முடிவு எடுப்�வர் :  முடிவு எடுப்ப்வர என்பது 
ஒரு ்தனி நபபரா அல்லது ஒரு குழுவிலுள்ை 
நபர்கபைா, கி்டக்கக கூடிய கசயற்பாஙகு 
நட்வடிக்்க்களில் ்தகுந்தக்தாரு கசயற்பாஙகு 
நட்வடிக்்க்ய ப்தரநக்தடுப்ப்தற்கு கபாறுப்பான 
்வ்ர குறிப்பது ஆகும்.

 செயற�ோஙகு (அல்லது செயற�ோஙகின் 
�ைவடிகறககள்) :  பிரச்சி்ன்களுககு தீரமானக 
ப்காட்பாட்டின் பங்கானது, மாற்று நட்வடிக்்க 
்க்ைக க்காணட கசயற்பாஙகு்களிலிருநது ஒரு 
கசயற்பாஙகி்னத் ப்தரவு கசய்்தலாகும். இரணடு 
அல்லது இரணடிற்கு பமற்பட்ட கசயற்பாஙகு்க்ைக 
க்காணட பிரச்ச்ன சூழநி்லயில் தீரமானக 
ப்காட்பாட்்டக க்காணடு ஒரு கசயற்பாஙகு 
நட்வடிக்்க்ய ப்தரவு கசய்ய அ்வசியமாகி்றது. 
a1, a2, a3, … எனக க்காணடுள்ை கசயற்பாஙகு்கள் 
அல்லது கசயல்்கள் என எடுத்துக க்காணடால், 
அ்னத்து கசயற்பாஙகு்களின் கமாத்்தமானது 
‘கசயற்பாஙகுக்வளி’  (Action space) எனவும், 
இ்த்ன A என குறிப்பிடப்படுகி்றது. மூன்று 
கசயற்பாஙகு்கள்e a1,  a2,  a3,… எனில்  A =  
கசயற்பாஙகுக்வளி  = a1,  a2,  a3)  அல்லது 
A =  (A1, A2, A3). கசயற்பாஙகுக்வளி அல்லது 
கசயற்பாஙகு்க்ைக கீழக்கணட அணி ்வாயிலா்க 

நி்ரயா்கப்வா அல்லது நிரல்்கைா்கப்வா க்தரிவு  
கசய்யலாம். 

கசயற்பாஙகு (அ) கசயற்பாஙகு A1 A2 … An

A1

 A2

 …

An

கசயற்பாஙகு அல்லது கசயற்பாஙகு்க்ை ஒரு மர 
்வடி்வ விைக்கப்படம் மூலமா்கவும் ்காணபிக்கலாம்.

A1

A2

A3

ஆரம்பம்

நிகழ்ச்சிகள் (அல்லது சூழ்நிறலகளின் நிறலப்�ோடு):
 தீரமானித்்தலின் முடிவு எடுப்ப்வரின் ்கட்டுப் 
பாட்டிற்கு க்வளிபய உள்ை கபாழுது க்காடுக்கப் 
பட்டுள்ை  கசயற்பாஙகு  எந்த அைவு க்வற்றி 
அ்டநதுள்ைது என்ப்்த நிரணயம் கசய்ய 
நி்கழகின்்ற நி்கழச்சி்கள் அ்டயாைம் ்காணபிக 
கின்்றது.  இத்்த்்கய நி்கழச்சி்க்ை சூழநி்ல்களின் 
நி ் ல ப் ப ா டு  அ ல் ல து  வி ் ை வு ்க ள்  எ ன 
அ்ேககின்ப்றாம். ஒரு குறிப்பிட்ட கபாருளுககு 
நிரணயிக்கப்பட்ட ்கால அைவில் சந்்தயில் 
ப ்த ் ்வ யி ன்  அ ை ் ்வ  நி ்க ழ ச் சி  அ ல் ல து 
சூழநி்லயின் நி்லப்பாட்டிற்கு ஓர எடுத்துக 
்காட்டாகும்.

 ஒரு ்கணத்தின் ்வாயிலா்க சூழநி்ல்களின் 
நி்லப்பாட்்டக கீழக்கணட ஏப்தனும் ஒரு 
மு்்றயில் க்தரிவு கசய்யலாம்.

S = {S1, S2 , …, Sn} அல்லது E = {E1, E2, …, En} 
அல்லது Ω = {θ1, θ2, θ3} 

 எடுத்துக்காட்டா்க ஒரு சந்்தயில் 
சல்்வத்தூள் விற்ப்னககு ்வரு்்கயில் 
அ்த்ன அதி்கப்படியான அைவில் விரும்புகின்்ற்வர 
்களின் வி்ைவு்கள் கசல்லா்தது (வி்ைவு θ1) 
அல்லது க்வளிப்பாடு ்வாடிக்்கயாைர்கள் 
்க்வனத்திற்கு (வி்ைவு θ2) அல்லது ஒரு சிறிய 
விகி்தாச்சாரா ்வாடிக்்கயாைர்கைால் விரும்பப் 
படு்வது அ்த்ன 25% என்பபாம். (வி்ைவு θ3) 
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A1

A2

A3

E1

E2
E1

E2

E1

E2

நி்கழச்சி்கள்கசயற்பாஙகு

 ஆ்கப்வ Ω = {θ1 , θ2, θ3}. மர ்வடி்வ 
விைக்கப்படத்தில் கசயற்பாஙகு்களுககு அடுத்்த 
இடத்தில் குறிக்கப்படுகி்றது. ஏற்படுகின்்ற நி்கழச்சி்கள் 
மூ ல ம்  ம ற் க ்ற ா ரு  க ச ய ற் ப ா ங கு  ந ம க கு க 
கி்டப்ப்்த கீழக்கணட்வாறு குறிப்பிடலாம்.
 இ்த்ன அணி ்வாயிலா்க, இரு ்வழி்களில், 
ஏப்தனும் ஒரு ்வழியில் க்தரிவு கசய்யலாம்.

சூழநி்லயின் 
நி்லப்பாடு்கள்  

கசயற்பாடு்கள்   

S1 S2

A1 

A2

அல்லது

கசயற்பாடு்கள்      

சூழநி்லயின்  
நி்லப்பாடு்கள்      

A1 A2, ... An

S1

S2

 அளித்்தல்கள் (Pay-off): அளித்்தல் என்பது 
ஒவக்வாரு சூழநி்லயின் நி்லப்பாடு்களின் 
கசயற்பாஙகு பசரவு்களின் முடி்வானது ஒவக்வாரு 
சூழநி்லயின் நி்லப்பாடு்களின் வி்ைவு 
மற்றும் ்கணபநரபம நி்லககின்்ற ஒவக்வாரு 
வி்ைவின் ஆ்தாயம் அல்லது இேப்பு ஆகும். இ்்த 
எண அை்்வயில் குறிப்பிடப்பட ப்வணடும் எனக 
குறிககின்்றது.

 அளித்்தல்்கள் பண பசமிப்பு அல்லது பநர 
பசமிப்பு எனவும் குறிப்பிடப்படுகி்றது. கபாது்வா்க 
மாற்று நட்வடிக்்க்கள் மற்றும் n சூழநி்லயின் 
நி் ல ப் ப ா டு ்க ள்  இ ரு க கு ம ா ன ா ல்  அ ்த ன் 
வி்ைவு்கைானது k × n எணணிக்்க அல்லது 
அளித்்தல்்கள் ஆகும். இத்்த்்கய k×n அளித்்தல்்க்ை, 
மி்க ்வசதியா்க k × n அளித்்தல்்கள் அட்ட்வ்ணயா்கத் 
க்தரிவு கசய்யலாம்.

சூழநி்லயின்  
நி்லப்பாடு்கள்

தீரமானத்தின் மாற்்ற 
நட்வடிக்்க

A1                A2         ..............          Ak

E1 a11                a12         ..............          a1k

E2 a21                a22         ..............          a2k

. .                     .          ..............             .

. .                     .          ..............             .

.                     .          ..............             .
En an1                an2         ..............          ank

 பமற்்கணட அளித்்தல் அட்ட்வ்ண்ய 
அளித்்தல் அணி எனககூ்றலாம். இஙகு aij என்பது  
j ்வது மாற்று உத்தி்ய ப்தரவு கசய்யும் கபாழுது i 
்வது நி்கழவின் நிபந்த்ன க்வளிப்பாடாகும்.
10.3.2   சூழ்நிறல - நிச்ெயமோன சூழ்நிறல  மறறும் 

நிச்ெமற்ற சூழ்நிறல  
(Situations- Certainty and uncertainty)

 தீர்மோனம் நமறசகோள்வதின் வறககள் : 
கி்டக்கககூடிய நி்கழச்சி்களுக்கான வி்வரங்க்ை 
அடிப்ப்டயா்கக க்காணடும் மற்றும் தீரமானத்தின் 
சூழநி்லககு ஏற்்ற்வாறும் தீரமானம் பமற்க்காள்ைப் 
படுகி்றது. இரணடு ்வ்்கயான சூழநி்ல்களில் 
தீரமானம் பமற்க்காள்ைப்படுகி்றது. நிச்சயமான 
நி்ல, நிச்சயமற்்ற நி்ல 
 நிச்ெயமோன சூழ்நிறலயில் தீர்மோனம் 
ந ம ற ச க ோ ள் வ து :  இ ங கு  தீ ர ம ா ன ம்  ப ம ற் 
க்காள்ப்வருககு ்தான் ப்தரவு கசய்யும் தீரமானங 
்களுககு அ்தனால் ஏற்படும் வி்ைவு்க்ை பற்றிய 
மு ழு ் ம ய ா ன  ்த ்க ்வ ல் ்க ் ை  நி ச் ச ய ம ா ்க 
க்தரிநதிருப்பார. இத்்த்்கய தீரமான அ்மப்பில் 
ஒபர ஒரு சூழநி்லயின் நி்லப்பாடு மட்டுபம 
நி்கேககூடும் என அனுமானிக்கப்படுகி்றது. 
 நிச்ெயமற்ற நிறலயில் தீர்மோனம் எடுத்்தல் 
(நிகழ்்தகவு சகோடுககப்�ைோமல்  இருகறகயில்): 
நிபந்த்ன்களின் அடிப்ப்டயில் நிச்சயமற்்ற 
நி்லயில் அளித்்தல்்கள் மட்டுபம க்தரியும் மற்றும் 
ஒவக்வாரு சூழநி்லப்பாட்டின் நி்கழ்த்கவுத் 
்தன்்ம க்தரி்வதில்்ல. இத்்த்்கய சூழநி்ல 
ஒரு புதிய கபாரு்ை சந்்தயில் அறிமு்கப்படுத்தும் 
கபாழுது அல்லது புதிய்தா்க க்தாழிற்சா்லயிலுள்ை 
ஒரு இயநதிரத் க்தாகுதி்ய நிறுவும் கபாழுது 
ஏற்படலாம்.  நிபந்த்ன்களின் அடிப்ப்டயில்  
பல ்வ்்கயான தீரமானித்்தல் அை்்வ்கள் 
கீழக்கணட்வாறு நமககு கி்டககின்்றது. 
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10.3.3   மீச்சிறுவின் மீப்ச�ரு மதிப்பு  மறறும் 
மீப்ச�ருவின்  மீச்சிறு மதிப்பு  
(Maximin and Minimax strategy)

மீச்சிறுவின் மீப்ச�ரு மதிப்பு  (Maximin criteria) 
 இந்த தீரமான அை்்வயானது எடுக்கப்பட்ட 
கசயற்பாஙகின் நட்வடிக்்கயில் நி்கேக கூடிய 
அளித்்தல்்களின் மீப்கபரு மதிப்பு்களில் மீச்சிறு 
மதிப்பாகும். இத்தீரமான அை்்வ மாற்று 
உத்தி்கைால் நி்கேக கூடிய மி்கக கு்்றந்த மதிப்பு 
குறிககின்்றது. அ்தனால் இ்த்ன பா்த்கமான 
தீரமான அை்்வ எனவும் கூ்றப்படுகி்றது. இ்தன் 
கசயல் மு்்றயானது
(i)  ஒவக்வாரு மாற்று நட்வடிக்்கககும் கு்்றந்த 

பட்ச வி்ை்்வ தீரமானிக்க ப்வணடும். 
(ii)  இ்வற்றில் சி்றநக்தாரு க்தாடரபு்டய மாற்று 

நட்வடிக்்க்யத் ப்தரநக்தடுக்கவும்.

மீப்ச�ரு மதிப்பின் மீச்சிறு மதிப்பு (Minimax criteria)
 இந்த தீரமான அை்்வயானது எடுக்கப்பட்ட 
கசயற்பாஙகின் நட்வடிக்்கயில் நி்கேக கூடிய 
அளித்்தல்்களில் மீச்சிறு மதிப்பு்களில் மீப்கபரு 
மதிப்பாகும். இத்தீரமான அை்்வ மாற்று 
உத்தி்கைால் நி்கேக கூடிய மி்க அதி்க மதிப்பு 
குறிககின்்றது. இ்தன் கசயல் மு்்றயானது

(i) ஒவக்வாரு கசயற்பாட்டிற்கும் (உத்திககும்) 
அதி்க பட்ச மதிப்்ப ்கணடறி்க.

(ii) இ்்வ்களில் மி்கச்சிறிய மதிப்்பக க்காணட 
கசயற்பாட்்ட (மாறுபட்ட) ப்தரவு கசய்்க. 

எடுத்துககோடடு 10.10
கீழக்கணட அளித்்தல் (இலாபம்) அணி்ய ்கருது்க.

 கசயற்பாடு
சூழநி்ல

(S1)      (S2)      (S3)   (S4)

A1    5       10       18     25

A2    8       7       8     23

A3    21       18       12     21

A4    30       22       19     15

சூழநி்லப்பாட்டின் நி்கழவு்களுககு மீச்சிறுவின் 
மீப்கபரு விதியின்படி சி்றந்த கசயல்பாட்்ட  
்காண்க.

தீர்வு: 

கசயற்பாடு சூழநி்ல மீச்சிறுமதிப்பு

(S1) (S2) (S3) (S4)

A1 5 10 18 25 5

A2 8 7 8 23 7

A3 21 18 12 21 12

A4 30 22 19 15 15

(5,7,12,15) -இன்  மீப்கபரு மதிப்பு = 15 எனப்வ 
சி்றந்த கசயல்பாடு A4 ஆகும்.

எடுத்துககோடடு 10.11
 ஒரு வியாபாரி மூன்று மாற்று 
நட்வடிக்்க்க்ைத் ப்தரவு கசய்்வ்தற்்கான 
்வ ா ய் ப் பு  உ ள் ை து .  ஒ வ க ்வ ா ரு  ம ா ற் று 
நட்வடிக்்கககும் இயலக கூடிய நான்கு 
நி்கழவு்கள் உள்ைன. ஒவக்வாரு கசயல்-நி்கழவு 
பசர்்கக்கான நிபந்த்ன பங்களிப்பு கீபே 
க்காடுக்கப்பட்டுள்ைது.

மாற்று 
நட்வடிக்்க

அளித்்தல்்கள்  - நிபந்த்ன 
நி்கழவு்கள்

A B C D

X 8 0 –10 6

Y –4 12 18 –2

Z 14 6 0 8

 வி ய ா ப ா ரி  மீ ச் சி று வி ன்  மீ ப் க ப ரு 
ப்காட்பாட்டி்ன பின்பற்றுகி்றார எனில் அ்வர 
எந்த மாற்று நட்வடிக்்க்ய ப்தரநக்தடுககி்றார 
என்ப்்த ்கணடுப்பிடிக்கவும்.
தீர்வு:

மாற்று 
நட்வடிக்்க

அளித்்தல்்கள்  - நிபந்த்ன 
நி்கழவு்கள் மீச்சிறு 

அளித்்தல் 
்கட்டுபாடு

A B C D

X 8 0 –10 6 –10

Y –4 12 18 -2 –4

Z 14 6 0 8 0

(–10,–4, 0) இன் மீப்கபரு மதிப்பு = 0.  எனப்வ Z 
என்்ற மாற்று நட்வடிக்்க்ய வியாபாரி 
ப்தரநக்தடுப்பார.
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எடுத்துககோடடு 10.12
 கீபே க்காடுக்கப்பட்டுள்ை அளித்்தல் ்கட்டுபாடு 
அணி

மாற்று 
நட்வடிக்்க

அளித்்தல்்கள்  - நிபந்த்ன 
நி்கழவு்கள்

A1 A2 A3 A4

E1 7 12 20 27
E2 10 9 10 25
E3 23 20 14 23
E4 32 24 21 17

 மீப்கபருவின் மீச்சிறு  விதிப்படி சி்றந்த மாற்று 
நட்வடிக்்க்ய ்காண்க.
தீர்வு:

மாற்று 
நட்வடிக்்க

அளித்்தல்்கள்  - 
நிபந்த்ன நி்கழவு்கள் மீப்கபரு 

அளித்்தல் 
்கட்டுபாடுA1 A2 A3 A4

E1 7 12 20 27 27

E2 10 9 10 25 25

E3 23 20 14 23 23

E4 32 24 21 17 32

 (27, 25, 23, 32) இன் மீச்சிறு மதிப்பு = 23.  
எ ன ப ்வ  E 3  எ ன் ப து  சி ்ற ந ்த  ம ா ற் று 
நட்வடிக்்கயாகும்.

�யிறசி  10.3

1. க்காடுக்கப்பட்டுள்ை அணிக்கான உ்கந்த 
வியூ்கத்்்த (i) மீச்சிறுவின் மீப்கபரு மற்றும்
(ii) மீப்கபருவின் மீச்சிறு ஆகிய்வற்்்ற 
பயன்படுத்தி ்காண்க.

வியூ்கம்
சூழநி்ல்களின் நி்லப்பாடு்கள் 

E1 E2

S1 40 60
S2 10 –20
S3 –40 150

2 .  ஒ ரு  வி ்வ ச ா யி   ்த ன து  1 0 0  ஏ க ்க ர 
ப ண ் ண யி ல்  மூ ன் று  ்வ ் ்க ய ா ன 
பயிர்க்ைப் பயிரிடத் திட்டமிட்டுள்ைார. 
இ ல ா ப ம ா ன து  ம ் ே  ம ற் று ம்  ப ரு ்வ
நி்ல்யப்  சாரநதிருககும்.  அந்த வி்வசாயி  
ம்ே அை்்வ அதி்கம், சராசரி மற்றும் 
கு்்றவு என மூன்று ்வ்்கயா்க  ்வ்்கப்

படுத்துகி்றார .  ஒவக்வாரு ்வ்்கயான 
பயிரிலும் அ்வர எதிரபாரககும் இலாபம் கீபே 
க்காடுக்கப்பட்டுள்ைது.

ம்ேயைவு
மதிப்பிடப்பட்ட விற்ப்ன 

(அலகு்களில்) 
பயிர A பயிர B பயிர C

அதி்கம் 8000 3500 5000

சராசரி 4500 4500 5000

கு்்றவு 2000 5000 4000

  எந்த ்வ்்கயான பயி்ர அ்வர பயிரிடு்வார 
என்ப்்த  முடிவு கசய்ய (i) மீச்சிறுவின் 
மீப்கபரு மற்றும் (ii) மீப்கபருவின் மீச்சிறு 
ஆகிய்வற்்்ற பயன்படுத்தி ்காண்க.

3. ஹிநதுஸ்்தான் நிறு்வனத்தின் ஆராய்ச்சி 
து்்ற  மூன்று ்வ்்கயான ஷாம்பு்க்ை   
அறிமு்கபடுத்்த சந்்தப்படுத்தும் து்்றககு  
நிதி ஒதுக்க பரித்து்ரககி்றது. கீபே 
க்காடுக்கப்பட்டுள்ை க்வவப்வ்றான விற்ப்ன 
நி்லயில் எதிரபாரக்கப்படும் அளித்்தல்்களுககு 
ஏற்ப  சாம்பு்க்ை சந்்தப்படுத்துகி்றது.

ஷாம்பு்களின் 
்வ்்க்கள்

மதிப்பிடப்பட்ட விற்ப்ன 
(அலகு்களில்) 

15000 10000 5000
முட்்ட ஷாம்பு 30 10 10
கிளினிக ஷாம்பு 40 15 5
டீலகஸ் ஷாம்பு 55 20 3

  சந்த்்தப்படுத்தும் பமலாைரின் முடிவு 
என்ன என்ப்்த  (i) மீச்சிறுவின் மீப்கபரு 
மற்றும் (ii) மீப்கபருவின் மீச்சிறு 
ஆகிய்வற்்்ற பயன்படுத்தி ்காண்க.

4. க்காடுக்கப்பட்ட அளித்்தல் அணியின் உ்கந்த 
தீர்்வ (i) மீச்சிறுவின் மீப்கபரு மற்றும் 
(ii) மீப்கபருவின் மீச்சிறு ஆகிய்வற்்்றப் 
பயன்படுத்தி ்காண்க.

கசயற்பாஙகு
சூழநி்ல்களின் நி்லப்பாடு்கள்

S1 S2 S3 S4

A1 14 9 10 5
A2 11 10 8 7
A3 9 10 10 11
A4 8 10 11 13
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�யிறசி 10.4

ஏறபுறைய விறைறயத் ச்தரிவு செய்க:
1. பபாககு்வரத்து ்கணககு எப்கபாழுது சமநி்ல

யற்்றது?
(a) கமாத்்த ்வேங்கல் ≠ கமாத்்த ப்த்்வ
(b) கமாத்்த ்வேங்கல் = கமாத்்த ப்த்்வ  
(c)  m = n
(d) m+n–1

2. சீரற்்ற தீரவில் ஒதுககீட்டு அ்்ற்களின் 
எணணிக்்க ஆனது.

(a) m+n–1 -ககு சமம்
(b) m+n+1-ககு சமம்
(c) m+n–1-ககு சமமற்்றது 

(d) m+n+1-ககு சமமற்்றது

3. சீரான தீரவில் ஒதுககீட்டு அ்்ற்களின் 
எணணிக்்க ஆனது

(a) m+n–1-ககு சமம்   
(b) m+n+1 -ககு சமமற்்றது 
(c) m+n–1 –ஐ விட சிறியது 

(d) m+n+1 -ஐ விட கபரியது

4. ப்வா்கலின் ப்தாராய மு்்றயில் உள்ை 
கபனாலிட்டி என்பது  அந்த நி்ர/நிரலுள்ை  
எ்தன் வித்தியாசத்்்த குறிககி்றது.

(a) மி்கப்கபரிய இரணடு எண்கள் 
(b) மி்கப்கபரிய மற்றும் மி்கச்சிறிய எண்கள்
(c) மி்கச்சிறிய இரணடு எண்கள் 
(d) இ்வற்றில் ஏதுவுமில்்ல

5. ஒதுககீடு ்கணககில்   எந்த ஒரு  நி்ர 
மற்றும் நிரலிலும் அடிப்ப்ட ஒதுககீடு்களின் 
எணணிக்்க 

(a) ஒன்றும் மட்டும்
(b) ஒன்றிககு பமல் 
(c) ஒன்்்றவிட கு்்ற்வா்க 
(d) இ்வற்றில் ஏதுவுமில்்ல

6. ்வடபமற்கு மூ்ல  என்ப்த்ன குறிப்பது 
________

a) பமல் இடது மூ்ல
(b) பமல் ்வலது மூ்ல 
(c) கீழ ்வலது மூ்ல
(d)  கீழ இடது மூ்ல

7. சில பநரங்களில்  ________________ 
மு்்றயானது பபாககு்வரத்து ்கணககின்  
உ்கந்த தீர்வா்க அ்மயும்

(a)்வடபமற்கு மூ்ல மு்்ற
(b)  மீச்சிறு மதிப்பு மு்்ற
(c) ப்வா்கலின் ப்தாராய மு்்ற
(d) நி்ரயின் சிறும மு்்ற

8. ஒதுககீட்டு ்கணககில் தீரமான மாறி xij 
மதிப்பு _________.

(a) 1
(b) 0
(c) 1 அல்லது  0 
(d) பமற்கூறிய எதுவுமில்்ல

9. ஒதுககீடு ்கணககில் ்வேங்கல் மற்றும் 
பசருமிடம் சமமா்க இல்லாவிட்டால்  அ்்வ

(a) சமமானது (b) சமச்சீரற்்றது
(c) சமச்சீரரானது (d) சமநி்லயற்்றது

10.  ஒதுககீடு ்கணககில் ஒப்புக்கான நி்ர 
அல்லது ஒப்புக்கான நிரல் உரு்வாககு
்வ்தற்்கான பநாக்கம்
(a) தீர்்வ  சீரகு்லப்பதிலிருநது ்தடுககி்றது 
(b)  கமாத்்த கசயல்்கள் மற்றும் கமாத்்த 

்வைங்க்ை சமப்படுத்்த
(c)  ஒப்புக்கான பிரச்சி்ன்ய பிரதிநிதிப்

படுத்து்வ்தற்்கான ஒரு ்வழிமு்்ற்ய 
்வேஙகுகி்றது

(d) பமபல கூறிய அ்னத்தும்

11. ஒரு ஒதுககீடு ்கணககின்  தீர்வானது உ்கந்த 
தீர்வா்க இருக்க 

(a)  ஒவக்வாரு நி்ர மற்றும் நிரலில் 
ஒதுககீடு இல்்ல 

(b)  ஒவக்வாரு நி்ர மற்றும் நிரலானது 
ஒன்றுககு பமற்பட்ட  ஒதுககீடு

(c)  ஒவக்வாரு நி்ர மற்றும் நிரலானது 
ஒன்றுககு கு்்ற்வான ஒதுககீடு

(d)  ஒவக்வாரு நி்ர மற்றும் நிரலில் ஒபர 
ஒரு ஒதுககீடு

12. மூன்று ப்வ்ல்கள்  மற்றும் நான்கு 
ப்வ்லயாட்்கள் உள்ைடககிய ஒதுககீட்டு 
்கணககில் சாத்தியமான  ஒதுககீடு்களின் 
எணணிக்்க

(a) 4        (b) 3        (c) 7        (d) 12
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13. தீரமான ப்காட்பாடு எ்தன் க்தாடரபு்டயது
(a)  கி்டக்ககூடிய ்த்க்வல்்களின் அைவு
(b)  நம்ப்கத்்தன்்ம க்காணட தீரமானத்்்த 

அைவீடு கசய்்வது
(c)  ்வரி்சத் க்தாடர பிரச்சி்ன்களுககு 

உ்கந்த தீரமானங்க்ை ப்தரநக்தடுப்பது
(d) பமற்கூறிய அ்னத்தும்

14. சூழநி்ல்களில்  தீரமானம் பமற்க்காள்்வதின் 
்வ்்க.

(a) நிச்சயமான
(b) நிச்சயமற்்ற
(c) இடரபாடு
(d) பமபல கூறிய அ்னத்தும்

இ்தர கணககுகள்
1.  S1,  S2,  S3,  S4  என்்ற நான்கு க்தாழிற்சா்ல்களிலிருநது 

D1, D2, D3 என்்ற  கிடங்களுககு அனுப்படும் 
கபாருள்்களுக்கான கசலவு, அளிப்பு மற்றும் 
ப்த்்வ வி்வரங்கள் கீபே உள்ை அட்ட்வ்ணயில் 
க்காடுக்கப்பட்டுள்ைன.

D1 D2 D3 அளிப்பு
S1 2 7 14 5
 S2 3 3 1 8
S3 5 4 7 7
S4 1 6 2 14

ப்த்்வ 7      9 18

  ஆ ர ம் ப த்  தீ ர வி ் ன  ்வ ட ப ம ற் கு  மூ ் ல 
மு்்ற்ய பயன்படுத்தி ்காண்க. இந்த 
தீரவுக்கான கமாத்்த கசல்்வயும் ்காண்க.

2.  கீபே க்காடுக்கப்பட்டுள்ை பபாககு்வரத்து 
்கணககின் ஆரம்ப அ்டப்ப்ட ஏற்பு்டய 
தீரவி்ன (அ) மீச்சிறு கசலவு மு்்ற  
(ஆ) ப்வா்கலின் ப்தாராயா மு்்றயில் ்காண்க. 

பசருமிடம்
கி்டக்க 
கபறு்வதுD1 D2 D3 D4

O1 5 8 3 6 30
O2 4 5 7 4 50
O3 6 2 4 6 20

ப்த்்வ 30 40 20 10

3.  கீபே க்காடுக்கப்பட்டுள்ை பபாககு்வரத்து 
்கணககின் ஆரம்ப அடிப்ப்ட ஏற்பு்டய 
தீரவி்ன அ) ்வடபமற்கு மூ்ல விதி மு்்ற 
(ஆ) மீச்சிறு கசலவு மு்்ற ஆகிய்வற்றில் 
்காண்க. 

பசருமிடம்
அளிப்பு

D1 D2 D3

்வ
ை

ங
்கள்

S1 9 8 5 25
S2 6 8 4 35
S3 7 6 9 40

ப்த்்வ 30 25 45

4.  கீபே க்காடுக்கப்பட்டுள்ை பபாககு்வரத்து 
்கணககில் ஆரம்ப அடிப்ப்ட ஏற்பு்டய 
தீரவி்ன ப்வா்கலின் ப்தாராய மு்்றயில் 
்காண்க.

பசருமிடம்
அளிப்புD1 D2 D3 D4

ஆ
ரம்

பிக
கு 

மிட
ம் O1 2 3 11 7 6

O2 1 0 6 1 1
O3 5 8 15 9 10

ப்த்்வ 7 5 3 2

5.  ஒரு  ்வாட்்க மகிழுநது நிறு்வனம் ஒரு 
மகிழுநது நிறுத்்த a, b, c, d மற்றும் e என்்ற 
பணிம்ன்கள் உள்ைன. A, B, C, D மற்றும் E 
எ ன் ்ற  ஐ ந து  ்வ ை ா ்க ங ்க ளி ல்  உ ள் ை  
்வடிக்்கயாைர்கள் ஒவக்வாருககும் ஒரு 
மகிழுநது ப்த்்வப்படுகி்றது. கீபே உள்ை 
க ்த ா ் ல வு  அ ணி ய ா ன து  ப ணி ம ் ன 
( ஆ ர ம் பி க கு மி ட ம் )  ம ற் று ம்  ்வ ை ா ்க ங ்க ள் 
(கசன்்ற்டயுமிடம்) ஆகிய்வற்றின் க்தா்லவு  
க்காடுக்கப்படடுள்ைது.

a b c d e

A 160 130 175 190 200

B 135 120 130 160 175

C 140 110 155 170 185

D 50 50 80 80 110

E 55 35 70 80 105
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  பயணதூரத்்்தக கு்்றககும் ்வ்்கயில் 
்வடி்்கயாைர்களுககு மகிழுநது்க்ை எவ்வாறு 
ஒதுக்கப்வணடும்.

6.  ்வாட்்க டிரக  பச்்வ நிறு்வனமானது  
ந்கரங்கள் 1,2,3,4,5 மற்றும் 6 என்்ற ந்கரங்களில்  
ப்த்்வககு  அதி்கமா்க ஒரு டிரக  உள்ைது.  
பமலும் 7,8 ,9 ,10 ,11  மற்றும் 12 என்்ற 
ந்கரங்களில்  ஒரு டிரக பற்்றாககு்்ற உள்ைது. 
டிரக அதி்கமா்க உள்ை ந்கரங்களிலிருநது 
பற்்றாககு்்ற உள்ை ந்கரங்களுககி்டயான 
க்தா்லவு (கிபலா மீட்டரில்) கீபே க்காடுக்கப் 
பட்டுள்ைது.

்வ்ர

7 8 9 10 11 12

இ
ரு

நது

1 31 62 29 42 15 41
2 12 19 39 55 71 40
3 17 29 50 41 22 22
4 35 40 38 42 27 33
5 19 30 29 16 20 33
6 72 30 30 50 41 20

  பயணத்தின் கமாத்்த தூரத்்்தக கு்்றககுமாறு 
டிரக எவ்வாறு பிரிக்கப்படப்வணடும்

7.  ஒரு நபர பஙகு, பத்திரங்கள், மற்றும் ்கடன் 
ப த் தி ர ங ்க ள்  ஆ கி ய  ம ா ற் று  மு ்த லீ ட் டு த் 
திட்டங்களில் ஏப்தனும் ஒன்றில் மு்தலீடு கசய்ய 

வி ரு ம் பு கி ்ற ா ர .  மூ ன் று  ச ா த் தி ய ம ா ன 
கபாருைா்தார நி்ல்ம்களில்  அடிப்ப்டயில் 
ப ண ம்  க ச லு த் து ம்  அ ணி  பி ன் ்வ ரு ம ா று   
க்காடுக்கப்பட்டுள்ைது.

மாற்று

கபாருைா்தார நி்ல்ம்கள்

அதி்க 
்வைரச்சி 

(`)

இயல்பான 
்வைரச்சி 

(`)

கமது்வான 
்வைரச்சி 

(`)

பங
கு்க

ள்

10000 7000 3000

பத்
தி

ரங
்கள்

8000 6000 1000

்கட
ன்

 
பத்

தி
ரங

்கள்
6000 6000 6000

 பின்்வரும் அைவுப்கால்்க்ைப் பயன்படுத்தி 
சி்றந்த மு்தலீடு திட்டத்்்தத் தீரமானிக்க.
 (i)  சிறுமத்தில் கபருமம்
(ii)  கபருமத்தில் சிறுமம்.
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ச்தோகுப்புறர

 z ஒரு பபாககு்வரத்து ்கணககில் கமாத்்த அளிப்பு்களும், கமாத்்த ப்த்்வ்களும் சமமா்க இருந்தால்  
அது சமநி்ல பபாககு்வரத்து ்கணக்காகும்.அவ்வாறு இல்்லகயனில் அது சமநி்லயற்்ற 
பபாககு்வரத்து ்கணக்காகும்.

 z ஏறபுறையத் தீர்வுகள்:  ்கட்டுப்பாடு்க்ை பூரத்தி கசய்யககூடிய கு்்ற குறியற்்ற  xij(i=1,2,..,m, 
j=1,2,…n) ன் மதிப்பு்கள் பபாககு்வரத்து ்கணககு்களின் ஏற்பு்டயத் தீரவு்கைாகும். 

 z அடிப்�றை ஏறபுறையத் தீர்வு: m நி்ர்கள் மற்றும் n நிரல்்கள் க்காணட பபாககு்வரத்து ்கணககின் 
ஏற்பு்டயத் தீரவு m+n-1  ஒதுககீடு்களுககு மி்காமல் இருந்தால் அது அடிப்ப்ட ஏற்பு்டயத் தீரவு 
எனப்படும்.

 z உகந்த தீர்வு: கமாத்்த பபாககு்வரத்து கசலவி்ன கு்்றக்கக கூடிய ஏற்பு்டயத் தீரவு என்பது 
உ்கந்த தீரவு எனப்படும்.

 z சிற்தவற்ற அடிப்�றை ஏறபுறையத் தீர்வு: சி்்த்வற்்ற அடிப்ப்ட தீரவு என்பது பபாககு்வரத்து 
்கணககின் ஏற்பு்டயத் தீரவில் சரியா்க ஒதுககீடு்கள் ஒன்்்ற ஒன்று சாரா நி்லயில் 
அ்மந்த்தாகும்.   

 z சிற்தந்த தீர்வு: பபாககு்வரத்து ்கணககின் ஏற்பு்டயத் தீரப்பில் ஒதுககீடு்களின் எணணிக்்க 
m+n-1ககு கு்்ற்வா்க இருந்தால் அது சி்்தந்த தீரவு எனப்படும்

 z ஒதுககீட்டு ்கணககில் நி்ர்களின் எணணிக்்க மற்றும் நிரல்்களின் எணணிக்்க சமமா்க  
இருக்கப்வணடும்.

 z ஒரு நி்ர(நிரல்)-ல் உள்ை அ்னத்து எண்களுடனும் ஒரு எண்ணக கூட்டினாலும் 
்கழித்்தாலும் ஒதுககீடு ்கணககின் உ்கந்த  தீரவு மா்றாது. 

 z Cij > 0  எனில், C xij ij =∑ 0  என்பது ( )xij  ஆல் பூரத்தி கசய்யப்பட்டால் அது உ்கந்த தீர்வாகும்.

கறலச்செோறகள்  (GLOSSARY)

ஆரம்ப அடிப்ப்ட ஏற்பு்டயத் தீரவு Initial basic feasible solution
இேப்பு ஈட்டியப்பு Pay off
உ்கந்த தீரவு Optimum solution
உத்தி Strategy
ஏற்பு்டயத் தீரவு Feasible solution
ஓதுககீடு ்கணககு்கள் Assignment  problems
கு்்றந்த வி்ல மு்்ற Least cost method
சி்்தந்த Degenerate
சி்்த்வற்்ற Non-degenerate
பசருமிடம் Destination
ப்தாராயமா்க Approximation
பபாககு்வரத்து  கசலவு Transportation cost
பபாககு்வரத்து ்கணககு்கள் Transportation problems
முடிவு ப்காட்பாடு்கள் Decision theory
்வட பமற்கு  மூ்ல மு்்ற North West-Conner method
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�டி - 1 : கீழக்காணும் உரலி / வி்ரவுக குறியீட்்டப் 
பயன்படுத்தி இச்கசயல்பட்டிற்்கான இ்ணயப் 
பக்கத்திற்குச் கசல்்க. பின்பு “12th Standard Business 
Mathematics and statistics” என்னும் தி்ரயில் 
“Volume-2” ்ய க்தரிவு கசய்யவும்.
�டி - 2 : “Pay-Off Table ” என்னும்  பயிற்சித்்தாளி்ன 
க்தரிவு கசய்துக்காள்ைவும். க்காடுக்கப்பட்டுள்ை 
கபட்டியில் ்தரவு்க்ை பதிவு கசய்யவும். Pay-Off Table 
ஒன்று உரு்வாகும் அ்த்ன ்கணககீடு கசய்து கி்டக்கப்கபறும் வி்டயி்ன சரிபாரத்துகக்காள்ைவும்.

�டி 1 �டி 2

 அல் ல ர  க  (QR Code)

இறணயச் செயல்�ோடு
எதிர்�ோர்ககப்�டும் விறைவு
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1.  அணிகள் மற்றும் அணிக்ேகொகவகளின 
பயனபொடுகள்

பயிற்சி 1.1
 1.(i) r A( ) = 2  (ii) r A( ) = 2   (iii) r A( ) = 1  (iv) r A( ) = 3    

 (v) r A( ) = 2  (vi) r A( ) = 2       (vii)  r A( ) = 3      (viii)   r A( ) = 2

 2. ρ AB( )= 2, ρ(BA)=2  3. x y z= = =1 3 5, ,

 4. x k y k z k= −( ) = +( ) =1
11

7 16 1
11

3, ,  5. x y z= = =2 1 0, ,   6. l = −7
2

 7. x y z= = =1000 2000 500, ,  8. x y z= = =1000 2200 1800, ,

பயிற்சி  1.2
 1.(i) x y= =  8, –3  (ii) x y     = =1 4,  (iii) { , , } , , }x y z    {   = −2 1 0

 (iv) { , , } , , }x y z    {   = 1 2 3        (v) { , , } , ,x y z    = −







1 1
2

1
3

 2. க�ொழிலொ்ளருக�ொன ஒரு அலகு கசலவு ₹10      மு�லீடடிற�ொன ஒரு அலகு கசலவு ₹ 16

 3. 4 3
4

% -ல் மு�லீடு கசய்யப்பட்ட க�ொம�  ₹ 7,300    

  6 1
2

%-ல் மு�லீடு கசய்யப்பட்ட க�ொம� ₹ 1,300

 4. குதிமர சவொரிக�ொன மணிமநர வொ்டம� ₹100 மறறும் 
  கிவொட ம்பக சவொரிக�ொன மணி மநர வொ்டம� ₹120

 5. { , , } { , , }x y z = 2 3 1

 6. 2% -ல் மு�லீடு கசய்யப்பட்டத் க�ொம� ₹250
  3% -ல் மு�லீடு கசய்யப்பட்டத் க�ொம� ₹4,000
      6% -ல் மு�லீடு கசய்யப்பட்டத் க�ொம� ₹4,250

பயிற்சி  1.3
 1. 36%  2.(i) 54% , 46%   (ii) 50%    
 3. A= 56.25%,    B = 43.75%     4. A = 33%, B = 67%
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பயிற்சி 1.4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(d) (b) (a) (c) (d) (b) (b) (b) (a) (c) (c) (b) (c)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(b) (c) (c) (b) (b) (a) (a) (b) (c) (d) (c) (a)

இதர கணக்குகள்
1. r( )A = 2      2. r( )A = 3    3. r( )A = 3

4. க�ொடுக�ப்பட்ட சமன்பொடடுத் க�ொகுபபு ஒருங�மம அற்றது மமலும் தீர்வு கிம்டயொது.
5. k = 8.      

6. k = 0 �விர k-ன மற்ற மதிபபு�ளுககு க�ொடுக�ப்பட்ட சமன்பொடடுத் க�ொகுபபு ஒருங�மமவு அற்றது.

7. x y= =1 2,  மறறும் z = 2     
8.  ஒரு கிலொ ம�ொதுமமயின விமல ₹30, ஒரு கிமலொ சர்க�மரயின விமல ₹40 மறறும் ஒரு 

கிமலொ அரிசியின விமல ₹50.    

9.  A,B மறறும் C ஆகியவறறிற�ொன �ரகு வீ�ங�ள் மும்றமய ₹2, ₹4 மறறும் ₹11  ஆகும். 

10. 39%

2. ததொகக நுணகணிதம் – I 
பயிற்சி: 2.1

 1. 2
9

3 5
3
2

x c+( ) +              2. 81
5

16
3

72
5

3
x

x
x c− − +             3. 6 13

2
5

3

2 3

x x x c− − +

 4. 2
9

4
5

2

9
2

5
2 3

2x x x c− + +  5. 
4 7

3
4 7

2

3
2

1
2

x x
c

+( ) −
+( ) +

 6. 1
3

1 1
3
2

3
2

x x c+( ) − −( )












+  7. b c f x x x= = − ( ) = + −13
2

2
2

13
2

2
2

, ,

 8. c f x x x= − ( ) = − −20 2 204 2,        

பயிற்சி: 2.2

 1. x x x c2 1
2

2+ − +log  2. x x x c
4 3

4 3
2 1+ + − +log  

 3. x x x x c
3

2

3
4 8 2− + − + +log  4. x x x x c

3
2

3
3 4 5− + − + +log  

 5. 11 3 8 2log logx x c− − − +  6. log logx x
x

c+ + − +
+( ) +1 3 3 2

1
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 7. log x x x c3 2 5 5− + − +  8. c f x x= ( ) = +p p
4 4

, log   

பயிற்சி: 2.3

 1. a
a

a x x
n

c
x

a
n

log
+ −

+
+

+1

1
 2. 1 1

a a b b
cx xlog log

− +  3. e e e cx x
x

+ + +2
3

3
 

 4. e e c
x x2 4

2 4
+ +

−

 5. e c
x4

4
+  6. e c

x x+( ) +
1

 

 7. − +1
log x

c  8. c f x ex= ( ) = +1 1,

பயிற்சி: 2.4
 1. 2 3 4 5sin cos tan cotx x x x c+ + + +  2. − + +3

4
1

12
3cos cosx x c

 3. tan x c+  4. tan cotx x c− +  5. − +[ ]+sin cosx x c   

பயிற்சி: 2.5

 1. − +( ) +−e x cx 1           2. e x x x cx3
3 2

3 3
2
9

2
27

− + −








 +  3. x x clog −( ) +1

 4. x x c
2

2
1
2

log −





+      5.  x
n

x
n

c
n+

+
−

+






+
1

1
1

1
log  6. e x x c

x2

4 22 2− +( ) +2

பயிற்சி: 2.6
 1. log x x c2 5 7+ − +  2. 1

4
14log x c+ +  3. 1

2
22log e cx − +   

 4. 
log x

c( ) +
4

4
 5. 2 3 7 12x x c+ − +  6. 4

3
12

3
2

x x c+ +( ) +

 7. 1
54

1 9 6
+( ) +x c  8. 1

e
x e ce xlog + +  9. log log x c+   

 10. 1
10

2
2 1

2

2log x
x

c−
+

+  11. xe xe cx xlog ( ) −



 +1  12. log logx x c− + +1

2
12

 13.  e
x

c
x

2 +  14. e
x

c
x

+( )
+

1 2  15. e
x

c
x3

9
+  

பயிற்சி 2.7

 1. 1
24

3 4
3 4

log +
−

+x
x

c  2. 1
10

9
1

log +
−

+x
x

c  3. 1
6 2

2 3
2 3

log x
x

c−
+

+  

 4. 1
3

2
1

log x
x

c−
+

+  5. log x
x

c+
+

+1
2

 6. 1
10

1
4

log x
x

c−
+

+
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 7. 1
6

3
3

log e
e

c
x

x
−
+

+          8. 1
3

3 9 72log x x c+ − +   9.   log x x x c+( ) + + + +3 6 132

 10. log x x x c−





+ − + +3
2

3 22  11. 1
4

14 8log x x c+ − +  

 12. 
x

x x x x x c
+





+ + + +





+ + + +

1
2

2
1 3

8
1
2

12 2log   

 13. x x x x c
2

2 22 2− − + − +log  14. 1
4

2 4 5 5 2 4 52 2x x x x c− − + −





+log

 15. x x x x x x c+





+ + − +( ) + + + +1
2

2 4 1 2
4

2 1 2 4 12 2log  

 16. x x x x x c
2

2 2
1 1

2
12 2− − + + − +log   

பயிற்சி 2.8

 I:1. 1
2

12e −   2. 1
6

 3. 1
2

5
2

log 





 4. log 1
2

3+









e

 5. 1
2

1e −[ ]  6. 3
8

 7. log 11
5







 8. 2          9.  1
2

2 2 1log −[ ]
 II:1. 37 2. 4  3. 1  4. c = 4  

பயிற்சி 2.9
 1. 0              2.  p

2
                3. 0                4. p

4
                 5. 0        6.  16

5
 

பயிற்சி 2.10

 1.( i) 6            (ii)  105
16

p     (iii)  6
7
!

m
       (iv)  3

128
          (v) 2 56( ) !        2.  1

4
 

பயிற்சி 2.11
 1. 9

2
 2. 4 3. 14  4. 1

3
  

பயிற்சி 2.12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

(b) (c) (a) (a) (a) (b) (b) (a) (d) (c) (b) (b) (b) (b) (c)

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

(d) (c) (c) (b) (a) (b) (b) (c) (a) (a) (a) (b) (d) (b) (c)
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இதர கணக்குகள்

 1. 2
15

2 3
3
2

3
2

x x c+( ) + +( )












+    2.  1
5

2
1 2

log +
−

+x
x

c  3. 1
4

1
5

log e
e

c
x

x
+
+

+  

 4. x x x x c
2

2 3 3 2
4

2 2 32 2− − + − +log

 5. 
3 2

6
9 12 3 1

6
3 2 9 12 32 2x

x x x x x c
+( ) + + − +( ) + + + +log

 6. 1
3

1
3

3
2

33
3 2

x x x x x x c+( ) − − − −








 +log log  

 7. x x x x clog − −( ) + − +2 21 1               8.  0     9.  1
4

54

2
e

e
−







             10. 14

15
 

3. ததொகக நுணகணிதம் – II 
பயிற்சி 3.1

 1. 5 ச.அலகு�ள் 2. 2 ச.அலகு�ள் 3. 8
3

2a  ச.அலகு�ள் 4. 3
2

 ச.அலகு�ள்

 5. 17
2

 ச.அலகு�ள் 6. 8
3

 ச.அலகு�ள் 7. 32
3

 ச.அலகு�ள்

பயிற்சி 3.2
 1. ₹28,000 2. y x

x
= −

+






2 1
3 2

 3. P x R x x= − = −8 2 8 2 2,

 4. ₹4,419 5. ₹5,680

 6. கமொத்� கசலவுச் சொர்பு: C = − + +100 5 0 1
3

5002
3

x x x. ,  

  சரொசரி கசலவுச் சொர்பு: AC = − + +100 5
30

5002

x x x
x

 7. கமொத்� கசலவுச் சொர்பு: C = 1500
7

7
5x  , சரொசரி கசலவுச் சொர்பு: AC = 1500

7

2
5x   

 8. கசலவுச் சொர்பு: C ax b b= + −2 2  9. ₹14,133.33

 10. கமொத்� வருவொய்: R = ₹5,95,000 11. ம�மவச் சொர்பு: P x= −9 4
3

2

 13. ம�மவச் சொர்பு: P e
x

=
−

20 10   14. வருவொய் சொர்பு: R = − −13 0 065 1202x x.

 15. வருவொய் சொர்பு: R x x x= − −1500 2 2 3 , சரொசரி வருவொய் சொர்பு: P x x= − −1500 2 2

 16. வருவொய் சொர்பு: R x x x= + −10 3
2 3

2 3

, ம�மவ சொர்பு: P x x= + −10 3
2 3

2
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 17. கமொத்� கசலவுச் சொர்பு: C x= + +4000 7 4 18000,  

  சரொசரி கசலவு: AC = + +4000 7 4 18000
x

x
x

 18. கமொத்� கசலவுச் சொர்பு: C x= +
2

4
5000   19. வருவொய் சொர்பு: R x x x= − +20 5

2

2
3

 20. ம�மவ சொர்பு: P x x= − +14 3 3 2

பயிற்சி 3.3
 1. C.S.= 400 அலகு�ள் 2. C.S.=378 அலகு�ள் 3. C.S.=562.50 அலகு�ள்

     4. C.S= 1
2

1-log 2e    அலகு�ள்  5. P.S= 25
2

 அலகு�ள்  6. P.S=237.3 அலகு�ள்

 7. C S. log= −36 3
2

12  அலகு�ள்  8. 32000
3

 அலகு�ள்       

 9. C.S = −( )8 2 4log  அலகு�ள் , P.S= 1
4

அலகு�ள்

 10. C.S=1024
3

 அலகு�ள்,  P.S = 64 அலகு�ள் 11. C.S=24 அலகு�ள், P.S=16 அலகு�ள்

பயிற்சி 3.4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(c) (b) (a) (c) (a) (a) (d) (c) (b) (a) (a) (a) (b)
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
(c) (c) (b) (a) (b) (a) (c) (a) (c) (a) (b) (c)

இதர கணக்குகள்

 1. `1,900 2. C= `3,125             4. R x x x= − −6
4

3
4

,  p x x= − −6
4

2
3

 

 5. இலொ்பச் சொர்பு: P =10
40

100
2

x x− − .   

   6. C S. = 40
9

 அலகு�ள் ,  P S. = 32
9

 அலகு�ள் 7. 52,770 அலகு�ள் 

 8. P x= −11
3

3

  9. 76
3

 ச.அலகு�ள் 10.  1
5

2 1
5
3( ) −













 ச.அலகு�ள்

4. வககக் தகழுச் சமனபொடுகள்
பயிற்சி 4.1

 1.(i) (1 , 1) (ii) (3 , 1)   (iii) (2 , 2)   (iv) (3 , 1) 

 (v) (3 , 3) (vi) (2 , 1) (vii) (1 , 4).

 2.(i) y x dy
dx

dy
dx

dy
dx

= + − 





2

 (ii) dy
dx

xy dy
dx

y





− + =
3

24 8 0     (iii) y + x dy
dx

 = 0  

XII Std - Business Maths & Stat TM Answers.indd   282 3/5/2020   1:28:32 PM



283விடைகள்

 2.(iv)  x + y dy
dx

 = 0  3. r d y
dx

dy
dx

2
2

2

2 2 3

1






= + 

















      4. y x dy
dx

=           

 5. 2 0
2

2

3

a d y
dx

dy
dx

+ 





=  6. y x xy dy
dx

2 2 2= +       7. y x dy
dx

y dy
dx

= + 





2
2

பயிற்சி 4.2

 1.(i) e ax cy− + + = 0   (ii) log x x y y c+ = + +
2 2 3

2 2 3
     2. log logx x y c− = +    

 3.(i) x cy=  (ii) log( )1+ = − +y e cx  4. ( sin ) ( cos )1 1+ = +x c y

 5. ( )( )x y c− + =1 1  6.(i) log cosy x c= − +2
2

  (ii) e
a

e
b

c
ax by

= − +  

 7. ( ) ( )y b x a b a− = − + −2 2 2 2   
பயிற்சி 4.3

 1. x ce
y
x=    2. x y ke

x
x y+ =
−

+
2

  3. y x y x c+ + =2 2 2

 4. 3 4 32 2 3y yx x x c− + =   5. xy y x c−( ) =2     6. y y x x2 2 52 3− =    7. y ce
x

y=

2

22

பயிற்சி 4.4

 1. y
x

x c= +  2. ye e x cx xsin sin (sin )= − +1      3. x y x c2
6

6
= +

 4. y x x x c1
3

3
3

+( ) = + +   5. xy e x x cx= − +( ) +2 2 2     6. y x x x csec sin= +





+1
2

2
2

 

 7. y x xsec sec2 2= −  8. x e xe e cx x x2 2 2− + +            9. ` 2,22,550

பயிற்சி 4.5
 1. y Ae Bex x= +2 4  2. y Ax B e x= +( ) 2          3.  y e A x B xx= +− ( cos sin )2 2

 4. y Ax B ekx= +( )   5. y e ex x

= +
−3 5

12 20
           6. y Ae Be ex x x

= + +
1
2

2

21
   

 7. y A x B x= +cos sin4 4  8. y e e ex x
x

= − +3
2 2

2
3

  

 9. y Ae Be e x ex x
x

x= + + −− −3 2
3

3

6 5
 10. y A +( )x B e x2ex x ++ 1

5
5 2 5=

 11. y Ae Be xe
x x x

= + +
− − −3
2

5
2

3
24 y Ae Be xe

x x x
= + +

− − −3
2

5
2

3
24    12. y Ae Be xex x x= + +

−
2

7
3 2   13. p Ae Bet t= + +−4 2 2

பயிற்சி 4.6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(a) (d) (a) (b) (a) (a) (d) (c) (a) (c) (b) (a) (b)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(c) (d) (a) (d) (a) (b) (d) (a) (a) (d) (c) (a)
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இதர கணக்குகள்

 1. p = Ae Bet t− + +4 2 3        2.   x d y
dx

x dy
dx

y2
2

2 2 2 0− + =    3.   e x x y cx 2 2 2− +( ) + =log

 4. x y
x

c1 3 2

2

1
3

+






=  5. yx x c2
6

6
= +             6.   cm2 = 2(m+6) 

 7. 6 12 2 2 4y e e e e e e ex x x= +( ) − + +( ) +                     8.    ye e cx xsin sin= +2

 9. log y x
y

c= +
3

23
 10. log 1

2

2

+ = + +y x x c

5.  எணணியில் முகைகள்
பயிற்சி 5.1

  1. log 1+





h
x            

2.
   

x y Dy ∆2 y ∆3 y D4 y D5 y
0 -1

1
1 0 4

5 6
2 5 10 0

15 6 0
3 20 16 0

31 6
4 51 22

53
5 104

பயிற்சி 5.2
 1. 6.8 2. ` 2,900 3. f x x x x( ) = − + +2 7 6 13 2

 4. 36.784  (இலடசங�ள்) 5. 197 6. 15.45
 7. 286.96 8. 27.992 9. 108.75 (ஆயிரம் ்டன�ள்)
 10. 41 ந்பர்�ள் 11. 476.25 இலடசங�ள் 12. 53

பயிற்சி 5.3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

(a) (c) (a) (c) (d) (a) (c) (c) (c) (c) (a) (c) (b) (b)

இதர கணக்குகள்
 3. f x x x( ) = − +2 3 1  4. 14.25, 23.5 5. 128.5

 6. 189.79, 286.96 7. 5281, 6504      

 9. y x x x x= − + − +2
3

8 100
3

56 314 3 2  10.  y x x x= − + −3 28 19 12

5.  −
+ + +

2
1 2 3( )( )( )x x x

 

6. 31

7.  445 இலடசங�ள்

8.   3 மறறும் 24
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6.  சமவொய்ப்பு மொறி மற்றும் கணக்கியல் எதிரபொர்ததல்
பயிற்சி 6.1

 1. 
P X k( )≤ 0.3  0.5  0.9  1

   2.  F x

x
P x
P P x
P P

X

X

X X

X X

( )

,
( ) . ,
( ) ( ) . ,
( ) ( )

=

<
= ≤ <
+ = ≤ <
+

0 3
3 0 3 3 5
3 5 0 5 5 8
3 5 ++ = ≤ <

≥














P x
x

X ( ) . ,
,

8 0 8 8 10
1 10

 5. 
X= x1 0  1  2

P(X = x1) 1
4

1
2

1
4

       6. (i) 1/10, (ii) 81/100, 19/100, 8/10 (iii) 4

 7. குறிபபு : f x dx f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( ) ( )= + +
− −

−

−
∫ ∫ ∫ ∫
3

3

3

1

1

1

1

3

 8. ( ) , ( ) ( ) ( ) ,i k ii f x x x= = − < ≤1
16

1
4

1 1 33  9.  A i
e

ii e
e

iii e
e

= − −1
5

1 1 1
2 2,( ) ,( ) ,( )

 10. (a) ஆம், f x

x

x

x

x

x

( )

,

,

,

,

,

=

<

≤ <

≤ <

≤ <

≥
















0 0

1

2
0 1

0 1 2

1

4
2 4

0 4

  b(i) 1
4

    (ii) 3
4

   (iii)  1
4

பயிற்சி  6.2

 1. 3.5 2. 1.8           3. 0.78 4. 2
3

  5. 3
2

3

4
,    6. ` 60

 12. எதிர்்பொர்த்�ல்: ` 200; மொறு்பொடு: ` 21, 60,000; திட்ட விலக�ம்: ` 1,469.69

 13. 30 (அல்லது 30,000 மமல்�ள்)  14. எதிர்்பொர்த்�ல்: 1; மொறு்பொடு : 9 15. 20

பயிற்சி 6.3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

(c) (d) (b) (c) (b) (c) (d) (d) (d) (d) (d) (a) (c) (c) (a)

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

(b) (b) (a) (d) (b) (b) (c) (c) (a) (b) (c) (b) (b) (b) (b)
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இதர கணக்குகள்
1. (i) ½   (ii) ¼   (iii)  ½   (iv) ¾  

2. (a) (i) 13/24 (ii) 0 

    (b) F ஆனது ்படிச்சொர்பு இல்மல என்ப�ொல் X என்பது சமவொய்பபு மொறியொ� இருக��ொது.

3. 1
4

1

2
;        4. (a) 1

9
  (b) 7

9
  5. (i) 3

5

6

5
,   (ii) 2

25
  7. 1 9. 3

4
, 27
80

 10. 1
2

  

7. நிகழதகவு பரவல்கள் 
பயிற்சி: 7.1

 6. (a) 0.059       (b)  0.2642   (c) 0.0133     (d) சரொசரி = 1  மறறும் மொறு்பொடு = 0.95

 7. (i) 0.01008  (ii)  0.000262   (iii) 0.09935  8. 0.375 9. 0.65536

 10. (i) 0.3969    (ii) 0.45212    (iii) 0.9797  

 11.  5 அல்லது அ�றகு மமற்பட்ட மசொ�மன�ள்   12. 0.7530

 13. (i) 703         (ii)  516          (iii)  656  14. (i) 0.0634  (ii) 0.0634  (iii) 0.9729

 15. 25/216          16. 
25 1

5

4

5

25

x

x x

















−( )

  17. 3
4
14

             18. 0.2626    19. 0.8743

 20. (i) 80
243

        (ii) 192
243

பயிற்சி: 7.2
 6. 0.2352 7. 0.0025 8. (i) 0.2231     (ii) 0.1912       

 9. (i) 0.08208   (ii) 0.2138   (iii) 0.1089   

 10. (i) 2 நொள்�ள்  (ii)  91 நொள்�ள்   (iiii) 43 நொள்�ள்  

 11. 0.0265   12. (i) 0.1353 (ii) 0.3235

பயிற்சி: 7.3
 5. (i) 67   (ii) 134  (iii) 1637      6 (i) சரொசரி = 60.48     (ii) திட்டவிலக�ம் = 19.78

 7. (i) 0.9772           (ii) 0.49865  8. (a) 46      (b) 46     (c) 342

 9. 0.719         10. (i) 0.2420    (ii) 0.8413
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பயிற்சி 7.4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

(b) (c) (c) (c) (c) (a) (b) (a) (c) (d) (a) (a) (d) (b)

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

(d) (b) (d) (d) (d) (d) (a) (a) (b) (b) (a) (c) (d) (d)

இதர கணக்குகள்
 1. (i) 0.89131    (ii)  0.34173  2. 0.03295 3. 0.98981 

 4. 0.0067379  அல்லது   6.7379 ×10-3 5. 80.33%

 6. a) 0.4013    (b) 0.3413  7. a)  30.85%   b) 37.20%   c)  10.56%

 8. a) 0.9938    (b)  0.9878   (c)  0.3944 9.  0.2119        10.  7

8. கூதைடுப்பு முகைகளும் புள்ளியியல் அனுமொனி்ததலும்
பயிற்சி 8.1

 17. 0.008       18. 0.9487     19. 0.2739     20. 0.025

பயிற்சி 8.2
 14. |z| = 1.667  15. 1.2308  16. |z| = 5   17. 3.536

பயிற்சி 8.3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(a) (b) (a) (b) (b) (a) (c) (b) (c) (a)

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

(a) (a) (a) (d) (b) (b) (a) (c) (a) (c)

இதர கணக்குகள்
 5. 0.015     6. (a) ( 66.86, 68.04)     (b) (66.67,68.22)   7. |z| = 2.67

9. பயனபொட்டுப் புள்ளியியல் 
பயிற்சி 9.1

 13. ்பருவ�ொல குறியீடு�ள்

I II III IV

கமொத்�ம் 18.6 20.8 18.8 20.8

சரொசரி 3.72 4.16 3.76 4.16

்பருவ�ொல குறியீடு�ள் 94.1772 105.3165 95.1899 105.3165

 கமொத்� சரொசரி = 3.95
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 14. மூனறு ஆண்டு �ொலத்ம�க க�ொண்்ட ந�ரும் சரொசரி

ஆண்டு 1987 1988 1989 1990 1991 1992

மூனறு ஆண்டு 
ந�ரும் கூடு�ல்

46410 52010 63040 79470 94050 102450

மூனறு ஆண்டு 
ந�ரும் சரொசரி

15470 17336.666 21013.333 26490 31350 34150

 15. ஐந்து ஆண்டு �ொலத்ம�க க�ொண்்ட ந�ரும் சரொசரி

ஆண்டு 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988

 ஐந்து ஆண்டு 
ந�ரும் கூடு�ல்

619 617 624 621 615 619 613 606

ஐந்து  ஆண்டு 
ந�ரும் சரொசரி

123.8 123.4 124.8 124.2 123 123.8 122.6 121.2

 16. ம்பொககுகம�ொடடின வமர்ப்ட மும்ற  

 17. a = 169.428 ; b = 3.285 ; Y = 169.428 + 3.285 X 

 18. a = 54 ; b = 5.4 ;  Y = 54 + 5.4 X

  X = 2000 எனில், Ŷ = 54 + 5.4 (2000-2002) = 43.2

  X = 2001 எனில், Ŷ = 54 + 5.4 (2001-2002) = 48.6

  X = 2002 எனில், Ŷ = 54 + 5.4 (2002-2002) = 54

  X = 2003 எனில், Ŷ = 54 + 5.4 (2003-2002) = 59.4

  X = 2004 எனில், Ŷ = 54 + 5.4 (2004-2002) = 64.8

 19.  ்பகுதி சரொசரி I   = 276.666

  ்பகுதி சரொசரி II  = 213.333

O
XX′

Y′
1984 1986 1988 1990 1992 1994

Y
70

60

50

40

30

20

10 10

22

36

62
55 50

34

40
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 20. மொ�ொந்திர சரொசரி குறியீடு�ள்

ஜன
வ

ரி

பிப
ரவ

ரி

மொ
ர்ச்

ஏப
ரல் மம ஜு
ன

ஜு
ம

ல

ஆ
�ஸ்

ட

கச
ப்ட

ம்்ப
ர்

அக
ம்ட

ொ்ப
ர்

நவ
ம்்ப

ர்

டிச
ம்்ப

ர்

மொ�ொந்திர 
கமொத்�ம் 53 61 54 43 42 51 62 54 52 51 49 53

மொ�ொந்திர 
சரொசரி 17.7 20.3 18 14.3 14 17 20.7 18 17.3 17 16.3 17.7

்பருவ�ொல
குறியீடடு 101.7 116.7 103.4 82.2 80.5 97.7 119.0 103.4 99.4 97.7 93.7 101.7

 கமொத்� சரொசரி  = 17.4

 21. ்பருவ �ொல குறியீடு�ள்

I II III IV

கமொத்�ம் 372 358 362 364

சரொசரி 74.4 71.6 72.4 72.8

்பருவ�ொல 
குறியீடு�ள் 102.19 98.35 99.45 100

 கமொத்� சரொசரி  = 72.8

 22. a = 48.8 ; b = 2 ;  Y = 48.8 + 2 X

  X = 1992 எனில், Ŷ = 48.8 + 2 (1992-1994) = 44.8

  X = 1993 எனில், Ŷ = 48.8 + 2 (1993-1994) = 46.8

  X = 1994 எனில், Ŷ = 48.8 + 2 (1994-1994) = 48.8

  X = 1995 எனில், Ŷ = 48.8 + 2 (1995-1994) = 50.8

  X = 1996 எனில், Ŷ = 48.8 + 2 (1996-1994) = 52.8

  X = 1997 எனில், Ŷ = 48.8 + 2 (1997-1994) = 54.8

பயிற்சி 9.2
 14.  லொஸ்பியர் குறியீடடு எண் = 144.8  ்பொசி குறியீடடு எண் = 144.4

 15.  லொஸ்பியர் குறியீடடு எண் = 164.5  ்பொசி குறியீடடு எண் = 162.4

 16. லொஸ்பியர் குறியீடடு எண் = 106.6    ்பொசி குறியீடடு எண் = 106.8

  ஃபிஷர் குறியீடடு எண்= 106.7

 17. ஃபிஷர் குறியீடடு எண் = 138.5    �ொலமொறறுச் மசொ�மன= 1  

  �ொரணி மொறறுச் மசொ�மன =  1880
1560
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 18. ஃபிஷர் குறியீடடு எண் = 83.6

 19. ஃபிஷர் குறியீடடு எண் = 122.314     �ொலமொறறுச் மசொ�மன  = 1

 20.  வொழகம�த் �ர குறியீடடு எண் =2662.38

 21.  வொழகம�த் �ர குறியீடடு எண் = 117.31

 22.  வொழகம�த் �ர குறியீடடு எண் = 130.6192

பயிற்சி 9.3

 14. X  = 16.2, UCL = 20.49, CL = 16.2, LCL = 11.91

  R  = 7.4, UCL = 15.65, CL = 7.4, LCL = 0

 15. X  = 46.2, UCL = 50.14,      CL = 46.2, LCL = 42.26

  R  = 6.8,          UCL = 14.38,      CL = 6.8, LCL = 0

 16. X  = 37.7, UCL = 48.14,     CL = 37.7, LCL = 27.26

  R  = 18, UCL = 38.07,     CL = 18, LCL = 0

 17. X  = 10.66, UCL = 14.31,     CL = 10.66, LCL = 7.006

  R  = 6.3, UCL = 13.32,          CL = 6.3, LCL = 0

 18. X  = 12.5, UCL = 12.71,     CL = 12.5, LCL = 12.28

  R  = 0.37, UCL = 0.78,      CL = 0.37, LCL = 0

 19. X  = 30.1, UCL = 44.75,     CL = 30.1, LCL = 15.45

  R  = 20.1, UCL = 45.87,      CL = 20.1, LCL = 0

 20. X  = 13.25, UCL = 15.53,     CL = 13.25, LCL = 10.97

  R  = 3.12, UCL = 7.12,      CL = 3.12, LCL = 0

 21. X  = 41, UCL = 43.31,     CL = 41,    LCL = 38.7

  R  = 4, UCL = 8.46,      CL = 4,       LCL = 0
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பயிற்சி 9.4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(d) (b) (d) (d) (c) (a) (c) (b) (b) (b) (a) (d) (c)
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
(d) (c) (b) (c) (c) (a) (d) (c) (b) (a) (c) (d)

இதர கணக்குகள்

 1.  மூனறு ஆண்டு ந�ரும் சரொசரி  148, 149.33, 152.33, 168.33, 253.33, 261.33, 281.67,    
  302.67, 327.

 2.  நொனகு ஆண்டு ந�ரும் சரொசரி
  708.75, 729.25, 748.25, 768.25, 784.5

 3. Y = 55.975+ 0.825X 

 4. லொஸ்பியர்=  49.9    ்பொசி = 50.32    பிஷர் = 50.09

 5. பிஷர் =139.8 

 6. நு�ர்மவொர் விமல குறியீடடு எண் = 118.77

 7. வொழகம�த்�ர குறியீடடுஎண் CLI = 126 ⋅ 10, 2011ஆம் ஆண்ம்ட 2010 ஆண்டு்டன 
ஒபபிடும�யில், வொழகம� குறியீடடு எண்  26.10% ஆ� அதி�ரித்துள்்ளது.

 8. சரொசரி வமர்ப்ட �டடுப்பொடு வரம்பு�ள்  வீச்சு வி்ளக�ப்ப்ட �டடுப்பொடு வரம்பு�ள்
  LCL = 47.56   LCL = 0
  CL = 51.2    CL = 6.3
  UCL = 54.84   UCL = 13.32

 9. சரொசரி வமர்ப்ட �டடுப்பொடு வரம்பு�ள்  வீச்சு வி்ளக�ப்ப்ட �டடுப்பொடு வரம்பு�ள்
  LCL = 1120.83   LCL = 0
  CL = 1367.5   CL  = 427.5 
  UCL = 1614.17   UCL = 904.16

 10. சரொசரி வமர்ப்ட �டடுப்பொடு வரம்பு�ள்  வீச்சு வி்ளக�ப்ப்ட �டடுப்பொடு வரம்பு�ள்
  LCL = 4.774   LCL = 0
  CL = 4.982    CL  = 0.36 
  UCL = 5.19   UCL = 0.7614
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10. தசயல்முகைகள் ஆரொய்ச்சி
பயிற்சி 10.1

 5. x x x x x x11 12 22 23 33 3416 3 15 22 9 25= = = = = =, , , ,,

  கமொத்� கசலவு = ` 580

 6. x x x x x x
11 21 22 23 33 34

30 5 28 7 25 25= = = = = =, , , , ,

  கமொத்� கசலவு = ` 1,076

 7. x x x x x
11 13 23 31 32

15 10 35 15 25= = = = =, , , , ,

  கமொத்� கசலவு = ` 580

 8. x x x x x x
11 12 24 31 33 34

1 5 1 6 3 1= = = = = =, , , , , ,

  கமொத்� கசலவு = ` 102

 9. x x x x x x
11 13 21 22 24 32

10 20 20 20 10 20= = = = = =, , , , ,

  கமொத்� கசலவு = ` 370

 10. x x x x x x x
11 12 22 23 24 34 35

3 1 2 4 2 3 6= = = = = = =, , , , , ,

  கமொத்� கசலவு = ` 153

    11. (i) x x x x x
11 21 22 32 33

7 3 9 1 10= = = = =, , , , ,

   கமொத்� கசலவு = ` 94

     (ii) x x x x x
13 21 23 32 33

7 10 2 10 1= = = = =, , , , ,

   கமொத்� கசலவு = ` 61

  (iii) x x x x x
11 21 23 31 32

7 2 10 1 10= = = = =, , , , ,

   கமொத்� கசலவு = ` 40

 12. x x x x x x
11 21 22 23 32 33

200 50 175 125 150 250= = = = = =, , , , ,  

  கமொத்� கசலவு = ` 12,200

பயிற்சி 10.2
 4. 46 5. 280 6. 41 மணி�ள் 7. 37 8. 12  

பயிற்சி 10.3

 1. (i) S1    (ii) S2  2. (a) ்பயிர் C     (b) ்பயிர் B மறறும் ்பயிர் C

 3. (i) முடம்ட ஷொம்பு       (ii) முடம்ட ஷொம்பு  4.  (i) A3      (ii) A2 மறறும் A3
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பயிற்சி 10.4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

(a) (a) (c) (c) (a) (a) (c) (c) (d) (b) (d) (b) (d) (d)

இதர கணக்குகள்
 1. x x x x x x

11 21 22 32 33 43
5 2 6 3 4 14= = = = = =, , , ,

   கமொத்� கசலவு = ` 102

 2. (a) x x x x x x
12 13 21 22 24 32

10 20 30 20 10 20= = = = = =, , , ,  

  (b) x x x x x x
11 13 21 22 24 32

10 20 20 20 10 20= = = = = =, , , ,

       கமொத்� கசலவு = ` 370

 3. x x x x x x
11 13 23 31 32 32

15 10 35 15 25 20= = = = = =, , , ,   

   கமொத்� கசலவு = ` 560

 4. x x x x x x
12 12 24 31 33 34

1 5 1 6 3 1= = = = = =, , , ,

   கமொத்� கசலவு = ` 102

 5. A e, B c, C b, D a,E d→ → → → →

  கும்றந்�்படசம் க�ொமலவு =570 மமல்�ள்

 6. 1 11, 2 8, 3 7, 4 9,5 10,6 12→ → → → → →

  கும்றந்�்படசம் க�ொமலவு=125 கி.மீ

 7. (i) �்டன்பத்திரங�ள்    :     6000

  (ii) ்பஙகு�ள் :     1000
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Mean Difference

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1.0 0.0000 0.0043 0.0086 0.0128 0.0170 0.0212 0.0253 0.0294 0.0334 0.0374 4 8 12 17 21 25 29 33 37

1.1 0.0414 0.0453 0.0492 0.0531 0.0569 0.0607 0.0645 0.0682 0.0719 0.0755 4 8 11 15 19 23 26 30 34
1.2 0.0792 0.0828 0.0864 0.0899 0.0934 0.0969 0.1004 0.1038 0.1072 0.1106 3 7 10 14 17 21 24 28 31
1.3 0.1139 0.1173 0.1206 0.1239 0.1271 0.1303 0.1335 0.1367 0.1399 0.1430 3 6 10 13 16 19 23 26 29
1.4 0.1461 0.1492 0.1523 0.1553 0.1584 0.1614 0.1644 0.1673 0.1703 0.1732 3 6 9 12 15 18 21 24 27
1.5 0.1761 0.1790 0.1818 0.1847 0.1875 0.1903 0.1931 0.1959 0.1987 0.2014 3 6 8 11 14 17 20 22 25

1.6 0.2041 0.2068 0.2095 0.2122 0.2148 0.2175 0.2201 0.2227 0.2253 0.2279 3 5 8 11 13 16 18 21 24
1.7 0.2304 0.2330 0.2355 0.2380 0.2405 0.2430 0.2455 0.2480 0.2504 0.2529 2 5 7 10 12 15 17 20 22
1.8 0.2553 0.2577 0.2601 0.2625 0.2648 0.2672 0.2695 0.2718 0.2742 0.2765 2 5 7 9 12 14 16 19 21
1.9 0.2788 0.2810 0.2833 0.2856 0.2878 0.2900 0.2923 0.2945 0.2967 0.2989 2 4 7 9 11 13 16 18 20
2.0 0.3010 0.3032 0.3054 0.3075 0.3096 0.3118 0.3139 0.3160 0.3181 0.3201 2 4 6 8 11 13 15 17 19

2.1 0.3222 0.3243 0.3263 0.3284 0.3304 0.3324 0.3345 0.3365 0.3385 0.3404 2 4 6 8 10 12 14 16 18
2.2 0.3424 0.3444 0.3464 0.3483 0.3502 0.3522 0.3541 0.3560 0.3579 0.3598 2 4 6 8 10 12 14 15 17
2.3 0.3617 0.3636 0.3655 0.3674 0.3692 0.3711 0.3729 0.3747 0.3766 0.3784 2 4 6 7 9 11 13 15 17
2.4 0.3802 0.3820 0.3838 0.3856 0.3874 0.3892 0.3909 0.3927 0.3945 0.3962 2 4 5 7 9 11 12 14 16
2.5 0.3979 0.3997 0.4014 0.4031 0.4048 0.4065 0.4082 0.4099 0.4116 0.4133 2 3 5 7 9 10 12 14 15

2.6 0.4150 0.4166 0.4183 0.4200 0.4216 0.4232 0.4249 0.4265 0.4281 0.4298 2 3 5 7 8 10 11 13 15
2.7 0.4314 0.4330 0.4346 0.4362 0.4378 0.4393 0.4409 0.4425 0.4440 0.4456 2 3 5 6 8 9 11 13 14
2.8 0.4472 0.4487 0.4502 0.4518 0.4533 0.4548 0.4564 0.4579 0.4594 0.4609 2 3 5 6 8 9 11 12 14
2.9 0.4624 0.4639 0.4654 0.4669 0.4683 0.4698 0.4713 0.4728 0.4742 0.4757 1 3 4 6 7 9 10 12 13
3.0 0.4771 0.4786 0.4800 0.4814 0.4829 0.4843 0.4857 0.4871 0.4886 0.4900 1 3 4 6 7 9 10 11 13

3.1 0.4914 0.4928 0.4942 0.4955 0.4969 0.4983 0.4997 0.5011 0.5024 0.5038 1 3 4 6 7 8 10 11 12
3.2 0.5051 0.5065 0.5079 0.5092 0.5105 0.5119 0.5132 0.5145 0.5159 0.5172 1 3 4 5 7 8 9 11 12
3.3 0.5185 0.5198 0.5211 0.5224 0.5237 0.5250 0.5263 0.5276 0.5289 0.5302 1 3 4 5 6 8 9 10 12
3.4 0.5315 0.5328 0.5340 0.5353 0.5366 0.5378 0.5391 0.5403 0.5416 0.5428 1 3 4 5 6 8 9 10 11
3.5 0.5441 0.5453 0.5465 0.5478 0.5490 0.5502 0.5514 0.5527 0.5539 0.5551 1 2 4 5 6 7 9 10 11

3.6 0.5563 0.5575 0.5587 0.5599 0.5611 0.5623 0.5635 0.5647 0.5658 0.5670 1 2 4 5 6 7 8 10 11
3.7 0.5682 0.5694 0.5705 0.5717 0.5729 0.5740 0.5752 0.5763 0.5775 0.5786 1 2 3 5 6 7 8 9 10
3.8 0.5798 0.5809 0.5821 0.5832 0.5843 0.5855 0.5866 0.5877 0.5888 0.5899 1 2 3 5 6 7 8 9 10
3.9 0.5911 0.5922 0.5933 0.5944 0.5955 0.5966 0.5977 0.5988 0.5999 0.6010 1 2 3 4 5 7 8 9 10
4.0 0.6021 0.6031 0.6042 0.6053 0.6064 0.6075 0.6085 0.6096 0.6107 0.6117 1 2 3 4 5 6 8 9 10

4.1 0.6128 0.6138 0.6149 0.6160 0.6170 0.6180 0.6191 0.6201 0.6212 0.6222 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4.2 0.6232 0.6243 0.6253 0.6263 0.6274 0.6284 0.6294 0.6304 0.6314 0.6325 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4.3 0.6335 0.6345 0.6355 0.6365 0.6375 0.6385 0.6395 0.6405 0.6415 0.6425 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4.4 0.6435 0.6444 0.6454 0.6464 0.6474 0.6484 0.6493 0.6503 0.6513 0.6522 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4.5 0.6532 0.6542 0.6551 0.6561 0.6571 0.6580 0.6590 0.6599 0.6609 0.6618 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4.6 0.6628 0.6637 0.6646 0.6656 0.6665 0.6675 0.6684 0.6693 0.6702 0.6712 1 2 3 4 5 6 7 7 8
4.7 0.6721 0.6730 0.6739 0.6749 0.6758 0.6767 0.6776 0.6785 0.6794 0.6803 1 2 3 4 5 5 6 7 8
4.8 0.6812 0.6821 0.6830 0.6839 0.6848 0.6857 0.6866 0.6875 0.6884 0.6893 1 2 3 4 4 5 6 7 8
4.9 0.6902 0.6911 0.6920 0.6928 0.6937 0.6946 0.6955 0.6964 0.6972 0.6981 1 2 3 4 4 5 6 7 8
5.0 0.6990 0.6998 0.7007 0.7016 0.7024 0.7033 0.7042 0.7050 0.7059 0.7067 1 2 3 3 4 5 6 7 8

5.1 0.7076 0.7084 0.7093 0.7101 0.7110 0.7118 0.7126 0.7135 0.7143 0.7152 1 2 3 3 4 5 6 7 8
5.2 0.7160 0.7168 0.7177 0.7185 0.7193 0.7202 0.7210 0.7218 0.7226 0.7235 1 2 2 3 4 5 6 7 7
5.3 0.7243 0.7251 0.7259 0.7267 0.7275 0.7284 0.7292 0.7300 0.7308 0.7316 1 2 2 3 4 5 6 6 7
5.4 0.7324 0.7332 0.7340 0.7348 0.7356 0.7364 0.7372 0.7380 0.7388 0.7396 1 2 2 3 4 5 6 6 7

மடக்கை அடடவ்ை
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295அட்டவணைகள்

மடக்கை அடடவ்ை

Mean Difference

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

5.5 0.7404 0.7412 0.7419 0.7427 0.7435 0.7443 0.7451 0.7459 0.7466 0.7474 1 2 2 3 4 5 5 6 7

5.6 0.7482 0.7490 0.7497 0.7505 0.7513 0.7520 0.7528 0.7536 0.7543 0.7551 1 2 2 3 4 5 5 6 7
5.7 0.7559 0.7566 0.7574 0.7582 0.7589 0.7597 0.7604 0.7612 0.7619 0.7627 1 2 2 3 4 5 5 6 7
5.8 0.7634 0.7642 0.7649 0.7657 0.7664 0.7672 0.7679 0.7686 0.7694 0.7701 1 1 2 3 4 4 5 6 7
5.9 0.7709 0.7716 0.7723 0.7731 0.7738 0.7745 0.7752 0.7760 0.7767 0.7774 1 1 2 3 4 4 5 6 7
6.0 0.7782 0.7789 0.7796 0.7803 0.7810 0.7818 0.7825 0.7832 0.7839 0.7846 1 1 2 3 4 4 5 6 6

6.1 0.7853 0.7860 0.7868 0.7875 0.7882 0.7889 0.7896 0.7903 0.7910 0.7917 1 1 2 3 4 4 5 6 6
6.2 0.7924 0.7931 0.7938 0.7945 0.7952 0.7959 0.7966 0.7973 0.7980 0.7987 1 1 2 3 3 4 5 6 6
6.3 0.7993 0.8000 0.8007 0.8014 0.8021 0.8028 0.8035 0.8041 0.8048 0.8055 1 1 2 3 3 4 5 5 6
6.4 0.8062 0.8069 0.8075 0.8082 0.8089 0.8096 0.8102 0.8109 0.8116 0.8122 1 1 2 3 3 4 5 5 6
6.5 0.8129 0.8136 0.8142 0.8149 0.8156 0.8162 0.8169 0.8176 0.8182 0.8189 1 1 2 3 3 4 5 5 6

6.6 0.8195 0.8202 0.8209 0.8215 0.8222 0.8228 0.8235 0.8241 0.8248 0.8254 1 1 2 3 3 4 5 5 6
6.7 0.8261 0.8267 0.8274 0.8280 0.8287 0.8293 0.8299 0.8306 0.8312 0.8319 1 1 2 3 3 4 5 5 6
6.8 0.8325 0.8331 0.8338 0.8344 0.8351 0.8357 0.8363 0.8370 0.8376 0.8382 1 1 2 3 3 4 4 5 6
6.9 0.8388 0.8395 0.8401 0.8407 0.8414 0.8420 0.8426 0.8432 0.8439 0.8445 1 1 2 2 3 4 4 5 6
7.0 0.8451 0.8457 0.8463 0.8470 0.8476 0.8482 0.8488 0.8494 0.8500 0.8506 1 1 2 2 3 4 4 5 6

7.1 0.8513 0.8519 0.8525 0.8531 0.8537 0.8543 0.8549 0.8555 0.8561 0.8567 1 1 2 2 3 4 4 5 5
7.2 0.8573 0.8579 0.8585 0.8591 0.8597 0.8603 0.8609 0.8615 0.8621 0.8627 1 1 2 2 3 4 4 5 5
7.3 0.8633 0.8639 0.8645 0.8651 0.8657 0.8663 0.8669 0.8675 0.8681 0.8686 1 1 2 2 3 4 4 5 5
7.4 0.8692 0.8698 0.8704 0.8710 0.8716 0.8722 0.8727 0.8733 0.8739 0.8745 1 1 2 2 3 4 4 5 5
7.5 0.8751 0.8756 0.8762 0.8768 0.8774 0.8779 0.8785 0.8791 0.8797 0.8802 1 1 2 2 3 3 4 5 5

7.6 0.8808 0.8814 0.8820 0.8825 0.8831 0.8837 0.8842 0.8848 0.8854 0.8859 1 1 2 2 3 3 4 5 5
7.7 0.8865 0.8871 0.8876 0.8882 0.8887 0.8893 0.8899 0.8904 0.8910 0.8915 1 1 2 2 3 3 4 4 5
7.8 0.8921 0.8927 0.8932 0.8938 0.8943 0.8949 0.8954 0.8960 0.8965 0.8971 1 1 2 2 3 3 4 4 5
7.9 0.8976 0.8982 0.8987 0.8993 0.8998 0.9004 0.9009 0.9015 0.9020 0.9025 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.0 0.9031 0.9036 0.9042 0.9047 0.9053 0.9058 0.9063 0.9069 0.9074 0.9079 1 1 2 2 3 3 4 4 5

8.1 0.9085 0.9090 0.9096 0.9101 0.9106 0.9112 0.9117 0.9122 0.9128 0.9133 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.2 0.9138 0.9143 0.9149 0.9154 0.9159 0.9165 0.9170 0.9175 0.9180 0.9186 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.3 0.9191 0.9196 0.9201 0.9206 0.9212 0.9217 0.9222 0.9227 0.9232 0.9238 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.4 0.9243 0.9248 0.9253 0.9258 0.9263 0.9269 0.9274 0.9279 0.9284 0.9289 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.5 0.9294 0.9299 0.9304 0.9309 0.9315 0.9320 0.9325 0.9330 0.9335 0.9340 1 1 2 2 3 3 4 4 5

8.6 0.9345 0.9350 0.9355 0.9360 0.9365 0.9370 0.9375 0.9380 0.9385 0.9390 1 1 2 2 3 3 4 4 5
8.7 0.9395 0.9400 0.9405 0.9410 0.9415 0.9420 0.9425 0.9430 0.9435 0.9440 0 1 1 2 2 3 3 4 4
8.8 0.9445 0.9450 0.9455 0.9460 0.9465 0.9469 0.9474 0.9479 0.9484 0.9489 0 1 1 2 2 3 3 4 4
8.9 0.9494 0.9499 0.9504 0.9509 0.9513 0.9518 0.9523 0.9528 0.9533 0.9538 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.0 0.9542 0.9547 0.9552 0.9557 0.9562 0.9566 0.9571 0.9576 0.9581 0.9586 0 1 1 2 2 3 3 4 4

9.1 0.9590 0.9595 0.9600 0.9605 0.9609 0.9614 0.9619 0.9624 0.9628 0.9633 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.2 0.9638 0.9643 0.9647 0.9652 0.9657 0.9661 0.9666 0.9671 0.9675 0.9680 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.3 0.9685 0.9689 0.9694 0.9699 0.9703 0.9708 0.9713 0.9717 0.9722 0.9727 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.4 0.9731 0.9736 0.9741 0.9745 0.9750 0.9754 0.9759 0.9763 0.9768 0.9773 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.5 0.9777 0.9782 0.9786 0.9791 0.9795 0.9800 0.9805 0.9809 0.9814 0.9818 0 1 1 2 2 3 3 4 4

9.6 0.9823 0.9827 0.9832 0.9836 0.9841 0.9845 0.9850 0.9854 0.9859 0.9863 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.7 0.9868 0.9872 0.9877 0.9881 0.9886 0.9890 0.9894 0.9899 0.9903 0.9908 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.8 0.9912 0.9917 0.9921 0.9926 0.9930 0.9934 0.9939 0.9943 0.9948 0.9952 0 1 1 2 2 3 3 4 4
9.9 0.9956 0.9961 0.9965 0.9969 0.9974 0.9978 0.9983 0.9987 0.9991 0.9996 0 1 1 2 2 3 3 3 4
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296 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

எதிர் மடக்கை அடடவ்ை

Mean Difference
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.00 1.000 1.002 1.005 1.007 1.009 1.012 1.014 1.016 1.019 1.021 0 0 1 1 1 1 2 2 2

0.01 1.023 1.026 1.028 1.030 1.033 1.035 1.038 1.040 1.042 1.045 0 0 1 1 1 1 2 2 2
0.02 1.047 1.050 1.052 1.054 1.057 1.059 1.062 1.064 1.067 1.069 0 0 1 1 1 1 2 2 2
0.03 1.072 1.074 1.076 1.079 1.081 1.084 1.086 1.089 1.091 1.094 0 0 1 1 1 1 2 2 2
0.04 1.096 1.099 1.102 1.104 1.107 1.109 1.112 1.114 1.117 1.119 0 1 1 1 1 2 2 2 2
0.05 1.122 1.125 1.127 1.130 1.132 1.135 1.138 1.140 1.143 1.146 0 1 1 1 1 2 2 2 2

0.06 1.148 1.151 1.153 1.156 1.159 1.161 1.164 1.167 1.169 1.172 0 1 1 1 1 2 2 2 2
0.07 1.175 1.178 1.180 1.183 1.186 1.189 1.191 1.194 1.197 1.199 0 1 1 1 1 2 2 2 2
0.08 1.202 1.205 1.208 1.211 1.213 1.216 1.219 1.222 1.225 1.227 0 1 1 1 1 2 2 2 3
0.09 1.230 1.233 1.236 1.239 1.242 1.245 1.247 1.250 1.253 1.256 0 1 1 1 1 2 2 2 3
0.10 1.259 1.262 1.265 1.268 1.271 1.274 1.276 1.279 1.282 1.285 0 1 1 1 1 2 2 2 3

0.11 1.288 1.291 1.294 1.297 1.300 1.303 1.306 1.309 1.312 1.315 0 1 1 1 2 2 2 2 3
0.12 1.318 1.321 1.324 1.327 1.330 1.334 1.337 1.340 1.343 1.346 0 1 1 1 2 2 2 2 3
0.13 1.349 1.352 1.355 1.358 1.361 1.365 1.368 1.371 1.374 1.377 0 1 1 1 2 2 2 3 3
0.14 1.380 1.384 1.387 1.390 1.393 1.396 1.400 1.403 1.406 1.409 0 1 1 1 2 2 2 3 3
0.15 1.413 1.416 1.419 1.422 1.426 1.429 1.432 1.435 1.439 1.442 0 1 1 1 2 2 2 3 3

0.16 1.445 1.449 1.452 1.455 1.459 1.462 1.466 1.469 1.472 1.476 0 1 1 1 2 2 2 3 3
0.17 1.479 1.483 1.486 1.489 1.493 1.496 1.500 1.503 1.507 1.510 0 1 1 1 2 2 2 3 3
0.18 1.514 1.517 1.521 1.524 1.528 1.531 1.535 1.538 1.542 1.545 0 1 1 1 2 2 2 3 3
0.19 1.549 1.552 1.556 1.560 1.563 1.567 1.570 1.574 1.578 1.581 0 1 1 1 2 2 3 3 3
0.20 1.585 1.589 1.592 1.596 1.600 1.603 1.607 1.611 1.614 1.618 0 1 1 1 2 2 3 3 3

0.21 1.622 1.626 1.629 1.633 1.637 1.641 1.644 1.648 1.652 1.656 0 1 1 2 2 2 3 3 3
0.22 1.660 1.663 1.667 1.671 1.675 1.679 1.683 1.687 1.690 1.694 0 1 1 2 2 2 3 3 3
0.23 1.698 1.702 1.706 1.710 1.714 1.718 1.722 1.726 1.730 1.734 0 1 1 2 2 2 3 3 4
0.24 1.738 1.742 1.746 1.750 1.754 1.758 1.762 1.766 1.770 1.774 0 1 1 2 2 2 3 3 4
0.25 1.778 1.782 1.786 1.791 1.795 1.799 1.803 1.807 1.811 1.816 0 1 1 2 2 2 3 3 4

0.26 1.820 1.824 1.828 1.832 1.837 1.841 1.845 1.849 1.854 1.858 0 1 1 2 2 3 3 3 4
0.27 1.862 1.866 1.871 1.875 1.879 1.884 1.888 1.892 1.897 1.901 0 1 1 2 2 3 3 3 4
0.28 1.905 1.910 1.914 1.919 1.923 1.928 1.932 1.936 1.941 1.945 0 1 1 2 2 3 3 4 4
0.29 1.950 1.954 1.959 1.963 1.968 1.972 1.977 1.982 1.986 1.991 0 1 1 2 2 3 3 4 4
0.30 1.995 2.000 2.004 2.009 2.014 2.018 2.023 2.028 2.032 2.037 0 1 1 2 2 3 3 4 4

0.31 2.042 2.046 2.051 2.056 2.061 2.065 2.070 2.075 2.080 2.084 0 1 1 2 2 3 3 4 4
0.32 2.089 2.094 2.099 2.104 2.109 2.113 2.118 2.123 2.128 2.133 0 1 1 2 2 3 3 4 4
0.33 2.138 2.143 2.148 2.153 2.158 2.163 2.168 2.173 2.178 2.183 0 1 1 2 2 3 3 4 4
0.34 2.188 2.193 2.198 2.203 2.208 2.213 2.218 2.223 2.228 2.234 1 1 2 2 3 3 4 4 5
0.35 2.239 2.244 2.249 2.254 2.259 2.265 2.270 2.275 2.280 2.286 1 1 2 2 3 3 4 4 5

0.36 2.291 2.296 2.301 2.307 2.312 2.317 2.323 2.328 2.333 2.339 1 1 2 2 3 3 4 4 5
0.37 2.344 2.350 2.355 2.360 2.366 2.371 2.377 2.382 2.388 2.393 1 1 2 2 3 3 4 4 5
0.38 2.399 2.404 2.410 2.415 2.421 2.427 2.432 2.438 2.443 2.449 1 1 2 2 3 3 4 4 5
0.39 2.455 2.460 2.466 2.472 2.477 2.483 2.489 2.495 2.500 2.506 1 1 2 2 3 3 4 5 5
0.40 2.512 2.518 2.523 2.529 2.535 2.541 2.547 2.553 2.559 2.564 1 1 2 2 3 4 4 5 5

0.41 2.570 2.576 2.582 2.588 2.594 2.600 2.606 2.612 2.618 2.624 1 1 2 2 3 4 4 5 5
0.42 2.630 2.636 2.642 2.649 2.655 2.661 2.667 2.673 2.679 2.685 1 1 2 2 3 4 4 5 6
0.43 2.692 2.698 2.704 2.710 2.716 2.723 2.729 2.735 2.742 2.748 1 1 2 3 3 4 4 5 6
0.44 2.754 2.761 2.767 2.773 2.780 2.786 2.793 2.799 2.805 2.812 1 1 2 3 3 4 4 5 6
0.45 2.818 2.825 2.831 2.838 2.844 2.851 2.858 2.864 2.871 2.877 1 1 2 3 3 4 5 5 6

0.46 2.884 2.891 2.897 2.904 2.911 2.917 2.924 2.931 2.938 2.944 1 1 2 3 3 4 5 5 6
0.47 2.951 2.958 2.965 2.972 2.979 2.985 2.992 2.999 3.006 3.013 1 1 2 3 3 4 5 5 6
0.48 3.020 3.027 3.034 3.041 3.048 3.055 3.062 3.069 3.076 3.083 1 1 2 3 4 4 5 6 6
0.49 3.090 3.097 3.105 3.112 3.119 3.126 3.133 3.141 3.148 3.155 1 1 2 3 4 4 5 6 6
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297அட்டவணைகள்

எதிர் மடக்கை அடடவ்ை

Mean Difference
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.50 3.162 3.170 3.177 3.184 3.192 3.199 3.206 3.214 3.221 3.228 1 1 2 3 4 4 5 6 7

0.51 3.236 3.243 3.251 3.258 3.266 3.273 3.281 3.289 3.296 3.304 1 2 2 3 4 5 5 6 7
0.52 3.311 3.319 3.327 3.334 3.342 3.350 3.357 3.365 3.373 3.381 1 2 2 3 4 5 5 6 7
0.53 3.388 3.396 3.404 3.412 3.420 3.428 3.436 3.443 3.451 3.459 1 2 2 3 4 5 6 6 7
0.54 3.467 3.475 3.483 3.491 3.499 3.508 3.516 3.524 3.532 3.540 1 2 2 3 4 5 6 6 7
0.55 3.548 3.556 3.565 3.573 3.581 3.589 3.597 3.606 3.614 3.622 1 2 2 3 4 5 6 7 7

0.56 3.631 3.639 3.648 3.656 3.664 3.673 3.681 3.690 3.698 3.707 1 2 3 3 4 5 6 7 8
0.57 3.715 3.724 3.733 3.741 3.750 3.758 3.767 3.776 3.784 3.793 1 2 3 3 4 5 6 7 8
0.58 3.802 3.811 3.819 3.828 3.837 3.846 3.855 3.864 3.873 3.882 1 2 3 4 4 5 6 7 8
0.59 3.890 3.899 3.908 3.917 3.926 3.936 3.945 3.954 3.963 3.972 1 2 3 4 5 5 6 7 8
0.60 3.981 3.990 3.999 4.009 4.018 4.027 4.036 4.046 4.055 4.064 1 2 3 4 5 6 6 7 8

0.61 4.074 4.083 4.093 4.102 4.111 4.121 4.130 4.140 4.150 4.159 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.62 4.169 4.178 4.188 4.198 4.207 4.217 4.227 4.236 4.246 4.256 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.63 4.266 4.276 4.285 4.295 4.305 4.315 4.325 4.335 4.345 4.355 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.64 4.365 4.375 4.385 4.395 4.406 4.416 4.426 4.436 4.446 4.457 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.65 4.467 4.477 4.487 4.498 4.508 4.519 4.529 4.539 4.550 4.560 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.66 4.571 4.581 4.592 4.603 4.613 4.624 4.634 4.645 4.656 4.667 1 2 3 4 5 6 7 9 10
0.67 4.677 4.688 4.699 4.710 4.721 4.732 4.742 4.753 4.764 4.775 1 2 3 4 5 7 8 9 10
0.68 4.786 4.797 4.808 4.819 4.831 4.842 4.853 4.864 4.875 4.887 1 2 3 4 6 7 8 9 10
0.69 4.898 4.909 4.920 4.932 4.943 4.955 4.966 4.977 4.989 5.000 1 2 3 5 6 7 8 9 10
0.70 5.012 5.023 5.035 5.047 5.058 5.070 5.082 5.093 5.105 5.117 1 2 4 5 6 7 8 9 11

0.71 5.129 5.140 5.152 5.164 5.176 5.188 5.200 5.212 5.224 5.236 1 2 4 5 6 7 8 10 11
0.72 5.248 5.260 5.272 5.284 5.297 5.309 5.321 5.333 5.346 5.358 1 2 4 5 6 7 9 10 11
0.73 5.370 5.383 5.395 5.408 5.420 5.433 5.445 5.458 5.470 5.483 1 3 4 5 6 8 9 10 11
0.74 5.495 5.508 5.521 5.534 5.546 5.559 5.572 5.585 5.598 5.610 1 3 4 5 6 8 9 10 12
0.75 5.623 5.636 5.649 5.662 5.675 5.689 5.702 5.715 5.728 5.741 1 3 4 5 7 8 9 10 12

0.76 5.754 5.768 5.781 5.794 5.808 5.821 5.834 5.848 5.861 5.875 1 3 4 5 7 8 9 11 12
0.77 5.888 5.902 5.916 5.929 5.943 5.957 5.970 5.984 5.998 6.012 1 3 4 5 7 8 10 11 12
0.78 6.026 6.039 6.053 6.067 6.081 6.095 6.109 6.124 6.138 6.152 1 3 4 6 7 8 10 11 13
0.79 6.166 6.180 6.194 6.209 6.223 6.237 6.252 6.266 6.281 6.295 1 3 4 6 7 9 10 11 13
0.80 6.310 6.324 6.339 6.353 6.368 6.383 6.397 6.412 6.427 6.442 1 3 4 6 7 9 10 12 13

0.81 6.457 6.471 6.486 6.501 6.516 6.531 6.546 6.561 6.577 6.592 2 3 5 6 8 9 11 12 14
0.82 6.607 6.622 6.637 6.653 6.668 6.683 6.699 6.714 6.730 6.745 2 3 5 6 8 9 11 12 14
0.83 6.761 6.776 6.792 6.808 6.823 6.839 6.855 6.871 6.887 6.902 2 3 5 6 8 9 11 13 14
0.84 6.918 6.934 6.950 6.966 6.982 6.998 7.015 7.031 7.047 7.063 2 3 5 6 8 10 11 13 15
0.85 7.079 7.096 7.112 7.129 7.145 7.161 7.178 7.194 7.211 7.228 2 3 5 7 8 10 12 13 15

0.86 7.244 7.261 7.278 7.295 7.311 7.328 7.345 7.362 7.379 7.396 2 3 5 7 8 10 12 13 15
0.87 7.413 7.430 7.447 7.464 7.482 7.499 7.516 7.534 7.551 7.568 2 3 5 7 9 10 12 14 16
0.88 7.586 7.603 7.621 7.638 7.656 7.674 7.691 7.709 7.727 7.745 2 4 5 7 9 11 12 14 16
0.89 7.762 7.780 7.798 7.816 7.834 7.852 7.870 7.889 7.907 7.925 2 4 5 7 9 11 13 14 16
0.90 7.943 7.962 7.980 7.998 8.017 8.035 8.054 8.072 8.091 8.110 2 4 6 7 9 11 13 15 17

0.91 8.128 8.147 8.166 8.185 8.204 8.222 8.241 8.260 8.279 8.299 2 4 6 8 9 11 13 15 17
0.92 8.318 8.337 8.356 8.375 8.395 8.414 8.433 8.453 8.472 8.492 2 4 6 8 10 12 14 15 17
0.93 8.511 8.531 8.551 8.570 8.590 8.610 8.630 8.650 8.670 8.690 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0.94 8.710 8.730 8.750 8.770 8.790 8.810 8.831 8.851 8.872 8.892 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0.95 8.913 8.933 8.954 8.974 8.995 9.016 9.036 9.057 9.078 9.099 2 4 6 8 10 12 15 17 19

0.96 9.120 9.141 9.162 9.183 9.204 9.226 9.247 9.268 9.290 9.311 2 4 6 8 11 13 15 17 19
0.97 9.333 9.354 9.376 9.397 9.419 9.441 9.462 9.484 9.506 9.528 2 4 7 9 11 13 15 17 20
0.98 9.550 9.572 9.594 9.616 9.638 9.661 9.683 9.705 9.727 9.750 2 4 7 9 11 13 16 18 20
0.99 9.772 9.795 9.817 9.840 9.863 9.886 9.908 9.931 9.954 9.977 2 5 7 9 11 14 16 18 20
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300 12 ஆம் வகுப்பு வணிகக் கணிதம் மற்றும் புள்ளியியல்

திடட இயல்நி்ை பரவல் அடடவ்ை

இந்த அட்டவணையானது Z = 0 மற்றும் Z ன் எந்த 
மதிப்பிற்கும் இண்டயிலான பரப்பிணன நிகழ்தகவு 
மதிப்பாக ்தருகிறது.
எடுத்துககாட்டாக, Z = 1.45 எனில், 
பரப்பானது 0.4265 ஆகும்.
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301துணை நூற்பட்டியல்

துணை நூற்பட்டியல்

1. Introduction to Matrices, S.P. Gupta , S. Chand & Company

2. Matrices, Shanthi Narayanan, S. Chand & Company

3. Matrices and Determinants, P.N. Arora, S. Chand & Company

4. Stochastic Processes, J. Medhi, New Age International Publishers

5. A Text Book on differential Calculus – S.K. Goyal - Jai Prakash Nath 
Publications.

6. A Text Book on Integral Calculus – S.K. Goyal  - Jai Prakash Nath Publications.

7. Mathematics for Economics – Mehta, Madnani – Sultan Chand & Sons. 

8. Differential and Integral Calculus -  N.P. Iskunov - Mir Publishers, Moscow.

9. Differential and Integral Calculus - Schamum’s Outline Series - Frank Ayres.

10. Calculus - S. Narayanan, T.K. Manicavachagon Pillay - S. Viswanathan - 
Printers and Publishers Pvt. Ltd.

11. Differential Equations and Its Applications - S. Narayanan, T.K. 
Manicavachagon Pillay

12. Calculus (Volume I & II ) - Tom. M. Apostol - John Wiley Publications.

13. Numerical Methods- P. Kandasamy, K. Thilagvathy, K. Gunavathi- S. Chand 
& Company.

14. Finite Differences and Numerical Analysis - H.C. Saxena, S. Chand & Company.

15. Applied Statistics by A. Chandrasekaran and A. Latha.

16. Basic Statistics : B.L. Agarwal, New Age International Publishers.

17. Business Statistics Problems and Solutions: J.K. Sharma, Vikas Publishing 
House Pvt. Ltd.

18. Comprehensive Statistical Methods: P.N. Arora, Sumeet Arora and S. Arora.

19. Elements of Statistical Methods by P.N. Arora, Sumeet Arora.

20. Fundamentals of Statistics: S.C. Gupta, Himalaya Publishing House.

21. Fundamentals of Applied Statistics: S.C. Gupta and V.K. Kapoor, Sultan Chand 
& Sons.

22. Goon, A.M. Gupta M.K. and Das Gupta B. (1977) An Outline of Statistical 
Theory, Vol I, 6/e, World Press, Calcutta. 
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துணை நூற்பட்டியல்

23. Gupta S.C, Kapoor V.K (2009) Fundamentals of Mathematical Statistics. 
Sultan Chand & Sons, New Delhi.

24. Handbook of Basic Statistical Concepts for Scientists and Pharmacists  by 
Shubha Rani.

25. Hogg. R.V. Craig. A.T. (1978): Introduction to Mathematical Statistics, 
McGraw Hill Publishing Co. Inc. New York.

26. Introduction to Statistical Quality Control: Douglas C. Montgomery, Wiley 
Publications.

27. Mood A. M, Graybill F.A, Boes D.C. (1983) Introduction to the Theory of 
Statistics. Third Edition, McGraw - Hill International Book Company.

28. Sanjay Arora and Bansilal (1989): New Mathematical Statistics, Satyaprakashan, 
New Delhi. 

29. Statistical Methods: S.P. Gupta, Sultan Chand & Sons.

30. Statistical Quality Control: Douglas C. Montgomery, Wiley Publications.

31. Statistical Quality Control: M. Mahajan, Dhanpat Rai & Co Publications.

32. Statistics  Theory and Practice: R.S.N. Pillai and Bagavathi: S. Chand.

33. Operations Research, Dr. S.P. Gupta, P.K. Gupta, Dr. Manmohan, Sultan 
Chand & Sons.

34. Operations Research, A. Ravindran, James J. Solberg, Willey Student Edition.

35. Operations Research, Frederick S. Hilton, Gerald J. Lieberman, Mc Graw Hill 
Education.

36. Operations Research – Dr. S.J. Venkatesan, Sri Krishna Publications, Chennai.

37. Business Mathematics and Statistics, HSC First Year, Tamil Nadu Text Book 
Corporation.

38. Mathematics, HSC First & Second Year, Tamil Nadu Text Book Corporation.

39. Statistics - HSC First & Second Year – Tamil Nadu Text Book Corporation.
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303

வணிகக் கணிதம் மறறும் புள்ளியியல் – மமல்நிணை இரண்டாமடாணடு
வல்லுநரகள், மமைடாயவடாளரகள் மறறும் நூைடாசிரியரகள் ப்பயர ்பட்டியல்

்படா்த் தயடாரிப்புக்குழு தணைவர
திரு. ந. இரமமஷ்
இணைப் பேராசிரியர் (ஓய்வு), கணிதத்துணை,
அரசு கணைக் கல்லூரி (ஆணகள்),
நநதனம், செனணன.

மமைடாயவடாளரகள்
முணைவர மடா.பர. சீனிவடாசன்
பேராசிரியர் மற்றும் துணைத் தணைவர்
புள்ளியியல் துணை, செனணன ேல்கணைக் கழகம், 
செனணன.
முணைவர பத. அறிவுண்நம்பி
பேராசிரியர், கணிதத்துணை, 
அணைா ேல்கணைக் கழகம், 
செனணன.

்படா்ப் ப்படாருள் வல்லுநரகள்
முணைவர மவணு பிரகடாஷ்
இணைப் பேராசிரியர்  மற்றும் துணை தணைவர்,
புள்ளியியல் துணை,
மாநிைக் கல்லூரி , செனணன.
முணைவர இரடா. திருமணைசசடாமி
இணைப் பேராசிரியர் மற்றும் துணைத் தணைவர்
கணிதத்துணை, அரசு கணைக் கல்லூரி (ஆணகள்),
நநதனம், செனணன.
முணைவர ச. பெ. பவஙகம்சன்
இணைப் பேராசிரியர்,
கணிதத்துணை, அரசு கணைக் கல்லூரி (ஆணகள்),
நநதனம், செனணன.
திருமதி கி. மகடாகிைடா
உதவி பேராசிரியர் மற்றும் துணைத் தணைவர் 
புள்ளியியல் துணை,
டாக்டர் அம்பேத்கர் அரசினர் கணைக் கல்லூரி,
வியாெர்ோடி, செனணன.
முணைவர நடா. சுநதரம்
உதவி பேராசிரியர்,
புள்ளியியல் துணை,
மாநிைக் கல்லூரி , செனணன.
முணைவர மைடா. ்படாரி தயடாள்
உதவி பேராசிரியர், புள்ளியியல் துணை
செனணன கிருத்துவக் கல்லூரி,
தாம்ேரம், செனணன.
திருமதி மம. திைகம்
உதவிப் பேராசிரியர் ,
புள்ளியியல் துணை,
மாநிைக் கல்லூரி, செனணன.

்படா்க்குழு ப்படாறுப்்படாளர
திரு. இரவிக்குமடார ஆறுமுகம்
முதல்வர் 
மாவடட ஆசிரியர் கல்வி மற்றும் ேயிற்சி நிறுவனம்,
மாயனூர், கரூர் மாவடடம்.

்படா் நூல் ஒருஙகிணைப்்படாளர
திரு. ்படாபு சுப்பிரமணியன்
உதவி பேராசிரியர்
மாநிைக் கல்வியியல் ஆராய்ச்சி மற்றும் நிறுவனம்,
செனணன.

நூைடாசிரியரகள்
திரு. இரடா. வில்ைவன்மகடாணத 
தணைணம ஆசிரியர், அரசினர் பமல்நிணைப் ேள்ளி,
சகாருக்ணக, நாகப்ேடடினம் மாவடடம்.
திரு. தி.பி. சுவடாமி நடாதன் 
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
மணைமணை அடிகளார் அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி 
ேல்ைாவரம், செனணன.
திரு. ஹரி. பவஙகம்ஷ்
முதுகணை கணித ஆசிரியர்,
ெர் இராமொமி முதலியார் பமல்நிணைப்ேள்ளி,
அம்ேத்தூர், செனணன.
திருமதி சி. ்பகவதி
முதுகணைப் ேடடதாரி ஆசிரியர்,
ஸ்ரீ அபகாபிை மடம் ஓரியணடல் பமல்நிணைப் ேள்ளி, 
பமற்கு மாம்ேைம், செனணன.
திரு. எஸ்.எப். சுணைமடான் 
முதுகணைப் ேடடதாரி ஆசிரியர்,
மணைமணை அடிகளார் அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி
ேல்ைாவரம், செனணன.
திரு. வீ. கணைசபசல்வன் 
முதுகணைப் ேடடதாரி ஆசிரியர்,
அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி, திருநினைவூர், திருவள்ளூர் மாவடடம்.
திரு. த. ரடாெ மசகர
முதுகணைப் ேடடதாரி ஆசிரியர்,
அரசு ஆணகள் பமல்நிணைப் ேள்ளி
குபராம் பேடணட, காஞ்சிபுரம் மாவடடம்.
திருமதி அ. சுகன்யடா,
முதுகணை கணித ஆசிரியர், அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி, 
பகாவிைம் ோக்கம், காஞ்சிபுரம் மாவடடம்.
திரு. பவ. கமைசன் 
முதுகணைப் ேடடதாரி ஆசிரியர், 
பநரு அரசினர் ஆணகள் பமல்நிணைப் ேள்ளி,  
நஙணகநல்லூர், செனணன.
திரு. ம.மகடா. திரிமைடாகசநதிரன் 
முதுகணை கணித ஆசிரியர், அரசு பமல்நிணைப் ேள்ளி
சமய்யூர், திருவள்ளூர் மாவடடம்.
ICT ஒருஙகிணைப்்படாளர
தடா. வடாசுரடாஜ்
முதுகணை கணித ஆசிரியர் மற்றும் துணைத் தணைவர்
பக. ஆர். எம்.சோதுப்  ேள்ளி, செம்மியம், செனணன.
விணரவுக்குறியீடு மமைடாணணமக்குழு
 இரடா. பெகநடாதன், இ.நி.ஆ.,  ஊ.ஒ.ந.நி.ேள்ளி, கபைெபுரம், போளூர், 
திருவணைாமணை மாவடடம். .
மு. சரவைன், ்ப.ஆ, அ.ம.பம.நி.ேள்ளி, புதுப்ோணளயம், 
வாழப்ோடி, பெைம்.
ம. முருமகசன், ்ப.ஆ, ஊ.ஒ.ந.நி.ேள்ளி,     
சேத்தபவளாணபகாடடகம், முத்துப்பேடணட, திருவாரூர்.
புத்தக வடிவணமப்்படாளர
ெடாய கிரடாஃபிக்ஸ், செனணன.
அட்ண் வடிவணமப்்படாளர
கதிர ஆறுமுகம்.
In-House QC 
ரடாமெஷ் தஙகப்்பன், பெரடால்டு வில்சன்
ஒருஙகிணைப்்படாளர
ரமமஷ் முனிசடாமி
தட்்சசு
மக. நடாகமவலு
இநநூல் 80ஜி.எஸ்.எம். எலிகணட பமப்லித்பதா தாளில் அச்சிடப்ேடடுள்ளது.
ஆப்செட முணையில் அச்சிடபடார்:
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